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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà
ïîâåðõíîñòÿõ. Ïëàòîé â èãðå âûñòóïàåò âðåìÿ ïðåñëåäîâàíèÿ îäíîãî èãðîêà
äðóãèì: ïðåñëåäîâàòåëü ïûòàåòñÿ ïîéìàòü óáåãàþùåãî çà íàèìåíüøåå âðåìÿ,
à óáåãàþùèé, íàîáîðîò, îòòÿíóòü ýòîò ìîìåíò êàê ìîæíî äàëüøå. Ðàäèóñ
ïîèìêè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîä îêîí÷àíèåì èãðû
ïîíèìàåòñÿ ñîâïàäåíèå êîîðäèíàò èãðîêîâ.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, êàê ðàçäåë
òåîðèè óïðàâëåíèÿ, èçó÷àåò çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ êîíôëèêòà
íåñêîëüêèõ ëèö. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ýêîíîìèêå,
ïîâåäåí÷åñêîé ýêîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.
Ïîýòîìó îíà èìååò âàæíûå è ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Ñòàíîâëåíèå
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Í.Í. Êðàñîâñêîãî,
Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, À.È. Ñóááîòèíà, J.V. Breakwell, W.H. Fleming, M.G. Cran�
dall, P.L. Lions.

Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð îêàçàëè
ðàáîòû À.Á. Êóðæàíñêîãî, Å.Ô. Ìèùåíêî, Ô.Ë. ×åðíîóñüêî, J.P. Aubin,
M. Bardi, T. Basar, L. Berkovitz, P. Bernhard, A. Blaquire, A. Friedman,
G. Leitman, G.J. Olsder. Âàæíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
À.À. Àçàìîâà, Í.Ë. Ãðèãîðåíêî, Ì.È. Çåëèêèíà, À.Ô. Êëåéìåíîâà, À.Â. Êðÿ-
æèìñêîãî, À.À. Ìåëèêÿíà, Â.Ñ. Ïàöêî, Í.Í. Ïåòðîâà, Ë.À. Ïåòðîñÿíà,
Ã.Ê. Ïîæàðèöêîãî, Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà, Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, Á.Á. Ðèõñèåâà,
Í.Í. Ñóááîòèíîé, Â.Í. Óøàêîâà, À.Ã. ×åíöîâà, Ô.Ë. ×åðíîóñüêî,
À.À. ×èêðèÿ, P.M. Cardaliaguet, M. Falcone, J. Lewin, A.W. Merz, M. Quin�
campoix, J. Shinar è ìíîãèõ äðóãèõ ó÷åíûõ.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå äâèæåíèå èãðîêîâ. Îíî íåðåäêî
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èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ìàíåâðèðóþùèõ îáúåêòîâ.
Ïðîñòûì íàçûâàåòñÿ äâèæåíèå áåçûíåðöèîííîé òî÷êè, óïðàâëÿåìîé ïî
ñêîðîñòè, íà êîòîðóþ îáû÷íî íàêëàäûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûå (ñôåðè÷åñêèå)
îãðàíè÷åíèÿ. Ðåøåíèå ðÿäà èãðîâûõ çàäà÷ ñ ïðîñòûìè äâèæåíèÿìè
îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè ìåíåå ñëîæíûì, ÷åì â çàäà÷àõ ñ áîëåå ñëîæíîé
äèíàìèêîé. Ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíûì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
çàäà÷ ñáëèæåíèÿ è ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå èãðîêîâ ïðîèñõîäèò âäîëü îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî èõ, à öåíà èãðû âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ïðîñòîé ôîðìóëå
êàê îòíîøåíèå íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èãðîêàìè ê ðàçíîñòè
ìàêñèìàëüíûõ ñêîðîñòåé. Îíà îñòàåòñÿ âåðíîé â èãðàõ íà ãëàäêèõ äâóìåðíûõ
ïîâåðõíîñòÿõ (ìíîãîîáðàçèÿõ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé èãðîêîâ. Îäíàêî âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð äëÿ èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ íà íåîãðàíè÷åííîé
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èëè íà ñèëüíî âûòÿíóòîì ýëëèïñîèäå, òàêîå äâèæåíèå
èãðîêîâ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ
íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì
èãðîêîâ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ïî îñîáûì (ñèíãóëÿðíûì) òðàåêòîðèÿì. Â ýòîì
ñëó÷àå îíî ïðîèñõîäèò ëèáî ïî ãåîäåçè÷åñêèì ëèíèÿì íà ïîâåðõíîñòè, íå
ñîåäèíÿþùèì òî÷êè èãðîêîâ, ëèáî âäîëü ñèíãóëÿðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
ýêèâîêàëüíîãî òèïà. Ïîÿâëåíèå îñîáûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ, êàê ÷àñòè
êàðòèíû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ìîæåò
áûòü äâå èëè áîëåå êðàò÷àéøèå ãåîäåçè÷åñêèå ðàâíîé äëèíû, ñîåäèíÿþùèå
èãðîêîâ.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãð ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó H. Steinhaus,
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îïóáëèêîâàííóþ â 1925 ã. Äàëåå, ñ íà÷àëà 50-õ ãîäîâ ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû
À.Ñ. Áåçèêîâè÷à, Í.Í. Ïåòðîâà, Ë.À. Ïåòðîñÿíà, Á.Í. Ïøåíè÷íîãî,
Ô.Ë. ×åðíîóñüêî, R. Isaacs, J.O. Flynn, A. Zieba, ïðîâîäÿùèå áîëåå ãëóáîêîå
èññëåäîâàíèå. Â õîäå èõ ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ôàêòû,
îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè. Êàæäàÿ èç ïðèâåäåííûõ ðàáîò äàëà ïðåäïîñûëêè
ê ïîÿâëåíèþ öåëîãî öèêëà ðàáîò ïî äèôôåðåíöèàëüíûì èãðàì ñ ïðîñòûì
äâèæåíèåì.

Â ìîíîãðàôèè R. Isaacs1 áûëà ðàññìîòðåíà èãðà ñáëèæåíèÿ/ïðåñëå-
äîâàíèÿ äâóõ êàòåðîâ â ìîðå ïðè íàëè÷èè êðóãîâîãî îñòðîâà ìåæäó íèìè.
Åå ïîëíîå ðåøåíèå è îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðåïÿòñòâèÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû
áûëî ïîëó÷åíî ïîçæå Ã.Ê. Ïîæàðèöêèì2 è À.À. Ìåëèêÿíîì ñîâìåñòíî ñ
Ë.Ñ. Âèøíåâåöêèì3. Ýòî äàëî òîë÷îê äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãð íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ áîëåå ñëîæíîé ôîðìû. Â 90-õ ãîäàõ
áûëè èññëåäîâàíû ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ
íà íåîãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ è ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà êîíóñå4 5, áûëè èçó÷åíû
îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ íà ïëîñêèõ äâóñòîðîííèõ
ôèãóðàõ6. Îáçîð ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå áûë ïðîâåäåí â ðàáîòå7. Îäíèì èç

1 Isaacs R.P. Games of Pursuit, Paper P-257. � RAND Corporation, Santa Monica, California. � 1951.
2 Ïîæàðèöêèé Ã.Ê. Çàäà÷à Àéçåêñà îá îãèáàíèè îñòðîâà // ÏÌÌ. � 1982. � Ò. 46, âûï. 5. �

C. 707-713.
3 Âèøíåâåöêèé Ë.Ñ., Ìåëèêÿí À.À. Îïòèìàëüíîå ïðåñëåäîâàíèå íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè

ïðåïÿòñòâèÿ // ÏÌÌ � 1982. � Ò. 46, âûï. 4. � ñ. 613-620.
4 Ìåëèêÿí À.À., Îâàêèìÿí Í.Â. Èãðîâàÿ çàäà÷à ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà äâóìåðíîì êîíóñå //

ÏÌÌ � 1991. � Ò. 55, âûï. 5. � Ñ. 741-751.
5 Hovakimyan N., Melikyan A.A. Geometry of Pursuit-Evasion on Second Order Rotation Surfaces //

Dynamics and Control. � 2000. � � 10. � P. 297-312.
6 Ìåëèêÿí À.À. Ïåðâè÷íûå ñòðàòåãèè ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ íà

äâóñòîðîííèõ ïëîñêèõ ôèãóðàõ // ÏÌÌ. � Ò. 68, âûï. 4. � C. 611-622.
7 Melikyan A.A. Geometry of Pursuit-Evasion Games on Two-Dimensional Manifolds // S. Jørgensen,

M. Quincampoix, T.L. Vincent (eds.) Annals of the International Society of Dynamic Games. �
Boston: Birkh�auser, 2007. � Vol. 9.
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âêëàäîâ àâòîðà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ, òàêèõ êàê
ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ, äâóñòîðîííèå ïëîñêèå ýëëèïñû. Äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (íàïðèìåð, îòíîøåíèå ñêîðîñòåé èãðîêîâ èëè
ýêñöåíòðèñèòåò ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà) ïðåñëåäîâàíèå ïî êðàò÷àéøåé
ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èãðîêîâ, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âî âñåì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ýòî íå òàê,
è ïðåñëåäîâàíèå ïî îñîáûì òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ âî
âíèìàíèå.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû
îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ íà
îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ (íà ýëëèïñîèäå âðàùåíèÿ, äâóñòîðîííåì ïëîñêîì
ýëëèïñå) è íà íåîãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ (íà ãèïåðáîëîèäå
è ïàðàáîëîèäå âðàùåíèÿ), à òàêæå îïðåäåëåíèå ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà èãðû íà ïîäîáëàñòè ñ òåì èëè èíûì òèïîì îïòèìàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â îñíîâå ðàáîòû ëåæàò ïîíÿòèÿ òåîðèè
âÿçêîñòíûõ ðåøåíèé è êîíñòðóêòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè
öåíû èãðû. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð íà ýëëèïñîèäàõ (íà
ýëëèïñîèäå âðàùåíèÿ, íà äâóñòîðîííåì ïëîñêîì ýëëèïñå) îïðåäåëåíà îáëàñòü
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, â êîòîðîé ðåøåíèå èãðû èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, è
îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå èãðîêîâ âäîëü êðàò÷àéøåé
ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èõ. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà
ïàðàìåòðîâ ýòî íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì, è ïðåñëåäîâàíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî
îñîáûì òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ.
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Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð íà íåîãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ
âðàùåíèÿ (ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ, ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ) ïîëó÷åíû òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, çàäàþùèå ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èãðû.

Â êàæäîì èç îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àåâ, äàíî îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèÿ ïàð
òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ äâóìÿ è áîëåå ãåîäåçè÷åñêèìè
ëèíèÿìè íàèìåíüøåé äëèíû; ïîñòðîåíî ïåðåñå÷åíèå äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ
îáëàñòüþ îñîáûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ èãðîêîâ.

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ê äâóì
âîçìîæíûì òèïàì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:
òåðìèíàëüíîìó èëè íà÷àëüíîìó. Ïîñòðîåí ïðèìåð, â êîòîðîì âÿçêîñòíîå
ðåøåíèå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ îäíèìè è òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íî
ñ ðàçëè÷íûì òèïàìè èõ çàäàíèÿ (íà÷àëüíûì èëè òåðìèíàëüíûì), ïðèâîäèò
ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì.

Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèìåíåí ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ
ïîâåðõíîñòè ïî äâóìåðíîìó èçîáðàæåíèþ (ôîòîãðàôèè).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì
ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè òåîðåìû
è ðàçâèâàåìàÿ òåõíèêà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê â îáùåé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ-óáåãàíèÿ, òàê è â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ
óïðàâëåíèÿ ïðèêëàäíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðè ïðåñëåäîâàíèè îäíîãî îáúåêòà
äðóãèì â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ ïðåïÿòñòâèÿ ìåæäó íèìè èëè äðóãèõ
îãðàíè÷åíèé íà ñâîáîäó èõ äâèæåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
àâòîðîì íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÌÔÒÈ, íîÿáðü, 2004 ã.; íà âåñåííåé
ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
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àêàäåìèêà Ñ.Ì. Íèêîëüêîãî, ìàé, 2005 ã.; íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå
�Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è òåîðèÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè�,
ïîñâÿùåííîì 60-ëåòèþ àêàäåìèêà À.È. Ñóááîòèíà â Åêàòåðèíáóðãå, èþíü,
2005 ã.; íà àìåðèêàíñêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ (ACC) â
Ïîðòëåíäå, ÑØÀ, èþíü, 2005 ã; íà 12-ì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî
äèíàìè÷åñêèì èãðàì è èõ ïðèëîæåíèÿì, Ñîôèÿ-Àíòèïîëèñ, Ôðàíöèÿ, â
èþëå, 2006 ã.; íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè� â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ,
ÿíâàðü, 2009 ã.; íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Óïðàâëåíèå è îïòèìèçàöèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì�, Òàøêåíò, Óçáåêèñòàí, ñåíòÿáðü, 2009 ã. Áûë ñäåëàí
äîêëàä íà ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà â àïðåëå 2009 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 11 ïå÷àòíûõ
ðàáîòàõ, èç íèõ îäíà ñòàòüÿ â ðåöåíçèðóåìîì åæåãîäíîì ñáîðíèêå òðóäîâ
ìåæäóíàðîäíîãî ñîîáùåñòâà ïî äèíàìè÷åñêèì èãðàì [1], 2 ñòàòüè â
ðåôåðèðóåìûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ [2, 3] è 8 ïóáëèêàöèé â ñáîðíèêàõ
òðóäîâ êîíôåðåíöèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
4 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 109 ñòðàíèöû,
íàáðàííûõ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà LATEX. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò
74 íàèìåíîâàíèÿ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, îáîñíîâûâàåòñÿ
àêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, â ñæàòîì âèäå èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå
âñåõ ãëàâ, äàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ôîðìóëèðîâêå
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû è îïèñàíèþ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îïòèìàëüíûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ.

Èãðà ïðîèñõîäèò íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M. Â íåé ó÷àñòâóþò äâà
èãðîêà: ïðåñëåäîâàòåëü P (ïåðâûé èãðîê) è óáåãàþùèé E (âòîðîé èãðîê).
Óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ áåçûíåðöèîííûì ñïîñîáîì, à ñêîðîñòè èãðîêîâ
îãðàíè÷åíû ñâåðõó çàäàííûìè âåëè÷èíàìè. Äèíàìèêà èãðû çàïèñûâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé

ẋ = u, ẏ = v, x(0) = x0, y(0) = y0, x, y ∈M, u ∈ TP (M), v ∈ TE(M)

√
〈G(x)u, u〉 ≤ 1,

√
〈G(y)v, v〉 ≤ ν < 1,

ãäå x = (x1, x2) è y = (y1, y2) çàäàþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê
èãðîêîâ P è E íà ïîâåðõíîñòèM, TP (M) îáîçíà÷àåò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü
ê M â òî÷êå P , TE(M) � â òî÷êå E. Ìàòðèöà G(·) (ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð) îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîãîîáðàçèè
M. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà G(·) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, ðàçìåðíîñòè 2. Â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð G(·) çàäàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, è îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ
èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èãðà îêîí÷åíà, åñëè èìååòñÿ ñîâïàäåíèå êîîðäèíàò
èãðîêîâ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè T : x(T ) = y(T ). Â êà÷åñòâå
ôóíêöèîíàëà âûñòóïàåò âðåìÿ ïîèìêè: J = T → min

u
max

v
. Ïðåñëåäîâàòåëü
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P ñòðåìèòñÿ îñóùåñòâèòü ïîèìêó êàê ìîæíî áûñòðåå, à óáåãàþùèé E,
íàîáîðîò, îòòÿíóòü ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû T êàê ìîæíî äàëüøå.

Åñëè ðàññìîòðåòü èãðó ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè, òî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì èãðîêîâ
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå âäîëü êðàò÷àéøåé ëèíèè PE, èõ ñîåäèíÿþùåé. Â ýòîì
ñëó÷àå öåíà èãðû çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

V1(x, y) =
L(x, y)

1− ν
, (1)

ãäå L(x, y) ðàâíÿåòñÿ äëèíå îòðåçêà PE. Åñëè îäèí èç èãðîêîâ îòêëîíÿåòñÿ
îò ïðåäïèñàííîãî îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, òî îí ïîëó÷àåò õóäøèé äëÿ ñåáÿ
ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ V1(x, y).

Îïðåäåëåíèå 1. Â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ïðåñëåäîâàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
M ðåøåíèå V (x, y) íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè îíî ñîâïàäàåò ïî
ñòðóêòóðå ñ ðåøåíèåì èãðû íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (1), ãäå â êà÷åñòâå
ôóíêöèè L(x, y) âûñòóïàåò äëèíà êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè P è E.

Êðîìå òîãî, âðåìÿ ïðåñëåäîâàíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííûì äëÿ
èãðîêà P , ò.å. îïòèìàëüíàÿ ïîèìêà ïðîèñõîäèò ëèáî çà âðåìÿ (1), ëèáî
áûñòðåå.

Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì èãðû ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
D = M×M. Ñäåëàåì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà D íà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:
ïåðâè÷íóþ îáëàñòü D1, ãäå öåíà ïîèìêè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1), è âòîðè÷íóþ
D2, ãäå îíà ñòðîãî ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.

Îïòèìàëüíûì äâèæåíèåì â îáëàñòè D1 ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå âäîëü
ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èãðîêîâ. Ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè D1

è D2 ñîñòîèò èç îñîáûõ òðàåêòîðèé: êàæäûé èç èãðîêîâ äâèæåòñÿ âäîëü
îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé. Îáëàñòü D2 ñîñòîèò èç äâóõ
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P

E

a−

b−

a+

b+

L−

L+

Ðèñ. 1.

÷àñòåé D2 = D0
2 + D3 òàêèõ, ÷òî â îáëàñòè D0

2 êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ
äâèæåòñÿ âäîëü ñâîåé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, íå ñîâïàäàþùåé ñ ëèíèåé,
èõ ñîåäèíÿþùåé. Â îáëàñòè D3 òîëüêî ïðåñëåäóþùèé èãðîê äâèæåòñÿ
âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè ïðè òîì, ÷òî óáåãàþùèé ìîæåò äâèãàòüñÿ
íåîäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Öåíà èãðû â D3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ èãðîêà P .

Â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà èãðû M
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïóñòûìè ìíîæåñòâà D3 èëè D2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
âñå ïðîñòðàíñòâî èãðû ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ D1, à ïåðâè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ
ïðåñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåïåðü îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå Γ âñåâîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ïàð òî÷åê
P è E íà ïîâåðõíîñòè M, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ äâóìÿ èëè áîëåå
ãåîäåçè÷åñêèìè íàèìåíüøåé äëèíû. Êàê ýòî âûïîëíåíî â áîëüøèíñòâå
ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ

L(x, y) = min[L+(x, y), L−(x, y)], (x, y) ∈ D,

ãäå L+(x, y) è L−(x, y) � ýêñòðåìàëè âàðèàöèîííîé çàäà÷è íà ïîèñê
ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè, òî ìíîãîîáðàçèå Γ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå
L+(x, y) = L−(x, y).
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×àñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ðàññåèâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü Γ1, èç
êàæäîé òî÷êè êîòîðîé íà÷èíàþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè,
ïðèâîäÿùèå ê îäíîé è òîé æå öåíå èãðû � âðåìåíè ïîèìêè T . Âûáîð
òîé èëè èíîé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè çàâèñèò îò èãðîêà P . Äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ ïîâåðõíîñòåé M ìíîãîîáðàçèå Γ1 ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîãîîáðàçèåì
Γ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïåðâè÷íîå ïðåñëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå è âòîðè÷íàÿ îáëàñòü D2 ïóñòà. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå Γ1

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì Γ, è ñóùåñòâîâàíèå äâóõ èëè áîëåå
ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé ðàâíîé äëèíû ïîçâîëÿåò èãðîêó P ìàíåâðèðîâàòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû öåíà èãðû V (x, y) ñòàëà ìåíüøå V1(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðâè÷íûå ñòðàòåãèè óæå íå ãàðàíòèðóþò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ èãðîêà
P , è âòîðè÷íàÿ îáëàñòü D2 íåïóñòà.

À èìåííî, ïóñòü èãðîêè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ðàâíîé äëèíû (x, y) ∈ Γ. Òîãäà âûáîð
ïðåñëåäîâàòåëåì ïåðâè÷íîé ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàòåëÿ (äâèæåíèå ïî îäíîé
èç ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé L+ èëè L−) ïðèâîäèò ê ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èãðîêàìè, íå ïðåâûøàþùåé ïî ìîäóëþ |L̇| ≤ 1 − ν. Â
òî æå âðåìÿ âûáîð ïðîìåæóòî÷íîé ñòðàòåãèè u = −(a+ + a−)/|a+ + a−|
ïðèâîäèò ê |L̇| ≤ (a+ + a−)/2 − ν(b+ + b−)/2, ñì. ðèñ. 1. Îòñþäà âèäíî,
÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíî äîñòèæåíèå ïðåñëåäîâàòåëåì áîëåå áûñòðîãî
óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè P è E, ÷åì â ïåðâîì. Ýòî ïðîèñõîäèò
ïðè îïðåäåëåííîì ïîëîæåíèè èãðîêîâ íà ìíîãîîáðàçèè M è çíà÷åíèè ν.

Ñëåäóÿ äàííûì ðàññóæäåíèÿì, ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâè÷íûõ ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàíèÿ âî
âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ìàíåâð ïðåñëåäîâàòåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ
ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà íåâîçìîæåí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ1 � ýòî ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ Γ, ãäå âðåìÿ (1) ÿâëÿåòñÿ
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îïòèìàëüíûì, Γ1 = ∂D1∩Γ. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ êàæäîé
òî÷êè (x, y) ∈ Γ1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|a+ + a−|
2

− ν|b+ + b−|
2

≤ 1− ν.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðâè÷íîå ðåøåíèå áûëî îïòèìàëüíûì âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû Γ1 ñîâïàäàëî ñ Γ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
êðàé âòîðè÷íîé îáëàñòè, çàäàâàåìûé óñëîâèåì

|a+ + a−|
2

− ν|b+ + b−|
2

= 1− ν,

íå ñîäåðæàë áû îáùèõ òî÷åê ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ.

Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå êðàÿ âòîðè÷íîé îáëàñòè ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ ÷åðåç
B, ò.å. ∂D2 ∩ Γ = B.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ öåíû V (·) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè öåíû ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ∂V/∂w ïî âñåì âåêòîðàì w =

(u, v) âîçìîæíûõ ïàð óïðàâëåíèé èãðîêîâ. Òîãäà íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ À.È. Ñóááîòèíà8 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

min
u

max
v

∂V/∂w ≥ −1 ≥ max
v

min
u

∂V/∂w, |u| ≤ 1, |v| ≤ ν (2)

âûïîëíÿþòñÿ âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå D.
Â òî÷êàõ ãëàäêîñòè ôóíêöèè V (x, y) åå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

w = (u, v) ïðåäñòàâèìà êàê 〈Vx, u〉 + 〈Vy, v〉, ÷òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2)
ïðèâîäèò ê çàïèñè óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-Àéçåêñà ñëåäóþùåãî âèäà

F (z, r) = min
u

max
v

(〈Vx, u〉+ 〈Vy, v〉) + 1

= −
√
〈G−1(x)p, p〉+ ν

√
〈G−1(y)q, q〉+ 1 = 0

(z = (x, y), r = (p, q) = (Vx, Vy) ∈ R4). (3)
8 Ñóááîòèí À.È. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ïåðñïåêòèâû äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. � Ìîñêâà-Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2003.
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Γ1

B

Γ+
2

Γ−2

D2D+
1

D−
1

Ðèñ. 2. Êàðòèíà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ïðè íåïóñòîé âòîðè÷íîé îáëàñòè

Åñëè âòîðè÷íàÿ îáëàñòü íåïóñòà, òî êàðòèíà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé
ñîäåðæèò äâå âåòâè ýêèâîêàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé9 Γ±2 ñ íà÷àëîì â òî÷êàõ
ìíîãîîáðàçèÿ B, ñì. ðèñ. 2. Äàííûå ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè â òåðìèíàõ ñèíãóëÿðíûõ
õàðàêòåðèñòèê

ż = −Fr, ṙ = Fz +
{{FF1}F}
{{F1F}F1}

(
r − ∂V1

∂z
(z)

)
,

z(0) = z0, r(0) =
1

2

(
∂V +

1

∂z
(z0) +

∂V −
1

∂z
(z0)

)
, z0 ∈ B,

ãäå ôóíêöèÿ F1(z, V ) îïèñûâàåò óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè öåíû, à
èìåííî: F1(z, V ) = V −V1(z), V1(z) = min[V +

1 (z), V −
1 (z)], V ±

1 (z) � äâå ãëàäêèå
âåòâè ïåðâè÷íîãî ðåøåíèÿ V ±

1 (z) = L±(z)/(1− ν). Èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò
íà ìíîãîîáðàçèè Γ, îäíàêî ãðàäèåíòû îòëè÷àþòñÿ: ∂V +/∂z 6= ∂V −/∂z.
Ôèãóðíûå ñêîáêè {··} îáîçíà÷àþò ñêîáêè ßêîáè (Ïóàññîíà), îïðåäåëÿåìûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì: {GH} = 〈Gz + rGV , Hr〉 − 〈Hz + rHV , Gr〉.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðåñëåäîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ B. 1) Íàéòè ôóíêöèè
L+(z) è L−(z) è ïîñòðîèòü ïåðâè÷íîå ïîëå ðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê,

9 Àéçåêñ Ð. Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. � Ì.: Ìèð, 1967. � 480 ñ.
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êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå èãðîêîâ ïî êðàò÷àéøèì ãåîäåçè÷åñêèì, èõ
ñîåäèíÿþùèì. 2) Îïðåäåëèòü ìíîãîîáðàçèå Γ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíîé äëèíû L+(z) = L−(z). 3) Îïðåäåëèòü ìíîãîîáðàçèå
B � ïåðåñå÷åíèå êðàÿ âòîðè÷íîé îáëàñòè ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ. 4) Ïîñòðîèòü
ìíîãîîáðàçèÿ Γ±2 ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû
ñèíãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê â îáðàòíîì âðåìåíè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
çàäàííûìè â òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ B. 5) Íàéòè ôóíêöèþ öåíû V (z) äëÿ
z ∈ D2 ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû êëàññè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
â îáðàòíîì âðåìåíè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, çàäàííûìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ
Γ±2 . Â ýòîì ñëó÷àå ðåãóëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîêèäàþò ìíîãîîáðàçèÿ Γ±2 ñ
êàñàíèåì.

Öåëüþ âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êëàññà ýëëèïñîèäîâ,
ïðè èãðå íà êîòîðûõ ìíîæåñòâî òî÷åê B ïóñòî, è âûïîëíåíèå øàãîâ
3�5 íå òðåáóåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâè÷íàÿ îáëàñòü ñîâïàäàåò ñî âñåì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì D è, òåì ñàìûì, ïðåñëåäîâàíèå ïî ãåîäåçè÷åñêîé
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èãðîêîâ, îïòèìàëüíî äëÿ ëþáûõ ïîçèöèé èãðîêîâ íà
ïîâåðõíîñòè M. Ìíîãîîáðàçèå Γ ñîâïàäàåò ñ Γ1 = ∂D1 ∩ Γ è ÿâëÿåòñÿ
ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòüþ. Íàõîäÿñü íà òàêîé ïîâåðõíîñòè, èãðîê ìîæåò
èñïîëüçîâàòü îäíó èç äâóõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé äëÿ äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ.
Íî êàæäûé âûáðàííûé ïóòü äàåò îäíî è òîæå çíà÷åíèå T âðåìåíè ïîèìêè
óáåãàþùåãî ïðåñëåäîâàòåëåì.

Ïóñòü èãðà ïðåñëåäîâàíèÿ ïðîèñõîäèò íà òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå.
Îáîçíà÷èì åãî ïîëóîñè ÷åðåç a, b è c. Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòü M â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè (z1, z2, z3) ïðè ïîìîùè
óðàâíåíèé: z1 = cos ϕ cos θ/

√
1− ε2, z2 = sin ϕ cos θ è z3 =

√
1− µ2 sin θ,

ãäå ε è µ (0 ≤ ε < 1, 0 ≤ µ ≤ 1) âûñòóïàþò â ðîëè ïàðàìåòðîâ, à ïîëóîñè
ýëëèïñîèäà ðàâíÿþòñÿ a = 1/

√
1− ε2, b = 1 è c =

√
1− µ2. Ëåãêî çàìåòèòü,
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÷òî a ≥ b ≥ c.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ν, ε, µ)

ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ åå íà äâå ÷àñòè A1 è A2. Â òî÷êàõ
A1 âòîðè÷íàÿ îáëàñòü ïóñòà è ïåðâè÷íûå ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå D. Â òî÷êàõ îáëàñòè A2 ýòî íå
âûïîëíÿåòñÿ è èìåþòñÿ îñîáûå òðàåêòîðèè ïðåñëåäîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü, îòäåëÿþùàÿ A1 îò A2, îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ ôàçîâîãî
ïîðòðåòà. Ïîñòðîåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿåòñÿ â ðÿäå ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ âîêðóã
áîëüøîé îñè, êîãäà 0 ≤ ε < 1, µ = 0; â ïàðàãðàôå 2.2 � ñëó÷àé äâóñòîðîííåãî
ïëîñêîãî ýëëèïñà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà
ïðè µ → 1; â ïàðàãðàôå 2.3 � ñëó÷àé ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ âîêðóã ìàëîé
îñè, êîãäà ε = 0, 0 ≤ µ ≤ 1. Â êàæäîì èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå
Γ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èãðû D è ñòðîèòñÿ êðàé B âòîðè÷íîé îáëàñòè íà
ïåðåñå÷åíèè ñ Γ. Çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî òî÷åê
ìíîãîîáðàçèÿ B ñòàíîâèòñÿ íåïóñòûì, ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà áèôóðêàöèîííîé
ïîâåðõíîñòè.

Â íà÷àëå âòîðîé ãëàâû òàêæå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðå íà ñôåðå, êîãäà ε = µ = 0, ïåðâè÷íàÿ îáëàñòü D1 ñîâïàäàåò ñî
âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â òî æå âðåìÿ, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñèëüíî
âûòÿíóòîãî òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, êîãäà ε → 1, ðàññìîòðåíèå îñîáûõ
òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ èãðîêîâ íåîáõîäèìî äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ν, ε, µ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá [0, 1]3.
Óêàçàííûå ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñå÷åíèþ áèôóðêàöèîííîé ïîâåðõíîñòè
ñ ãðàíÿìè ýòîãî êóáà, ñì. ðèñ. 3.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1, 4, 5, 8, 10, 11].
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µ

ε

ν

A1

0

1

1

1

Ðèñ. 3. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðàçáèåíèå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äëÿ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ íà íåîãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ
âðàùåíèÿ, òàêèõ êàê ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ èëè ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ.
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ îò ðàíåå ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ ýëëèïñîèäà,
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âòîðè÷íàÿ îáëàñòü D2 íåïóñòà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Öåëüþ òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë,
çàäàþùèõ ìíîãîîáðàçèå Γ è êðàé B âòîðè÷íîé îáëàñòè íà ïåðåñå÷åíèè ñ Γ, à
òàêæå ïîñòðîåíèå êàðòèíû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ îïðåäåëåííûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ. Â êîíöå òðåòüåé ãëàâû, ñòðîèòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòèê (îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ) äëÿ èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ íà ãèïåðáîëîèäå âðàùåíèÿ
è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ âî ìíîãîì ñõîæà ñî ñëó÷àåì èãðû
ïðåñëåäîâàíèÿ íà êîíóñå. Ïîñëåäíèé áûë ïîäðîáíî èçó÷åí ðàíåå10.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ z3 =

f(
√

z2
1 + z2

2), ãäå f(·) � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
10 Ìåëèêÿí À.À., Îâàêèìÿí Í.Â. Èãðîâàÿ çàäà÷à ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà äâóìåðíîì êîíóñå //

ÏÌÌ � 1991. � Ò. 55, âûï. 5. � Ñ. 741-751.
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f ′(z) > 0, 0 < z < ∞. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ââåñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
z1 = r cos ϕ, z2 = r sin ϕ, òîãäà z3 = f(r).

Çàäàäèì ïîëîæåíèå òî÷åê P è E ÷åðåç x = (r1, ϕ1) è y = (r2, ϕ2)

ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü M îáëàäàåò ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ,
òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè îòc÷åò óãëà ìîæåò áûòü âûáðàí îò ïðîèçâîëüíîé
îáðàçóþùåé, è òîëüêî ðàçíèöà óãëîâ ϕ = ϕ2 − ϕ1 èãðàåò ðîëü ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ϕ1 = 0 è ϕ2 = ϕ.

Ñâîéñòâî ïîâîðîòíîé ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè M ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ

Òåîðåìà 2. Ïàðå òî÷åê P è E ñîîòâåòñòâóåò äâå ðàçëè÷íûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèè ìèíèìàëüíîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè ëåæàò íà îäíîé è òîé æå îáðàçóþùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè, è íà
îòðåçêå îáðàçóþùåé, çàêëþ÷åííîé ìåæäó íèìè, èìååòñÿ ñîïðÿæåííàÿ
òî÷êà óðàâíåíèÿ ßêîáè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Γ îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê, äëÿ
êîòîðûõ ϕ = π. Êðîìå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ ãðàíèöåé ∂Γ,
îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì φ0(r1)−φ0(−r2) = 0, ãäå φ0(r) =

∫ √
1 + f ′2(r)dr

r2 .
Êðàé B âòîðè÷íîé îáëàñòè íà ïåðåñå÷åíèè c ìíîãîîáðàçèåì Γ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì âèäà √
1− R2

r2
1
− ν

√
1− R2

r2
2

= 1− ν,

ãäå ïåðåìåííàÿ R îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

|φ(r1)− π| = φ(r2) ïðè φ(r) = R

r∫

R

√
1 + f ′2(ρ)

ρ2 −R2

dρ

ρ
.

Âîçíèêàþùàÿ êàðòèíà ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà ðèñ. 4, ãäå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðû òî÷åê c ϕ = π. Â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
(ϕ1 = 0) ãðàíèöà ∂Γ è ìíîãîîáðàçèå B çàäàþòñÿ êðèâûìè. Òî÷êà ∂B
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∂Γ

Q

r
2

r
1

B

∂B
Γ
1

Ðèñ. 4. Îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèé Γ è B.

çàäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãðàíèöû ∂Γ è ïðÿìîé r2 =
√

ν r1. Â òî÷êå Q

ìíîãîîáðàçèå B òåðÿåò ãëàäêîñòü. Åå ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ñ ïðÿìîé r2 =

√
ν(2− ν) r1. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå B çàêëþ÷åíî

â ïðåäåëàõ √νr1 ≤ r2 ≤
√

ν(2− ν) r1 < r1.
Â ñëó÷àå êîíóñà f(r) = kr (k > 0) ãðàíèöà ∂Γ íå ñóùåñòâóåò

è îáëàñòü Γ çàíèìàåò âñå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî, ëþáóþ ïàðó
òî÷åê P è E, íàõîäÿùèõñÿ íà îäíîé è òîé æå îáðàçóþùåé, íî ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò âåðøèíû êîíóñà (0, 0, f(0)), ìîæíî ñîåäèíèòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ãåîäåçè÷åñêèìè ðàâíîé äëèíû. Òî÷êà ∂B íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò r1 =

r2 = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α0 óãîë ïîëíîé ðàçâåðòêè êîíóñà: α0 = π/
√

1 + k2.
Òîãäà ìíîãîîáðàçèå B çàäàåòñÿ ïðÿìîé: r2 =

√
ν r1

(
1 −√ν cos α0

2

)
/(cos α0

2 −√
ν), åñëè ν < 1 − sin α0 è 0 ≤ α0 ≤ π

2 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå: r2 =
√

ν r1
(
1 +

√
ν sin α0

2

)
/(
√

ν + sin α0

2 ).
Äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ f(r) = k

√
r2 + b2 ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ
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ââåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé11. Èíòåãðàëû âèäà

F (z, k) =

z∫

0

dt√
1− t2

√
1− k2t2

, E(z, k) =

z∫

0

√
1− k2t2

1− t2
dt,

Π(z, µ, k) =

z∫

0

dt

(1− µt2)
√

1− t2
√

1− k2t2

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî, âòîðîãî
è òðåòüåãî ðîäà. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ F ∗(z, µ, k) = −iF (iz, µ, k),
E∗(z, µ, k) = −iE(iz, µ, k) è Π∗(z, µ, k) = −iΠ(iz, µ, k).

Òîãäà ìíîãîîáðàçèå ∂Γ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì: φ0(r1)− φ0(−r2) = 0, ãäå

φ0(r) =
1

b
E∗

(r

b
,
√

k2 + 1
)

+
k2

b
F ∗

(r

b
,
√

k2 + 1
)
−
√

r2 + b2
√

(k2 + 1)r2 + b2

b2r
.

Ïåðåñå÷åíèå âòîðè÷íîé îáëàñòè B ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ îïðåäåëÿåòñÿ c
ïîìîùüþ óñëîâèÿ: |φ(r1)− π| = φ(r2), ãäå

φ(r) =
1

R
√

b2 + (k2 + 1)R2
[
Π∗

(√
r2 −R2

b2 + R2 ,
b2 + R2

R2 ,

√
(k2 + 1)(b2 + R2)

b2 + (k2 + 1)R2

)
b2 +

F ∗
(√

r2 −R2

b2 + R2 ,

√
(k2 + 1)(b2 + R2)

b2 + (k2 + 1)R2

)
R2(k2 + 1)

]
,

à ïåðåìåííàÿ R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

R = 2r1r2
√

ν(1− ν)
√

r2
2 − νr2

1

/
(r2

2 − ν2r2
1).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ìíîãîîáðàçèÿ ∂Γ è B, äëÿ
ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ f(r) = kr2/2 (k > 0).

Â ïàðàãðàôå 3.4 âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå êàðòèíû îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé äëÿ ñëó÷àåâ êîíóñà è ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ. Ïåðâûé èç íèõ

11 Ïðàñîëîâ Â.Â., Ñîëîâüåâ Þ.Ï. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè è àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. � Ì.:
Ôàêòîðèàë, 1997. � 290 ñ.
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áûë èññëåäîâàí ðàíåå, ïîýòîìó âîñïðîèçâîäèòñÿ â êðàòêîé ôîðìå è ëèøü
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñëåäèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ
ê êîíóñó, êîãäà b → 0.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6, 10, 11].
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàåìàÿ

óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

F
(
x, V,

∂V

∂x

)
= 0, x ∈ Ω ⊂ Rn; V (x) = W (x), x ∈ M ⊂ ∂Ω. (4)

Åñëè V (x), F (x, V, p) ∈ C2, òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4) ëîêàëüíî
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû ðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî
âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ îäíà èëè îáå ôóíêöèè
V (x), F (x, V, p) ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è (4) äîëæíî ïîíèìàòüñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Óäîáíîå ïîíÿòèå
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äîñòàâëÿåò âÿçêîñòíûé ïîäõîä12, ðàçðàáîòàííûé â
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Îïðåäåëåíèå âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò
òîãî, êàêàÿ èìåííî êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ: íà÷àëüíàÿ èëè
òåðìèíàëüíàÿ. Â ÷àñòíîñòè (ïàðàãðàôû 4.1�4.6), ñòàâèòñÿ âîïðîñ: êàê
äîëæíû ñîîòíîñèòüñÿ óñëîâèÿ, çàäàííûå íà íà÷àëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû
è íà òåðìèíàëüíîé, ÷òîáû îíè äàâàëè îäíî è òî æå ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè? Çäðàâûé ñìûñë ïîäñêàçûâàåò
åñòåñòâåííóþ ãèïîòåçó, èçëîæåííóþ äàëåå. Ïóñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê. Âûïóñêàÿ ïîëå õàðàêòåðèñòèê
èç ÷àñòè ãðàíèöû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïîñòðîèì ðåøåíèå íà ÷àñòè
ãðàíèöû ñ òåðìèíàëüíûì óñëîâèÿìè. Òîãäà åñëè èìååòñÿ ñîâïàäåíèå ìåæäó
ïîñòðîåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è íà íåé è çàäàííûìè
òåðìèíàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, òî âîçìîæíî ñîâïàäàþò ðåøåíèÿ

12 Crandall M.G., Ishii H., Lions P.L. User's guide to viscosity solutions of second order partial di�eren�
tial equations // Bull. Amer. Math. Soc. � 1992. � Vol. 27, N. 1. � P. 1-67.
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íà÷àëüíîé è òåðìèíàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è è âî âñåé îáëàñòè. Îäíàêî,
ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî âîîáùå ãîâîðÿ íåâåðíî.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåãëàäêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

F (x, y, p, q) = p + (1− x)
√

a2 + q2 = 0, x > 0, (5)

V (0, y) = −|y| (p = ∂V/∂x, q = ∂V/∂y, a = const).

Ê íåé ïðèâîäèò îäíîìåðíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà

ẏ = u1 + (T − t)v1, 0 ≤ t ≤ T, u2
1 + u2

2 ≤ 1, v2
1 + v2

2 ≤ 1,

J = −|y(T )|+
∫T

0
a(u2 + (T − t)v2) dt → min

ui

max
vi

.

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå V (x, y) = −|y|+√a2 + 1(x2/2−x), âåðíîå âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè
x ≥ 1, |y| ≤ (x− 1)2/(2

√
a2 + 1), â êîòîðîé ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ãëàäêîé ôóíêöèè: v(x, y) = −√a2 + 1/2 + a
√

(x− 1)4/4− y2.
Ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è. Çàôèêñèðóåì òåïåðü íåêîòîðîå

çíà÷åíèå x, ñêàæåì, xT = 3, è çàïèøåì ðåøåíèå ïðèâåäåííîé âûøå íà÷àëüíîé
çàäà÷è

V (3, y) = −|y|+ 3

2

√
a2 + 1, |y| ≥ 2√

a2 + 1
,

V (3, y) = −a2 + 1

2
+ a

√
4− y2, |y| < 2√

a2 + 1
.

(6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì òåðìèíàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ïîëóïëîñêîñòè
x ≤ 3 äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ òåðìèíàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé çàäà÷è ñîâïàäàåò
ñ ïîñòðîåííûì ðàíåå ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì
îáëàñòè: x ≤ 1, |y| ≤ (x− 1)2/(2

√
a2 + 1), â êîòîðîé ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé

çàäà÷è çàäàåòñÿ ôóíêöèåé v(x, y). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå V (0, y) = −|y|
îêàçûâàåòñÿ íåâûïîëíåííûì. Ðàçëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè íà÷àëüíîé è
òåðìèíàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5. Ñðàâíåíèå íà÷àëüíîé è òåðìèíàëüíîé çàäà÷è

Òàêèì îáðàçîì, ñòàðòóÿ ñ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è ñ íåãëàäêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è �îòðàæàÿ� ðåøåíèå îò x = 3, ìû ïîëó÷èëè
ñãëàæåííîå ðåøåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Åñëè ìû ïðîäîëæèì �îòðàæàòü�
ðåøåíèÿ, ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàÿ íà÷àëüíóþ è òåðìèíàëüíóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó, êîíå÷íîå ðåøåíèå áóäåò ãëàäêèì.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû îáúåêòà ïî åãî èçîáðàæåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå åãî
òðåõìåðíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñâîéñòâà îòðàæåíèÿ ñâåòà îò åãî
ïîâåðõíîñòè, à òàêæå çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îáû÷íî, âîññòàíîâëåíèå
ôîðìû îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ÷åðåç ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè, ïîíèìàåìîì â âÿçêîñòíîì ñìûñëå.

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ òðåõìåðíîé
ôîðìû ïî åå äâóìåðíîìó èçîáðàæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå èçîáðàæåíèÿ
ñ ìàêñèìóìîì ÿðêîñòè â îäíîé òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
è èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäèòñÿ îò ýòîé òî÷êè,
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ëèáî îò ÷àñòè ãðàíèöû ñ èçâåñòíûì íà íåé ðåøåíèåì. Òåì íå ìåíåå,
ïîëå õàðàêòåðèñòèê ìîæåò çàïîëíÿòü íå âñå ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèÿ, è
äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå óñëîâèé íà ÷àñòè
ãðàíèöû, íà êîòîðîé îíè àïðèîðè íå çàäàíû. Ê ïðèìåðó, ýòî ïðîèñõîäèò,
êîãäà íà èçîáðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò âèäèìûå êîíòóðû. Áûëî óñòàíîâëåíî13,
÷òî ÷àñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ò.í.
ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè. Çàòåì
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äàëüøå ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ
ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè, áåãóùåé âäîëü ãðàíèöû êîíòóðà.

Â ðàçäåëàõ 4.7.1�4.7.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.
Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2, 3, 7, 9].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Âûäåëåí êëàññ ýëëèïñîèäîâ, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðû èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, è îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì èãðîêîâ âî âñåì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå âäîëü êðàò÷àéøåé ãåîäåçè÷åñêîé
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èõ.

2. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð íà íåîãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿõ
âðàùåíèÿ (ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ, ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ) ïîëó÷åíû òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, çàäàþùèå ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
èãðû. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ ïîñòðîåíà êàðòèíà îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé äâèæåíèé èãðîêîâ.

3. Ïîñòðîåí ïðèìåð, â êîòîðîì âÿçêîñòíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñ îäíèìè è òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íî
ñ ðàçëè÷íûì òèïàìè èõ çàäàíèÿ (íà÷àëüíûì èëè òåðìèíàëüíûì), ïðèâîäèò
ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì.

13 Lions P.L., Rouy E., Tourin A. Shape-from-shading, viscosity solutions and edges. // Numer. Math.
� 1993. � Vol. 64. � P. 323-353.
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