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∅ ⊂ {∅} ⊂ {∅, {∅}} ⊂ {∅, {∅}, {∅, {∅}}} ⊂ ...
↑ ↑ ↑ ↑
0 < 1 < 2 < 3

Схема аксиом Пеано

1 ∈ N;
x ∈ N ⇒ S(x) ∈ N;
@x ∈ N : (S(x) = 1);

(S(b) = a ∧ S(c) = a) ⇒ b = c ;

P(1) ∧ ∀n (P(n) ⇒ P(S(n))) ⇒ ∀n ∈ N (P(n)).
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Арифметика

x + 0 = x ;

x1 + x ′2 = (x1 + x2)′.

Ñëîæåíèå:
1 2 3

1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

x · 0 = 0;

x1 · x ′2 = x1 · x2 + x1.

Óìíîæåíèå:
1 2 3

1 1 2 3

2 2 4 6

3 3 6 9
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Арифметика

Теорема

(p + q) + r = p + (q + r)

Доказательство.

Áàçà èíäóêöèè r = 1:(︀
(p + q)′ = p + q′

)︀
⇔ ((p + q) + 1 = p + (q + 1))

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæåíèå:

(p + q) + r = p + (q + r).

Ñëåäñòâèå:

(p + q) + r ′ = ((p + q) + r)′ = (p + (q + r))′ = p + (q + r)′ = p + (q + r ′).

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 6 / 88



Группы, кольца, поля

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 7 / 88



Группы, кольца, поля
Бинарная операция

Определение

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà X (âíóòðåííèé çàêîí

êîìïîçèöèè íà X ) � ýòî îòîáðàæåíèå âèäà

⊤ : X × X → X .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

x⊤y := ⊤(x , y).

Операция, не являющаяся бинарной

Ñîîòâåòñòâèå (m, n) ↦→ m − n íà N íå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé,

ïîñêîëüêó åå ðåçóëüòàò, â îáùåì ñëó÷àå, íå ëåæèò â N.
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Группы, кольца, поля
Ассоциативность и коммутативность

Ассоциативность

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⊤ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè

∀x , y , z ∈ X : (x⊤y)⊤z = x⊤(y⊤z).

Ассоциативность

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⊤ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé,

åñëè

∀x , y ∈ X : x⊤y = y⊤x .

Независимость ассоциативности и коммутативности

Ïóñòü íà Z çàäàíà îïåðàöèÿ x⊤y := −x − y . Îïåðàöèÿ ⊤
êîììóòàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà, ïîñêîëüêó

(1⊤2)⊤3 = 0 ̸= 4 = 1⊤(2⊤3).
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Группы, кольца, поля
Обобщенная ассоциативность

Теорема

Если бинарная операция ⊤ на X ассоциативна, то результат ее

последовательного применения к n ∈ N элементам множества X не

зависит от расстановки скобок.
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Группы, кольца, поля
Обобщенная ассоциативность

Доказательство. (Кострикин) Будем рассуждать индукцией по n. При n = 1, 2
доказывать нечего. При n = 3 утверждение теоремы совпадает с законом
ассоциативности. Пусть теперь n > 3 и для числа элементов < n справедливость
утверждения установлена. Нужно лишь показать, что

(x1⊤ · · ·⊤xk)⊤(xk+1⊤ · · ·⊤xn) = (x1⊤ · · ·⊤xl)⊤(xl+1⊤ · · ·⊤xn)

для любых k, l , где 1 6 k, l 6 n − 1. Была выписана только внешняя пара скобок,
поскольку по предположению индукции расстановка внутренних скобок
несущественна. Рассмотрим два случая:

(1) k = n − 1. Тогда (x1⊤ · · ·⊤xn−1)⊤xn = (· · · (x1⊤x2)⊤ · · ·⊤xn−1)⊤xn.

(2) k < n − 1. Тогда, в силу ассоциативности,

(x1⊤ · · ·⊤xk)⊤(xk+1⊤ · · ·⊤xn) =

= (x1⊤ · · ·⊤xk)⊤((xk+1⊤ · · ·⊤xn−1)⊤xn) =

= ((x1⊤ · · ·⊤xk)⊤(xk+1⊤ · · ·⊤xn−1))⊤xn =

= (· · · ((· · · (x1⊤x2)⊤ · · ·⊤xk)⊤xk+1)⊤ · · ·⊤xn−1)⊤xn.

К такому же виду приводится и правая часть доказываемого равенства. Доказано.
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Группы, кольца, поля
Полугруппы

Определение

Ñòðóêòóðà (X , ⊤), â êîòîðîé X � ìíîæåñòâî, à ⊤ � àññîöèàòèâíàÿ

áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà X , íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé.

Пример полугруппы

Ñòðóêòóðà (nZ, ·), â êîòîðîé nZ := {nm |m ∈ Z} � ìíîæåñòâî öåëûõ

÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n ∈ N, à (·) � óìíîæåíèå â Z, ÿâëÿåòñÿ
ïîëóãðóïïîé.
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Группы, кольца, поля
Моноиды

Нейтральный элемент

Ýëåìåíò 1 ∈ X íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé

îïåðàöèè ⊤, åñëè
∀x ∈ X : x⊤1 = 1⊤x = x .

Единственность нейтрального элемента

Ïóñòü 1, 1′ ∈ X � íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé

îïåðàöèè ⊤. Òîãäà
1′ = 1′⊤1 = 1.

Моноид

Ïîëóãðóïïà (X , ⊤), â êîòîðîé ⊤ îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì,

íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ åäèíèöåé, èëè ìîíîèäîì.
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Группы, кольца, поля
Примеры моноидов

Пример моноида #1

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, à XX � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé X â ñåáÿ.

Òîãäà ñòðóêòóðà (XX , ∘), ãäå ∘ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ

îïåðàöèåé êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì; åäèíèöà

ïðåäñòàâëåíà òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì IdX .

Пример моноида #2

Ïóñòü Mn(R) � ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ n × n ìàòðèö ñ

âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, à (+) è (.) � îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òîãäà (Mn(R), +) è (Mn(R), .) � ìîíîèäû. Â

ïåðâîì ñëó÷àå íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà 0, à

âî âòîðîì ñëó÷àå � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E .
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Группы, кольца, поля
Обратимый элемент в моноиде

Обратимый элемент

Ïóñòü (X , ⊤) � ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1. Ýëåìåíò x ∈ X
íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ⊤, åñëè

∃x ′ ∈ X : x⊤x ′ = x ′⊤x = 1.

Åñëè x ′, x ′′ ∈ X òàêîâû, ÷òî x⊤x ′ = x ′⊤x = 1 è x⊤x ′′ = x ′′⊤x = 1, òî

x ′′ = 1⊤x ′′ = (x ′⊤x)⊤x ′′ = x ′⊤(x⊤x ′′) = x ′⊤1 = x ′.

Обратный элемент

Åñëè x ∈ X � îáðàòèìûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊤, òî òîò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x ′ ∈ X , äëÿ êîòîðîãî x⊤x ′ = x ′⊤x = 1,

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x−1 è íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê x .
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Группы, кольца, поля
Группы

Определение

Ìîíîèä (G , ⊤), âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàòèìû, íàçûâàåòñÿ

ãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà (G , ⊤),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(G0) ⊤ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà G .

(G1) Îïåðàöèÿ ⊤ àññîöèàòèâíà:

∀g1, g2, g3 ∈ G : (g1⊤g2)⊤g3 = g1⊤(g2⊤g3).

(G2) ⊤ îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1:

∀g ∈ G : g⊤1 = 1⊤g = g .

(G3) Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé

g−1 ∈ G :
g⊤g−1 = g−1⊤g = 1.
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Группы, кольца, поля
Группы

Теорема

Пусть (G , ⊤) — группа. Если g⊤h1 = g⊤h2, то h1 = h2.

Доказательство. Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà g⊤h1 = g⊤h2
îòîáðàæåíèåì

g−1⊤· : G → G , g−1⊤ · (h) := g−1⊤h,

òîãäà èç ðàâåíñòâà àðãóìåíòîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî îáðàçîâ:

g−1⊤(g⊤h1) = g−1⊤(g⊤h2).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, ïîëó÷àåì

(g−1⊤g)⊤h1 = (g−1⊤g)⊤h2.

Ïîñêîëüêó g−1⊤g = 1, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 1⊤h1 = 1⊤h2, îòêóäà
h1 = h2. Доказано.
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Группы, кольца, поля
Подгруппы

Определение

Ïóñòü (G , ⊤G ) � ãðóïïà, à H ⊂ G � ìíîæåñòâî. Ñòðóêòóðà (H, ⊤H)
íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû (G , ⊤G ), åñëè:

(H1) ⊤H � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà H è

∀h1, h2 ∈ H : h1⊤Hh2 = h1⊤Gh2.

(H2) 1 ∈ H, ãäå 1 � åäèíèöà ãðóïïû G .

(H3) Åñëè h ∈ H, òî h−1 ∈ H, ãäå h−1 � ýëåìåíò, îáðàòíûé ê h
îòíîñèòåëüíî ⊤G .
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Группы, кольца, поля
Примеры групп

Полная (общая) линейная группа

Ïóñòü

GL(n; R) := {A ∈ Mn(R) | detA ̸= 0}.

Òîãäà (GL(n; R), .) � ãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (îáùåé)

ëèíåéíîé ãðóïïîé ðàíãà n.

Специальная линейная группа

Ïóñòü

SL(n; R) := {A ∈ GL(n; R) | detA = 1}.

Òîãäà (SL(n; R), .) � ïîäãðóïïà ãðóïïû (GL(n; R), .). Îíà íàçûâàåòñÿ
ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé ðàíãà n.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 18 / 88



Группы, кольца, поля
Примеры групп

Ортогональная группа

Ïîëîæèì

O(n) := {A ∈ GL(n; R) | AT .A = E},

òîãäà (O(n), .) � ïîäãðóïïà (GL(n; R), .). Îíà íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé ðàíãà n.

Специальная ортогональная группа

Ïîëîæèì

SO(n) := O(n)∩ SL(n; R) = {A ∈ GL(n; R) | (AT .A = E )∧ (detA = 1)},

òîãäà (SO(n), .) � ïîäãðóïïà (O(n), .), íàçûâàåìàÿ ñïåöèàëüíîé

îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé ðàíãà n. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 2,

SO(2) =
{︁(︂ cos t sin t

− sin t cos t

)︂ ⃒⃒⃒
t ∈ R

}︁
.
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Группы, кольца, поля
Матричные группы

GL(n; R)

SL(n; R) O(n)

SO(n)

⊂ ⊃

⊃ ⊂
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Группы, кольца, поля
Примеры групп

Единичная окружность

Îòîæäåñòâëÿÿ R2 ñ C â ñèëó áèåêöèè (x , y) ↦→ x + iy , ðàññìîòðèì
åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1 ⊂ R2 ñ öåíòðîì â íóëå êàê ìíîæåñòâî

S1 = {z ∈ C | |z | = 1}.

Òîãäà (S1, ·), ãäå (·) � óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî (S1, ·) � ãðóïïà, äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíò z ∈ S1 èìååò âèä z = e i𝜙, ïîýòîìó

(G0) Åñëè z1, z2 ∈ S1, òî z1 = e i𝜙1 , z2 = e i𝜙2 è
z1 · z2 = e i(𝜙1+𝜙2) ∈ S1.

(G1) (·) � àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ.

(G2) 1 = 1.

(G3) Åñëè z = e i𝜙, òî z−1 = e−i𝜙 ∈ S1.
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Группы, кольца, поля
Примеры групп

Группа перестановок

Ïóñòü Xn = {1, . . . , n} ⊂ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî

âñåâîçìîæíûõ áèåêöèé (ïåðåñòàíîâîê)

𝜎 : Xn → Xn, 𝜎i := 𝜎(i).

Òîãäà (Sn, ∘) � ãðóïïà.

Группа диффеоморфизмов

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à Diff(M) � ìíîæåñòâî âñåõ

äèôôåîìîðôèçìîâ f : M → M, òî åñòü, ãëàäêèõ áèåêòèâíûõ

îòîáðàæåíèé, îáðàòíûå ê êîòîðûì òîæå ãëàäêèå. Òîãäà (Diff(M), ∘) �
ãðóïïà.
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Группы, кольца, поля
Произведение групп

Произведение групп

Ïóñòü (G1, ⊤1) è (G2, ⊤2) � ãðóïïû. Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ

íà G1 × G2:

⊤ : (G1×G2)×(G1×G2) → G1×G2, (a1, a2)⊤(b1, b2) := (a1⊤1b1, a2⊤2b2).

Òîãäà (G1 × G2, ⊤) � ãðóïïà. Ïàðà (11, 12) ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî ⊤. Äàëåå, åñëè (a1, a2) ∈ G1 × G2, òî

(a1, a2)−1 = (a−1
1 , a−1

2 ).

Пример произведения групп

Ìíîæåñòâî Tn := S1 × · · · × S1⏟  ⏞  
n раз

íàçûâàåòñÿ n-òîðîì. Êàê ïðîèçâåäåíèå

ãðóïï, Tn � ãðóïïà.
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Группы, кольца, поля
Абелева группа

Определение

Ãðóïïà (G , ⊤) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé, åñëè ⊤ �

êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ

Примеры абелевых групп

Ãðóïïû (Z, +) è (S1, ·) � àáåëåâû.

Пример неабелевой группы

Ãðóïïà (GL(n; R), .) íåàáåëåâà, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö
íåêîììóòàòèâíî.
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Группы, кольца, поля
Отображения между группами

Виды отображений

Ïóñòü (G1, ⊤1) è (G2, ⊤2) � ãðóïïû, à f : G1 → G2 � îòîáðàæåíèå.

Òîãäà

f íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

∀a, b ∈ G1 : f (a⊤1b) = f (a)⊤2f (b),

f íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì

ãîìîìîðôèçìîì,

f íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì, åñëè G1 = G2 è f � ãîìîìîðôèçì,

f íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì

ýíäîìîðôèçìîì.
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Группы, кольца, поля
Отображения между группами

Примеры гомоморфизмов

Ïóñòü R* := R ∖ {0}, òîãäà (R*, ·) � ãðóïïà. Îòîáðàæåíèå

exp : R → R*, exp(t) := et ,

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï (R, +) è (R*, ·), à îòîáðàæåíèå

det : GL(n; R) → R*,

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï (GL(n; R), .) è (R*, ·).
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Группы, кольца, поля
Дистрибутивная бинарная операция

Определение

Пусть (X , ⊤, ⊥) — некоторая структура, в которой ⊤ и ⊥ — бинарные операции.
Операция ⊥ называется дистрибутивной относительно ⊤, если

∀x , y , z ∈ X : (x⊤y)⊥z = (x⊥z)⊤(y⊥z),

∀x , y , z ∈ X : z⊥(x⊤y) = (z⊥x)⊤(z⊥y).

Пример дистрибутивной операции

Операция (.) матричного умножения дистрибутивна относительно операции (+)
сложения матриц в Mn(R).

Пример недистрибутивной операции

Пусть (Z, +, ◇), где x ◇ y := x + y + xy . Тогда ◇ не дистрибутивно относительно +:

(1+ 2) ◇ 3 = 15 ̸= 18 = (1 ◇ 3) + (2 ◇ 3).
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Группы, кольца, поля
Кольца

Определение

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñòðóêòóðà (R, ⊤, ⊥), â êîòîðîé

(R1) ïîäñòðóêòóðà (R, ⊤) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé;

(R2) ïîäñòðóêòóðà (R, ⊥) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé;

(R3) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè:

∀x , y , z ∈ R : (x⊤y)⊥z = (x⊥z)⊤(y⊥z),

∀x , y , z ∈ R : z⊥(x⊤y) = (z⊥x)⊤(z⊥y).
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Группы, кольца, поля
Коммутативное кольцо и кольцо с единицей

Коммутативное кольцо

Êîëüöî (R, ⊤, ⊥) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè îïåðàöèÿ ⊥
êîììóòàòèâíà.

Кольцо с единицей

Êîëüöî (R, ⊤, ⊥) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé, åñëè (R, ⊥) �
ìîíîèä.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 29 / 88



Группы, кольца, поля
Примеры колец

(взято из https://tolkienists.ru)
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Группы, кольца, поля
Примеры колец

Кольцо целых чисел

Ñòðóêòóðà (Z, +, ·) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû (Z, +) ÿâëÿåòñÿ 0, à íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì ïîëóãðóïïû (Z, ·) ÿâëÿåòñÿ 1.

Кольцо квадратных матриц

Ñòðóêòóðà (Mn(R), +, .) � êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îíî íåêîììóòàòèâíî,

òàê êàê óìíîæåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì

ãðóïïû (Mn(R), +) ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà 0, à íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì ïîëóãðóïïû (Mn(R), .) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E .

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 31 / 88



Группы, кольца, поля
Примеры колец

Кольцо функций

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, à (R, ⊕, ⊙) � êîëüöî. Íà ìíîæåñòâå

RX = {X → R} âñåõ îòîáðàæåíèé èç X â R ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó

êîëüöà. Îïðåäåëèì ïîòî÷å÷íóþ ñóììó è ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå

îòîáðàæåíèé f , g ∈ RX :

(f + g)(x) := f (x) ⊕ g(x),

(f · g)(x) := f (x) ⊙ g(x).

Òîãäà (RX , +, ·) � êîëüöî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû (RX , +) �
îòîáðàæåíèå 0X : x ↦→ 0, ãäå 0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû (R, ⊕).
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Группы, кольца, поля
Кольца вещественных функций

Кольца функций над R

Ñòðóêòóðà (R[0, 1], +, ·) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îíî

ñîäåðæèò:

êîëüöî M([0, 1]; R) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé;

êîëüöî C ([0, 1]; R) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé;

êîëüöî C 1([0, 1]; R) âñåõ íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé,

è ò.ä.

R[0, 1] M([0, 1]; R) C([0, 1]; R) C 1([0, 1]; R) . . .⊃ ⊃ ⊃ ⊃
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Группы, кольца, поля
Делители нуля

Нуль и единица

Ïóñòü (R, +, ·) � êîëüöî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî (+)
áóäåì íàçûâàòü íóëåì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 0, à íåéòðàëüíûé ýëåìåíò

îòíîñèòåëüíî (·) áóäåì íàçûâàòü åäèíèöåé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1.

Делители нуля

Åñëè x · y = 0 ïðè x ̸= 0 è y ̸= 0, òî x íàçûâàþò ëåâûì, à y � ïðàâûì

äåëèòåëåì íóëÿ. Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ëåâûé è ïðàâûé

äåëèòåëè íóëÿ ñîâïàäàþò; òîãäà ãîâîðÿò î äåëèòåëÿõ íóëÿ.

Пример делителей нуля

Â êîëüöå (M2(R), +, .) åñòü äåëèòåëè íóëÿ:(︂
1 −1
−1 1

)︂
.

(︂
1 2

1 2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
.
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Группы, кольца, поля
Поле

Определение

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî (F , +, ·) ñ 1 ̸= 0, êàæäûé ýëåìåíò a ̸= 0

êîòîðîãî îáðàòèì îòíîñèòåëüíî (·), íàçûâàåòñÿ ïîëåì. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè îáîçíà÷èòü F * := F ∖ {0}, òî (F , +, ·) � ïîëå, åñëè

(F1) (F , +) � àáåëåâà ãðóïïà ñ íóëåì 0;

(F2) (F *, ·) � àáåëåâà ãðóïïà ñ åäèíèöåé 1;

(F3) îïåðàöèÿ (·) äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî (+).
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Группы, кольца, поля
Поле рациональных чисел и его расширение

Поле Q и его расширение

Структура (Q, +, ·) является полем. Здесь (+) и (·) — операции сложения и
умножения рациональных чисел. Расширим это поле на

√
2 (решение уравнения

x2 = 2):
Q(

√
2) := {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}.

На Q(
√
2) определяются операции сложения

+ : Q(
√
2)×Q(

√
2) → Q(

√
2),

(a1 + b1
√
2) + (a2 + b2

√
2) := (a1 + a2) + (b1 + b2)

√
2,

и умножения

· : Q(
√
2)×Q(

√
2) → Q(

√
2),

(a1 + b1
√
2) · (a2 + b2

√
2) := (a1a2 + 2b1b2) + (a1b2 + a2b1)

√
2,

превращающие его в поле.
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Группы, кольца, поля
Поле комплексных чисел

Определение

Поле комплексных чисел C — это расширение поля R на решение уравнения
x2 + 1 = 0. Пусть i — символ, обозначающий решение этого уравнения, тогда

C := R(i) = {x + iy | x , y ∈ R}.

На C вводятся операции сложения

+ : C× C → C,
(x1 + iy1) + (x2 + iy2) := (x1 + x2) + i(y1 + y2),

и умножения

· : C× C → C,
(x1 + iy1) · (x2 + iy2) := (x1x2 − y1y2) + i(x2y1 + x1y2),

определяющие структуру (C, +, ·) — поле комплексных чисел.
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Группы, кольца, поля
Поле комплексных чисел

Сопряжение

Íà C ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ

C ∋ z ↦→ z̄ ∈ C,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + iy ñîïðÿæåííîå

ê íåìó, z̄ := x − iy . Ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ:

∀z ∈ C : ¯̄z = z ,

∀z1, z2 ∈ C : z1 + z2 = z̄1 + z̄2,

∀z1, z2 ∈ C : z1 · z2 = z̄1 · z̄2,
∀z ∈ C : z · z̄ > 0.
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векторные пространства,

алгебры

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 39 / 88



Модули, векторные пространства, алгебры
Модуль над кольцом

Определение

Пусть (R, ⊤, ⊥) — коммутативное кольцо с единицей 1, а X — множество. Тогда
R-модулем называется структура

(X , R, ⊤, ⊥, +, ·),

в которой отображения

+ : X × X → X , (x , y) ↦→ x + y ,

· : R × X → X , (r , y) ↦→ r · y = ry ,

таковы, что

(i) (X , +) — абелева группа;

(ii) для любых r , q ∈ R и для любых x , y ∈ X выполняются следующие
равенства:

r · (x + y) = (r · x) + (r · y), (r⊤q) · x = (r · x) + (q · x),
(r⊥q) · x = r · (q · x), 1 · x = x .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Примеры модулей

Векторное пространство

Âåùåñòâåííîå (ñîîòâåòñòâåííî, êîìïëåêñíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

� ýòî R-ìîäóëü (ñîîòâåòñòâåííî, C-ìîäóëü).

Модуль векторных полей на многообразии

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à C∞(M) � êîëüöî

âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà M. Òîãäà

ìíîæåñòâî Vec(M) ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M ÿâëÿåòñÿ

C∞(M)-ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ

u + v : p ↦→ up + vp,

è ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

f · u : p ↦→ f (p)up.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Аксиомы векторного пространства

Векторное пространство над полем

Пусть (F , ⊕, ⊙) — поле с нулем 0 и единицей 1. Здесь F ∈ {R, C}. Структура
(V , F , +, ·), в которой

V — множество,

+ : V × V → V — внутренний закон композиции,

· : F × V → V — внешний закон композиции,

называется векторным пространством над F , если для нее выполняются
следующие аксиомы:

C+ ∀v , w ∈ V : v+w = w+v ,

A+ ∀u, v , w ∈ V : (u+v)+w = u+(v+w),

N+ ∃0V ∈ V ∀v ∈ V : v+0V = v ,

I+ ∀v ∈ V∃(−v) ∈ V : v+(−v) = 0V ,

A ∀𝜆 , 𝜇 ∈ F ∀v ∈ V : 𝜆·(𝜇·v) = (𝜆⊙ 𝜇)·v ,
D ∀𝜆, 𝜇 ∈ F ∀v ∈ V : (𝜆⊕ 𝜇)·v = 𝜆·v+𝜇·v ,
D ∀𝜆 ∈ F ∀v , w ∈ V : 𝜆·v+𝜆·w = 𝜆·(v+w),

U ∀v ∈ V : 1·v = v .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Базис и размерность векторного пространства

Базис

Пусть (V , F , +, ·) — векторное пространство над полем F . Подмножество B ⊂ V
называется базисом, если

∀v ∈ V ∃! конечный {f1, . . . , fn} ⊂ B : ∃! v1, . . . , vn : v = v1f1 + · · ·+ vnfn.

Размерность векторного пространства

Если для заданного векторного пространства существует базис B с конечным
числом n элементов, то говорят, что векторное пространство n-мерное:

dimV := n.

Компоненты вектора

Выбрав конкретный базис (e1, . . . , en) конечномерного векторного пространства
(V , F , +, ·), мы можем единственным образом сопоставить вектору
упорядоченную n-ку чисел

v ↦→ (v1, . . . , vn),

так, чтобы
v1e1 + · · ·+ vnen = v .

Число v i называется i-й компонентой вектора в выбранном базисе.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Арифметическое векторное пространство

Пространство F n

На множестве
F n := {(x1, . . . , xn) | x i ∈ F , i = 1, . . . , n}

всех упорядоченных наборов из n элементов поля F вводится структура векторного
пространства над F посредством операций покоординатного сложения и
умножения на скаляр:

+ : F n × F n → F n,

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn);

· : F × F n → F n,

𝜆 · (x1, . . . , xn) := (𝜆x1, . . . , 𝜆xn).

Базис и размерность

Базис пространства F n образуют n кортежей Ik = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),
k = 1, . . . , n, где 1 стоит на k-м месте. Поэтому dimF n = n.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Линейные и k-линейные отображения

Линейное отображение

Пусть (V1, F , +1, ·1) и (V2, F , +2, ·2) — векторные пространства над одним и тем
же полем F . Отображение L : V1 → V2 называется линейным, если

(i) ∀u, v ∈ V1 : L(u +1 v) = L(u) +2 L(v) (аддитивность),

(ii) ∀u ∈ V1 ∀𝜆 ∈ F : L(𝜆 ·1 u) = 𝜆 ·2 L(u) (однородность).

Изоморфизм

Пусть (V1, F , +1, ·1) и (V2, F , +2, ·2) — векторные пространства над одним и тем
же полем F . Отображение 𝜙 : V1 → V2 называется изоморфизмом, если

(i) 𝜙 — биекция,

(ii) 𝜙 — линейное отображение.

Если 𝜙 : V1 → V2 — изоморфизм, то пространства V1 и V2 называются
изоморфными. Обозначение: V1

∼= V2.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Линейные и k-линейные отображения

Векторное пространство линейных отображений

Пусть (V1, F , +1, ·1) и (V2, F , +2, ·2) — векторные пространства над полем F .
Рассмотрим множество линейных отображений

Lin(V1; V2) := {L ∈ V V1
2 | L — линейное отображение}.

Наделим это множество операциями сложения и умножения на число так, чтобы
получить векторное пространство:

+ : Lin(V1; V2)× Lin(V1; V2) → Lin(V1; V2),

(L1, L2) ↦→ L1 + L2,

(L1 + L2)(u) := L1(u) +2 L2(u);

· : F × Lin(V1; V2) → Lin(V1; V2),

(𝜆, L) ↦→ 𝜆 · L,
(𝜆 · L)(u) := 𝜆 ·2 L(u).

Структура (Lin(V1; V2), F , +, ·) — пространство линейных отображений.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Линейные и k-линейные отображения

k-линейные отображения

Пусть V1, . . . , Vk и W — векторные пространства над F , а L ∈ W V1×···×Vk —
отображение. Зафиксируем k векторов vi ∈ Vi , i = 1, . . . , k, и определим частные
отображения:

L(v1, . . . , vi−1, ·, vi+1, . . . , vk) : Vi → W ,

L(v1, . . . , vi−1, ·, vi+1, . . . , vk) : u ↦→ L(v1, . . . , vi−1, u, vi+1, . . . , vk).

Отображение L ∈ W V1×···×Vk называется k-линейным, если для любых векторов
vi ∈ Vi , i = 1, . . . , k, и для любого i = 1, . . . , k, частное отображение
L(v1, . . . , vi−1, ·, vi+1, . . . , vk) : Vi → W является линейным.

Пространство k-линейных отображений

Множество всех k-линейных отображений из V1 × · · · × Vk в W обозначается через

Link(V1, . . . , Vk ; W ) := {L ∈ W V1×···×Vk | L — k-линейное отображение}.

На Link(V1, . . . , Vk ; W ) поточечно определяются операции сложения (+) и
умножения (·) на скаляр.
С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 47 / 88



Модули, векторные пространства, алгебры
Изоморфизм конечномерных векторных пространств

Теорема

Если V — n-мерное векторное пространство над полем F , то V ∼= F n.

Доказательство: Âûáåðåì áàçèñ (ei )
n
i=1 ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

èñêîìûé èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Φ : V → F n, Φ(v) := (v1, . . . , vn), äëÿ v = v iei .

Доказано.

Следствие

Åñëè V1 è V2 � äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè

íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F , òî V1
∼= V2.

Доказательство: Ïóñòü dimV1 = dimV2 = n. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå
èçîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, òî èç V1

∼= F n è

F n ∼= V2 ñëåäóåò V1
∼= V2. Доказано.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай R

Определение

Пусть (V , R, +, ·) — векторное пространство над R. Скалярное произведение на V
— это отображение

(·|·) : V × V → R,
удовлетворяющее условиям

(i) Симметричность. ∀u, v ∈ V : (u|v) = (v |u).
(ii) Линейность по первому аргументу.

∀v1, v2, w ∈ V ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ R : ((𝜆1v1+𝜆2v2)|w) = 𝜆1(v1|w)+𝜆2(v2|w).

(iii) Положительная определенность. ∀v ∈ V : (v |v) > 0. Более того,

∀v ∈ V : ((v |v) = 0 ⇔ v = 0).

Норма и угол

Норма вектора v : число ‖v‖ :=
√︀

(v |v).

Угол между векторами u и v : число 𝜙 ∈ [0, 𝜋], такое, что cos𝜙 =
(u|v)
‖u‖‖v‖ .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай R

Дуальный векторный базис

Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì (·|·). Åñëè (e i )
n
i=1 � áàçèñ V , òî ìîæíî ïîñòðîèòü

äóàëüíûé âåêòîðíûé áàçèñ (e i )ni=1. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

(e i |e j) = 𝛿ij , i , j = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì gij = (e i |e j), i , j = 1, . . . , n. Òîãäà n × n ìàòðèöà [gij ]
ñèììåòðè÷íà, íåâûðîæäåíà è g = det[gij ] > 0. Ýëåìåíòû äóàëüíîãî

áàçèñà (e i )ni=1 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (e i )
n
i=1:

e
i = g ij

e j , i = 1, . . . , n,

ãäå [g ij ] îáðàòíàÿ ìàòðèöà: g ikgkj = 𝛿ij .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай R

Разложение вектора по исходному и дуальному базисам

Âåêòîð v ∈ V ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ëþáîìó èç áàçèñîâ (e i )
n
i=1 è

(e i )ni=1:

v = v ie i = vie
i ,

ãäå

v i = (v |e i ), vi = (v |e i ), i = 1, . . . , n.

v i � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû v , à vi � êîâàðèàíòíûå

êîìïîíåíòû v .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай R

Теорема

Пусть (V , ‖ · ‖) — векторное нормированное пространство над R.
Предположим, что норма ‖ · ‖ удовлетворяет правилу

параллелограмма:

∀u, v ∈ V : 2‖u‖2 + 2‖v‖2 = ‖u + v‖2 + ‖u − v‖2.

Тогда на V можно ввести скалярное произведение (·|·) так, что

‖u‖2 = (u|u) для всех u ∈ V .

Èñêîìîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî

ïîëÿðèçàöèîííîìó òîæäåñòâó:

(u|v) :=
1

4
(‖u + v‖2 − ‖u − v‖2).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай C

Определение

Пусть (V , C, +, ·) — векторное пространство над C. Скалярное произведение на V
— это отображение

(·|·) : V × V → C,
удовлетворяющее условиям

(i) Эрмитовость. ∀u, v ∈ V : (u|v) = (v |u).
(ii) Линейность по первому аргументу.

∀v1, v2, w ∈ V ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ R : ((𝜆1v1+𝜆2v2)|w) = 𝜆1(v1|w)+𝜆2(v2|w).

(iii) Положительная определенность. ∀v ∈ V : (v |v) > 0. Более того,

∀v ∈ V : ((v |v) = 0 ⇔ v = 0).

Норма и угол

Норма вектора v : число ‖v‖ :=
√︀

(v |v).

Угол между векторами u и v : число 𝜙 ∈ [0, 𝜋], такое, что cos𝜙 =
|(u|v)|
‖u‖‖v‖ .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Скалярное произведение: случай C

Теорема

Пусть (V , ‖ · ‖) — векторное нормированное пространство над C.
Предположим, что норма ‖ · ‖ удовлетворяет правилу

параллелограмма:

∀u, v ∈ V : 2‖u‖2 + 2‖v‖2 = ‖u + v‖2 + ‖u − v‖2.

Тогда на V можно ввести скалярное произведение (·|·) так, что

‖u‖2 = (u|u) для всех u ∈ V .

Èñêîìîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî

ïîëÿðèçàöèîííîìó òîæäåñòâó:

(u|v) :=
1

4
(‖u + v‖2 − ‖u − v‖2 + i‖u − iv‖2 − i‖u + iv‖2).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Алгебры

Определение

Àëãåáðà íàä ïîëåì F � ýòî ñòðóêòóðà (V , F , +, ·, [·, ·]), â êîòîðîé
ïîäñòðóêòóðà (V , F , +, ·) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à

[·, ·] : V × V → V � áèëèíåéíîå (2-ëèíåéíîå) îòîáðàæåíèå.

Элементарная классификация алгебр

Àëãåáðà (V , F , +, ·, [·, ·]) íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíîé, åñëè

∀u, v ∈ V : [u, v ] = [v , u],

àññîöèàòèâíîé, åñëè

∀u, v , w ∈ V : [[u, v ], w ] = [u, [v , w ]].
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Модули, векторные пространства, алгебры
Алгебры

Алгебра Ли

Àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì F � ýòî àëãåáðà (g, F , +, ·, [·, ·]) íàä F , òàêàÿ,
÷òî

(1) ∀A ∈ g : [A, A] = 0 (àíòèñèììåòðè÷íîñòü),

(2) ∀A, B, C ∈ g : [A, [B, C ]] + [B, [C , A]] + [C , [A, B]] = 0

(òîæäåñòâî ßêîáè).

Â òàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå [·, ·] : g× g → g íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ëè.

Матричная алгебра Ли

Ñòðóêòóðà (Mn(F ), F , +, ·, [·, ·]), â êîòîðîé (+) è (·) � îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð, à [·, ·] � êîììóòàòîð,

[A, B] := A.B − B.A,

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Алгебры

Алгебра Ли геометрических векторов

Векторное пространство геометрических векторов с векторным произведением [·, ·]
является алгеброй Ли.

Алгебра Ли векторных полей

Пусть M — гладкое многообразие. Векторное пространство Vec(M) всех гладких
векторных полей является алгеброй Ли относительно скобки Ли

[·, ·] : Vec(M)×Vec(M) → Vec(M),

[u, v ] ∈ Vec(M), [u, v ](f ) := u(vf )− v(uf ).

Алгебра Ли эндоморфизмов

На векторном пространстве Lin(V ; V ) линейных отображений L : V → V
(эндоморфизмов) можно ввести структуру алгебры Ли, определив коммутатор

[·, ·] : Lin(V ; V )× Lin(V ; V ) → Lin(V ; V ),

[L, M] := L ∘M −M ∘ L.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Алгебры

Алгебра кватернионов

Пусть H — вещественное векторное пространство с базисом (1, i , j , k). Определим
на H операцию умножения

· : H×H → H,

так, чтобы

i
2 = j

2 = k
2 = −1,

i j = −j i = k ,

j k = −kj = i ,

ki = −i k = j .

Тогда H превращается в вещественную ассоциативную алгебру — алгебру
кватернионов. Вектор 1 является единицей относительно умножения. Любой
ненулевой элемент обратим относительно (·). В этой связи, H — «почти» поле
(умножение некоммутативно).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Алгебры

Алгебра кватернионов и матрицы

Имеется соответствие
H → M2(C),

определенное следующим образом:

1 ↦→
(︂

1 0
0 1

)︂
,

i ↦→
(︂

i 0
0 −i

)︂
,

j ↦→
(︂

0 1
−1 0

)︂
,

k ↦→
(︂

0 i
i 0

)︂
.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Модуль над алгеброй кватернионов

Левый H-модуль
Левый H-модуль — это вещественное векторное пространство V с внешней
операцией

· : H× V → V , (q, v) ↦→ q · v ,
удовлетворяющей условиям:

(·) билинейна,
∀p, q ∈ H∀v ∈ V : p · (q · v) = (pq) · v .

Правый H-модуль
Правый H-модуль — это вещественное векторное пространство V с внешней
операцией

· : V ×H → V , (v , q) ↦→ v · q,
удовлетворяющей условиям:

(·) билинейна,
∀p, q ∈ H∀v ∈ V : (v · q) · p = v · (qp).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Дуальное (сопряженное) векторное пространство

Пространство ковекторов

Ïóñòü (V , F , +, ·) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

V * := Lin(V ; F ) = {𝜙 ∈ FV | 𝜙 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå}.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V * íàçûâàþòñÿ êîâåêòîðàìè èëè ëèíåéíûìè

ôóíêöèîíàëàìè.

Íà V *, êàê è â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿþòñÿ

ïîòî÷å÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·). Âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî (V *, F , +, ·) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,

äóàëüíûì ê V .
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Модули, векторные пространства, алгебры
Изоморфизм векторного пространства и дуального к нему

Теорема

Пусть (V , F , +, ·) — векторное пространство размерности n. Тогда сопряженное
пространство (V *, F , +, ·) имеет ту же размерность n.

Доказательство: Достаточно установить изоморфизм V * ∼= F n. Выберем базис
(ei )

n
i=1 в V и определим отображение

Φ : V * → F n, Φ(𝜙) := (𝜙(e1), . . . , 𝜙(en)).

Отображение Φ линейно и инъективно. Для доказательства сюръективности
выберем w = (w1, . . . , wn) ∈ F n. Определим отображение

𝜙w : V → F , 𝜙w (x) = x iwi ,

где x i — i-я компонента вектора x в базисе (ei )
n
i=1. Тогда 𝜙w ∈ V * и Φ(𝜙w ) = w ,

что влечет сюръективность Φ. Таким образом, Φ — изоморфизм. Доказано.

Следствие

Если V конечномерно, то V ∼= V *.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Дуальный базис

Ïóñòü (V , F , +, ·) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Âûáåðåì
áàçèñ (ei )

n
i=1 â V . Èçîìîðôèçì

Φ : V * → F n, Φ(𝜙) := (𝜙(e1), . . . , 𝜙(en)),

îïðåäåëÿåò áàçèñ (e i )ni=1 ïðîñòðàíñòâà V * ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì

e i := Φ−1(0, . . . , 1, . . . , 0),

ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûé áàçèñ (e i )ni=1

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

e i (ej) = 𝛿ij =

{︃
1, i = j

0, i ̸= j .
.

Определение

Áàçèñ (e i )ni=1 íàçûâàåòñÿ äóàëüíûì áàçèñîì.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 63 / 88



Модули, векторные пространства, алгебры
Второе сопряженное пространство

Определение

Вторым сопряженным называется векторное пространство

V ** := (V *)* = {f ∈ FV*
| f — линейное отображение}.

Как сопряженное к V *, пространство V ** имеет одну и ту же с ним размерность.

Теорема

Пусть V — конечномерное векторное пространство. Тогда V и V ** канонически

изоморфны.

Изоморфизм представлен каноническим отображением

𝜀 : V → V **, 𝜀(u) = 𝜀u,

где 𝜀u : V * → F — отображение, которое действует на ковектор 𝜈 по правилу

𝜀u(𝜈) := 𝜈(u).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Рефлексивность

Соглашение (для конечномерных пространств)

Âåêòîð u îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôóíêöèîíàëîì 𝜀u è èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü

u(𝜈) âìåñòî 𝜀u(𝜈).

Каноническое спаривание

Çíà÷åíèå 𝜈(u) êîâåêòîðà 𝜈 íà âåêòîðå u çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

⟨𝜈, u⟩ = ⟨u, 𝜈⟩ := 𝜈(u).
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Модули, векторные пространства, алгебры
Дуальное пространство и скалярное произведение

Теорема

Пусть V — конечномерное вещественное векторное пространство со скалярным

произведением (·|·). Для любого линейного функционала 𝜈 ∈ V * существует

единственный вектор w ∈ V , такой, что

∀v ∈ V : 𝜈(v) = (v |w).

Доказательство: 1. Единственность. Пусть 𝜈 ∈ V *. Предположим, что существуют
по меньшей мере два вектора w1, w2 ∈ V , такие, что 𝜈(v) = (v |w1) = (v |w2), для
любого вектора v ∈ V . Используя свойство линейности скалярного произведения,
получаем, что (v |(w1 − w2)) = 0 для любого вектора v ∈ V . В частности, это
равенство выполняется для v = w1 − w2 и тогда свойство положительной
определенности влечет, что w1 = w2. Единственность доказана.
2. Существование. Доказательство существования можно провести следующим
способом. Пусть dimV = n. Выберем базис (ek)

n
k=1 пространства V и

соответствующие дуальные базисы (ek)nk=1 пространства V * и (ek)nk=1
пространства V . Для ковектора 𝜈 ∈ V * имеем 𝜈 = 𝜈ke

k . Если v ∈ V , то
𝜈(v) = v k𝜈k , где v = v kek . Положим w := 𝜈ke

k . Тогда (v |w) = v k𝜈k и w —
искомый вектор. Доказано.
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Модули, векторные пространства, алгебры
Дуальное пространство и скалярное произведение

Музыкальные изоморфизмы

Âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

(·)♭ : V → V * è (·)♯ : V * → V ,

îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè

∀v , w ∈ V : ⟨v ♭, w⟩ = (v |w),

∀w ∈ V ∀𝜈 ∈ V * : (𝜈♯|w) = ⟨𝜈, w⟩,

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, çàâèñÿùèìè îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îíè íàçûâàþòñÿ ìóçûêàëüíûìè èçîìîðôèçìàìè.
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Тензорные произведения

векторных пространств
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Тензорные произведения векторных пространств
Подпространство

Определение

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäìíîæåñòâî

U ⊂ V , ðàññìàòðèâàåìîå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà íåì îïåðàöèé (+) è (·),
íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì V , åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

ýòèõ îãðàíè÷åíèé, òî åñòü,

∀u, v ∈ U : u + v ∈ U,

∀𝜆 ∈ F ∀u ∈ U : 𝜆u ∈ U.
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Тензорные произведения векторных пространств
Факторпространство

Отношение эквивалентности

Пусть U — подпространство векторного пространства V . Рассмотрим отношение
∼U на V :

∀u, v ∈ V : (u ∼U v) ⇔ (u − v ∈ U).

Отношение ∼U — отношение эквивалентности на V .

Классы эквивалентности

Пусть x ∈ V , а [x ] — соответствующий класс эквивалентности. Тогда

[x ] = {x + u | u ∈ U}.

Фактормножество

Фактормножество V по отношению ∼U обозначается через

V /U.
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Тензорные произведения векторных пространств
Факторпространство

Операции на фактормножестве

Пусть a, b ∈ V /U, а 𝜆 ∈ F . Выбирая u ∈ a, v ∈ b, положим

a+ b := [u + v ],

𝜆a := [𝜆u].

Эти определения не зависят от представителей u и v . Таким образом, корректно
определены операции

+ : V /U × V /U → V /U, (a, b) ↦→ a+ b,

· : F × V /U → V /U, (𝜆, a) ↦→ 𝜆a.

Определение

Векторное пространство (V /U, F , +, ·) называется факторпространством.
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Тензорные произведения векторных пространств
Формальные линейные комбинации

Пространство формальных линейных комбинаций

Пусть X — множество, а F — поле. Формальной линейной комбинацией элементов
X называется скалярнозначная функция f : X → F , такая, что множество

Kf := {x ∈ X | f (x) ̸= 0} = f −1(F ∖ {0})

точек, в которых f отлична от нуля, является конечным. Множество M(X ) всех
таких функций образует векторное пространство относительно поточечных
операций сложения и умножения на число.
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Тензорные произведения векторных пространств
Формальные линейные комбинации

Базис M(X )

Базис M(X ) образован функциями (𝛿x)x∈X из M(X ), определенными следующим
образом:

𝛿x(y) :=

{︃
1, y = x ,

0, y ̸= x .

Каждый элемент f ∈ M(X ) имеет единственное разложение f =
∑︀k

i=1 ai𝛿xi , где
x1, . . . , xk — элементы X , для которых f (x) ̸= 0, а ai = f (xi ). По определению Kf ,
эта сумма состоит из конечного числа слагаемых.

Соглашение

Как правило, функция 𝛿x отождествляется с x и множество X рассматривается как
подмножество M(X ). В этой связи, пишут f =

∑︀k
i=1 aixi .
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Тензорные произведения векторных пространств
Тензорные произведения

Пространство M(V1 × V2)

Пусть V1 и V2 — векторные пространства над одним и тем же полем F . Множество
V1 × V2 состоит из всевозможных упорядоченных пар (v1, v2), vi ∈ Vi , и на нем
может быть задана структура векторного пространства M(V1 × V2) формальных
линейных комбинаций. Тогда выражения (где vi , v

′
i , v

′′
i ∈ Vi , 𝜆 ∈ F )

(v ′
1 + v ′′

1 , v2)− (v ′
1, v2)− (v ′′

1 , v2), (v1, v
′
2 + v ′′

2 )− (v1, v
′
2)− (v1, v

′′
2 ),

𝜆(v1, v2)− (𝜆v1, v2), 𝜆(v1, v2)− (v1, 𝜆v2),
(F)

отличны от нуля.

Определение

Рассмотрим пространство M(V1 × V2) всевозможных формальных линейных
комбинаций. Пусть N — его подпространство, натянутое на всевозможные
разности (F). Тензорным произведением V1 ⊗ V2 называется факторпространство

V1 ⊗ V2 := M(V1 × V2)/N.
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Тензорные произведения векторных пространств
Тензорные произведения

Тензорное произведение векторов

Класс эквивалентности элемента (v1, v2) обозначается через

v1 ⊗ v2 := [(v1, v2)],

и называется тензорным произведением v1 и v2. Для тензорного произведения ⊗
справедливы равенства

(v ′
1 + v ′′

1 )⊗ v2 = v ′
1 ⊗ v2 + v ′′

1 ⊗ v2, v1 ⊗ (v ′
2 + v ′′

2 ) = v1 ⊗ v ′
2 + v1 ⊗ v ′′

2 ,

𝜆(v1 ⊗ v2) = (𝜆v1)⊗ v2, 𝜆(v1 ⊗ v2) = v1 ⊗ (𝜆v2).

Ассоциативность

Пусть U, V , W — три векторных пространства над F . Поскольку (U ⊗ V )⊗W
канонически изоморфно U ⊗ (V ⊗W ), то можно записать U ⊗ V ⊗W для этих
множеств и u ⊗ v ⊗ w для их элементов. Таким образом, индуктивно приходим к
произведениям V1 ⊗ · · · ⊗ Vk и v1 ⊗ · · · ⊗ vk для k векторных пространств и их
элементов.
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Тензорные произведения векторных пространств
Тензорные произведения

Базис и размерность

Пусть V1 и V2 — векторные пространства над F размерностей n1 и n2. Если
(e

(i)
j )nij=1 — базисы Vi , i = 1, 2, то совокупность

(e
(1)
i1

⊗ e
(2)
i2

)16i16n1, 16i26n2 ,

образует базис V1 ⊗ V2. Таким образом, dim(V1 ⊗ V2) = n1n2.

Тензорное произведение и линейные отображения

Пусть V1, . . . , Vk — конечномерные векторные пространства над F . Тогда имеются
следующие канонические изоморфизмы:

V1 ⊗ · · · ⊗ Vk
∼= Link(V

*
1 , . . . , V

*
k ; F ),

V *
1 ⊗ · · · ⊗ V *

k
∼= Link(V1, . . . , Vk ; F ).

Таким образом, тензорное произведение k векторных пространств канонически
изоморфно векторному пространству k-линейных отображений.
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Тензорные произведения векторных пространств
Тензорные произведения

Типовые пространства

Пространство T k(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V⏟  ⏞  
k раз

контравариантных тензоров ранга k.

Базис: (ei1 ⊗ · · · ⊗ eik )16i1, ..., ik6n. Здесь (ei )
n
i=1 — базис V .

Пространство T k(V *) := V * ⊗ · · · ⊗ V *⏟  ⏞  
k раз

ковариантных тензоров ранга k.

Базис: (𝜗i1 ⊗ · · · ⊗ 𝜗ik )16i1, ..., ik6n. Здесь (𝜗i )ni=1 — базис V *.

Пространство смешанных тензоров типа (k, l):

T (k, l)(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V⏟  ⏞  
k раз

⊗V * ⊗ · · · ⊗ V *⏟  ⏞  
l раз

.

Базис этого пространства имеет вид:

(ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ 𝜗j1 ⊗ · · · ⊗ 𝜗jl )16i1, ..., ik6n, 16j1, ..., jl6n,

где (ei )
n
i=1 — базис V , а (𝜗i )ni=1 — дуальный базис V *.
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Тензорные произведения векторных пространств
Тензорные произведения

Соглашения

T 0(V ) = T 0(V *) := F ,

T (0, k)(V ) = T k(V *), T (k, 0)(V ) = T k(V ), . . .
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Внешние формы
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Внешние формы
Определение внешней формы

Пусть V — векторное пространство над R. В силу канонического изоморфизма
удобно рассматривать каждый элемент T ∈ T k(V *) как k-линейное отображение

T : V × · · · × V⏟  ⏞  
k раз

→ R.

Определение

Отображение 𝜔 ∈ T k(V *) называется внешней k-формой (или, антисимметричным
тензором, если для любых векторов u1, . . . , uk ∈ V и любой пары различных
индексов i , j ∈ {1, . . . , k} справедливо равенство

𝜔(u1, . . . , ui , . . . , uj , . . . , uk) = −𝜔(u1, . . . , uj , . . . , ui , . . . , uk).

Множество Λk(V *) ⊂ T k(V *) всех внешних k-форм является подпространством
T k(V *).

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Основы общей алгебры 80 / 88



Внешние формы
Внешнее произведение

Операция ⊗ не переводит внешние формы во внешнюю форму!

Перестановки

Напомним, что перестановка — это биекция 𝜎 : {1, . . . , k} → {1, . . . , k}, k ∈ N.
Пусть Sk — множество всех перестановок. Вместе с операцией композиции ∘ оно
образует группу. Для любого тензора T ∈ T k(V *) перестановка 𝜎 ∈ Sk определяет
новый тензор 𝜎T ∈ T k(V *):

∀u1, . . . , uk ∈ V : 𝜎T (u1, . . . , uk) := T (u𝜎(1), . . . , u𝜎(k)).

Для перестановки 𝜎 ∈ Sk ее знак определяется как число

sgn𝜎 :=

{︃
1, если 𝜎 четная,

−1, если 𝜎 нечетная.

Эквивалентное определение внешней формы: 𝜔 ∈ Λk(V *) если и только если
𝜔 ∈ T k(V *) и для любых векторов u1, . . . , uk ∈ V , и любой перестановки 𝜎 ∈ Sk

справедливо равенство

𝜔(u𝜎(1), . . . , u𝜎(k)) = (sgn𝜎)𝜔(u1, . . . , uk).
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Внешние формы
Внешнее произведение

Операция альтернирования

Отображение Alt : T k(V *) → Λk(V *),

AltT :=
1

k!

∑︁
𝜎∈Sk

(sgn𝜎)(𝜎T ),

называется альтернированием. В явном виде, для всех u1, . . . , uk ∈ V имеем

AltT (u1, . . . , uk) =
1

k!

∑︁
𝜎∈Sk

(sgn𝜎)T (u1, . . . , uk).

Определение внешнего произведения

Пусть 𝜔 ∈ Λk(V *) и 𝜂 ∈ Λl(V *). Тогда их внешнее произведение 𝜔 ∧ 𝜂 определяется
как

𝜔 ∧ 𝜂 :=
(k + l)!

k!l!
Alt (𝜔 ⊗ 𝜂).
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Внешние формы
Внешнее произведение

Частный случай: ковекторы

Åñëè 𝛼, 𝛽 ∈ V *, òî
𝛼 ∧ 𝛽 = 𝛼⊗ 𝛽 − 𝛽 ⊗ 𝛼.
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Внешние формы
Внешнее произведение

Приходим к операции ∧ : Λk(V *)× Λl(V *) → Λk+l(V *). Ее свойства:

(∧1) Билинейность. Для 𝜔, 𝜔′ ∈ Λk(V *), 𝜂, 𝜂′ ∈ Λl(V *) и a, a′ ∈ R,

(a𝜔 + a′𝜔′) ∧ 𝜂 = a(𝜔 ∧ 𝜂) + a′(𝜔′ ∧ 𝜂),

𝜔 ∧ (a𝜂 + a′𝜂′) = a(𝜔 ∧ 𝜂) + a′(𝜔 ∧ 𝜂′).

(∧2) Ассоциативность. Для 𝜔 ∈ Λk(V *), 𝜂 ∈ Λl(V *) и 𝜇 ∈ Λr (V *),

𝜔 ∧ (𝜂 ∧ 𝜇) = (𝜔 ∧ 𝜂) ∧ 𝜇.

(∧3) Антикоммутативность. Для 𝜔 ∈ Λk(V *), 𝜂 ∈ Λl(V *),

𝜔 ∧ 𝜂 = (−1)kl𝜂 ∧ 𝜔.

(∧4) Если 𝜈1, . . . , 𝜈k ∈ V * и u1, . . . , uk ∈ V , то

𝜈1 ∧ · · · ∧ 𝜈k(u1, . . . , uk) = det[𝜈 i (uj)].
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Внешние формы
Базис и размерность

Ïóñòü (ei )
n
i=1 � áàçèñ V , à (𝜗i )ni=1 � áàçèñ V *, äóàëüíûé ê (ei )

n
i=1.

Ñîâîêóïíîñòü

(𝜗i1 ∧ · · · ∧ 𝜗ik )16i1<i2<...<ik6n

îáðàçóåò áàçèñ Λk(V *). Äëÿ êàæäîé âíåøíåé k-ôîðìû 𝜔 ñïðàâåäëèâî

ðàçëîæåíèå:

𝜔 =
∑︁

16i1<i2<...<ik6n

𝜔i1i2...ik𝜗
i1 ∧ · · · ∧ 𝜗ik ,

ãäå 𝜔i1i2...ik = 𝜔(ei1 , . . . , eik ). Â ýòîé ñâÿçè, dim Λk(V *) =
(︀n
k

)︀
.
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Внешние формы
Связь с определителями

Äëÿ 𝜔 ∈ Λk(V *) è âåêòîðîâ u1, . . . , uk ∈ V èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó

çíà÷åíèåì âíåøíåé k-ôîðìû è îïðåäåëèòåëåì:

𝜔(u1, . . . , uk) =
∑︁

16i1<i2<...<ik6n

𝜔i1i2...ik

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ui11 . . . uik1
. . . . . . . . .

ui1k . . . uikk

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

ãäå 𝜗ij (ul) = ujl . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝜔 ∈ Λn(V *) è âåêòîðîâ

u1, . . . , un ∈ V èìååì

𝜔(u1, . . . , un) = 𝜔1...n

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ u11 . . . un1
. . . . . . . . .
u1n . . . unn

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëèçì âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, êàê è èñ÷èñëåíèå

âíåøíèõ ôîðì â öåëîì, òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îïðåäåëèòåëåé,

ðàçâèòèå êîòîðîé ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíöåïöèé

îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè è îáúåìà.
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