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Введение

Одним из актуальных направлений в решении прямых и обратных

задач динамики для физических систем с распределенными параметра-

ми является разработка специальных подходов к эффективному моде-

лированию динамических процессов и оптимимальному выбору законов

управления этими процессами. Для этого активно используются теория

и методы математической физики, которые в настоящее время активно

применяются и в других областям науки, например, в химии, биоло-

гии, экономике и т.д. Они также широко представлены в технике для

моделирования различных систем и устройств.

Цели математической физики тесно связаны с исследованием управ-

ляемых процессов в системах с распределенными элементами, которые

обычно занимают некоторую область пространства (сплошные среды,

конструкции и т.п.). Величины, характеризующие состояние динами-

ческой системы и ее поведение, зависят обычно от пространственных

координат и времени.

Модели, которые описывают поведение таких систем, можно раз-

делить на три иерархических уровня: описание влияния на распреде-

ленные элементы внешней среды, характеристика взаимодействия эле-

ментарных объемов системы и свойства одного элемента объема. От-

ношения на первом уровне определяется внешними факторами, вклю-

чая, в общем случае, граничные и начальные условия. Второй уровень

соответствует взаимодействию элементарных объемов в соответствии

с законами состояния и учитывает, например, перенос материальных

частиц в пространстве, что дает возможность получить уравнения про-

цессов межэлементного взаимодействия. Наконец, третий уровень опре-

деляет свойства среды в элементарном объеме.

Системы с распределенными параметрами, как правило, описыва-

ются уравнениями в частных производных, или уравнениями матема-
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тической физики (УМФ), а в некоторых случаях, интегральными или

интегро-дифференциальными соотношениями. Эти модели могут вклю-

чать функционалы от неизвестных переменных. В вариационных под-

ходах часто требуется, чтобы такие функционалы достигали своего ста-

ционарного значения на допустимом множестве функций, что соответ-

ствует некоторой стационарной точке, иными словами, искомому ре-

шению задачи. Это, как правило, связано с постановкой задачи, осно-

ванной на соответствующем вариационном принципе, который имеет

определенный физический смысл. В некоторых случаях решение мо-

жет соответствовать экстремуму функционала. Классификация систем

уравнений в частных производных и их связи с вариационным исчис-

лением можно найти в классических книгах Крылова [59], Куранта и

Гильберта [60], Михлина [67], Соболева [78], Релея [79], а также Морса

и Фешбаха [159].

Разнообразие природных явлений порождает широкий спектр под-

ходов к решению задач математической физики. Подробное описание

разработанных методов и подходов в области вычислительной меха-

ники представлены в [59, 180]. Среди этих методов, следует обратить

особое внимание на три направления, которые получили, особенно в по-

следние годы, значительное развитие, а именно, вариационное исчисле-

ние, проекционные методы и метод наименьших квадратов (МНК). Эти

подходы имеют как свои преимущества, так и некоторые недостатки,

которые хотелось бы обсудить.

Вариационные принципы и их применение во многих областях фи-

зики имеют давнюю историю. Тем не менее, значение этих принципов

стало более понятно только благодаря достижениям в методе конечных

элементов (МКЭ), который восходит к работам Крылова [59], Куран-

та [110], Турнера [187]. С тех пор были получены неоднократные под-

тверждения того, что теория вариационного исчисления является на-

дежным инструментом в математическом обосновании методов МКЭ.
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И наоборот, быстрое развитие этого метода стимулировало совершен-

ствование вариационных подходов. Основные идеи МКЭ можно найти,

например, в книгах [98, 167, 182, 189].

В последнее время интенсивно развиваются численные алгоритмы

моделирования на основе вариационных подходов. В [30, 67] рассмат-

риваются приложения этих методов в различных областях механики,

физики и техники. Описываемые авторами вариационные подходы поз-

волили эффективно и с весьма высокой точностью получить ряд новых

численных результатов.

Итак, в приложениях все более значимую роль играет МКЭ, тес-

но связанный с вариационным исчислением. Другие подходы, напри-

мер метод Петрова–Галеркина [97, 102] или метод наименьших квадра-

тов [148], также активно развиваются в настоящее время для численно-

го моделирования динамических процессов. Для повышения эффектив-

ности и достоверности расчетов применяются различные априорные и

апостериорные оценки качества получаемых решений [179].

Среди вариационных постановок УМФ следует выделить принци-

пы минимума полной потенциальной энергии и дополнительной энер-

гии, принцип Гамильтона–Остроградского (см., например [25]). Альтер-

нативный подход к решению начально-краевых задач математической

физики, основывается на преобразованиях Лапласа [146]. Следует отме-

тить систематический подход к выводу вариационных формулировок,

основанный на преобразовании Фридрихса.

Важной особенностью вариационных принципов является то, что

основные уравнения, описывающие поведение системы, непосредствен-

но следуют из необходимых условий стационарности соответствующе-

го функционала. Кроме того, вариационные формулировки имеют ряд

преимуществ по сравнению с постановками задач, описываемых диф-

ференциальными уравнениями в обыкновенных или частных производ-

ных.
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Во-первых, вариационное исчисление подходит для преобразования

задачи, изначально заданной в производных, к эквивалентной, которая

чаще решается проще, чем исходная. В вариационной формулировке

при дополнительных ограничениях это преобразование обычно осущес-

твляется с помощью метода множителей Лагранжа, который является

очень эффективной и регулярной процедурой. С ее помощью можно

получать семейства вариационных принципов, которые являются экви-

валентными друг к другу [116].

Во-вторых, если точное решение задачи не может быть найдено,

то вариационный метод часто приводит к различным конечномерным

формулировкам для нахождения приближенного решения.

В-третьих, реализация вариационных принципов обычно гарантиру-

ет стабильность численных алгоритмов и оптимальность приближен-

ных решений. При этом матрицы, определяющие конечномерную си-

стему уравнений, как правило, оказываются симметричными и поло-

жительно определенными.

Среди недостатков вариационного подхода, можно отметить, что не

все задачи математической физики порождают вариационные принци-

пы. Следует подчеркнуть при этом, что постоянно предлагаются спосо-

бы расширения области применимости вариационного исчисления. На-

пример, в [178] обоснованы минимизационные постановки задач для

некоторых нестандартных краевых условий в линейной теории упру-

гости. Как правило, возникают также определенные математические

трудности при построении оценок качества получаемых аппроксима-

ций [183]. При нахождении приближенных решений вариационной за-

дачи, которая формулируется с помощью множителей Лагранжа, на-

пример, на основе принципа Ху-Васидзу в теории упругости [25], задача

теряет свойство положительной определенности и симметрии.

Проекционные методы, такие как методы Бубнова–Галеркина [102],

Петрова–Галеркина [97], и т.д., лишены некоторых недостатков, прису-

8



щих вариационным подходам. Во-первых, эти методы применимы для

задач, для которых вариационные принципы еще не сформулированы.

Во-вторых, проекционные методы являются более гибким аппаратом

при составлении системы определяющих уравнений. Недавнее исследо-

вание и обзор, касающийся модификаций метода Галеркина, основан-

ных на разнообразных способах выбора пробных и тестовых функций,

можно найти в [117].

У проекционных подходов, безусловно, тоже есть свои недостатки.

В частности, выбор тестовых и пробных функций представляет собой

процедуру, которая не всегда однозначна и проста. Иногда бывает труд-

но обеспечить устойчивость численных алгоритмов и их сходимость,

особенно в нелинейных задачах. Так же как и для вариационных под-

ходов, зачастую довольно трудно построить надежные оценки качества

приближенного решения.

Третий подход, который также можно отнести к методам математи-

ческой физики, — это метод наименьших квадратов. Общий обзор раз-

вития МНК, включая процедуры, разработанные на основе МКЭ, пред-

ставлены в [104]. Действительно, выглядит довольно привлекательным

составить неотрицательный функционал следующим образом: все урав-

нения, описывающие изучаемое явление, возводятся в квадрат, сумми-

руются и интегрируются в пространстве и времени. Кроме того, заранее

известно, что глобальный минимум этого интеграла равен нулю. Обыч-

ные стратегии МКЭ могут быть применены в МНК для нахождения

приближенных решений.

При этом, соответственно могут быть построены неявные двусторон-

ние оценки качества решения. Нижняя грань функционала известна, а

значение функционала на приближенном решении всегда может быть

выбрано в качестве верхней границы.

Тем не менее, следует отметить, что уравнения Эйлера–Лагранжа

(необходимые условия стационарности) для получаемых таким образом
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задач минимизации, в общем случае, отличаются от системы уравнений

в частных производных, которая порождает этот функционал. Иными

словами, задача, полученная согласно МНК, является вариационным

принципом для другой краевой или начально-краевой задачи. Таким

образом, вопросы существования и единственности решения этой си-

стемы требуют детального исследования.

Одной из общих характерных черт, присущей всем вышеупомяну-

тым методам, является некоторая неоднозначность в формулировке ко-

нечномерных аппроксимаций решения. Не ясно, какие из соотношений

нужно ослаблять, а какие должны быть выполнены точно.

В качестве примера рассмотрим уравнения линейной теории упру-

гости. В первоначальной постановке присутствуют 15 переменных, а

именно, 12 компонент тензоров напряжений и деформаций, а также три

компоненты вектора перемещений, которым соответствуют 9 уравнений

в частных производных (уравнения равновесия и кинематические соот-

ношения) и 6 алгебраических, определяющих соотношения состояния

(закон Гука).

Если все уравнения, включая граничные условия, учитываются в

интегральной (слабой) форме, это приводит к принципу Ху–Васидзу,

формулировка которого содержит 18 переменных (добавлены три мно-

жителя Лагранжа) и на неизвестные функции не накладываются ни-

какие ограничения. Физический смысл множителей Лагранжа следу-

ет из условий стационарности соответствующего функционала. Если

потребовать локального выполнения некоторых определяющих уравне-

ний, число независимых переменных в вариационной формулировке мо-

жет быть уменьшена. Например, можно вывести принцип Хеллингера–

Рейсснера, в котором присутствует 12 неизвестных функций. После

последовательного исключения переменных получается классический

принцип минимума полной потенциальной энергии, в котором остают-

ся только три переменные, компоненты вектора перемещений. Экви-
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валентность этих принципов была теоретически обоснована, например

в [25, 103]. Однако с практической точки зрения понятно, что суще-

ственно легче решать задачу относительно только трех переменных

вместо пятнадцати.

Подобная неопределенность характеризует и проекционные подхо-

ды (метод Галеркина). При составлении интегральных проекций урав-

нений системы большое значение имеет соответствующий выбор про-

странств пробных и тестовых функций.

В дополнение к ограничениям, которые были отмечены выше, метод

МНК весьма чувствителен к выбору весовых коэффициентов. Наличие

таких факторов обусловлено тем, что определяющие соотношения име-

ют различную размерность. Уравнения равновесия, например, имеют

физическую размерность силы, отнесенной к единице объема, соотно-

шения закона Гука могут быть, например, безразмерными, как и кине-

матические условия, граничные условия могут быть даны в единицах

длины либо силы на единицу площади. Отметим, что определение соот-

ветствующих весовых коэффициентов для данной системы уравнений

является не простой задачей.

Подход, в котором сохраняется ряд преимуществ и учитываются

недостатки, присущие упомянутым вариационным и проекционным ме-

тодам, а также технике МНК, обсуждается в этой работе. Будем ссы-

латься на него, как на метод интегро-дифференциальных соотношений

(МИДС) [43].

Суть этого подхода заключается в том, что часть определяющих

уравнений должна быть выполнена точно, а другие соотношения учи-

тываются в интегральном виде. Соотношения, которые должны быть

ослаблены, определяются априори, часто с физической точки зрения.

Например, в задачах теплопроводности, только закон Фурье учи-

тывается интегрально, в то время как первый закон термодинамики,

начальные и граничные условия выполняются точно [172]. При числен-
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ном моделировании линейных задач теории упругости, приближенные

поля напряжений и перемещений строго выполняют уравнения равно-

весия, кинематические соотношения и граничные условия. В то время

как соотношения закона Гука ослаблены, т.е. выполнены в некотором

интегральном смысле [43] или спроектированы на некоторое конечно-

мерное подпространство функций [56].

Приближенное решение интегро-дифференциальной задачи находи-

тся в этом подходе путем минимизации соответствующего квадратич-

ного функционала при дифференциальных ограничениях в виде урав-

нений равновесия, кинематических соотношений и граничных условий.

Значение функционала на допустимом приближенном решении может

быть напрямую использовано для оценки качества полученных аппрок-

симаций, в то время как подынтегральное выражение служит в каче-

стве локальной квадратичной невязки решения. Подобная формулиров-

ка полностью согласуется с идеями МНК метода, но при этом она одно-

временно является, как показано, и вариационным принципом. Таким

образом, вариационные методы и МНК в этом случае объединяются.

Исследования показали, что существуют и другие положительно

определенные квадратичные формы, представляющие закон Гука, ко-

торые не обязательно являются полными квадратами, но тоже могут

составить основу для вариационных принципов. Таким образом был

построен функционал энергетической ошибки, который позволяет раз-

делить интегро-дифференциальную задачу, первоначально сформули-

рованную в терминах напряжений и перемещений, на две независимые

подзадачи: одну в перемещениях (принцип минимума полной потенци-

альной энергии), другую в напряжениях (принцип минимума полной

дополнительной энергии) [49, 122].

Для вариационных формулировок, следующих из МИДС, были по-

лучены двусторонние энергетические оценки качества приближенного

решения [122]. Были разработаны конечноэлементные алгоритмы, ко-
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торые позволяют не только вычислить величину интегральной ошибки,

но и разработать стратегии адаптивного уточнения сетки, для того что-

бы улучшить качество решения [130].

В соответствии с идеями МИДС был разработан проекционный под-

ход, как модификация метода Петрова–Галеркина. При использовании

полудискретных полиномиальных аппроксимаций и проекционной тех-

ники с высокой точностью могут решаться трехмерные статические и

динамические задачи теории упругости [55, 76, 142].

Среди упрощенных моделей, предложенных для приближенных ре-

шений задач о движении протяженных упругих систем, особое место

занимает теория балок, основанная на интуитивных гипотезах, выдви-

нутых Я. Бернули [31]. Несмотря на то, что эта теория применима

для широкого класса задач, она не учитывает влияние на напряженно-

деформированное состояние упругой балки сдвиговых перемещений,

депланации и деформации поперечного сечения, связи продольных и

поперечных движений, обусловленной величиной коэффициента Пуас-

сона, и т. п.

Были предложены уточняющие формулы, позволяющие учесть сжа-

тие–растяжение поперечных сечений при продольных перемещениях

(поправка Релея [79, 155]), а также сдвиги и повороты сечений при упру-

гом изгибе (модель балки Тимошенко [81, 82]). В классической модели

кручения балки, рассмотренной, например в [83], учитывается деплана-

ция, которая находится из решения плоской задачи Пуассона. В модели

[168], предложенной Райсснером, используется вариационный подход

для вывода уравнений, описывающих упругий изгиб тонкой пластины

(балки), для определенного заранее распределения полей перемещений

в поперечном направлении. Вариационные формулировки применяются

для вывода совместных балочных уравнений более высокого порядка,

различным образом учитывающих пространственное распределение пе-

ремещений и напряжений в упругом теле [153]. Предложены балочные
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модели для конструкций составленных из анизотропных или компози-

ционных материалов [101, 166]

Локальные соотношения закона Гука могут быть ослаблены не толь-

ко интегрально, но и путем применения асимптотического подхода [47].

Такой подход дает возможность работать уточняющие балочные мо-

дели, которые могут служить надежным инструментом для анализа

сложных конструкций [52]. Раздельные аппроксимации, включая ко-

нечномерные представления по части координат и переменные коэффи-

циенты от одной выделенной координаты, были применены в МИДС,

чтобы свести исходную систему УМФ к конечномерной системе обык-

новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) [48, 50, 137].

Отметим, что МИДС направлен прежде всего на разработку более

эффективных численных процедур, основанных на идеях вариационно-

го исчисления и дискретных аппроксимаций искомых функции. Подхо-

ды, обсуждаемые в этой работе, были применены не только к статиче-

ским и спектральным задачам теории упругости, а также к прямым и

обратным начально-краевым задачам механики деформируемого твер-

дого тела [54], гидро- и термодинамики [175].

В последние десятилетия активно разрабатываются разные стра-

тегии управления системами, динамика которых может быть описана

в рамках математических моделей с распределенными параметрами.

Управляемые процессы, такие как колебания, теплопроводность, диф-

фузия и т.п., проявляются в различных областях науки и техники. Раз-

личные постановки задач управления динамическими системами и ме-

тоды их решения обсуждаются, например, в [23, 58, 90].

При теоретическом исследовании функционированиясложных тех-

нических объектов, таких как манипуляционные роботы, крупногаба-

ритные космические аппараты и др., возникает ряд задач динамики

и управления движением систем связанных упругих и твердых тел.

Стремление повысить эффективность системы приводит к необходимо-
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сти облегчения конструкции, что может вызвать существенную упру-

гую податливость и, как следствие, нежелательные колебания, ухудша-

ющие показатели качества динамического процесса (точности, быстро-

действия, энергозатрат и т.п.) [18, 21, 62, 160].

Теоретическая основа для теории оптимального управления, в при-

менении к динамическим системам в частных производных заложена

в [63, 118, 154, 186]. Эта теория распространена на случай гиперболиче-

ских уравнений в работах [24, 94, 106]. Расширенное введение и обзор

по теории управления колебаниями в системах с распределенными па-

раметрами можно найти в [145]. Регулирование биений в упругих сетях

исследовалось в [115, 149, 151]. В [77] рассматриваются вопросы класси-

ческого вариационного исчисления и теории оптимального управления

систем с распределенными параметрами: принцип максимума, метод

функций Ляпунова в сочетании с методом динамического программи-

рования, задача аналитического конструирования регуляторов и метод

распределенных моментов.

Моделирование таких процессов обычно проводится с использова-

нием систем дифференциальных уравнений в частных производных.

Практическое построение законов управления осуществляется, как пра-

вило, через различные способы дискретизации этих уравнений. Од-

ним из классических методов построения решений и анализа уравне-

ний математической физики (УМФ) является метод разделения пере-

менных [60, 69, 84]. В этом подходе решение обычно представляется в

виде бесконечного ряда, члены которого — это произведение функций,

одна из которых зависит только от времени, а другие от пространствен-

ных координат. Подобное разложение требует построения ортонормиро-

ванного базиса, составленного из собственных функций, которые могут

быть получены только для простейших задач. Даже для одномерно-

го случая с однородным распределением параметров не всегда можно

выразить базисные функции (коэффициенты Фурье) в аналитическом
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виде. Требуются эффективные численные методы решения краевых за-

дач на собственные значения [95].

В [85] излагаются основные принципы построения и методы синтеза

бесконечномерных систем регулирования с разрывными управляющи-

ми воздействиями. На основе преднамеренного введения скользящих

режимов разработана процедура синтеза управления, обеспечивающе-

го в бесконечномерной системе желаемые динамические свойства и ин-

вариантность к внешним возмущениям и вариациям параметров объ-

екта. Математические методы решения задач оптимизации процессов

(динамическое программирование, принцип максимума, проблема мо-

ментов) тепло- и массообмена рассмотрены в [22, 32]. Основное вни-

мание уделяется различным математическим методам решения таких

задач. Книга [35] представляет собой систематизированное изложение и

дальнейшее исследование общих математических постановок, решений

и анализа задач об оптимальном управляемом демпфировании или воз-

буждении колебаний упругих стержней и пластин на основе принципа

максимума Л.С.Понтрягина.

Для построения приближенных законов управления часто исполь-

зуются асимптотические методы. Так, для колебательных систем мож-

но применять квазистационарное приближение, если время процесса

гораздо меньше характерного периода колебаний [2, 38]. В противо-

положность этому, используются методы осреднения в случае, когда

необходимо управлять динамическими системами с достаточно высо-

кими собственными частотами [2, 38].

Как уже было сказано выше, для построения законов управления

системами с распределенными параметрами чаще используются чис-

ленные подходы или методы «ранней дискретизации» (вначале про-

водится дискретизация системы, и лишь затем строится управление).

В этом случае начально-краевая задача сводится, например, к систе-

ме ОДУ с помощью методов Рэлея–Ритца, Бубнова–Галеркина, метода
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конечных разностей [152], МКЭ или других подходов теории аппрок-

симации [99, 109]. Известны также и методы прямой дискрецизации, в

которых исходная система сводится к системе алгебраических уравне-

ний (см., например [150]).

Часто для решения задач об управлении и оптимизации динамиче-

скими процессами в колебательных системах используется приближен-

ная математическая модель в виде конечного набора упругосвязанных

материальных точек [14, 34].

В отличие от «ранней дискретизации», в подходах так называемой

«позней дискретизации» вначале строится закон управления напрямую

для системы с распределенными параметрами и лишь затем численно

находятся неизвестные функции. Отметим, что стратегии «бесконеч-

номерного» управления часто опираются на специальные методы спек-

трального анализа линейного оператора исследуемой системы [100, 111].

Подобные подходы используются в задачах стабилизации конструкций

с податливыми элементами [61]. В [114] эти подходы к решению задач

управления системами УМФ с ограничениями был расширен на случай

гиперболических уравнений.

В [190] на основе метода Галеркина было определено семейство при-

ближенных решений уравнения, описывающего изгибы однородной упру-

гой балки, и выведены достаточные условия устойчивости поперечных

движений для полученных конечномерных систем уравнений. Дополни-

тельно было доказано, что равновесие найденных приближений может

быть обеспечено управлением по обратной связи на основе наблюдений,

и предложен явный синтез управления.

Иногда необходимо учитывать стохастический характер внешних

воздействий на управляемые системы. Локальные решения уравнения

Гамильтона–Якоби–Беллмана используются в задаче управления по-

перечными колебаниями упругих систем, находящихся под действием

гауссовского белого шума переменной интенсивности, для минимиза-
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ции математического ожидания полной энергии системы [156]. Изуче-

ны способы управления при помощи актуаторов, сосредоточенных в

заданных точках системы, или с помощью распределенного по системе

управления.

Подход, рассмотренный в [88, 89, 107, 108], позволяет в замкнутой

форме построить распределенные ограниченные управления, которые

переводят систему УМФ в заданное состояние за фиксированное время.

Этот метод основан на сведении исходной системы к счетной системе

независимых уравнений на основе Фурье-разложения. Вопросы о на-

хождение законов управления упругими и вязкоупругими системами с

помощью граничных воздействий на основе этого подхода рассмотрены

в [75].

В связи с оптимальным управлением и автоматическим регулиро-

ванием большое внимание ученых и инженеров привлекают задачи о

перемещении по заданной траектории. Обещающим направлением для

эффективного решения задач подобного типа для систем с бесконеч-

ным числом степеней свободы является использование свойств диффе-

ренциальной «плоскостности», или плоского морфизма. Основная идея

этого подхода заключается в том, что в некоторых частных случаях

управляющая функция динамической системы может быть выражена

через какую-либо из фазовых переменных и ее производные. Напри-

мер, в [156] предложен рекурсивный алгоритм управления по обратной

связи в комбинации с программным планированием траектории с ис-

пользованием свойств плоскостности системы, описывающей процессы

диффузии, конвекции и химической кинетики с переменными коэффи-

циентами и нелинейным граничным управляющим воздействием.

В [188] для эффективного описания в режиме реального времени

управляемых процессов в тепловой топке предложены две стратегии от-

слеживания траектории на основе свойств плоского морфизма. В этом

варианте, УМФ сводятся с помощью метода характеристик к системе,
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в которой каждой точке измерения объема подачи потребляемого ма-

териала соответствует обыкновенное дифференциальное уравнение.

Управления, выраженное как функция от выходной переменной и

ее производных, строится в [113, 119, 157] посредством дискретизации

УМФ с помощью метода разделения переменных. Соответствующие ап-

проксимации неизвестных функций описывают профиль температур в

теплопроводящей системе.

В приложениях к распределенным динамическим системам все боль-

шую роль играют методы адаптивного управления. Основную слож-

ность составляет реализация разработанных стратегий в режиме реаль-

ного времени при наличии неопределенностей внутренних параметров

и внешних возмущений. В [185] рассмотрены некоторые общие подходы

к построению алгоритмов адаптивного управления, включающие: адап-

тивное управление с эталонной моделью, контроллеры с настраиваемой

моделью, системы с обучением, идентификацией, и др.

В книге [147] рассматриваются основные теоретические и приклад-

ные вопросы и дается обзор литературы в связи с проблемами адаптив-

ного управления динамическими системами с неизвестными распреде-

ленными параметрами, которые описывают процессы кинетики, диф-

фузии, конвекции, возникающие в таких областях, как химия, биоло-

гия, медицина, энергетика, аэрокосмическая техника и т.п.

Вышеупомянутые подходы могут быть распространены и на другие

классы обратных задач, например, оптимизации геометрических или

механических параметров систем и конструкций [15, 16].

Одним из важных направлений развития МИДС является приложе-

ние к различным обратным задачам динамики. В [45, 51, 131, 134] раз-

работаны алгоритмы параметрической оптимизации управления дви-

жением упругих систем балочного типа. Главная идея в этом подходе —

две последовательных процедуры минимизации. После дискретизации

параметров системы и управления находится минимум функционала
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качества решения для произвольных констант управляющей функции.

После этого оптимальное управление находится из условия экстремаль-

ности целевой функции. На основе МИДС развивались также и проек-

ционные подходы, модификации метода Бубнова–Галеркина, для эф-

фективного моделирования и оптимизации управляемых динамических

процессов [96, 139, 162].

Разработка различных стратегий управления процессом теплопере-

дачи в системе с распределенными параметрами была осуществлена

в [161, 163]. Было предложено программное управление нагревом ме-

таллического стержня на основе метода конечных объемов, что поз-

волило свести исходную систему УМФ к системе дифференциально-

алгебраических уравнений. Для решения полученной системы и нахож-

дения управляющего воздействия для задачи о следовании по темпера-

турной траектории в заданной позиции применялся пакет программ

численной и интервальной арифметики ValENciA-IVP. Кроме того с

помощью разработанных интервальных процедур были получены га-

рантированные оценки тех внутренних параметров системы, которые

не измерялись или не могли быть напрямую измерены в процессе на-

грева.

В [164] интервальные методы использовались при анализа чувстви-

тельности и наблюдаемости, а также для нахождения областей дости-

жимости при заданных законах управления. Метод интегро-дифферен-

циальных соотношений был распространен для задач управления систе-

мами, описываемыми параболическими УМФ [96, 162]. В этом случае

строго выполняются первый закон термодинамики, начальные и крае-

вые условия, в то время как закон Фурье дается в слабой, интегральной

формулировке.
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Данная работа представляет результаты исследований, получен-

ные в течение последних десяти лет в Институте проблем механики им.

А.Ю. Ишлинского Российской академии наук в области моделирования

и оптимизации управляемых динамических систем с распределенными

и сосредоточенными параметрами. Диссертация состоит из введения,

пяти глав, заключения и списка литературы.

В главе 1 в основном рассматриваются динамические системы с рас-

пределенными инерционными и упругими параметрами, определяемые

линейными уравнениями в частных производных с начальными и гра-

ничными условиями. Наиболее известными примерами таких систем яв-

ляются модели, описывающие в рамках линейной теории упругие дви-

жения тела, балки, струны, мембраны, пластины и т.п.

Приложение развиваемых подходов не ограничено лишь перечис-

ленными моделями, поэтому в начале этой главы в §1.1 предлагаются

две вариационные постановки задачи об управляемых движениях ли-

нейной упругой системы с конечным числом степеней свободы. Пер-

вая из этих задач сводится к условной минимизации неотрицательного

квадратичного функционала, который представляет собой энергетиче-

скую невязку уравнений состояний, связывающих импульсы и скорости

системы, а также упругие силы и перемещения. Из второй формулиров-

ки при задании определенных краевых условий по времени напрямую

следует классический принцип Гамильтона–Остроградскогог. Показа-

ны вариационные свойства обоих постановок исходной задачи Коши

для рассмотренного типа механических систем и способы оценки точ-

ности приближенных решений.

В §1.2 на основе МИДС дается вариационная формулировка задачи

о продольных движениях тонкого прямолинейного упругого стержня.

Соотношения состояния связывающие нормальные силы в поперечном

сечении стержня с его продольными деформациями и линейную плот-

ность импульса со скоростями точек стержня заменяются интеграль-
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ным равенством. Уравнение изменения импульса, начальные и крае-

вые условия рассматриваются как локальные ограничения. Интегро-

дифференциальная формулировка сводится к вариационной. Исследу-

ются свойства стационарности минимизируемого функционала энерге-

тической ошибки.

Цель §1.3 — развитие МИДС, основанного на интегральном пред-

ставлении локальных уравнений состояния механической системы, на

случай многомерных динамических задач линейной теории упругости.

Одним из преимуществ этого подхода по сравнению с классическими

вариационными методами в динамике является то, что исходная зада-

ча сводится к минимизации неотрицательного функционала. На основе

МИДС вводится семейство квадратичных функционалов, определяю-

щих состояние упругого тела, и даются вариационные формулировки

начально-краевой задачи динамики. Из условий стационарности функ-

ционалов получены уравнения Лагранжа–Эйлера и соответствующие

им естественные граничные и терминальные соотношения. Показана

связь между предложенными формулировками и вариационным прин-

ципом Гамильтона–Остроградского в случае краевых и периодических

по времени задач динамики.

В §1.4 развиваемый вариационный подход применяется для моде-

лирования вынужденных изгибных движений упругой балки Эйлера–

Бернулли для ряда линейных краевых условий. Предложено семей-

ство квадратичных функционалов, связывающих поля поперечных пе-

ремещений точек балки с функциями изгибающего момента в сечении

и плотности импульса. Даны вариационные формулировки исходной

начально-краевой задачи о движении балки и проанализированы необ-

ходимые условия стационарности введенных функционалов. Определе-

ны интегральные и локальные характеристики качества допустимых

приближенных решений. Показана связь сформулированных для моде-

ли балки вариационных задач с классическими принципами механики.
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В главе 2 на основе предложенных обобщенных формулировок дина-

мических задач для упругих систем и конструкций приводятся и срав-

ниваются различные численные процедуры построения приближенных

решений, которые описывают вынужденные движения механических

систем с распределенными параметрами.

В §2.1 на основе интегро-дифференциальной постановки и полино-

миальных представлений неизвестных функций предлагается модифи-

кация метода Ритца для приближенного решения задач о продольных

и поперечных движениях тонкого упругого стержня. Даются явные ло-

кальные и интегральные оценки качества аппроксимаций и исследуется

сходимость приближенных решений к точному при увеличении размер-

ности аппроксимаций. Найденные решения сравниваются с результата-

ми, полученными с помощью метода разделения переменных.

Алгоритм, который основан на методе Ритца и МКЭ и предназначен

для численного решения задачи о продольных перемещениях упругого

стержня, описан в §2.2. В матричной форме дается кусочно-полиноми-

альное представление неизвестных полей перемещений точек стержня,

силы в поперечном сечении и плотности импульса, заданных на тре-

угольной сетке. Дается анализ сходимости конечно-элементной проце-

дуры при увеличении числа элементов и степени полиномов.

В §2.3 предложенная модификация метода Ритца распространяется

на случай движений упругих тел. Разработан численный алгоритм на-

хождения деформаций протяженного тела (балки) на основе кусочно-

полиномиальных аппроксимаций и предложен критерий оценки каче-

ства приближенных решений. Для трехмерной модели приведен пример

расчета и анализа вынужденных поперечных движений прямолинейной

балки с квадратным сечением.

В §2.4 на примере задачи о изгибных движениях упругой балки опи-

сан вариационный подход к пространственной дискретизации уравне-

ний движения упругих конструкций для заданного класса линейных
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краевых условий. Рассмотрен класс линейных краевых воздействий.

Разработан алгоритм построения приближенной системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений, решение которой доставляет ста-

ционарные (минимальные) значения введенным энергетическим функ-

ционалам невязки на заданном множестве полей перемещений, момен-

тов и импульсов. Приведены примеры расчетов перемещений упругой

балки и анализа качества полученных численных решений.

Проекционный подход (модификация метода Петрова–Галеркина) к

численному решению задач о вынужденных движениях упругой балки

рассмотрен в §2.5. Разработанные численные процедуры основаны на

интегро-дифференциальной постановке, в которой приравниваются ну-

лю интегральные проекции функций состояния, связывающих кинема-

тические и динамические распределенные параметры системы. Исполь-

зуется МКЭ для пространственной дискретизации неизвестных функ-

ций. В результате исходная система, описываемая уравнениями в част-

ных производных, сводится к системе ОДУ. Проводится частотный ана-

лиз аппроксимирующих уравнений и сравнение проекционного подхода

с классическим методом Галеркина и вариационным алгоритмом на ос-

нове МИДС.

В главе 3 разработан проекционный подход к построению матема-

тических моделей, описывающих в рамках линейной теории упругости

собственные движения прямолинейной балки. С использованием инте-

гральной формы уравнений состояния, связывающих напряжения и де-

формации, а также скорости и импульсы, система уравнений в частных

производных сводится к счетной системе ОДУ с постоянными коэффи-

циентами. Для этой цели применяются полиномиальное представление

неизвестных функций напряжений, перемещений и импульсов относи-

тельно поперечных координат. Ищутся нулевые проекции уравнений

состояния тела на пространство полиномиальных тестовых функций.

Для двумерного случая в §3.1 исследованы собственные колебания
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прямоугольной упругой пластины, жестко закрепленной с одной или с

двух сторон. С использованием семидискретизации разработан вариа-

ционный и проекционный подходы к нахождению собственных частот и

форм колебаний упругой балки в рамках рассмотренной модели. Про-

веден частотно-волновой анализ свободных продольных и поперечных

движений с учетом свойств симметрии задачи.

В §3.2 исследовано влияние геометрических и упругих характери-

стик на частоты и формы собственных движений свободной балки. Учи-

тывая специальный случай граничных условий в напряжениях (зада-

ча Неймана), с помощью модификации проекционного подхода удалось

получить более точные модели собственных колебаний. Эти модели, не

смотря на относительно низкий дифференциальный порядок прибли-

женной системы ОДУ, позволяют провести достоверный анализ низ-

ших мод свободных колебаний. Для продольных движений показано

существование разных типов собственных перемещений и внутренних

напряжений балки. Для поперечных колебаний выявлено наличие ча-

стотных зон, соответствующих разным видам решений характеристи-

ческого уравнения, полученного для предложенной модели.

В рамках трехмерных уравнений линейной упругости и проекцион-

ного подхода в §3.3 выведены системы дифференциально-алгебраичес-

ких уравнений, описывающих с различной степенью точности свобод-

ные продольные, поперечные, «дышашие» и крутильные колебания уп-

ругой балки прямоугольного поперечного сечения. Исследовано влия-

ние геометрических и механических параметров системы на частоты и

формы собственных колебаний. Показано существование разных типов

собственных перемещений и внутренних напряжений балки.

В главе 4 исследуются различные задачи оптимального управления

динамическими системами с распределенными параметрами. Описыва-

ются подходы к параметрической оптимизации движений этих систем

и способы регуляризации полученных численных решений.
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В §4.1 исследуются возможности построения решения, отвечающе-

го заданным критериям качества, и оптимизации движений упругих

систем. Для однородного прямолинейного упругого стержня рассмот-

рен случай полиномиального закона поперечного перемещения одного

из его концов. Разработан алгоритм построения оптимального управ-

ления, которое приводит систему за заданное время в состояние с ми-

нимальной механической энергией. Исследованы задача оптимального

перевода системы из состояния покоя в заданное терминальное поло-

жения и задача максимального гашения начальных колебаний за фик-

сированное время.

В §4.2 для продольных движений упругого тела призматической

формы рассмотрен случай полиномиального управления перемещением

его торца. Разработан алгоритм построения оптимального управления,

которое переводит систему в состояние с минимальной механической

энергией в конечный момент времени. Проведен анализ и сравнение ре-

зультатов, полученных с помощью метода интегро-дифференциальных

соотношений для одномерной модели тонкого упругого стержня и пред-

ложенной приближенной трехмерной модели призматической балки.

Оптимизация управления и регуляризация решения на основе МКЭ

проводится в §4.3 для задачи о продольном перемещении упругого стер-

жня. В матричной форме представлен алгоритм нахождения кусочно-

полиномиального закона изменения положения конца стержня. Предло-

женное управление минимизирует механическую энергию в конце про-

цесса с учетом средней энергии, запасаемой телом во время движения, и

ошибки приближенного решения. Конечно-элементные аппроксимации,

заданные на треугольной сетке находятся согласно алгоритму, описан-

ному в §2.2. Исследуется влияние весовых коэффициентов в функцио-

нале управления на качество получаемого приближения.

Развитие проекционного подхода в задачах оптимального управле-

ния упругими системами обсуждается в §4.4. Предложен алгоритм про-
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странственной дискретизации уравнений движения упругой балки на

основе МКЭ и параметрической оптимизации управления с учетом ка-

чества приближенного решения.

В главе 5 рассматриваются прикладные задачи моделирования и

управления для динамических систем, которые содержат как сосредо-

точенные, так и элементы с распределенными параметрами. Эти па-

раметры могут иметь различную природу и описывать разнообразные

геометрические или физические характеристики системы, например пе-

ремещение точек среды, напряжения, давление, массовый расход, тем-

пературу и т.п. Для построения приближенных решений и оптимизации

используются подходы, предложенные в предыдущих главах.

В §5.1 рассматриваются плоские вращательные движения упругого

нагруженного стержня (звена манипулятора) с электроприводом, рас-

положенным в шарнирно закрепленном конце звена. Эта постановка

задачи часто возникает при рассмотрении управления более сложны-

ми электромеханическими системами, к которым предъявляются вы-

сокие требования позиционирования. На основе механической модели

слабого изгиба тонких прямолинейных стержней исследуется динами-

ка вращений управляемого электроприводом последнего нагруженного

звена манипулятора с учетом распределенной упругости и инерционно-

сти стержня.

Проводится математическое моделирование динамики жесткого и

податливого звена, строится оптимальное по быстродействию управле-

ние движением в предельной модели абсолютно жесткого звена с уче-

том электромагнитных процессов в приводе. Исследуются различные

допустимые законы управления. Эти рациональные управляющие воз-

действия применяются в упругой модели звена, дается оценка точности

и амплитуды остаточных колебаний. Строится оптимальное управление

движением на основе проекционного подхода и проводится численное

моделирование процесса поворота стержня.
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Мачтовые подъемные механизмы играют важную роль в различ-

ных автоматизированных конвейерных системах. В §5.2 предложены

математические модели экспериментальной установки, которая пред-

ставляет собой характерную структуру такого подъемника. На основе

этих моделей строится программное управление движением механизма.

Мачтовый подъемник рассматривается как вязкоупругая конструкция,

которая состоит из двух одинаковых балок, прикрепленных к подвиж-

ному основанию. Верхние части балок жестко соединены с полиспастом,

предназначенным для подъема полезной нагрузки.

Для построения алгоритма управления подъемником в режиме ре-

ального времени проведен частотный анализ исходной двухбалочной

конструкции. На основе этого анализа предложена упрощенная балоч-

ная модель с краевыми условиями специального типа. Цель управле-

ния — перемещение податливой балочной конструкции за фиксирован-

ное время в заданное состояние, в котором минимизируется запасен-

ная механическая энергия. Для описания вязкоупругих колебаний ис-

следуемого механизма и построения оптимальных законов управления

предложена модификация метода Галеркина, основанная на интегро-

дифференциальном подходе и соответствующем алгоритме метода ко-

нечных элементов. Представлены результаты численных расчетов, ко-

торые сравниваются с экспериментальными данными измерений.

В §5.3 проводится моделирование, частотный анализ и оптимизация

процессов управления потоком жидкости в трубопроводе. Разработа-

на математическая модель управляемой системы с распределенными

параметрами, описывающая динамическое поведение вязкой сжимае-

мой жидкости, которая подается насосом и перемещается в длинной

жесткой трубе. С использованием вспомогательных функций, описыва-

ющих силы в поперечном сечении трубы и эффективные перемещения

жидкости, а также линейной аппроксимации сопротивления, исходная

задача с неоднородными параметрами сводится к системе уравнений в
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частных производных с постоянными коэффициентами и однородными

начальными и граничными условиями.

Для эффективного численного моделирования динамики элемента

трубопровода используется МИДС, основанный на слабой формулиров-

ке уравнений состояния системы. В вариационном подходе начально-

краевая задача сводится к минимизации функционала невязки, что

обеспечивает возможность явных оценок качества решения. Оптими-

зация управления осуществляется с помощью проекционного подхода

на основе метода Петрова–Галеркина в сочетании с МИДС.

Для нахождения программного управления используются конечно-

элементные аппроксимации давления и массового расхода жидкости в

трубе. Ставится задача перевода трубопровода за фиксированное время

в заданный стационарный режим и минимизации остаточных колеба-

ний в жидкости. Сравниваются численные результаты, полученные для

акустической модели идеальной и вязкой сжимаемой жидкости.

Заключение содержит основные результаты диссертации.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [6]–[11],

[37]–[42], [44]–[46], [51], [54]–[56], [70], [120], [123]–[125], [127]–[129], [131]–

[136], [138]–[144], [162], [165], [169]–[176], [181]. Основные результаты, вы-

носимые на защиту и опубликованные в указанных работах, получены

автором диссертации.

Количество страниц в диссертации — 359, в том числе иллюстра-

ций — 111, таблиц — 17.

Автор выражает свою глубокую признательность академику РАН

Ф.Л. Черноусько, а также члену-корр. РАН Н.Н. Болотнику и д.ф.-м.н.

Л.Д. Акуленко за постоянное внимание и поддержку. Особую благодар-

ность автор приносит к.т.н. В.В. Саурину за научное сотрудничество и

конструктивное обсуждение диссертационной работы.
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Глава 1.

Вариационные формулировки задач
динамики упругих механических систем

§1.1. Вариационные постановки задачи об
управляемых движениях колебательной

механической системы

1.1.1. Классическая формулировка задачи Коши о движе-

нии упругой системы. Рассмотрим механическую систему с конеч-

ным числом степеней свободы, в которой возникают упругие силы и

заданы внешние управляющие воздействия. Пусть движение системы

описывают линейные дифференциальные уравнения, представленные в

векторной форме

Aq̈ + Cq = Bu(t) . (1.1.1)

Здесь вводится неизвестный вектор обобщенных координат q(t) ∈ Rn,

вектор внешних воздействий u(t) ∈ Rm, положительно определенные

матрицы A,C ∈ Rn×n, а также постоянная матрица B ∈ Rn×m.

В начальный момент времени заданы также значения обобщенных

координат и скоростей

t = 0 : q = q0 , q̇ = q̇0 . (1.1.2)

Ставится задача нахождения на заданном интервале t ∈ [0, T ] век-

тора q∗(t), который является решением задачи Коши (1.1.1), (1.1.2).

Введем вектор обобщенных импульсов и сил соответственно как

p = Aq̇ , f = −Cq + Bu

и выразим равенство (1.1.1) через новые переменные в эквивалентной

форме

ṗ = f . (1.1.3)
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Учитывая закон изменения импульса (1.1.3), можно исключить век-

тор сил и свести исходную задачу Коши к системе ОДУ первого порядка

r = Aq̇− p = 0 , s = C−1(ṗ−Bu) + q = 0 (1.1.4)

с начальными условиями

t = 0 : q = q0 , p = p0 = A−1q̇0 . (1.1.5)

Здесь введены вектор-функции состояния r(t) ∈ Rn, s(t) ∈ Rn, опреде-

ляющие соотношения соответственно между скоростями и импульсами,

а также координатами и силами.

1.1.2. Вариационная постановка задачи. Чтобы перейти к ва-

риационной формулировке задачи о движении механической системы

(1.1.4), (1.1.5), введем квадратичную форму от функций состояния, вы-

раженную в энергетических единицах:

ϕ+(t) =
1
2

(
rTA−1r + sTCs

)
≥ 0 . (1.1.6)

Интегрируя это выражение, получим функционал

Φ+ =

T∫
0

ϕ+(t,q,p, q̇, ṗ)dt ≥ 0 , (1.1.7)

который определяет энергетическую норму невязки для уравнений со-

стояния системы (1.1.4) и равен нулю на действительном движении.

Так как интеграл Φ+ достигает своего минимального значения на

точном решении системы уравнений (1.1.4), (1.1.5), можно сформули-

ровать следующую минимизационную задачу. Необходимо найти такие

функции координат q∗(t) и импульсов p∗(t), что

Φ+[q∗,p∗] = min
q,p

Φ+[q,p] = 0 (1.1.8)

при выполнении ограничений (1.1.5).
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Чтобы показать, что предложенная постановка является вариацион-

ной формулировкой исходной задачи, вычислим первые вариации вве-

денного функционала

δΦ+ =

T∫
0

(
rTA−1δr + sTCδs

)
dt =

=

T∫
0

(
rTδq̇− rTA−1δp + sTδṗ + sTCδq

)
dt .

Пусть функция внешних воздействий u(t) непрерывна на интервале

t ∈ [0, T ]. Интегрируя это выражение по частям с учетом начальных

условий (1.1.5), получим необходимое условие стационарности

δΦ+ =

T∫
0

(
sTC− ṙT

)
δqdt−

T∫
0

(
rTA−1 + ṡT

)
δpdt+

+
[
rTδq + sTδp

]
t=T

= 0 .

Из равенства нулю первой вариации следуют уравнения Эйлера с

терминальными условиями трансверсальности:

ṙ = Cs , ṡ = −A−1r , r(T ) = s(T ) = 0 . (1.1.9)

Выражая одну из функций через производную от другой, например

r = −Aṡ, получаем однородную систему ОДУ второго порядка

As̈ + Cs = 0 , ṡ(T ) = s(T ) = 0 . (1.1.10)

Из решения (1.1.10) следует, что s(t) ≡ 0 и r(t) ≡ 0 для рассматри-

ваемого интервала времени t ∈ [0, T ]. Это и означает, что необходимые

условия стационарности с начальными ограничениями вариационной

задачи эквивалентны исходной системе уравнений (1.1.1), (1.1.2).

Если функция u(t) имеет конечное число точек разрыва первого

рода в фиксированные моменты времени t = ti, ti > ti−1 (i = 1, . . . , k,
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t0 = 0), то необходимо добавить условия Вейерштрасса–Эрдмана

r(ti − 0) = r(ti + 0) , s(ti − 0) = s(ti + 0) .

Покажем, что функции r и s — это сопряженные переменные соот-

ветственно обобщенных координат q и импульсов p. Действительно, с

учетом (1.1.4), (1.1.6) по определению [26, 65] имеем

∂ϕ+

∂q̇
=
∂rT

∂q̇
A−1r = r ,

∂ϕ+

∂ṗ
=
∂sT

∂ṗ
Cs = s .

Построим гамильтониан для вариационной задачи (1.1.5), (1.1.8) со-

гласно

H(t,p,q, r, s) = rTq̇(r,p) + sTṗ(t,q, s)− ϕ+(r, s) ,

где значения производных находятся из обратимых линейных соотно-

шений, введенных в (1.1.4):

q̇ = A−1(r + p) , ṗ = C(s− q) + Bu . (1.1.11)

Учитывая выражения для функции энергетической невязки ϕ+ из

(1.1.6), окончательно получаем

H =
1
2

(
rTA−1r + sTCs

)
+ rTA−1p− sTCq + sTBu(t) . (1.1.12)

Непосредственное дифференцирование гамильтониана (1.1.12) под-

тверждает, что система уравнений Гамильтона

q̇ =
∂H

∂r
, ṗ =

∂H

∂s
, ṙ = −∂H

∂q
, ṡ = −∂H

∂p

эквивалентна системе (1.1.9), (1.1.11).

1.1.3. Связь с классическими вариационными принципами.

Рассмотрим еще один квадратичный интеграл

Φ− =

T∫
0

ϕ−(t,q,p, q̇, ṗ)dt , ϕ−(t) =
1
2

(
rTA−1r− sTCs

)
.
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В отличие от Φ+, функционал Φ− не является знакоопределенным и по-

этому для него можно сформулировать только задачу на стационарные

значения. Необходимо найти функции q∗(t) и p∗(t), которые приравни-

вают нулю первую вариацию

δΦ− =

T∫
0

(
ṡT − rTA−1

)
δpdt−

T∫
0

(
sTC + ṙT

)
δqdt+

+
[
rTδq− sTδp

]
t=T

= 0 .

Соответствующая система уравнений Эйлера и терминальных усло-

вий записывается в виде

ṙ = −Cs , ṡ = A−1r , r(T ) = s(T ) = 0 ,

что эквивалентно системе (1.1.10). Это доказывает вариационный ха-

рактер и данной постановки задачи.

Интеграл Φ− имеет интересную структуру, позволяющую связать

его с классическими функционалами действия:

Φ− = Θ1 − 2Θ0 + Θ2 +
1
2

∫ T

0

uTBTC−1Budt ,

Θ0[q,p] =
∫ T

0

L0dt , L0 =
1
2

(
pTq̇ + qTṗ

)
,

Θ1[q] =
∫ T

0

L1dt , Θ2[p] =
∫ T

0

L2dt ,

L1 =
1
2

(
q̇TAq̇− qTCq + 2uTBTq

)
,

L2 =
1
2

(
pTA−1p− ṗTC−1ṗ + 2uTBTC−1ṗ

)
.

Здесь Θk, k = 0, 1, 2, — функционалы, имеющие размерность действия,

L1 и L2 — квадратичные формы либо от координат, либо от импуль-

сов и соответствующих первых производных, L0 — билинейная форма,
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которая не зависит от механических параметров системы. Последнее

слагаемое в выражении для Φ− не влияет на решение задачи, т.к. не

включает фазовые переменные. Для системы (1.1.1) функции L1 и L2

представляют собой лагранжиан, выраженный через координаты q или

импульсы p, соответственно.

Если проинтегрировать по частям функционал Θ0, то получим

Θ0 =
[
qTp

]t=T

t=0
.

В рассматриваемом случае, когда задаются начальные значения фа-

зовых переменных (1.1.5), Θ0 зависит от терминальных значений как

координат, так и импульсов.

Предположим, что для механической системы (1.1.1) заданы соглас-

но табл. 1.1.1 либо некоторые краевые условия по времени (строки 1–4),

либо периодические условия (последняя строка таблицы). В этих слу-

чаях функционал Φ− может быть представлен как сумма двух слагае-

мых, одно из которых зависит только от координат q, а другое только

от импульсов p:

Φ− = Θ1[q] + Ξ1[q] + Θ2[p] + Ξ2[p]− Ξ0 .

Здесь использованы выражения Ξ1 и Ξ2, введенные в табл. 1.1.1 для

разных типов условий в начальный и конечный момент времени. Член

Ξ0 зависит только от краевых значений фазовых координат и вектора

внешних воздействий u(t), т.е. не влияет на решение задачи.

Из структуры Φ− следует, что для всех указанных в табл. 1.1.1 усло-

вий задача на стационарные значения сводится к двум независимым

подзадачам в перемещениях и импульсах

δΦ− = 0 ⇔ δΘ1[q] + δΞ1[q] = 0 , δΘ2[p] + δΞ2[p] = 0 .

Первая из этих подзадач представляет собой классический принцип

Гамильтона–Остроградского [26, 33] на нахождение стационарных зна-
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Таблица 1.1.1: Типы краевых задач.

Условие A Условие B Ξ1 Ξ2

q(0) = q0 q(T ) = q1 0 qT
0 p(T )− qT

1 p(0)

p(0) = p0 p(T ) = p1 pT
0 q(T )− pT

1 q(0) 0

q(0) = q0 p(T ) = p1 pT
0 q(T ) −qT

1 p(0)

p(0) = p0 q(T ) = q1 −pT
1 q(0) qT

0 p(T )

q(0) = q(T ) p(0) = p(T ) 0 0

чений расширенного функционала действия, а вторая — дополнитель-

ный (двойственный) принцип [184], сформулированный относительно

обобщенных импульсов.

Все проведенные выше рассуждения можно обобщить на случай ли-

нейных механических систем с переменными параметрами A(t), C(t),

B(t), а также на случай, когда rankC < rankA = n при qTCqT ≥ 0

для любых q.

1.1.4. Численный пример. Пусть механическая система пред-

ставляет собой несколько материальных точек, соединенных между со-

бой последовательно одна за другой упругими невесомыми пружинами.

Первая точка присоединена к подвижному основанию, которое может

перемещаться по выбираемому закону u(t).

Пусть xi(t) — абсолютная координата i-ой массы, i = 1, . . . , N , и

в положении равновесия при u(t) ≡ 0 эта точечная масса находится

в точке xi = x0
i = LiN−1, где L — длина упругой цепи. В качестве

обобщенных координат выберем отклонение точечных масс от этого

равновесного положения qi = xi(t) − x0
i . Тогда уравнения движения

системы запишутся в виде

miq̈i + ci(qi−1 − 2qi + qi+1) = 0 , qN+1 = qN , q0 = u(t) . (1.1.13)
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Введем обобщенные импульсы и силы согласно

pi = miq̇i , fi = −ci(qi−1 − 2qi + qi+1) .

Ставится задача перевода системы за фиксированное время из со-

стояния покоя

qi(0) = 0 , pi(0) = 0 , u(0) = 0 (1.1.14)

в покой

qi(T ) = uT , pi(T ) = 0 , u(T ) = uT . (1.1.15)

Управление u выбирается из пространства полиномиальных функ-

ций

u =
uT

T 3
(3T − 2t)t2 + (t− T )2

2N+1∑
i=2

ui−1t
i , (1.1.16)

где параметры ui определяются так, чтобы удовлетворить терминаль-

ные условия (1.1.15).

Аппроксимации координат q(t) ∈ RN и импульсов p(t) ∈ RN при

численном решении также ищутся в виде полиномов заданной степени

q̃ =
K∑

i=1

qit
i , p̃ =

K∑
i=1

pit
i , f = ˙̃p , (1.1.17)

которые автоматически удовлетворяют начальные условия (1.1.14).

Объединим векторы qi и pi из (1.1.17) в один вектор проектных

параметров y. Тогда задача минимизации функционала Φ+ сводится к

минимизации квадратичной функции от этих параметров

Φ+(y,v) → min
y
,

где v = {ui} — вектор параметров управления. Эта задача эквивалент-

на решению линейной алгебраической системы размерности 2KN .

Полученный в результате минимизации вектор y∗(v) определяет

приближенные фазовые траектории q̃∗ = q̃(t,y∗) и p̃∗ = p̃(t,y∗). Отно-
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сительную ошибку численного решения можно определить через зна-

чение функционала Φ+ и интеграл от полной энергии системы

∆ = Φ+(y∗)Ψ−1(y∗) , Ψ(y) =

T∫
0

Edt ,

E =
1
2

(
p̃TA−1p̃ + q̃TCq̃

)
.

Для численного решения задачи управления аппроксимации (1.1.17)

и управление (1.1.16) подставляются в функционал (1.1.7), ищется его

минимальное значение относительно y для произвольного вектора па-

раметров управления v. После этого определяется вектор ṽ, удовлетво-

ряющий терминальные условия (1.1.15), и соответствующая функция

ũ(t) = u(t, ṽ).

Выберем следующие параметры задачи:

N = 3 , T = 4 , uT = 0.1 , mi = 1 , ci = 16 , i = 1, 2, 3 .

Для данного набора параметров удается получить аналитическое реше-

ние q∗(t) и p∗(t) задачи управления (1.1.13)–(1.1.16) для найденного ũ.

Поэтому можно определить энергетическую ошибку полиномиальной

аппроксимации в виде

∆0 = Υ[q̃, p̃]Ψ−1[q̃, p̃] ,

Υ =
1
2

T∫
0

(
(p̃− p∗)TA−1(p̃− p∗) + (q̃− q∗)TC(q̃− q∗)

)
dt .

Относительную ошибку управления ũ = u(t, ṽ), зададим как

∆u = ‖ũ− u∗‖22 ‖u
∗‖−2

2 , ‖u‖22 =

T∫
0

u2dt .

где u∗(t) — управление, приводящее механическую систему (1.1.13) в

положение (1.1.15), ũ(t) — полином, полученный в результате числен-

ного решения.
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Точные функции управления u∗(t) и соответствующие абсолютные

перемещения x∗i (t), i = 1, 2, 3, выведены на рис. 1.1.1 (кривые 0–3). Для

наглядности на рис. 1.1.2 отдельно представлены функция управления

u∗, ее первая и вторая производные по времени u̇∗, ü∗(сплошная, штри-

ховая и штрихпунктирная кривая). Для выбранных параметров систе-

му удается перевести из начального в конечное состояние, не вызывая

больших колебаний.

Ошибки ∆, ∆0 и ∆u относительно степени аппроксимации K пока-

заны на рис. 1.1.3 (сплошная, штриховая и штрихпунктирная кривая).

Как видно из расчетов, все ошибки быстро стремятся к нулю для вы-

бранного типа аппроксимаций и управления. Для более точных и эф-

фективных расчетов, как будет показано в дальнейшем, можно приме-

нять другие конечномерные представления неизвестных функций, на-

пример кусочно-полиномиальные сплайны.

Рис. 1.1.1. Перемещение основания и точечных масс в системе.
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Рис. 1.1.2. Функция управления,

ее первая и вторая производная по времени.

Рис. 1.1.3. Относительные значения минимизируемого функционала

(∆), энергетической ошибки (∆0) и ошибки управления (∆u).
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§1.2. Метод интегро-дифференциальных
соотношений в задаче о продольных движениях

упругого стержня

1.2.1. Классическая формулировка начально-краевой зада-

чи. В качестве примера задач о вынужденных движениях механиче-

ских систем с распределенными параметрами рассмотрим продольные

перемещения тонкого прямолинейного упругого стержня. Условия, при

которых рассматриваемые далее малые колебания линейного упруго-

го континуума обладают осцилляционными свойствами, обсуждаются,

например, в [27].

Пусть один конец стержня A1 свободен от нагрузок. Введем инер-

циальную систему координат Ox, направленную вдоль оси стержня,

с началом в точке O, относительно которой положение другого конца

стержня A0 задается некоторой функцией времени u0(t). Без ограниче-

ния общности выбором системы координат можно добиться того, чтобы

положение концевой точки A0 и ее скорость в начальный момент вре-

мени t0 равнялись нулю, т.е.

u0(t0) =
du0

dt

∣∣∣∣
t=t0

= 0 . (1.2.1)

Пусть L = |A0A1| — длина стержня, E(x) > 0 — модуль упругости

материала, S(x) > 0 — площадь поперечного сечения, ρv(x) > 0 —

объемная плотность стержня, T — заданное время процесса.

Одномерное линейное уравнение движения точек стержня, выра-

женное через частные производные от неизвестной функции перемеще-

ний u(t, x) в инерциальной системе координат, имеет вид

ρ(x)utt − (κ(x)ux)x = f(t, x) . (1.2.2)

Здесь для сокращения записи введены параметры жесткости κ = SE

и линейной плотности ρ = Sρv, функция f задает внешние распреде-

ленные нагрузки, приложенные к стержню. Нижними индексами t и x
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обозначены соответствующие частные производные. Временная и про-

странственная координаты заданы соответственно на интервалах

t ∈ (t0, t0 + T ) , x ∈ (0, L) .

В силу линейности модели всегда можно задать начальный момент вре-

мени равным нулю: t0 = 0.

Абсолютное положение U произвольной точки стержня в неподвиж-

ной системе координат Ox задается функцией перемещений u, как

U(t, x) = x+ u(t, x) ,

где x — лагранжева координата. Краевые условия на концах записыва-

ются в этих предположениях следующим образом

u(t, 0) = u0(t), ux(t, L) = 0 . (1.2.3)

Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 известны

упругие деформации и скорости точек стержня

u(t0, x) = u0(x), ut(t0, x) = v0(x) . (1.2.4)

Следует учитывать условия совместности начальных и краевых усло-

вий, вытекающих из (1.2.1), а именно

u0(0) = v0(0) = 0 .

1.2.2. Динамические и кинематические переменные. Реше-

ние u∗(t, x) начально-краевой задачи (1.2.2)–(1.2.4) может принадле-

жать различным классам функций в зависимости от свойств распреде-

ленных параметров κ(x), ρ(x), u0(x), v0(x), f(t, x) и u0(t).

Уравнение (1.2.2) описывает деформацию в каждой точке упругого

стержня. Для того, чтобы существовало классическое решение началь-

но-краевой задачи, перемещения и скорости внутренних точек должны
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непрерывно переходить к начальным распределениям (1.2.4). Таким же

образом значения перемещений и сил для внутренних поперечных се-

чений непрерывно переходят в граничные значения (1.2.3). При этом

неявно предполагается непрерывность перехода модуля упругости E и

объемной плотности ρv, определенных для внутренних точек, на края

стержня.

Однако, необходимо принять во внимание, что, например, гранич-

ные условия (1.2.3) задаются с учетом физических факторов, которые

порождают эти соотношения. Некоторые внутренние сечения стержня

также могут быть границами раздела различных материалов. Любое

такое сечение одновременно принадлежит частям упругого тела с раз-

ными механическими свойствами. Это означает, что модуль упругости

E и плотность ρv в этих точках, вообще говоря, не определены.

Для того, чтобы учесть такого рода неопределенности, в статиче-

ских задачах линейной теории упругости используются вариационные

подходы, например принципы минимума полной потенциальной и до-

полнительной энергии [25]. В динамике вариационные принципы сфор-

мулированы для краевых задач, например, принцип Гамильтона–Ост-

роградского. В предлагаемом подходе, в отличие от классических фор-

мулировок, вместо локальных уравнений состояния упругой системы

вводится одно интегральное соотношение, связывающее импульсы и

скорости, а также упругие силы и деформации [44].

Для демонстрации возможностей такого подхода на выбранном при-

мере введем функции упругих сил s(t, x) и линейной плотности импуль-

са p(t, x), которые связаны с деформацией и скоростями точек стержня

через следующие уравнения состояния

s = κ(x)ux , p = ρ(x)ut . (1.2.5)

В дальнейшем для удобства записи вводятся две вспомогательные
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функции состояния, определяющие соотношения (1.2.5):

ξ(t, x) = ux −
s

κ(x)
, η(t, x) = ut −

p

ρ(x)
. (1.2.6)

Функции деформаций и скоростей (1.2.6) на действительных переме-

щениях должны тождественно равняться нулю для всех точек стержня.

Уравнение движения можно переписать в тождественном виде, выразив

его через функции силы в поперечном сечении s и линейной плотности

импульса p, как

pt − sx = f(t, x) . (1.2.7)

В отличие от уравнения движения (1.2.2), определим для краткости

равенство (1.2.7), представляющее собой запись второго закона Нью-

тона, как уравнение изменения импульса. Неизвестные перемещения u

назовем кинематической переменной, а распределение сил s и импуль-

сов p вдоль длины стержня — динамическими переменными.

Граничные условия переписываются через эти переменные в виде

u(t, 0) = u0(t) , s(t, L) = 0 , (1.2.8)

а начальные распределения как

u(t0, x) = u0(x) , p(t0, x) = p0(x) , (1.2.9)

где начальные импульсы p0 = ρ(x)v0(x) определяются через функцию

начальных скоростей v0(x) согласно (1.2.4).

Тогда задачу о движении тонкого упругого стержня (1.2.2)–(1.2.4)

можно переопределить в новых терминах. Найти такие распределения

перемещений u∗(t, x), сил s∗(t, x) и импульсов p∗(t, x), которые удовле-

творяют уравнения состояния (1.2.5) и изменения импульса (1.2.7), а

также краевые и начальные условия (1.2.8), (1.2.9).

1.2.3. Интегро-дифференциальная формулировка. Основная

идея МИДС состоит в том, что вместо локальных соотношений состо-

яния (1.2.5) вводится некоторое интегральное уравнение, а уравнение
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изменения импульса и начально-краевые условия выполняются в ло-

кальном смысле.

Дадим следующую обобщенную постановку начально-краевой зада-

чи о движении упругого стержня (1.2.5), (1.2.7)–(1.2.9): найти такие

неизвестные поля перемещений u∗, сил s∗ и плотности импульса p∗,

которые удовлетворяют интегральному соотношению

Φ =

T∫
0

L∫
0

ϕ(u, s, p)dxdt = 0 ,

ϕ =
ρ

2
η2(ut, p) +

κ

2
ξ2(ux, s) ,

(1.2.10)

при соблюдении уравнения изменения импульса, граничных и началь-

ных условий (1.2.7)–(1.2.9). Здесь η и ξ — функции невязки по скорости

и деформации, введенные в (1.2.6); Φ — функционал энергетической

ошибки, имеющий размерность действия; ϕ — функция квадратичной

невязки уравнений состояния.

Заметим, что подынтегральная функция ϕ, определенная в (1.2.10),

имеет размерность линейной плотности энергии и неотрицательна. Из

последнего свойства следует неотрицательность интеграла Φ для произ-

вольных функций u, s и p. Это позволяет привести интегро-дифферен-

циальную задачу (1.2.7)–(1.2.10) к минимизационной формулировке:

найти допустимые функции u∗(t, x), s∗(t, x) и p∗(t, x), которые достав-

ляют минимальное (нулевое) значение функционалу Φ:

Φ(u∗, s∗, p∗) = min
u,s,p

Φ(u, s, p) = 0 (1.2.11)

при строгом выполнении ограничений (1.2.7)–(1.2.9).

Обозначим действительные и произвольно выбранные допустимые

перемещения, силы, импульсы соответственно через u∗, s∗ и p∗ и u, s,

p. Положим, что

u = u∗ + δu , s = s∗ + δs , p = p∗ + δp ,
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где δu, δs, δp — некоторые вариации переменных относительно точного

решения. Тогда из квадратичности функционала Φ относительно неиз-

вестных функций следует, что

Φ(u, s, p) = Φ(u∗, s∗, p∗) + δΦ + δ2Φ ,

где Φ(u∗, s∗, p∗) = 0 в силу определения решения, δΦ = δuΦ + δsΦ + δpΦ

— сумма первых вариации выбранного функционала относительно со-

ответственно неизвестных u, s, p, а δ2Φ = Φ(δu, δs, δp) ≥ 0 — вторая

вариация Φ.

Выразим в явном виде первые вариации интеграла Φ и уравнения

Эйлера–Лагранжа минимизационной задачи (1.2.11). Для этого необ-

ходимо использовать связь между функцией силы s и линейной плот-

ностью импульса p, которая определяется уравнением (1.2.7), а значит,

и связь между их вариациями δs и δp:

δpt = δsx . (1.2.12)

После интегрирования δΦ по частям с учетом ограничений (1.2.7)–

(1.2.9) получаем выражения для вариаций

δuΦ = −
T∫

0

L∫
0

(ρηt + (κξ)x ) δu dxdt+

+

L∫
0

[ρηδu]t=T dx+

T∫
0

[κξδu]x=L dt,

δsΦ = −
T∫

0

L∫
0

ξδs dxdt, δpΦ = −
T∫

0

L∫
0

ηδp dxdt .

(1.2.13)

Из (1.2.13) видно, что δΦ = 0 на любых допустимых вариациях δu,

δs, δp, если выполняются соотношения (1.2.5).

Введем вспомогательную функцию

ζ(t, x) = −
t∫

0

η(t1, x)dt1
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и получим с учетом условия (1.2.12) выражения для первой вариации

δΦ = δuΦ + δspΦ = 0

δspΦ = −
T∫

0

L∫
0

ξδs dxdt+

T∫
0

L∫
0

ζtδp dxdt =

T∫
0

L∫
0

(ζx − ξ) δs dxdt+

L∫
0

[ζδp]t=T dx+

T∫
0

[ζδs]x=0 dt .

(1.2.14)

Выпишем из (1.2.13) и (1.2.14) уравнения Эйлера–Лагранжа с соот-

ветствующими граничными и терминальными соотношениями

ρζtt − (κζx)x = 0, ξ = ζx ;

ζ|x=0 = ζx|x=L = ζ|t=T = ζt|t=T = 0 .
(1.2.15)

Относительно неизвестной функции ζ(t, x) система (1.2.15) пред-

ставляет собой терминально-краевую задачу с единственно тривиаль-

ным решением, из которого непосредственно следуют условия ξ = 0 и

η = 0. Иными словами, если решение u∗, s∗ и p∗ задачи (1.2.7)–(1.2.9),

(1.2.11) существует в классическом смысле, система (1.2.15) вместе с

ограничениями (1.2.7)–(1.2.9) эквивалентна исходной задаче о вынуж-

денных движениях упругого стержня (1.2.2)–(1.2.4).
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§1.3. Вариационные подходы к решению
начально-краевых задач в линейной теории

упругости

1.3.1. Постановка задачи. Рассмотрим упругое тело, занимаю-

щее в d-мерном пространстве (d = 1, 2, 3) некоторую ограниченную об-

ласть Ω с кусочно-гладкой границей Γ. Вначале введем динамические

переменные p(t, x), σ(t, x) и кинематические переменные u(t, x), ε(t, x),

характеризующие поведение упругой системы и зависящие от времени

t и d-мерного вектора x = {x1, . . . , xd} пространственных координат.

Здесь p и u — векторные функции соответственно плотности импуль-

са и перемещений, а σ и ε — тензоры второго ранга, определяющие

распределение упругих напряжений и деформаций во времени и про-

странстве.

В линейной теории упругости локальные уравнения состояния сре-

ды, связывающие плотность импульса p со скоростями точек системы

ut, а также напряжения σ с деформациями ε можно записать в виде

η = ut −
p
ρ(x)

= 0, ξ = ε−C−1(x) : σ = 0 . (1.3.1)

Здесь тензор деформаций ε линейно зависит от вектора перемещений:

ε =
1
2

(
∇u +∇uT

)
. (1.3.2)

При этом объемная плотность тела ρ и тензор модулей упругости C —

заданные функции координат x. Компоненты тензора четвертого ранга

C обладают следующими свойствами симметрии:

Cijkl = Cijlk = Cklij .

Для сокращения записи в (1.3.1) введен вектор η(t, x), определя-

ющий связь между скоростями точек тела и плотностью импульса, а

также тензор ξ(t, x), задающий соотношения закона Гука. Двоеточие
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между тензорами означает их двойное скалярное произведение (двой-

ную свертку по индексам). В уравнении (1.3.2) используется оператор

градиента ∇ = [∂/∂x1, . . . , ∂/∂xd]
T в пространстве координат x.

Используя соотношения (1.3.1), (1.3.2), уравнение движения упру-

гого тела

ρ(x)utt −∇ ·C(x) : ε− f(t, x) = 0 ,

записанное в перемещениях, можно представить, используя тензор на-

пряжений σ и вектор плотности импульса p, в виде:

pt −∇ · σ − f(t, x) = 0 . (1.3.3)

Здесь f — вектор внешних объемных сил, которые могут быть как за-

данными функциями времени t и координат x, так и неизвестными воз-

действиями, если ставится задача управления движениями упругого

тела. Точка между векторами и тензорами означает скалярное произ-

ведение (свертку по индексу). Соотношение (1.3.3) связывает упругие и

инерционные силы и в дальнейшем называется уравнением изменения

импульса.

Рассмотрим случай линейных граничных условий, которые могут

быть представлены через компоненты векторов перемещения u и внеш-

ней нагрузки

q = σ · n

в форме

α(x) · u + β(x) · q = v(t, x), x ∈ Γ, (1.3.4)

где n — единичный вектор внешней нормали к границе тела Γ, v —

граничный вектор, который является заданной функцией t и x. Здесь

α и β — тензоры второго ранга, которые определяют тип граничных

условий.

Предположим, что главные направления этих тензоров совпадают.

Пусть αk(x) и βk(x), k = 1, . . . , d, собственные значения α и β, которые
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соответствуют главной оси с ортом ik(x). Проекция vk = v · ik функции

v на единичный вектор ik определяет перемещение uk вдоль главной

оси, если заданы коэффициенты αk = 1 и βk = 0 на некоторой части

границы Γ(k)
u ⊂ Γ. Эта же проекция задает внешнюю нагрузку qk в

направлении ik, если αk = 0 и βk = 1 на части границы Γ(k)
σ ∈ Γ.

Условия (1.3.4) включают в себя, как частный случай, разные виды

упругого основания, если для какого-то индекса k пара чисел αk и βk

одновременно не равна нулю (обычно αkβk > 0).

Для полного описания движения упругого тела необходимо опре-

делить его состояние в начальный момент времени (без ограничения

общности при t = 0). Это можно сделать, задавая начальные распреде-

ления упругих перемещений u и плотности импульса p как достаточно

гладкие функции координат x:

u(0, x) = u0(x) , p(0, x) = p0(x) , x ∈ Ω . (1.3.5)

Соотношения (1.3.1)–(1.3.3) описывают напряженно-деформирован-

ное состояние в каждой внутренней точке упругого тела. Для существо-

вания решения начально-краевой задачи (1.3.1)–(1.3.5) напряжения во

внутренних точках тела должны непрерывно переходить в напряжения

на границе. Таким же образом значения перемещений внутренних точек

непрерывно переходят в граничные значения. При этом неявно предпо-

лагается непрерывность перехода компонент тензора модулей упруго-

сти C, определенного для внутренних точек, на границу тела Γ [25].

Как и в §1.2 необходимо принять во внимание, что граничные усло-

вия (1.3.4) не могут быть заданы без учета физических факторов, ко-

торые порождают эти условия. Например, некоторая часть границы

может быть поверхностью раздела двух или нескольких сред (как упру-

гих, так и неупругих). В этом случае любая граничная точка принадле-

жит как рассматриваемому телу, так и телам, которые порождают эти

граничные условия. Некоторые внутренние поверхности тела Ω также
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могут быть границами раздела различных материалов. Любая точка на

этих поверхностях одновременно принадлежит частям тела с разными

механическими свойствами, т.е. тензор модулей упругости C и функ-

ция плотности ρ на этих поверхностях, вообще говоря, не определены,

и следовательно, не определены соотношения (1.3.1).

В общем случае, решение начально-краевой задачи может не суще-

ствовать в классическом виде, поэтому необходимо рассматривать его

в некотором обобщенном смысле, используя методы функционального

анализа и расширяя допустимые пространства неизвестных перемен-

ных [74, 93, 177].

1.3.2. Классические вариационные принципы. Для того чтобы

учесть упомянутые выше неопределенности, в линейной теории упруго-

сти применяются вариационные подходы. Приведем два классических

примера, которые потребуются в дальнейшем.

Предположим, что в начале (t = 0) и конце (t = T ) движения за-

даны перемещения u, существуют выраженные через эти перемеще-

ния функции кинетической энергии K и упругой энергии U , а при ва-

риациях перемещений δu поверхностные нагрузки q не меняются, т.е.

Γ̄(k)
u ∪ Γ̄(k)

σ = Γ для k = 1, . . . , d. Тогда из принципа виртуальной работы

следует принцип Гамильтона о стационарности функционала действия:

δH = 0 , H =

T∫
0

(K − U) dt , K =
∫
Ω

ρut · ut

2
dΩ ,

U =
∫
Ω

(
1
2
ε : C : ε− f · u

)
dΩ−

d∑
k=1

∫
Γ

(k)
σ

vk(x)ukdΓ ;

uk = vk(x) , x ∈ Γ(k)
u ,

uk = ik(x) · u , vk = ik(x) · v(x) , k = 1, . . . , d ;

u(0, x) = u0 , u(T, x) = uf .

(1.3.6)

В этой задаче строго выполняются соотношения (1.3.1). Компонен-

ты uk вектора перемещений u, которые заданы в системе координат,
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связанной с главными осями тензоров α и β, должны удовлетворять

граничному условию (1.3.4) на частях границы Γ(k)
u ⊂ Γ, где фикси-

рованы перемещения, т.е. αk = 1 и βk = 0. Уравнение изменения им-

пульса (1.3.3) и граничные условия в напряжениях на частях границы

Γ(k)
σ = Γ\Γ̄(k)

u , где заданы коэффициенты αk = 0 и βk = 1, появляются

в условиях стационарности функционала H, определенного в (1.3.6).

Если же определены начальные и терминальные распределения пло-

тности импульса p, существуют функции дополнительной кинетиче-

ской энергии Kc и дополнительной упругой энергии Uc, выраженные

соответственно через плотность импульса p и напряжения σ, а при ва-

риациях равновесных полей δp, δσ граничные условия в перемещениях

не меняются, то можно сформулировать принцип стационарности до-

полнительного функционала действия

δHc = 0 , Hc =

T∫
0

(Kc − Uc) dt , Kc =
1
2

∫
Ω

p · p
ρ(x)

dΩ ,

Uc =
1
2

∫
Ω

σ : C−1 : σdΩ−
d∑

k=1

∫
Γ

(k)
u

vk(x)qk dΓ ;

qk = vk(x) , x ∈ Γ(k)
σ ,

qk = ik(x) · q , vk = ik(x) · v(x) , k = 1, . . . , d ;

p(0, x) = p0 , p(T, x) = pf .

(1.3.7)

В соответствии с этим принципом равновесные поля плотности им-

пульса p и напряжений σ выполняют соотношения (1.3.1) и (1.3.3), а

компоненты тензора σ строго удовлетворяют граничным условиям в на-

пряжениях на частях границы Γ(k)
σ . Кинематическое уравнение (1.3.2) и

граничные условия, заданные в перемещениях на частях границы Γ(k)
u ,

эквивалентны необходимым условиям стационарности дополнительно-

го к H функционала Hc.

Отметим, что вариационные принципы (1.3.6) и (1.3.7) сформулиро-

ваны для краевых динамических задач линейной теории упругости и,
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вообще говоря, не могут быть применены в представленном виде для

решения начально-краевой задачи (1.3.1)–(1.3.5).

1.3.3. Метод интегро-дифференциальных соотношений. В

предлагаемом подходе в отличие от классических формулировок вме-

сто локальных уравнений состояния упругого тела (1.3.1) вводится в

рассмотрение одно интегральное соотношение, связывающее векторы

плотности импульса p и скорости ut, а также тензоры напряжений σ и

деформаций ε.

Была предложена [54] следующая интегро-дифференциальная фор-

мулировка начально-краевой задачи о движении упругого тела (1.3.1)–

(1.3.5): найти такие неизвестные поля перемещений u∗(t, x), напряже-

ний σ∗(t, x) и плотности импульса p∗(t, x), которые удовлетворяют сле-

дующему интегральному соотношению:

Φ+[u, σ,p] =

T∫
0

∫
Ω

ϕ+ dΩ dt = 0 ,

ϕ+ =
1
2

(ρ(x)η · η + ξ : C(x) : ξ) ,

η = ut − ρ−1(x)p , ξ = ε−C−1(x) : σ ,

(1.3.8)

при выполнении кинематического уравнения (1.3.2), уравнения измене-

ния импульса (1.3.3), граничных и начальных условий (1.3.4), (1.3.5).

Как и для одномерного случая, рассмотренного в §1.2, подынте-

гральная функция ϕ+ из (1.3.8) имеет размерность плотности энергии

и неотрицательна. Из последнего свойства следует неотрицательность

интеграла Φ+ для произвольных функций u, σ и p, что позволяет при-

вести интегро-дифференциальную задачу (1.3.2)–(1.3.5), (1.3.8) к мини-

мизационной формулировке: найти допустимые функции u∗, σ∗ и p∗,

которые доставляют минимальное (нулевое) значение функционалу Φ+:

Φ+[u∗, σ∗,p∗] = min
u,σ,p

Φ+[u, σ,p] = 0 (1.3.9)

при строгом выполнении ограничений (1.3.2)–(1.3.5).
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Обозначим действительные и произвольно выбранные допустимые

перемещения, напряжения, импульсы через u∗, σ∗, p∗ и u, σ, p соот-

ветственно и положим

u = u∗ + δu , σ = σ∗ + δσ , p = p∗ + δp .

Тогда с учетом (1.3.9) имеем

Φ+[u, σ,p] = δuΦ+ + δσΦ+ + δpΦ+ + δ2Φ+ ,

где δuΦ+, δσΦ+, δpΦ+ — первые вариации относительно неизвестных u,

σ, p, а δ2Φ+ ≥ 0 — вторая вариация функционала Φ+.

1.3.4. Семейство квадратичных функционалов. Была показа-

на [54] возможность построения семейства эквивалентных вариацион-

ных формулировок с разными минимизируемыми функционалами для

статических задач линейной теории упругости.

Аналогично в динамических задачах можно ввести следующее па-

раметрическое семейство квадратичных функционалов

Φ =

T∫
0

∫
Ω

ϕdΩdt , ϕ = aρη ·η+bξ : C : ξ , a2+b2 =
1
2
, b ≥ 0 , (1.3.10)

для которых стационарные условия при выполнении всех ограничений

(1.3.2)–(1.3.5) эквивалентны определяющим соотношениям (1.3.1) со-

стояния упругого тела. В выражениях (1.3.10) для функционала Φ ве-

личины a и b — действительные постоянные. При a = b = 1/2 инте-

грал Φ совпадает с неотрицательным функционалом Φ+, определен-

ным соотношениями (1.3.8). Если a > 0 и b 6= 0, каждому функционалу

Φ[b] соответствует своя задача условной минимизации, подобная задаче

(1.3.2)–(1.3.5), (1.3.9).

Для произвольных ненулевых значений a и b (ab 6= 0) можно опре-

делить общую вариационную формулировку начально-краевой задачи

линейной упругости: при выполнении ограничений (1.3.2)–(1.3.5) найти
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неизвестные функции u∗(t, x), σ∗(t, x), p∗(t, x), доставляющие стацио-

нарные значения функционалу Φ:

δΦ[u∗, σ∗,p∗] = δuΦ + δσΦ + δpΦ = 0 . (1.3.11)

После интегрирования по частям с учетом условий (1.3.2)–(1.3.5)

получаем выражения для первых вариаций

δuΦ = −2

T∫
0

∫
Ω

{aρ(x)ηt + b∇ · (C(x) : ξ)} · δudΩ dt+

+2a
∫
Ω

[ρ(x)η · δu]t=T
t=0 dΩ + 2b

T∫
0

∫
Γ

n · (C(x) : ξ) · δudΓdt ,

δσΦ = −2b

T∫
0

∫
Ω

ξ : δσdΩ dt, δpΦ = −2a

T∫
0

∫
Ω

η · δpdΩ dt .

(1.3.12)

Из выражений (1.3.12) видно, что первые вариации функционала Φ

равны нулю на любых допустимых вариациях функций δu, δσ, δp, если

выполняются соотношения (1.3.1).

Получим в явном виде необходимые условия стационарности функ-

ционала Φ (уравнения Лагранжа–Эйлера). Для этого надо учесть связь

между тензором напряжений σ и вектором плотности импульса p, ко-

торая определяется уравнением изменения импульса (1.3.3), а значит,

и связь между их вариациями δp и δσ:

δpt = ∇ · δσ . (1.3.13)

Вводя, как и в §1.2, вспомогательный вектор

ζ(t, x) = −
t∫

0

η(t1, x)dt1 ,
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находим с учетом ограничения (1.3.13) условия для первых вариаций

δuΦ = 2

T∫
0

∫
Ω

(aρζtt − b∇ · (C : ξ)) · δu dΩ dt−

− 2a
∫
Ω

[ρζt · δu]t=T
t=0 dΩ + 2b

T∫
0

∫
Γ

n · (C : ξ) · δu dΓdt = 0 ,

δσΦ + δpΦ = 2

T∫
0

∫
Ω

(aεζ − bξ) : δσdΩ dt+

+ a

∫
Ω

[ζ · δp]t=T
t=0 dΩ− a

T∫
0

∫
Γ

ζ · δσ · n dΓdt = 0 ,

(1.3.14)

где введен безразмерный тензор второго ранга

εζ =
1
2
(∇ζ+∇ζT) .

Учитывая условия (1.3.4) и (1.3.5), накладываемые на граничные и

начальные вариации неизвестных функций δu, δσ, δp, выпишем уравне-

ния Лагранжа–Эйлера с соответствующими граничными и терминаль-

ными соотношениями

ρζtt − ∇ · (C : εζ) = 0 , aεζ + bξ = 0 ;

x ∈ Γ : α · ζ + β · qζ = 0 , qζ = (C : εζ) · n ;

t = T : ζ = ζt = 0 .

(1.3.15)

Относительно неизвестного вектора ζ система (1.3.15) представляет

собой терминально-краевую задачу линейной теории упругости с един-

ственным нулевым решением, из которого непосредственно следуют

условия ξ = 0 и η = 0. Иными словами, если решение u∗, σ∗, p∗ за-

дачи (1.3.2)–(1.3.5), (1.3.11) существует, система (1.3.15) вместе с огра-

ничениями (1.3.2)–(1.3.5) эквивалентна исходной динамической задаче

линейной теории упругости (1.3.1)–(1.3.5).

1.3.5. Анализ вариационных формулировок. Рассмотрим бо-

лее детально один функционал из семейства (1.3.10) при a = −b = 1/2.
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Представим его в виде

Φ− = Φ|b=−1/2 =

T∫
0

∫
Ω

ϕ−(u, σ,p)dΩ dt = Θu + Θσ − 2Θ ,

ϕ− =
1
2

(ρη · η − ξ : C : ξ) ;

Θ =
1
2

T∫
0

∫
Ω

(p · ut − σ : ε) dΩ dt ,

Θu =
1
2

T∫
0

∫
Ω

(ρut · ut − ε : C : ε) dΩ dt ,

Θσ =
1
2

T∫
0

∫
Ω

(
ρ−1p · p− σ : C−1 : σ

)
dΩ dt .

Заметим, что интеграл Θu зависит только от перемещений, тогда

как в выражение для Θσ вектор-функция u не входит. Билинейный

функционал Θ, в свою очередь, не зависит явно от упругих и инер-

ционных свойств тела, и после интегрирования по частям его можно

привести к виду

2Θ =
∫
Ω

[p · u]t=T
t=0 dΩ−

T∫
0

∫
Ω

f · u dΩ dt−
T∫

0

∫
Γ

q · u dΓ dt . (1.3.16)

Как и в задачах (1.3.6), (1.3.7), рассмотрим случай, когда на части

границы Γ(k)
σ ⊂ Γ через функцию vk задается компонента qk вектора

нагрузок q (αk = 0, βk = 1 в уравнении (1.3.4)), в то время как на

оставшейся части границы Γ(k)
u ⊂ Γ задана компонента uk вектора пе-

ремещений u (αk = 1, βk = 0) в направлении одной из общих главных

осей ik(x) тензоров α(x) и β(x). Подчеркнем, что части границы Γ(k)
u ,

Γ(k)
σ в этом случае удовлетворяют следующим условиям:

Γ̄(k)
u ∪ Γ̄(k)

σ = Γ , Γ(k)
u ∩ Γ(k)

σ = ∅ , k = 1, . . . , d .

57



Это значит, что отсутствуют смешанные граничные соотношения,

связывающие компоненты вектора перемещений и тензора напряжений.

Тогда после подстановки выражения (1.3.16) функционал Φ− может

быть переписан следующим образом:

Φ− = Θu +

T∫
0

∫
Ω

f · u dΩ dt+
d∑

k=1

T∫
0

∫
Γ

(i)
σ

vkukdΓdt+

+Θσ +
d∑

k=1

T∫
0

∫
Γ

(k)
u

qkvkdΓ dt−
∫
Ω

[p · u]t=T
t=0 dΩ

(1.3.17)

Если в начальный и конечный моменты времени задано распределе-

ние в теле либо перемещений, либо плотности импульса, интеграл Φ−

распадается на две независимые части:

Φ− = Hu +Hσ ,

Hu = Θu +

T∫
0

∫
Ω

f · udΩ dt+
3∑

i=1

T∫
0

∫
Γ

(i)
σ

viuidΓ(i)
σ dt+ Ξu ,

Hσ = Θσ +
3∑

i=1

T∫
0

∫
Γ

(i)
u

qividΓ(i)
u dt+ Ξp .

Функционал Hu зависит только от функции перемещений u, а Hσ —

от тензора напряжений σ и вектора плотности импульса p, Ξu и Ξp —

интегралы по области Ω, зависящие соответственно от функций u и p.

В табл. 1.3.1 представлены краевые по времени условия (A, B) и

явные выражения для интегралов Ξu и Ξp для разных типов динами-

ческих задач. Первые четыре строки соответствуют граничным зада-

чам, а последняя — периодической по времени задаче. В таблице для

сокращения записи введены следующие обозначения:

I0
p =

∫
Ω

p0 · u|t=0 dΩ , If
p =

∫
Ω

pf · u|t=T dΩ ,

I0
u =

∫
Ω

u0 · p|t=0 dΩ , If
u =

∫
Ω

uf · p|t=T dΩ .
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Таблица 1.3.1: Типы краевых задач.

Условие A Условие B Ξu Ξp

u(0, x) = u0(x) u(T, x) = uf (x) 0 If
u − I0

u

p(0, x) = p0(x) p(T, x) = pf (x) If
p − I0

p 0

u(0, x) = u0(x) p(T, x) = pf (x) If
p −I0

u

p(0, x) = p0(x) u(T, x) = uf (x) −I0
p If

u

u(0, x) = u(T, x) p(0, x) = p(T, x) 0 0

В соответствии с первым равенством (1.3.14) при учете ограничений

(1.3.3), (1.3.4) и краевых условий по времени, приведенных в табл. 1.3.1,

стационарные условия для функционала Φ− могут быть представлены

в виде

δΦ− = δuHu + δσpHσ = 0 .

Следовательно, рассматриваемая краевая задача распадается на две

независимые подзадачи.

Задача 1. Найти допустимое поле перемещений u∗, которое удо-

влетворяет условиям (1.3.4) на частях границы Γ(k)
u (k = 1, . . . , d), а

также начальным и терминальным условиям из табл. 1.3.1, заданным в

перемещениях, и доставляет стационарное значение функционалу Hu:

δuHu = 0 . (1.3.18)

Задача 2. Найти равновесные поля напряжений σ∗ и плотности им-

пульса p∗, которые удовлетворяют соотношения (1.3.4) на частях гра-

ницы Γ(k)
σ (k = 1, . . . , d), а также начальные и терминальные условия из

табл. 1.3.1, заданные в импульсах, и доставляют стационарное значение

функционалу Hσ:

δσpHσ = 0 . (1.3.19)
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Важно отметить, что если в начальный и конечный момент времени

заданы перемещения (первая строка табл. 1.3.1), то задача 1 совпадает

с принципом Гамильтона–Остроградского (1.3.6) (Hu = H). Если же в

начале и в конце процесса определено распределение вектора плотности

импульса (вторая строка табл. 1.3.1), задача 2 полностью соответствует

дополнительному принципу Гамильтона (1.3.7) (Hσ = Hc). Оба этих

классических принципа следуют из задач 1 и 2 в периодическом случае

(последняя строка табл. 1.3.1).

В отличие от вариационных принципов (1.3.6) и (1.3.7), которые

сформулированы для краевых динамических задач, в предложенном

подходе функционал Φ− может быть использован также для решения

начально-краевой задачи (1.3.1)–(1.3.5). При задании начальных усло-

вий (1.3.5) последний член в соотношении (1.3.17) зависит от скалярно-

го произведения векторов u и p, взятых в конечный момент времени.

Это не позволяет разделить функционал Φ− на две независимые части.

Разделение на две подзадачи (1.3.18) и (1.3.19) напрямую невозможно

даже для краевых задач определенных в табл. 1.3.1, если на какой-либо

части границы Γ области Ω заданы смешанные условия (αkβk 6= 0). В

этих случаях вариационная задача (1.3.11) при соответствующих огра-

ничениях должна решатся одновременно в перемещениях, напряжени-

ях и импульсах.

1.3.6. Вариационная формулировка начально-краевой за-

дачи в перемещениях и напряжениях. При решении динамиче-

ских задач линейной теории упругости в предложенной вариационной

постановке (1.3.2)–(1.3.5), (1.3.11) приходится иметь дело с довольно

большим количеством неизвестных величин. Так, для пространствен-

ной задачи (d = 3) необходимо определить шесть компонент векторов

перемещений u и плотности импульса p и шесть компонент тензора

напряжений σ. Даже после разрешения векторного уравнения изме-

нения импульса (1.3.3) в функционале остается девять независимых
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функций. Это может существенно ограничить применимость числен-

ных подходов. Для повышения эффективности вычислительных алго-

ритмов возможно применение особых вариационных формулировок, в

которых часть уравнений состояний (1.3.1) рассматривается как допол-

нительные ограничения на допустимые состояния тела.

Исследуем неотрицательный функционал из семейства (1.3.10), а

именно, интеграл Φ при a = 0 и b = 1/
√

2

Φ0[u, σ] =
1√
2

Φ|a=0 =

T∫
0

∫
Ω

ϕ0 dΩ dt ,

ϕ0 =
1
2
ξ : C : ξ , ξ = ε−C−1 : σ .

(1.3.20)

Для корректной постановки минимизационной задачи, соответству-

ющей функционалу Φ0, соотношение между скоростью точек тела и

плотностью импульса η = 0 в (1.3.1) должно рассматриваться как ло-

кальное ограничение на поля перемещений и импульсов. Тогда вариа-

ционная формулировка звучит следующим образом: найти такие поля

перемещений u∗ и напряжений σ∗, которые доставляют минимальное

значение функционалу Φ0 при заданных ограничениях:

Φ0[u∗, σ∗] = min
u,σ

Φ0[u, σ] = 0 ;

ρ(x)utt = ∇ · σ + f(t, x) ;

x ∈ Γ : α(x) · u + β(x) · q = v(x) , q = σ · n ;

t = 0 : u = u0(x), ut = ρ−1(x)p0(x) .

(1.3.21)

Обозначим действительные, а также любые допустимые перемеще-

ния и напряжения соответственно через u∗ и σ∗, u и σ. Введем обозна-

чения

u = u∗ + δu, σ = σ∗ + δσ

и выпишем вариации функционала

Φ0[u, σ] = δuΦ0 + δσΦ0 + δ2Φ0 .
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Вторые вариации неотрицательны в силу квадратичности подынте-

гральной функции ϕ0 по отношению к вариациям δu и δσ (δ2Φ0 ≥ 0).

Первые вариации функционала Φ0 равны нулю для произвольных δu

и δσ, если выполнено равенство ξ = 0.

В задаче (1.3.21) вектор перемещений u и тензор напряжений σ, а

также их вариации δu и δσ, связаны, помимо возможных смешанных

граничных условий, соотношениями второго закона Ньютона

δutt = ∇ · δσ .

Для определения условий стационарности функционала Φ0 при со-

ответствующих ограничениях введем в рассмотрение вспомогательный

тензор χ(t, x), определяющий равновесные поля перемещений и напря-

жений так, что

u = ∇ · χ+

t∫
0

t2∫
0

f(t1, x)
ρ(x)

dt1dt2 , σ = ρ(x)χtt .

После ряда подстановок и интегрирований по частям первые вари-

ации функционала Φ0, выраженные через тензоры ξ и χ, имеют вид

δχΦ0 =

T∫
0

∫
Ω

(∆ξ − ρξtt) : δχdΩ dt+
∫
Ω

ρ [ξt : δχ−ξ : δχt]
t=T
t=0 dΩ +

+

T∫
0

∫
Γ

[(n ·C : ξ) · (∇ · δχ)− (∇ ·C : ξ) · (δχ · n)] dΓdt = 0 ,

(1.3.22)

где

∆ξ =
1
2

[
∇ (∇ ·C : ξ) +∇ (∇ ·C : ξ)T

]
.

Система уравнений Лагранжа–Эйлера и соответствующих гранич-

ных и терминальных условий может быть получена из условий стаци-

онарности (1.3.22) при учете граничных и начальных условий, накла-
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дываемых на вариации тензора χ,

ρξtt =
1
2

[
∇ (∇ ·C : ξ) +∇ (∇ ·C : ξ)T

]
;

x ∈ Γ : α · (∇ ·C : ξ) + ρβ · (n ·C : ξtt) = 0 ;

t = T : ξ = ξt = 0 .

(1.3.23)

Если решение исходной динамической задачи существует, то можно

показать, что терминально-краевая задача (1.3.23) относительно неиз-

вестного тензора ξ имеет только тривиальное решение. Это означает,

что условия стационарности (1.3.22) вместе с ограничениями (1.3.21)

эквивалентны полной системе уравнений (1.3.1)–(1.3.5), описывающей

движения упругого тела в рамках линейной теории упругости.
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§1.4. Вариационные формулировки задачи о
поперечных перемещениях упругой балки

1.4.1. Постановка задачи. Рассматриваются плоские поперечные

движения прямолинейной упругой балки, описываемые в рамках моде-

ли Эйлера–Бернулли линейным уравнением в частных производных

ρ(x)wtt + (κ(x)wxx)xx = f(x, t), x ∈ (0, L) . (1.4.1)

Здесь w — поперечные перемещения точек центральной линии балки,

длина которой равна L, ρ > 0 — линейная плотность, а κ > 0 — из-

гибная жесткость балки, f — распределенная по ее длине нагрузка. В

начальный момент времени t = 0 определены форма поперечного из-

гиба (перемещения) и относительная скорость точек балки. В каждой

из концевых точек x = 0, L задаются по два условия, которые будут

приведены ниже.

Перейдем к безразмерной форме записи уравнений движения упру-

гой балки, определяя новые координату, время и заданные функции в

следующем виде

x = Lx′ , t = t0t
′ , w = Lw′ ,

ρ = ρ0ρ
′ , κ = κ0κ

′ , f = κ0f
′/L3 ,

t0 = L2

√
ρ0

κ0
, ρ0 =

1
L

∫ L

0

ρ(x)dx , κ0 =
1
L

∫ L

0

κ(x)dx .

(1.4.2)

Здесь t0 — время, характеризующее периоды собственных колебаний,

ρ0 и κ0 — средняя линейная плотность и изгибная жесткость балки

соответственно. Очевидно, что при такой замене ρ′ = κ′ = 1, если

ρ = const и κ = const. Подставляя в уравнение (1.4.1) выражения из

(1.4.2) для координаты x, времени t, функций перемещений w, плот-

ности ρ, жесткости κ, нагрузки f и умножая это уравнение на L3κ−1
0 ,

получим безразмерное уравнение аналогичное (1.4.1). В дальнейшем

штрихи опускаются.
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Введем безразмерные силовые переменные p и s, характеризующие

вместе с геометрической переменной w поведение упругой системы и

зависящие от времени t и координаты x. Здесь p и s — функции соот-

ветственно линейной плотности импульса (в дальнейшем для краткости

импульс) и изгибающего момента в поперечном сечении балки (далее

— момент).

В линейной теории локальные уравнения состояния, связывающие

плотность импульса p со скоростями точек системы wt, а также момент

s с изгибом wxx можно записать в виде

η = wt − ρ−1p = 0 , ξ = wxx − κ−1s = 0 , (1.4.3)

где для удобства введены вспомогательные функции η и ξ.

Используя соотношения (1.4.3), уравнение движения упругой балки

(1.4.1), записанное в перемещениях, можно выразить через функции

момента s и импульса p:

pt + sxx = f . (1.4.4)

Это соотношение будем называть уравнением изменения плотности им-

пульса точек балки.

Рассмотрим случай линейных граничных условий, которые выража-

ются через краевые значения функций перемещений w, угла поворота

центральной линии балки wx (в рамках линейной теории), момента s,

и перерезывающей силы −sx в форме

x = 0 : a1w + b1sx = v1(t) , a2wx − b2s = v2(t) ;

x = 1 : a3w − b3sx = v3(t) , a4wx + b4s = v4(t) .
(1.4.5)

Здесь переменные vk (k = 1, 2, 3, 4) — известные функции времени t.

Постоянные коэффициенты ak ≥ 0 и bk ≥ 0 задают тип граничных

условий. Так, например, функции v1,3 определяют перемещения w на

концах балки, если даны постоянные a1,3 = 1, b1,3 = 0, или перерезы-

вающую силу −sx, если a1,3 = 0 и b1,3 = 1. При a2,4 = 1, b2,4 = 0,
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на концах задается касательная к центральной линии балки, а если

a2,4 = 0, b2,4 = 1, то в концевых сечениях даны изгибающие момен-

ты s. Условия (1.4.5) включают в себя разнообразные виды упругого

закрепления балки, если для какого-то из индексов k = 1, . . . , 4 пара

коэффициентов ak и bk одновременно не равна нулю (akbk 6= 0).

Для полного описания движения упругой балки определим его со-

стояние в начальный момент времени, задавая распределения попереч-

ных перемещений w и плотности импульса p, как функции координат

x:

w(0, x) = w0(x), p(0, x) = p0(x) . (1.4.6)

При постановке задачи надо принимать во внимание совместность на-

чальных (1.4.6) и краевых (1.4.5) условий [3].

1.4.2. Классические вариационные формулировки. При ре-

шении начально-краевой задачи (1.4.3)–(1.4.6) необходимо учитывать,

что функции линейной плотности ρ и изгибной жесткости κ могут пре-

терпевать разрывы в некоторых точках балки, граничные функции

vk мгновенно менять свои значения в некоторые моменты времени, а

функция распределенной нагрузки f рваться на некоторых кривых в

двумерном пространстве времени и координаты. В этих точках могут

существовать особенности решения, для учета которых в статических

задачах используются вариационные подходы [25].

Как и в линейной теории упругости, классические вариационные

принципы сформулированы для периодических и краевых по времени

задач о поперечных движениях упругой балки и ограниченного класса

условий, заданных на концах балки. Приведем два примера вариаци-

онных формулировок, которые потребуются в дальнейшем для анализа

исходной задачи.

Рассмотрим движения упругой балки на фиксированном интервале

t ∈ [0, T ]. Если в начале (t = 0) и в конце (t = T ) движения заданы
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перемещения w(0, x) = w0(x) и w(T, x) = w1(x), существуют функции

кинетической энергии K и полной потенциальной энергии U , выражен-

ные через перемещения, при вариациях δw не изменяются изгибающие

моменты s и перерезывающие силы −sx на краях балки (akbk = 0,

ak + bk = 1, k = 1, 2, 3, 4), из принципа виртуальной работы следует

принцип стационарности Гамильтона:

δH = 0 , H[w] =

T∫
0

(K − U) dt ,

U =

1∫
0

(A− fw) dx−

− [b1v1w − b2v2wx]x=0 − [b3v3w − b4v4wx]x=1 ,

K =

1∫
0

ρw2
t

2
dx , A =

κw2
xx

2
.

(1.4.7)

Согласно этому принципу граничные условия в перемещениях (если

bk = 0 и ak = 1) являются главными, т.е. должны строго выполнять-

ся в локальной форме (1.4.5). Поэтому соответствующие функции vk

не входят в линейную часть функционала H, определенного в системе

(1.4.7).

Если на концах балки некоторые условия заданы через изгибающий

момент или перерезывающую силу (при bk = 1 и ak = 0), то они являют-

ся естественными граничными условиями и учитываются в обобщенном

смысле через соответствующие линейные члены функционала H.

В этой вариационной задаче подразумевается строгое выполнение

локальных соотношений (1.4.3). Уравнение движения (1.4.2) и те кра-

евые условия из (1.4.5), для которых bk = 1 и ak = 0, появляются как

необходимые условия стационарности гамильтониана H.

Если заданы начальные и терминальные распределения импульса

(p(0, x) = p0(x), p(T, x) = p1(x)), существуют функции дополнительной
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кинетической энергии Kc и полной дополнительной энергии Uc, выра-

женные через импульс p и момент s, и при вариациях равновесных

полей δp, δs граничные перемещения w и наклон центральной линии

wx не меняют свои значения (akbk = 0, ak + bk = 1, k = 1, 2, 3, 4), можно

сформулировать принцип стационарности дополнительной энергии

δHc = 0 , Hc[p, s] =

T∫
0

(Kc − Uc) dt , Kc =
1
2

1∫
0

p2

ρ
dx ,

Uc =
1
2

1∫
0

s2

κ
dx− [a1v1sx − a2v2s]x=0 + [a3v3sx − a4v4s]x=1 .

(1.4.8)

В этой формулировке граничные условия, выраженные через изги-

бающие моменты (bk = 1, ak = 0) являются главными, т.е. должны

строго выполняться в локальной форме (1.4.5). Кроме того функции

момента и импульса p обязаны удовлетворять уравнение (1.4.4).

Из этих ограничений вытекает, что функция распределенной на-

грузки f и часть функций vk, которые определяют внешние момент

и силу на краях балки, не входят в функционал Hc, определенный в

(1.4.8). Если же некоторые уравнения из (1.4.5) заданы в перемещени-

ях w (bk = 0, ak = 1), в дополнительном принципе Гамильтона имен-

но эти соотношения являются естественными граничными условиями

и учитываются через соответствующие линейные члены функционала

Hc. Соотношения состояния (1.4.3) и граничные условия (1.4.5), опре-

деленные через перемещения, эквивалентны условиям стационарности

дополнительного к H функционала Hc.

Оба принципа (1.4.7) и (1.4.8) сформулированы для краевых дина-

мических задач линейной теории упругости и, вообще говоря, в пред-

ставленном виде не могут быть применены для решения начально-крае-

вой задачи (1.4.3)–(1.4.6).

1.4.3. Метод интегро-дифференциальных соотношений. Со-

гласно МИДС вместо локальных уравнений состояния балки (1.4.3)

68



вводится в рассмотрение одно интегральное соотношение, связывающее

импульсы p и моменты s с функцией перемещений w.

В [44] была дана следующая интегро-дифференциальная формули-

ровка задачи о движении упругой балки (1.4.3)–(1.4.6): найти такие

неизвестные поля плотности импульса p∗, момента s∗ и перемещений

w∗, которые удовлетворяют следующему интегральному соотношению

Φ+[p, s, w] =
∫

Ω

ϕ+dΩ = 0 , ϕ+ =
1
2

(
ρη2 + κξ2

)
, (1.4.9)

при строгом выполнении условий (1.4.4)–(1.4.6). Для сокращения за-

писи введена область Ω = (0, T ) × (0, 1) с границей ∂Ω в пространстве

времени t и координаты x. Двойной интеграл в (1.4.9) берется по пря-

моугольной области Ω (dΩ = dtdx).

Подынтегральная функция ϕ+, определенная в системе (1.4.9) через

функции η, ξ из (1.4.3), неотрицательна по построению. Из этого свой-

ства следует, что Φ+ ≥ 0 для произвольных функций p, s и w. Это поз-

воляет свести интегро-дифференциальную задачу (1.4.4)–(1.4.6), (1.4.9)

к следующей минимизационной.

Задача 1. Найти такие допустимые функции p∗, s∗ и w∗, которые

доставляют минимальное (нулевое) значение функционалу Φ+:

Φ+[p∗, s∗, w∗] = min
p,s,w

Φ+[p, s, w] = 0 (1.4.10)

при строгом выполнении ограничений (1.4.4)–(1.4.6).

Функционал Φ+ можно переписать в следующем виде

Φ+ = Ψ1 + Ψ2 − 2Ψ0 ,

Ψ0[p, s, w] =
∫
Ω

ψ0dΩ , Ψ1[p, s] =
∫
Ω

ψ1dΩ , Ψ2[w] =
∫
Ω

ψ2dΩ ,

ψ0 =
1
2

(pwt + swxx) , ψ1 =
p2

2ρ
+
s2

2κ
, ψ2 =

1
2

(
ρw2

t + κw2
xx

)
.

(1.4.11)
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Подынтегральные выражения ψ0, ψ1, ψ2 представляют собой раз-

личные представления линейной плотности полной механической энер-

гии упругой балки. Функция ψ2 зависит только от поперечных пере-

мещений w, в то время как в выражение для ψ1, квадратичное по p и

s, перемещения не входят. Смешанная билинейная функция плотности

энергии ψ0 не зависит явно от инерционных и упругих свойств балки.

Так как решение задачи (1.4.10) может носить разрывный характер,

локальное условие (1.4.4) определено только, когда функция моментов

s дважды непрерывно дифференцируема по x, а частная производная

по времени от p непрерывная функция по t.

В вариационной формулировке условие динамического равновесия

необходимо понимать в следующем интегральном смысле: для любой

области Υ ⊂ Ω с кусочно-гладкой границей ∂Υ и любой непрерывно

дифференцируемой по x функции перемещений h(t, x) выполняется со-

отношение∫
Υ

(pht − shxx) dΥ = −
∫
Υ

fhdΥ +
∫

∂Υ

{nxshx − (ntp− nxsx)h} d∂Υ .

(1.4.12)

Здесь nt и nx — проекции единичной внешней нормали к границе ∂Υ

соответственно на оси t и x. Можно показать, что для сформулирован-

ной минимизационной задачи необходимо, чтобы на линиях x = const в

области Ω допустимые перемещения w и моменты s задавались непре-

рывно дифференцируемыми по x функциями. На линиях t = const по-

ля плотности импульса p и перемещений w непрерывны, на наклонных

кривых (|nt| |nx| 6= 0) вдоль нормали должно быть непрерывным соот-

ношение ntp− nxsx.

1.4.4. Явные энергетические оценки качества решения. Ис-

пользуя функционал Φ+ и энергетические интегралы Ψ0, Ψ1, Ψ2, опре-

деленные в (1.4.11), для произвольных допустимых полей импульсов p,

моментов s и перемещений w, удовлетворяющих ограничениям (1.4.5),
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(1.4.6), (1.4.12), можно предложить ряд критериев близости к точному

решению. Интегральное качество приближенных функций p, s, w мож-

но оценить по величине безразмерных соотношений, например, вида

∆1 =
Ψ1 + Ψ2

2Ψ0
− 1 , ∆2 = 1− 2Ψ0

Ψ1 + Ψ2
,

∆3 =
Φ+

2Ψ1
, ∆4 =

Φ+

2Ψ2
.

Локальные энергетические качества точности некоторого допусти-

мого движения p(t, x), s(t, x), w(t, x) характеризует функция ϕ+(p, s, w),

определенная в (1.4.9). Еще одним показателем качества приближен-

ных движений является разность между запасенной балкой в процессе

движения полной механической энергией и работой внешних сил. Для

оценки этой величины введем еще одну функцию линейной плотности

механической энергии ψ и соответствующую ей энергию E

ψ =
p2

2ρ
+
κw2

xx

2
, E =

1∫
0

ψdx , Ψ =

T∫
0

Edt ,

где Ψ — это сумма заданной в перемещениях линейной плотности упру-

гой энергии из задачи (1.4.7) и выраженной через импульсы линейной

плотности кинетической энергии из задачи (1.4.8). Аналогично выра-

жениям из (1.4.11) определен интеграл по времени Ψ от полной меха-

нической энергии балки E.

Из непрерывности по времени допустимых импульсов p и перемеще-

ний w следует непрерывность функции энергии E(t). Дифференцируя

эту функцию по времени и дважды производя интегрирование по ча-

стям, получаем выражение для мощности с учетом условия динамиче-
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ского равновесия (1.4.12)

Ė =

1∫
0

(
ppt

ρ
+ κwxxwtxx

)
dx = Ẇ + Ė0 ,

Ẇ = [swtx − sxwt]
x=1
x=0 , Ė0 =

1∫
0

(−ηpt + κξwtxx) dx .

(1.4.13)

Здесь W — работа внешних сил, E0 — «паразитная» энергия, интеграл

от модуля которой уменьшается при приближении допустимого движе-

ния к действительному, т.е. при уменьшении отношений ∆k, заданных

в (1.4.13).

1.4.5. Анализ вариационных формулировок. В §1.3 была пока-

зана возможность построения семейства эквивалентных вариационных

формулировок с разными функционалами для динамических задач ли-

нейной теории упругости. Аналогично в задачах о движениях упругой

балки можно ввести следующее параметрическое семейство квадратич-

ных функционалов

Φ =
∫

Ω

ϕdΩ , ϕ =
1
2

(
ρη2 + ακξ2

)
, α 6= 0 , (1.4.14)

для которых, как будет показано далее, стационарные условия при вы-

полнении ограничений (1.4.5), (1.4.6), (1.4.12) эквивалентны определя-

ющим соотношениям состояния упругой балки (1.4.3). В выражениях

для функционала Φ из (1.4.14) α — ненулевая действительная посто-

янная. При α = 1 интеграл Φ совпадает с неотрицательным функцио-

налом Φ+, определенным соотношениями (1.4.9). Если α > 0, каждому

функционалу Φ(α) соответствует своя задача условной минимизации

эквивалентная задаче (1.4.5), (1.4.6), (1.4.10), (1.4.12).

Обозначим действительные и произвольно выбранные допустимые

импульсы, моменты, перемещения, через p∗, s∗, w∗ и p, s, w соответ-

ственно и положим, что p = p∗ + δp, s = s∗ + δs, w = w∗ + δw. Тогда

по постановке задачи предполагается, что на точном решении p∗, s∗,
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w∗ значение функционала Φ равно нулю: Φ[p∗, s∗, w∗] = 0. На любых

допустимых полях p, s, w получаем

Φ[p, s, w] =

=
∫
Ω

{
ρ

2

(
w∗t + δwt −

p∗ + δp

ρ

)2

+
ακ

2

(
w∗xx + δwxx −

s∗ + δs

κ

)2
}
dΩ ,

Φ = Φ[p∗, s∗, w∗] + δΦ + Φ(δp, δs, δw) = δΦ + δ2Φ ,

δΦ =
1
2

∫
Ω

{
ρη(p, w)

(
δwt −

δp

ρ

)
+ ακξ(s, w)

(
δwxx −

δs

κ

)}
dΩ ,

где δΦ — первая, а δ2Φ — вторая вариации функционала Φ. Отсут-

ствие членов более высокой степени объясняется квадратичной формой

функционала по отношению к неизвестным функциям.

Для произвольных значений α можно определить общую вариацион-

ную формулировку начально-краевой задачи движений упругой балки:

найти неизвестные функции p∗, s∗, w∗, доставляющие при выполнении

ограничений (1.4.5), (1.4.6), (1.4.12) стационарные значения функцио-

налу Φ

δΦ = δpΦ + δsΦ + δwΦ = 0 , (1.4.15)

где δpΦ, δsΦ, δwΦ — первые вариации относительно неизвестных p, s, w

соответственно.

После интегрирования по частям с учетом условий (1.4.5), (1.4.6) и

(1.4.12) получаем выражения для первых вариаций

δpΦ + δsΦ = −
∫
Ω

(ηδp+ αξδs) dΩ ,

δwΦ =
∫
Ω

(α(κξ)xx − ρηt) δwdΩ +

+α

T∫
0

[κξδwx − (κξ)xδw]x=1
x=0 dt+

1∫
0

[ρηδw]t=T
t=0 dx .

(1.4.16)
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Из выражений (1.4.16) видно, что первые вариации функционала Φ

равны нулю на любых допустимых вариациях функций δp, δs, δw, если

выполняются соотношения (1.4.3).

Получим в явном виде необходимые условия стационарности функ-

ционала Φ (уравнения Эйлера–Лагранжа). Для этого надо учесть связь

между функциями импульса p и момента s, которая определяется урав-

нением динамического равновесия (1.4.4), а значит и связь между их

вариациями δp и δs:

δpt = −δsxx . (1.4.17)

Вводя вспомогательную функцию

ζ(t, x) =
∫ t

0

η(t1, x)dt1 ,

находим с учетом (1.4.17) условия для первых вариаций

δpΦ + δsΦ = −
∫

Ω

(ζxx + αξ) δs dΩ +

+

T∫
0

[ζδsx − ζxδs]
x=1
x=0 dt−

1∫
0

[ζδp]t=t1
t=0 dx = 0 ,

δwΦ =
∫

Ω

(α(κξ)xx − ρζtt) δw dΩ +

+α

T∫
0

[κξδwx − (κξ)xδw]x=1
x=0 dt+

1∫
0

[ρζtδw]t=T
t=0 dx = 0 .

Учитывая условия (1.4.5) и (1.4.6) на граничные и начальные ва-

риации неизвестных функций δp, δs, δw, выпишем уравнения Эйлера–

Лагранжа с граничными и терминальными соотношениями

ρζtt + (κζxx)xx = 0 , αξ + ζxx = 0 ;

x = 0 : a1ζ + b1 (κζxx)x = 0 , a2ζx − b2κζxx = 0 ;

x = 1 : a3ζ − b3 (κζxx)x = 0 , a4ζx + b4κζxx = 0 ;

t = T : ζ = ζt = 0 .

(1.4.18)
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Относительно неизвестной функции ζ система (1.4.18) представляет

собой терминально-краевую задачу с единственным нулевым решени-

ем, из которого непосредственно следуют условия η = 0 и ξ = 0. Иными

словами, если решение p∗, s∗, w∗ задачи (1.4.5), (1.4.6), (1.4.12), (1.4.15)

существует, система (1.4.18) вместе с ограничениями (1.4.5), (1.4.6),

(1.4.12) эквивалентна исходной линейной задаче о движении упругой

балки (1.4.3)–(1.4.6).

1.4.6. Связь с классическими вариационными принципами.

Рассмотрим один функционал из семейства (1.4.14), в случае когда

α = −1 (Φ− = Φ|α=−1). Определим соответствующую вариационную

задачу.

Задача 2. Найти неизвестные функции p∗, s∗, w∗, доставляющие

при выполнении ограничений (1.4.5), (1.4.6), (1.4.12) стационарные зна-

чения функционалу Φ−.

Представим функционал Φ− в следующем виде

Φ−[p, s, w] =
∫
Ω

ϕ−dΩ = Θ1 + Θ2 − 2Θ0 , ϕ− =
ρη2

2
− κξ2

2
,

Θ0 =
1
2

∫
Ω

(pwt − swxx) dΩ , Θ1 =
∫
Ω

(
p2

2ρ
− s2

2κ

)
dΩ ,

Θ2 =
1
2

∫
Ω

(
ρw2

t + κw2
xx

)
dΩ .

(1.4.19)

Как и для интегралов Ψk, k = 0, 1, 2, определенных в (1.4.11), видно,

что интеграл Θ2 зависит только от перемещений w, тогда как в выраже-

ние для Θ1 функция w не входит. Билинейный функционал Θ0, в свою

очередь, не зависит явно от упругих и инерционных свойств балки, и с

учетом равенства (1.4.12) этот интеграл приводится к виду

2Θ0 = −
∫
Ω

fwdΩ +

T∫
0

[swx − sxw]x=1
x=0 dt+

1∫
0

[pw]t=T
t=0 dx . (1.4.20)
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Рассмотрим, как и в вариационных формулировках (1.4.7), (1.4.8),

случай, когда на концах упругой балки граничные условия задаются ли-

бо в перемещениях, либо в моментах (akbk = 0, ak+bk = 1, k = 1, 2, 3, 4),

то есть отсутствуют смешанные граничные соотношения. Тогда после

подстановки выражения (1.4.20) функционал Φ− может быть переписан

с учетом (1.4.7), (1.4.8) следующим образом

Φ− = Hc[p, s] +H[w]−
1∫

0

[pw]t=T
t=0 dx . (1.4.21)

Если в начальный и конечный моменты времени задано распределе-

ние в балке либо поперечных перемещений, либо линейной плотности

импульса, интеграл Φ− распадается на две независимые части

Φ− = H1 +H2 , H1 = Hc + Ξ1 , H2 = H + Ξ2 .

Здесь функционал H1 зависит от функций плотности импульса p и мо-

мента s, а H2 — только от функции перемещений w, Ξ1 и Ξ2 — инте-

гралы по интервалу x ∈ [0, 1], зависящие соответственно от функций p

и w.

В табл. 1.4.1 представлены явные выражения интегралов Ξ1 и Ξ2

для разных типов динамических задач. Первые четыре строки соответ-

ствуют граничным по времени задачам, а последняя — периодической

задаче. В таблице введены обозначения:

I0
p =

1∫
0

p0 w|t=0 dx , I1
p =

1∫
0

p1 w|t=T dx ,

I0
w =

1∫
0

w0 p|t=0 dx , I1
w =

1∫
0

w1 p|t=T dx .

Для задач с краевыми условиями по времени, которые приведенны

в табл. 1.4.1, первые вариации функционала Φ− могут быть представ-
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Таблица 1.4.1: Типы краевых задач для упругой балки.

Условие A Условие B Ξ1 Ξ2

w(0, x) = w0(x) w(T, x) = w1(x) I1
w − I0

w 0

p(0, x) = p0(x) p(T, x) = p1(x) 0 I1
p − I0

p

w(0, x) = w0(x) p(T, x) = p1(x) −I0
w I1

p

p(0, x) = p0(x) w(T, x) = w1(x) I1
w −I0

p

w(0, x) = w(T, x) p(0, x) = p(T, x) 0 0

лены c учетом ограничений на вариации функций p и s в виде

δΦ− = δpsH1[p, s] + δwH2[w] = 0 .

Следовательно, эти краевые задачи распадаются на две независи-

мые подзадачи:

Задача 3. Найти допустимое поле перемещений w∗, которое строго

удовлетворяет кинематическим краевым условиям (ak = 1, bk = 0) в

(1.4.5), а также заданным в перемещениях начальным и терминальным

условиям из табл. 1.4.1, и доставляет стационарное значение функцио-

налу H2

δwH2 = 0 . (1.4.22)

Задача 4. Найти равновесные поля импульсов p∗ и моментов s∗, ко-

торые удовлетворяют динамическим краевым условиям (ak = 1, bk = 0)

в (1.4.5), а также заданным в импульсах p начальным и терминальным

условиям из табл. 1.4.1, и доставляют стационарное значение функци-

оналу H1

δpsH1 = 0 . (1.4.23)

Важно отметить, что если в начальный и конечный момент време-

ни заданы перемещения (первая строка в табл. 1.4.1, условия 1,2), то-

гда задача 3 совпадает с принципом стационарности Гамильтона (1.4.7)
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(H2 = H). Если же в начале и в конце процесса определено распределе-

ние импульса (вторая строка в табл. 1.4.1), задача 4 полностью соответ-

ствует дополнительному принципу Гамильтона (1.4.8) (H1 = Hc). Оба

классических принципа следуют из задач 3,4 и в случае периодических

условий (последняя строка в табл. 1.4.1).

В отличие от вариационных принципов (1.4.7) и (1.4.8), которые

сформулированы для краевых динамических задач, в предложенном

подходе функционал Φ−, как и остальные функционалы в семействе

Φ, можно использовать также для решения начально-краевой задачи

(1.4.3)–(1.4.6). При задании начальных условий (1.4.6) последний член

в соотношении (1.4.21) зависит от произведения функций p и w, взятых

в конечный момент времени T . Это не позволяет разделить функцио-

нал Φ− на две независимые части. Даже для краевых по времени за-

дач определенных в табл. 1.4.1 разделение на две подзадачи (1.4.22) и

(1.4.23) не происходит, если на концах упругой балки для какого либо

индекса k заданы смешанные условия (akbk 6= 0). В этих случаях вари-

ационная задача (1.4.15) при соответствующих ограничениях должна

решатся одновременно в импульсах, моментах и перемещениях.
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Глава 2.

Интегро-дифференциальные подходы к
расчету вынужденных движений

колебательных систем

§2.1. Метод Ритца и вариационные постановки
начально-краевых задач о движении механических

систем

2.1.1. Решение задачи о вынужденных продольных переме-

щениях однородного упругого стержня. Рассмотрим, как и в §1.2,

продольные перемещения тонкого прямолинейного упругого стержня.

Пусть один его конец при x = L свободен от нагрузок, а другой при

x = 0 перемещается по заданному закону Lu0(t).

Если геометрические и механические параметры стержня не зави-

сят от пространственной координаты x, т.е. коэффициент жесткости κ

и линейная плотность ρ постоянны, то выбором новых безразмерных

координат и функции перемещения

x′ = L−1x , t′ =
√

κ

ρL2
t , u′(t, x) = L−1u(t, x)− u0(t)

можно свести уравнение движения к виду

utt − uxx = a(t) , a = −ü0(t) , x ∈ (0, 1) , t ∈ (0, T ) . (2.1.1)

Здесь точка над символом означает дифференцирование по времени.

В данном параграфе считается, что внешние распределенные нагрузки

отсутствуют, а штрихи для простоты записи в дальнейшем опускаются.

Однородные краевые условия записываются в этих обозначениях

как

u(t, 0) = 0 , ux(t, 1) = 0 , (2.1.2)
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а начальные условия — в виде

u(0, x) = u0(x) , ut(0, x) = v0(x) . (2.1.3)

При заданном законе движения u0(t) решение уравнения (2.1.1) с

начальными и краевыми условиями (2.1.2) и (2.1.3) для однородного

прямолинейного стержня можно построить методом разделения пере-

менных [60]. Для этого представим упругие смещения в форме

u(t, x) =
∞∑

k=1

Θk(t)Xk(x) . (2.1.4)

Здесь Xk — собственные функции краевой задачи

d2X

dx2
= λ2X , X(0) =

dX

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0 . (2.1.5)

Собственные значения λk находятся аналитически:

λk=− π

2
+ kπ .

Соответствующие решения задачи (2.1.5) имеют вид

Xk(x) =
√

2 sinλkx (2.1.6)

и образуют ортонормированную систему, т.е.

1∫
0

Xk(x)Xl(x)dx = δkl , ‖Xk‖2 =

2

1∫
0

sin2(λkx)dx


1
2

= 1 , (2.1.7)

где δkl — символ Кронекера.

Умножая уравнение движения (2.1.1) на заданные в (2.1.6) функции

Xk(x), k = 1, 2, . . ., и интегрируя полученные произведение по коорди-

нате x ∈ (0, 1) с учетом (2.1.4) и (2.1.7), получаем счетную систему

уравнений для коэффициентов Фурье Θk(t):

d2Θk

dt2
+ λ2

kΘk = Cka(t) , k = 1, 2, ... ,

Ck =

1∫
0

Xk(x)dx =
√

2
λk

.

(2.1.8)
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Частное решение системы (2.1.8) или решение при нулевых началь-

ных условиях запишется в виде

Θ1
k(t) =

Ck

λk

t∫
0

sin (λk(t− τ)) a(τ)dτ . (2.1.9)

Для составления общего решения с произвольными начальными ус-

ловиями (2.1.3) необходимо добавить к (2.1.9) функцию k-ой моды соб-

ственных колебаний стержня:

Θk = Θ0
k(t) + Θ1

k(t) , Θ0
k = u0

k cosλkt+
v0

k

λk
sinλkt ,

u0
k =

1∫
0

u0(x)Xk(x)dx , v0
k =

1∫
0

v0(x)Xk(x)dx .
(2.1.10)

Важной интегральной характеристикой движения является средняя

механическая энергия

Ēf =
1

2T

T∫
0

1∫
0

(
u2

x + u2
t

)
dxdt ,

распределенная в системе. Учитывая свойство ортогональности соб-

ственных функций (2.1.7), получаем после интегрирования по частям:

Ēf =
1

2T

∞∑
k=0

T∫
0

(
λ2

kΘ2
k(t) + Θ̇2

k(t)
)
dt . (2.1.11)

Это равенство говорит, что полная энергия стержня равна сумме энер-

гий каждой моды движения.

Рассмотрим важный случай полиномиального по времени закона пе-

ремещения конца стержня

a(t) =
N∑

n=0

ant
n , (2.1.12)

который будет использоваться в Главе 4 для параметрической опти-

мизации движений упругих систем. Тогда интеграл (2.1.9) может быть
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представлен в аналитическом виде

Θ1
k(t) =

N∑
n=0

akn

[
(−1)n+1 cos

(nπ
2

+ τk

)
+ pn(τk)

]
,

τk = λkt , akn =
√

2n!an

λn+3
k

,

pn(t) =



j∑
i=0

(−1)j−it2i

(2i)!
, n = 2j

j∑
i=0

(−1)j−it2i+1

(2i+ 1)!
, n = 2j + 1

.

(2.1.13)

При фиксированной степени полинома (2.1.12), достаточно гладких

функциях u0(x), v0(x) и ограниченном времени движения t ≤ T макси-

мальное по t значение членов ряда (2.1.4) уменьшается с ростом номера

k. Это следует из ограниченности абсолютного значения собственных

функций

|Xk(x)| ≤
√

2 ,
∣∣Θ0

k(t)
∣∣ ≤ ∣∣u0

k

∣∣ +

∣∣v0
k

∣∣
λk

,

а также из вида частного решения (2.1.13). При однородных начальных

условиях (u0(x) = v0(x) ≡ 0) для заданного полинома (2.1.12) и времени

процесса T можно получить оценку сходимости ряда (2.1.4):∣∣Θ1
k(t)Xk(x)

∣∣ ≤ Cλ−3
k ,

где коэффициент C зависит от времени T , а также от параметров an и

N полинома (2.1.12).

Сходимость ряда (2.1.4) при произвольных начальных распределе-

ниях перемещений u0(x) и скоростей v0(x) точек стержня определяется

свойствами гладкости этих функций [89].

2.1.2. Классический метод Галеркина. Даже для однородного

стержня, когда собственные функции представлены в аналитическом

виде (2.1.6), построение движения в форме бесконечного ряда с практи-

ческой точки зрения не всегда удобно. Из решения первых K уравнений
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в (2.1.8) находится K-модовое приближение

u(K)(t, y) =
K∑

k=1

Θk(t)Xk(x) (2.1.14)

к точному решению задачи (2.1.1)–(2.1.3).

Хотя собственные функции Xk получены явно, для произвольного

ускорения a(t) не всегда удается вычислить интеграл (2.1.9) аналити-

чески. Более того, для стержня с переменными значениями жесткости

κ(x) и плотности ρ(x) требуется применение специальных процедур для

численного определения собственных частот и форм колебаний [9, 70].

Распространенным подходом к приближенному решению задач ди-

намики для систем с распределенными параметрами является метод

Галеркина. В простейшей модификации этого подхода используется ко-

нечномерное приближение неизвестных переменных с помощью опре-

деленного набора базисных функций. Так для упругого стержня его

продольные перемещения можно искать, например, в виде

u(K) =
K∑

k=1

ukψk(t, x) , (2.1.15)

где ψk берутся из системы линейно независимых функций с опреде-

ленными свойствами полноты [177], а uk – неизвестные коэффициенты.

При этом функции u(K) удовлетворяют краевые условия на перемеще-

ния, т.е. первое уравнение из (2.1.2), и начальные условия (2.1.3).

После этого конечномерное приближение (2.1.15) подставляется в

исходное уравнение (2.1.1) и составляется система уравнений из инте-

гральных проекций на базисные функции:

T∫
0

1∫
0

(
u

(K)
tt − u(K)

xx − a(t)
)
ψkdxdt+

T∫
0

[
u(K)

x ψk

]
x=1

dt = 0 , (2.1.16)

где k = 1, . . . ,K.
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Если все ψk удовлетворяют граничному условию на перемещения

из (2.1.2), то, проинтегрировав уравнения (2.1.16) по частям, можно

понизить требование к гладкости этих функций и привести систему

(2.1.16) к следующему виду

T∫
0

1∫
0

{
u(K)

x ψk,x(t, x) +
(
u

(K)
tt − a(t)

)
ψk(t, x)

}
dxdt = 0 . (2.1.17)

Коэффициенты uk находятся из решения либо системы (2.1.17), ли-

бо (2.1.16). Непростыми вопросами в методе Галеркина являются вы-

бор подходящего базиса и числа K соответствующих функций ψk, удо-

влетворяющих краевым и начальным условиям (2.1.2), (2.1.3), а также

оценка качества получаемого приближения.

Выберем в качестве базисных функций собственные формы, умно-

женные на неизвестные коэффициенты Фурье, т.е.

ψk =
√

2Θk(t) sinλkx . (2.1.18)

Подставляя в равенство (2.1.16) выражение для функции перемеще-

ния u(K) из (2.1.15) с учетом (2.1.18), получим K-модовое приближение

(2.1.14), в котором Θk = Θ0
k +Θ1

k, где Θ1
k и Θ0

k определены соответствен-

но в (2.1.9) и (2.1.10).

2.1.3. Метод Ритца на основе интегро-дифференциального

подхода. На основе МИДС, изложенного в предыдущей главе, удается

получить явные энергетические оценки качества решения. Это позво-

ляет разрабатывать эффективные численные алгоритмы нахождения

достоверных приближений для задач статики и динамики [171].

Изложим один из таких подходов, который основан на вариацион-

ной формулировке задач о вынужденных перемещениях упругих систем

и полиномиальном приближении искомых переменных. Для иллюстра-

ции рассматриваются продольные движения тонкого стержня, описы-

ваемые системой уравнений (2.1.1)–(2.1.3) с заданным перемещением
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его конца согласно (2.1.12). Как и в §1.2 дополнительно с неизвестными

перемещениями u(t, x) вводятся функции силы в поперечном сечении

s(t, x) и линейной плотности импульса p(t, x). Ищется минимум функ-

ционала энергетической ошибки

Φ =

T∫
0

1∫
0

ϕ(u, s, p)dxdt→ min
u,s,p

,

ϕ =
1
2

(
η2 + ξ2

)
, ξ = ux − s , η = ut − p ,

(2.1.19)

при следующих ограничениях

pt − sx = a(t) ,

u(t, 0) = 0, s(t, 1) = 0 , u(0, x) = u0(x) , p(0, x) = p0(x) .
(2.1.20)

Для приближенного решения этой задачи неизвестные переменные

выберем в виде

u(t, x) = u0(x) + tx

Mu∑
i+j=0

uijt
ixj ,

p(t, x) = p0(x) + t

Mp∑
i+j=0

pijt
ixj ,

s(t, x) = a(t)(1− x)−
1∫

x

pt(t, y)dy .

(2.1.21)

Введенные в (2.1.21) конечномерные функции удовлетворяют всем

ограничениям задачи (2.1.20). Подставляя u, s и p в функционал Φ и

вводя вектор проектных параметров y ∈ RM , составленный из неизвест-

ных коэффициентов uij для 0 ≤ i+ j ≤Mu и pij для 0 ≤ i+ j ≤Mp, по-

лучаем задачу безусловной минимизации квадратичной функции Φ(y):

требуется найти такой вектор y∗, что

Φ(y∗) = min
y

Φ(y) .
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Здесь размерность вектора y определяется как

M =
1
2
(Mu + 1)(Mu + 2) +

1
2
(Mp + 1)(Mp + 2) .

Для простоты изложения приравняем степени полиномов Mp = Mu.

Задача минимизации сводится к системе линейных алгебраических ура-

внений

∂Φ(y)
∂y

= 0 , y ∈ RM , M = (Mu + 1)(Mu + 2) .

Пример 2.1.1. Предположим, что в начальный момент времени

t = 0 стержень находился в покое и в нем отсутствовали упругие де-

формации, т.е.
t = 0 : u0 = 0 , u̇0 = 0 ,

u0(x) = 0 , p0(x) = 0 ,
(2.1.22)

где u0(t) — функция перемещения конца стержня при x = 0.

Допустим к тому же, что заданы положение и скорость этого конца

в момент времени T , т.е.

t = T : u0 = uT , u̇0 = 0 , (2.1.23)

а ускорение a = ü0 это линейная функция времени. Из (2.1.22) и (2.1.23)

следует, что

a(t) = a0 + a1t , a0 =
6uT

T 2
, a1 = −12uT

T 3
. (2.1.24)

На рис. 2.1.1 для T = 4 и uT = 1 показаны перемещение конца

стержня u0(t) (сплошная кривая), его скорость v0 = u̇0(t) (штриховая

кривая) и ускорение a(t) (штрихпунктирная линия).

В силу линейности рассматриваемой системы решение будет про-

порционально перемещению uT . Поэтому содержательно рассмотреть

только случай, когда uT = 1. Остальные решения получаются простым
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масштабированием. Тогда движения стержня определяются только ве-

личиной интервала T . Исследуем качество получаемых полиномиаль-

ных аппроксимаций (2.1.21) в зависимости от этого параметра и степени

полинома Mu.

Рис. 2.1.1. Перемещение, скорость и ускорение конца стержня.

Как было предложено в Главе 1, абсолютная ошибка решения в

энергетической норме задается самим минимизируемым функционалом

Φ(y∗). Относительную ошибку можно определить, например, как

∆ =
Φ(y∗)
2Ψ(y∗)

, Ψ =

T∫
0

E(t) dt , E =
1
2

1∫
0

(
u2

x + p2
)
dx , (2.1.25)

где E — относительная энергия стержня, которая выражается через

функции перемещения u(y∗) и импульса p(y∗), заданные в (2.1.21).

Зафиксируем время интересующего нас движения T = 4. Переме-

щения точек стержня u как функция от t и x для полиномов степени

Mu = 15 представлены на рис. 2.1.2. Определим приближенную сред-

нюю энергию Ē = T−1Ψ как функцию от параметра Mu.

87



Рис. 2.1.2. Перемещения точек стержня u при T = 4.

Рис. 2.1.3. Средняя энергия Ē

как функция от степени полиномов Mu.
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Сплошная кривая на рис. 2.1.3. показывает монотонный рост этой

величины при увеличении размерности задачи. Для сравнения штрихо-

вая линия отображает изменение средней энергии Ēf (K), полученной

для K-модового приближения согласно (2.1.14). Несомненно метод Фу-

рье дает в этом примере более точные значения энергии.

Относительная ошибка полиномиальной аппроксимации ∆ как мо-

нотонно убывающая функция степени Mu показана на рис. 2.1.4. Как

видно из рис. 2.1.3, 2.1.4, при повышении размерности приближения

конечномерное решение в энергетическом смысле сходится к точному.

Рис. 2.1.4. Относительная ошибка ∆

как функция от степени полиномов Mu.

Введем еще одну относительную ошибку

∆0(Mu) = 1− Ē(Mu)
Ēf

,

где Ēf значение средней энергии стержня, полученное методом Фурье

согласно (2.1.11), и сравним ее с ошибкой ∆ из (2.1.25) для того же
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значения Mu. Так, для Mu = 15 получаем ∆0(Mu) ≈ 0.13%. Квад-

рат этой ошибки сопоставим с величиной ∆ (
√

∆(Mu) ≈ 0.17%). Этот

факт объясняется тем, что функционал Φ связан с энергией вариаций

(отклонений от точного решения), а ошибка ∆0, в некотором смысле,

пропорциональна квадрату от этой величины.

Для того чтобы убедиться в этом, представим некоторое прибли-

женное решение u, p и s задачи (2.1.19), (2.1.20) в виде

u = u∗(t, x) + δu(t, x) , p = u∗t (t, x) + δp(t, x) , s = u∗x(t, x) + δs(t, x) .

Так как функционалы Φ и Ψ — квадратичные формы от переменных

u, p и s, то можно записать

Φ[u, p, s] = Φ∗ + δΦ + δ2Φ ,

Ψ[u, p, s] = Ψ∗ + δΨ + δ2Ψ ,

где Φ∗ = 0 и Ψ∗ — это значения функционалов на точном решении, а

остальные слагаемые с оценками их величин представляются в виде:

δ2Φ =

T∫
0

1∫
0

[
(δux − δs)2 + (δut − δp)2

]
dxdt ,

δΦ =

T∫
0

1∫
0

{(u∗x − s∗) (δux − δs) + (u∗t − p∗) (δu− δp)} dxdt⇒

|δΦ| ≤ C1

√
Φ∗δ2Φ = 0

и

δ2Ψ =
1
2

T∫
0

1∫
0

(
δu2

x + δp2
)
dxdt ,

δΨ =
1
2

T∫
0

1∫
0

(u∗xδux + u∗t δp) dxdt⇒ |δΨ| ≤ C2

√
δ2ΨΨ∗ ,

∆0 =
∣∣∣∣Ψ∗ −Ψ

Ψ∗

∣∣∣∣ ≤ C2

√
δ2Ψ
Ψ∗ +O

(
δ2Ψ
Ψ∗

)
.

90



Рис. 2.1.5. Относительная ошибка ∆

в зависимости от времени процесса T .

На рис. 2.1.5 представлена зависимость относительной ошибки при-

ближенного решения ∆ от длительности движения T . При этом фик-

сируется перемещение конца стержня uT = 1 и параметры аппроксима-

ции Mu = Mp = 12, введенные в (2.1.21). Как видно из этого графика,

точность решения уменьшается при увеличении времени процесса. Это

обусловлено тем фактом, что в системе возбуждаются высокочастот-

ные упругие колебания, которые плохо описываются полиномиальными

функциями. В противоположном случае, когда время процесса сравни-

мо или меньше периода первой моды колебаний (T ≤ 2πλ−1
1 = 4), отно-

сительная ошибка значительно ниже, несмотря на увеличение средней

величины запасенной в стержне энергии.

Для улучшения качества решения на больших интервалах време-

ни (T � 4) можно использовать другие базисные функции, например,

сплайны. Такого рода аппроксимации будут рассмотрены в §2.2.
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2.1.4. Решение задачи о поперечных перемещениях упругой

балки. В §1.3 была сформулирована задача о поперечных перемещени-

ях тонкой прямолинейной упругой балки в рамках модели Бернулли–

Эйлера. Положим, что один конец балки при x = 1 свободен от на-

грузок, а другой конец при x = 0 жестко закреплен на основании, ко-

торое перемещается по заданному закону w0(t). Жесткость κ и линей-

ная плотность ρ постоянны. Тогда согласно преобразованию координат

(1.4.2) уравнение движения (1.4.1) в системе координат, связанной с

подвижным основанием, сводится к виду

∂2w

∂t2
+
∂4w

∂x4
= a(t) , a = −d

2w0(t)
dt2

, x ∈ (0, 1) , t ∈ (0, T ) . (2.1.26)

где a задают инерционную распределенную силу. Внешняя нагрузка в

этом примере равна нулю.

Краевые условия записываются в виде

w(t, 0) = wx(t, 0) = wxx(t, 1) = wxxx(t, 1) = 0 . (2.1.27)

Задано также некоторое начальное распределение перемещений и

скоростей точек балки

w(0, x) = w0(x) , wt(0, x) = v0(x) . (2.1.28)

Как и для продольных движений тонкого стержня, решение урав-

нения (2.1.26) с начальными и краевыми условиями (2.1.27) и (2.1.28)

можно искать с помощью метода Фурье в виде

w(t, x) =
∞∑

k=1

Θk(t)Xk(x) .

Здесь Xk — собственные решения краевой задачи

d4X

dx4
= λ2X ,

X(0) =
dX

dx

∣∣∣∣
x=0

=
d2X

dx2

∣∣∣∣
x=1

=
d3X

dx3

∣∣∣∣
x=1

= 0 .
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Собственные значения λn находятся из трансцендентного уравне-

ния [4]:

1 + chλ cosλ = 0 . (2.1.29)

Соответствующие функции Xk краевой задачи (2.1.5) имеют вид

Xk(x) = chλkx− cosλkx−
chλk + cosλk

shλk + sinλk
(shλkx− sinλkx) . (2.1.30)

Можно показать, что это ортонормированные функции, которые

удовлетворяют условию (2.1.7).

Проецируя уравнение движения (2.1.26) на собственные функции

Xk(x), получим из (2.1.30) с учетом (2.1.29) бесконечномерную систему

уравнений, аналогичную (2.1.8):

d2Θk

dt2
+ ω2

kΘk = Cka(t) , k = 1, 2, ... ,

ωk = λ2
k, Ck =

1∫
0

Xk(x) dx ,
(2.1.31)

где ωk — собственные частоты колебаний.

Частное решение системы (2.1.31) имеет вид

Θ1
k(t) =

Ck

ωk

t∫
0

sin (ωk(t− τ)) a(τ) dτ . (2.1.32)

Решение однородного уравнения (2.1.26) с ненулевыми начальными

данными (2.1.28) представляется как

Θ0
k(t) = w0

k cosωkt+
v0

k

ωk
sinωkt ,

w0
k =

1∫
0

w0(x)Xk(x)dx , v0
k =

1∫
0

v0(x)Xk(x)dx .

Средняя механическая энергия равна

Ēf =
1

2T

T∫
0

1∫
0

(
w2

xx + w2
t

)
dxdt
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и представима в виде

Ēf =
1

2T

∞∑
k=0

T∫
0

(
λ4

kΘ2
k(t) + Θ̇2

k(t)
)
dt . (2.1.33)

Для полиномиального по времени закона перемещения конца стерж-

ня

a(t) =
N∑

n=0

ant
n ,

интеграл (2.1.32) может быть найден в аналитическом виде

Θ1
k(t) =

N∑
n=0

akn

[
(−1)n+1 cos

(nπ
2

+ τk

)
+ pn(τk)

]
,

τk = ωkt , akn =
n!Ckan

ωn+2
k

,

где функция pn задана в (2.1.13).

2.1.5. Метод Ритца для балочной модели Эйлера–Бернулли.

Распространим подход, основанный на вариационной формулировке за-

дач о вынужденных перемещениях упругих систем и полиномиальном

приближении искомых переменных, на случай поперечных движений

упругой балки. Дополнительно с неизвестными перемещениями w(t, x)

вводятся функции изгибающего момента s(t, x) и линейной плотности

импульса p(t, x). Ищется минимум функционала Φ

Φ =

T∫
0

1∫
0

ϕ(w, s, p)dxdt→ min
u,s,p

,

ϕ =
1
2

(
η2 + ξ2

)
, ξ = wxx − s , η = wt − p ,

(2.1.34)

при следующих ограничениях

pt + sxx = a(t) ,

w(t, 0) = wx(t, 0) = s(t, 1) = sx(t, 1) = 0 ,

w(0, x) = w0(x) , p(0, x) = p0(x) .

(2.1.35)
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Для приближенного решения этой задачи неизвестные переменные

выберем в виде полиномов

w(t, x) = w0(x) + tx2
Mw∑

i+j=0

wijt
ixj ,

p(t, x) = p0(x) + t

Mw∑
i+j=0

pijt
ixj ,

s(t, x) =
1
2
a(t)(1− x)2 −

1∫
x

1∫
x2

pt(t, x1)dx1dx2 .

(2.1.36)

Функции (2.1.36) удовлетворяют всем ограничениям задачи (2.1.35).

Подставляя w, s и p в функционал Φ и вводя вектор проектных пара-

метров y ∈ RM , M = (Mw + 1)(Mw + 1), составленный из неизвестных

коэффициентов uij и pij для всех индексов i и j при 0 ≤ i + j ≤ Mw,

получаем задачу на безусловную минимизацию квадратичной функции

Φ(y): требуется найти такой вектор y∗, что

Φ(y∗) = min
y

Φ(y) .

Пример 2.1.2. Пусть в начальный момент времени балка была не

деформирована и находилась в покое:

w0(0) = 0,
dw0

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

w0(x) = 0, p0(x) = 0 .

Линейное ускорение a(t) задано в соответствии с (2.1.24), где выбран

параметр uT = 1.

Абсолютная ошибка решения в энергетической норме задается как

∆ =
Φ(y∗)
2Ψ(y∗)

, Ψ =

T∫
0

E(t)dt , E =
1
2

1∫
0

(
w2

xx + p2
)
dx , (2.1.37)

где E — относительная механическая энергия балки.
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Рис. 2.1.6. Перемещения точек балки w при T = 4.

Рис. 2.1.7. Относительная ошибка ϕ при Mw = 15.
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Зафиксируем вначале время интересующего нас движения T = 4.

На рис. 2.1.6 представлены перемещения точек стержня w как функ-

ция координат t и x для T = 4 и Mw = 15. Распределение локальной

энергетической ошибки ϕ, введенной в (2.1.34), изображено для этих

параметров на рис. 2.1.7. Самые большие величины этой ошибки про-

являются в начале процесса движения.

Определим среднюю энергию как Ē = T−1Ψ, где функционал Ψ

определен в (2.1.37). Сплошная кривая на рис. 2.1.8 показывает рост

этой энергии при увеличении параметра аппроксимации Mw. Для срав-

нения штриховая линия отображает изменение средней энергии Ēf (K),

полученной для K-модового приближения согласно (2.1.33).

Рис. 2.1.8. Средняя энергия Ē

как функция от степени полиномов Mw.

Относительная ошибка полиномиальной аппроксимации ∆ как мо-

нотонно убывающая функция степени Mw показана на рис. 2.1.9. Как

видно из рис. 2.1.8, 2.1.9, при повышении размерности полиномиаль-

ные приближения сходятся к точному решению. Стоит отметить, что
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выбранное в численном примере время процесса T = 4 больше чем пе-

риод первой моды колебаний T1 = 2πλ−2
1 ≈ 1.787. Это объясняет тот

факт, что для получения достоверного решения требуется достаточно

большая степень полиномов Mw.

Рис. 2.1.9. Относительная ошибка ∆(Mw).
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§2.2. Метод конечных элементов в задаче о
продольных перемещениях упругого стержня

2.2.1. Постановка вариационной задачи. Рассмотрим продоль-

ные перемещения однородного упругого стержня, представленные в

безразмерном виде. В соответствии с введенной ранее вариационной

формулировкой (2.1.19)–(2.1.20) ищется минимум функционала энерге-

тической ошибки

Φ =

T∫
0

1∫
0

ϕ(u, s, p)dxdt→ min
u, s, p

,

ϕ =
1
2

(
η2 + ξ2

)
, ξ = ux − s , η = ut − p ,

(2.2.1)

при следующих ограничениях

pt − sx = 0 ,

u(t, 0) = u0(t) , s(t, 1) = 0 ,

u(0, x) = 0 , p(0, x) = 0 .

(2.2.2)

Для автоматического выполнения первого уравнения в (2.2.2) выра-

зим силы s и импульсы p через вспомогательную динамическую функ-

цию r в виде

s = rt(t, x) , p = rx(t, x) . (2.2.3)

Можно показать, что по закону изменения импульса, связывающе-

му поля сил s и импульсов p, аппроксимация введенной переменной r

должна быть непрерывной функцией от t и x. Из структуры миними-

зируемого функционала

Φ =
1
2

T∫
0

1∫
0

{
(ux − rt)

2 + (ut − rx)2
}
dxdt , (2.2.4)

выраженного через r(t, x) и u(t, x), также вытекает необходимость су-

ществования обобщенных производных (r, u ∈ H1(Ω)) и, следователь-
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но, непрерывность соответствующих аппроксимаций [74]. Здесь введе-

на пространственно-временная область определения неизвестных функ-

ций Ω = (0, T )× (0, 1). Начальные и граничные условия в (2.2.2) выра-

жаются через неизвестные переменные u и r с точностью до константы

как
u(t, 0) = u0(t) , r(t, 1) = 0 ,

u(0, x) = 0 , r(0, x) = 0 .
(2.2.5)

Для приближенного решения минимизационной задачи использу-

ем метод конечных элементов. Неизвестные перемещения u, силу в по-

перечном сечении s и линейную плотность импульса p будем искать

в пространстве кусочно-полиномиальных функций, заданных на тре-

угольной сетке в Ω [121].

2.2.2. Аппроксимация продольных перемещений упругого

стержня. Введем узловые точки на координатных осях t и x так, что

xm > xm−1 , m = 1, . . . ,M + 1 ,

tn > tn−1 , n = 1, . . . , N + 1 ,

x1 = 0 , xM+1 = 1 , t1 = 0 , tN+1 = T .

С помощью прямых x = xm и t = tn (см. рис. 2.2.1) разобьем область

определения Ω функций u(t, x) и r(t, x) на MN прямоугольников

Ωmn = {t, x : t ∈ (tn, tn+1) , x ∈ (xm, xm+1)} ,

где m = 1, . . . ,M и n = 1, . . . , N .

Вершины прямоугольников с координатами {tn, xm}, которые явля-

ются узловыми точками сетки, обозначим как Amn, а отрезки, соеди-

няющие точки Akl и Amn, как AklAmn. Для сокращения записи введем

обозначения

Tmn = AmnAm,n+1 , Lmn = AmnAm+1,n .
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Рис. 2.2.1. Однородная треугольная сетка в области Ω.

Диагонали прямоугольника Ωmn (см. рис. 2.2.2) делят его на четыре

треугольника

∆mn,1 = BmnAmnAm,n+1 , ∆mn,2 = BmnAm,n+1Am+1,n+1 ,

∆mn,3 = BmnAm+1,n+1Am+1,n , ∆mn,4 = BmnAm+1,nAmn .
(2.2.6)

Здесь Bmn — это точка пересечения диагоналей AmnAm+1,n+1 и

Am,n+1Am+1,n. Введем также обозначения для сторон треугольников

(2.2.6):

Qmn,1 = BmnAm,n+1 , Qmn,2 = BmnAm+1,n+1 ,

Qmn,3 = BmnAm+1,n , Qmn,4 = BmnAmn .
(2.2.7)
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Рис. 2.2.2. Структура сетки на четырехугольнике Ωmn.

На каждом из 4MN треугольников ∆nmj , определенных в (2.2.6),

неизвестные функции ищутся как полные полиномы степени K в пред-

ставлении Безье–Бернштейна [112]. Согласно этому представлению для

произвольного треугольника ∆ ⊂ Ω с вершинами Ai = {ti, xi} ∈ Ω̄,

i = 1, 2, 3 (введена локальная индексация с обходом вершин против ча-

совой стрелки), переменные u и r можно выразить как

u(t, x) =
K∑

k+l=0

uklB
K
kl (t, x) , r(t, x) =

K∑
k+l=0

rklB
K
kl (t, x) ,

BK
kl (t, x) =

K!
k!l!(K − k − l)!

bk1(t, x)bl2(t, x)b
K−k−l
3 (t, x) ,

(2.2.8)
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где введены линейные функции, иначе барицентрические координаты,

b1(t, x) =
(x2 − x3)(t− t3)− (t2 − t3)(x− x3)

d
,

b2(t, x) =
(x3 − x1)(t− t1)− (t3 − t1)(x− x1)

d
,

b3(t, x) =
(x1 − x2)(t− t2)− (t1 − t2)(x− x2)

d
,

d = detT , T =

 t1 t2 t3
x1 x2 x3

1 1 1

 .

(2.2.9)

Здесь T — расширенная матрица координат, детерминант d которой ра-

вен удвоенной площади треугольника ∆. Определенные в (2.2.9) функ-

ции bi обладают следующими свойствами:

bi(ti, xi) = 1 , bi(tj , xj) = 0 , i 6= j , i, j = 1, 2, 3 ,

b1 + b2 + b3 = 1 .

Удобно использовать аналитическое выражение для интеграла по

треугольнику ∆ для функций Безье–Бернштейна∫
∆

Bn
kl(t, x)d∆ =

n!
(n+ 2)!

d .

Произведение двух функций Bm
ij и Bn

kl всегда можно выразить через

новый полином Безье–Бернштейна

BM
ij B

N
kl =

(
i+ k
i

) (
j + l
j

) (
m+ n
m

)
(
M +N
M

) BM+N
i+k,j+l ,

m = M − i− j , n = N − k − l ,

(
j
i

)
=

j!
i!(j − i)!

.

В явном виде представляются и частные производные от этих поли-
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номов

∂

∂t
BK

kl (t, x) = K
(
BK−1

k−1,lb1,t +BK−1
k,l−1b2,t +BK−1

k,l b3,t

)
,

∂

∂x
BK

kl (t, x) = K
(
BK−1

k−1,lb1,x +BK−1
k,l−1b2,x +BK−1

k,l b3,x

)
.

(2.2.10)

Производные от барицентрических функций bi, i = 1, 2, 3, задаются

координатами {ti, xi} вершин треугольника ∆:

b1,t =
x2 − x3

d
, b2,t =

x3 − x1

d
, b3,t =

x1 − x2

d
,

b1,x =
t3 − t2
d

, b2,x =
t1 − t3
d

, b3,x =
t2 − t1
d

.

(2.2.11)

В правых частях выражений для производных (2.2.10) следует при-

равнивать нулю те слагаемые, в которых либо встречаются отрицатель-

ные индексы (k − 1 < 0 или l − 1 < 0), либо сумма нижних индексов

больше верхнего (k + l > K − 1).

Для выбранной кусочно-полиномиальной аппроксимации на любом

треугольнике сетки ∆mnj неизвестные функции u(t, x) и r(t, x) опре-

деляются в соответствии с (2.2.8) параметрами u
(mnj)
kl и r

(mnj)
kl , число

которых для каждой из этих функций равно

N∆ =
(K + 1)(K + 2)

2
.

Введем вектор локальных параметров ẑ = {ẑi} ∈ RNl , компонен-

ты которого составлены из коэффициентов Безье–Бернштейна u(mnj)
kl и

r
(mnj)
kl всех треугольников сетки ∆mnj . Размерность вектора ẑ равна

Nl = 8MNN∆ ,
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а порядок его компонентов ẑi выберем так, что

ẑi1 = u
(mnj)
kl , ẑi2 = r

(mnj)
kl ,

i1 = j0 + k0 , i2 = N∆ + j0 + k0 ,

j0 = 8 ((m− 1)N + n− 1)N∆ ,

k0 =
k(2K − k + 3)

2
+ l + 1 ,

m = 1, . . . ,M , n = 1, . . . , N , j = 1, 2, 3, 4 ,

k = 0, . . . ,K , l = 0, . . . ,K − k .

(2.2.12)

Здесь j0 — номер последнего коэффициента в предыдущем треуголь-

нике, а k0 определяет одномерную индексацию коэффициентов Безье–

Бернштейна u(mnj)
kl внутри треугольника ∆mnj . Треугольники упорядо-

чены так, что сначала пробегает свои значения правый индекс j, затем

— средний n и последним — m.

Определим вектор разрывных базисных функций

a(t, x) = {ai(t, x)} ∈ RNl ,

который соответствует вектору локальных параметров ẑ, согласно

ai1 = ai2 =
{
B

(mnj)
kl (t, x), {t, x} ∈ ∆mnj

0, {t, x} /∈ ∆mnj
.

где B(mnj)
kl соответствующие полиномы Безье–Бернштейна степени K,

заданные на треугольнике ∆mnj согласно (2.2.8). Индексы i1 и i2 опре-

делены в (2.2.12). Тогда аппроксимации кинематических и динамиче-

ских полей представимы в виде

û = ûT(t, x)ẑ , r̂ = r̂T(t, x)ẑ ,

û = Eua(t, x) , r̂ = Era(t, x) ,
(2.2.13)

где для выборки необходимых базисных функций введены диагональ-
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ные матрицы

Eu =


E0

u 0 · · · 0
0 E0

u · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · E0

u

 ∈ RNl×Nl , E0
u =

[
IN∆ 0
0 0

]
,

и

Er =


E0

r 0 · · · 0
0 E0

r · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · E0

r

 ∈ RNl×Nl , E0
r =

[
0 0
0 IN∆

]
.

Через In обозначены единичные матрицы размера n× n.

2.2.3. Непрерывность кинематических и динамических по-

лей. Важным шагом в алгоритме метода конечных элементов явля-

ется выполнение необходимого условия непрерывности приближенных

полей u и r. Для этого требуется стыковка полиномов (2.2.8) на сторо-

нах, соединяющих сопряженные треугольники, а также строгое выпол-

нение начальных и краевых условий (2.2.5). Выбранное представление

кусочно-полиномиальных аппроксимаций в форме Безье–Бернштейна

позволяет это сделать в явном виде.

Отметим важное свойство полиномов BK
kl (t, x), заданных на произ-

вольном треугольнике ∆ согласно (2.2.8). На значения полиномиаль-

ных функций u и r в каждой из вершин A1, A2 и A3 влияет лишь одна

функция, соответственно BK
K,0, B

K
0,K и BK

0,0. При этом

u(t1, x1) = uK,0 , u(t2, x2) = u0,K , u(t3, x3) = u0,0 ,

r(t1, x1) = rK,0 , r(t2, x2) = r0,K , r(t3, x3) = r0,0 .

Таким образом, можно связать соответствующие функции и коэф-

фициенты с вершинами треугольников. Для сетки, заданной на области

Ω, любая вершина (узловая точка) принадлежит сразу нескольким тре-

угольникам. Значит, из условия непрерывности u(t, x) и r(t, x) следует

приравнять между собой относящиеся к этой точке коэффициенты, ко-

торые определяют узловые значения неизвестных функций.
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На стороне Qi, i = 1, 2, 3, противолежащей вершине Ai треуголь-

ника ∆, ненулевые значения имеют только полиномы BK
kl , которые не

содержат барицентрическую функцию bi(t, x) из (2.2.9). Кроме двух

базисных функций, связанных с прилегающими к стороне Qi вершина-

ми, это еще K − 1 полиномов. Поэтому отнесем функции BK
0,K−k для

k = 1, . . . ,K − 1 и соответствующие коэффициенты u0,K−k, r0,K−k к

стороне Q1; BK
k,0, uk,0 и rk,0 — к стороне Q2; BK

K−k,k, uK−k,k и rK−k,k —

к Q3. Отметим, что локальная индексация для каждой стороны произ-

водится против часовой стрелки вдоль контура треугольника.

Любая сторона некоторого выбранного треугольника ∆1 либо при-

надлежит внешней границе ∂Ω = Ω̄/Ω, либо соединяет его со смежным

треугольником ∆2. Для непрерывности сплайна на области

{t, x} ∈ ∆̄1 ∪ ∆̄2

достаточно приравнять коэффициенты, которые относятся к общим

вершинам и стороне, с учетом противоположного направления нумера-

ции параметров на общем для ∆1 и ∆2 отрезке. Например, если первая

сторона Q(1)
1 треугольника ∆1 является второй стороной Q(2)

2 у элемен-

та ∆2, то u(2)
k,0 = u

(1)
0,k и r(2)k,0 = r

(1)
0,k для k = 1, . . . ,K − 1 и т. п.

Полиномы BK
kl , для которых выполнены условия k 6= 0, l 6= 0 и

k+ l 6= K, принимают нулевые значения на границе треугольника и мо-

гут быть определены как его внутренние базисные функции. Их число

на каждом треугольнике для переменных u, r равноNt = (K−1)(K−2).

Соответствующие коэффициенты ukl, rkl влияют на значения полей u и

r только внутри области ∆, не участвуют в стыковке между элементами

сетки и могут быть соотнесены только с этим треугольником.

Учитывая то, что параметры, отнесенные к узлам и сторонам сет-

ки, после непрерывной стыковки определяют значения функций u и

r сразу на нескольких треугольниках, необходимо провести перенуме-

рацию всех оставшихся коэффициентов, выделить вектор проектных
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(неизвестных) параметров и связать локальные и глобальные индексы.

Это можно сделать неоднозначно, но следует учитывать, что способ

нумерации параметров существенно влияет на численную ошибку при

решении получающейся линейной системы алгебраических уравнений.

Опишем схематически одну из возможных последовательностей рас-

положения глобальных параметров с учетом введенных обозначений

элементов сетки. Далее верхний индекс u указывает на степени свобо-

ды сетки, определяющие функцию перемещений u(t, r), а индекс r —

степени свободы, связанные с динамической функцией r(t, x). К пря-

моугольнику Ωmn ∈ Ω, m = 1, . . . ,M , n = 1, . . . , N , (см. рис. 2.2.2)

относятся:

1. параметры T r
mn, связанные с открытым отрезком Tmn;

2. параметр Ar
m,n+1 для узловой точки Am,n+1;

3. параметры Tu
m+1,n, связанные с отрезком Tm+1,n;

4. параметр Au
m+1,n+1, связанный с точкой Am+1,n+1;

5. параметры Bu
mn и Br

mn для серединной точки Bmn;

6. внутренние степени свободы ∆u
mnj и ∆r

mnj треугольников ∆mnj ,

а также коэффициенты Qu
mnj и Qr

mnj , связанные со сторонами

Qmnj , где j = 1, 2, 3, 4;

7. параметры Tu
m,n+1 и T r

m,n+1, связанные с отрезком Tm,n+1.

Суммарное число параметров прямоугольника равно NΩ = 4K2. Са-

ми же прямоугольники упорядочены так, что каждому приписывается

номер nΩ = (m− 1)N + n.

После Ny = MNNΩ коэффициентов, которые входят в вектор пара-

метров y ∈ RNy , располагаются параметры, определяемые граничными

и начальными условиями:
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1. параметры Tu
1,n, связанные с отрезками T1,n, и параметры Au

1,n+1

вершин A1,n+1 для n = 1, . . . , N (краевые условия в перемещениях

при x = 0);

2. параметры T r
M+1,n отрезков TM+1,n, и параметры Ar

M+1,n+1 вер-

шин AM+1,n+1 для n = 1, . . . , N (краевые условия в силах при

x = 1);

3. Два коэффициента Au
1,1 и Ar

1,1 (начальные условия при t = 0);

4. параметры Xu
m,1 и Xr

m,1 отрезков Xm,1, а также Au
m+1,1 и Ar

m+1,1

вершин Am+1,1 для m = 1, . . . ,M (начальные условия при t = 0,

x 6= 0);

Эти коэффициенты задаются из условий (2.2.5) и составляют вектор

системных параметров q ∈ RNq , где Nq = 2 (MK +NK + 1). Объеди-

ним y и q в один вектор глобальных параметров

z = [yT qT]T ∈ RNg , Ng = Ny +Nq . (2.2.14)

Принимая во внимание выбранный порядок расположения коэффи-

циентов в векторе z, можно связать локальные и глобальные параметры

системы линейным соотношением.

ẑ = Qz , Q ∈ RNl×Ng , (2.2.15)

где состоящая из единиц и нулей матрица Q такая, что

el = Qeg , el = [1, . . . , 1]T ∈ RNl , eg = [1, . . . , 1]T ∈ RNg .

Окончательно, непрерывные кинематические и динамические поля,

заданные на выбранной сетке, выражаются с учетом (2.2.13) и (2.2.15)

в матричной форме:

ũ = uT(t, x)z , r̃ = rT(t, x)z ,

u = QTEua(t, x) , r = QTEra(t, x) .
(2.2.16)
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2.2.4. Уравнения состояния в методе конечных элементов.

Подставляя аппроксимации функции перемещений u(t, x, z) и динами-

ческой функции r(t, x, z) из (2.2.16) в выражения для функционала

(2.2.4), получаем

Φ̃(z) = Φ[ũ, r̃] =
1
2
zTFz ,

F = Fuu + Fur + Fru + Frr ,

Fuu =
∫
Ω

{
uxuT

x + utuT
t

}
dΩ , Frr =

∫
Ω

{
rxrT

x + rtrT
t

}
dΩ ,

Fur = −
∫
Ω

{
utrT

x + uxrT
t + rtuT

x + rxuT
t

}
dΩ , Fru = FT

ur .

(2.2.17)

Учитывая структуру (2.2.14) вектора глобальных параметров z, мо-

жно выразить функционал Φ̃, введенный в (2.2.17), через векторы про-

ектных и системных параметров в виде

Φ̃(z) = Φ̃(y,q) =
1
2

[
y

q

]T [
Fy Fq

FT
q F0

] [
y

q

]
,

Fy = FT
y ∈ RNy×Ny , Fq ∈ RNy×Nq , F0 = FT

0 ∈ RNq×Nq .

Из квадратичной формы исходного функционала Φ следует, что мини-

мальное значение функционала Φ̃ достигается при равенстве нулю его

производных
∂Φ̃
∂y

= Fyy + Fqq = 0 . (2.2.18)

Согласно (2.2.3) и (2.2.16) из решения

ỹ = −F−1
y Fqq

линейной системы уравнений (2.2.18) находятся поля перемещений, сил

и импульсов

ũ = uT(t, x)z̃ , s̃ = rT
t (t, x)z̃ , p̃ = rT

x (t, x)z̃ , z̃ = [ỹT qT]T .
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Относительная энергетическая ошибка ∆ полученных аппроксима-

ций выражается в матричном виде:

∆ = Φ̃(q)Ψ̃−1
1 (z̃) ,

Φ̃(q) = Φ̃(z̃) =
1
2
qT

(
F0 − FT

q F−1
y Fq

)
q ,

Ψ̃1(z̃) = Ψ1[ũ] =
1
2

∫
Ω

(
ũ2

x + ũ2
t

)
dΩ =

1
2
z̃TFuuz̃ .

Здесь Ψ1 — выраженный через перемещения интеграл по времени от

полной механической энергии стержня, Fuu — матрица, введенная в

(2.2.17). Распределение энергетической ошибки ϕ̃(t, x,q) = ϕ(ũ, s̃, p̃) на-

ходится согласно (2.2.1).

Пример 2.2.1. Как и в примере 2.1.1, рассмотрим вынужденные

продольные движения однородного упругого стержня. Краевые и на-

чальные условия заданы согласно (2.2.2), где перемещения конца стер-

жня при x = 0 определяются полиномиальной функцией

u0(t) =
3t2

T 2
− 2t3

T 3
. (2.2.19)

Если перемещения ũ задаются на треугольниках полиномами степе-

ни K ≥ 3, то эти условия можно удовлетворить точно. При этом равны

нулю компоненты qi вектора системных параметров q для i > NK. Эти

параметры определяют перемещения и импульсы в начальный момент

времени t = 0, а также силы на конце стержня при x = 1. Осталь-

ные компоненты (i ≤ NK), отвечающие за перемещение конца x = 0,

находятся из взаимно однозначного соответствия канонической фор-

мы (2.2.19) полиномиальной функции u0 и представления одномерного

сплайна ũ(t, 0) в виде полиномов Безье–Бернштейна.

На части границы области Ω при x = 0 ненулевые значения прини-

мают полиномы B
(1n1)
0,K−k(t, 0) для k = 0, . . . ,K и n = 1, . . . , N , заданные

на треугольниках ∆1n1. При этих функциях стоят коэффициенты, со-

ответствующие системным параметрам qj , где j = (n− 1)K + k.
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Раскладывая на отрезке t ∈ [tn, tn+1] функцию

ũ(t, 0) =
K∑

k=0

qj(k,n)B
(1n1)
0,K−k(t, 0) = bT

n (t)qn ,

q0 = q2KN+1 , bn(t),qn ∈ RK+1 ,

в ряд Тейлора

ũ(t, 0) =
K∑

k=0

(
dkbT

n

dtk

∣∣∣∣
t=0

qn

)
tk

k!
=

K∑
k=0

ckt
k ,

можно определить с учетом (2.2.19) значение параметров qj :

qn = B−1
n c , Bn =

{
B(kl)

n

}
=

{
1
k!

[
dk

dtk
B

(1n1)
0,K−l(t, 0)

]
t=0

}
,

где c = [c0, c1, . . . , cK ]T — вектор коэффициентов полинома u0. Под-

черкнем, что в рассматриваемом примере ненулевые компоненты век-

тора q зависят нелинейно от единственного параметра системы T .

Узловые линии конечно-элементной сетки проведены с фиксирован-

ными шагами ∆t = N−1T и ∆x = M−1 соответственно по координатам

t и x. Узлы Amn расположены в точках {tn, xm} = {(n−1)∆t, (m−1)∆x}
для m = 1, . . . ,M + 1 и n = 1, . . . , N + 1, а узлы Bmn — в точках

{(n− 1
2 )∆t, (m− 1

2 )∆x}. Фиксировано время процесса T = 4. Меняются

степень полиномов K и параметр сетки M = N (см. рис. 2.2.1).

На рис. 2.2.3 показана зависимость относительной энергетической

ошибки ∆ от числа проектных параметров Ny для тестового движе-

ния. Сплошной ломаной линией отражена сходимость численного ре-

шения при увеличении параметра M для фиксированной степени по-

линомов K = 3. Это, так называемая, «h-сходимость». Уменьшение

ошибки ∆(Ny) при повышении степени K = 3, 4, . . . , 8, «p-сходимость»,

продемонстрирована штриховой линией.

Отметим, что при увеличении степени полиномовK можно добиться

гораздо большей точности решения для заданной размерности Ny. Од-

нако, при этом резко возрастают объем вычислений и обусловленность
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матрицы Fy, что может отрицательно повлиять на эффективность при-

менения высоких степеней полиномов.

Для заданного класса движений необходимо выбирать параметры

K, M и N так, чтобы по возможности сократить время расчета и до-

стигнуть заданной точности аппроксимации. Перспективным направ-

лением для повышения эффективности алгоритма МКЭ является при-

менение адаптивных сеток [142]. Для данной расчетной схемы можно

варьировать, например, узловые координаты tn и xm.

Рис. 2.2.3. Ошибка аппроксимации ∆ при увеличении степени

полиномов K = 3− 8 (квадраты) и числа узлов M = N = 1− 7 (круги).

На рис. 2.2.4 представлены значения относительных (упругих) сме-

щений точек стержня ũ(t, x) − u0(t) в зависимости времени t и коор-

динаты x. Это распределение с большой точностью повторяет относи-

тельные перемещения, полученные в §2.1 (ср. рис. 2.1.2).
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Рис. 2.2.4. Распределение перемещений u(t, x).

На рис. 2.2.5 показано распределение локальной ошибки вычисле-

ний при фиксированных параметрах сетки K = 3 и M = N = 5.

Как видно функция ошибки ϕ̃(t, x) достигает максимального значения

в начале движения. Это связано с переходными процессами в упру-

гом стержне, которые обусловлены конечной скоростью распростра-

нения механического воздействия для исследуемой модели. В области

Ω0 = {t, x : t < x} ⊂ Ω функции перемещений u, сил s и импульсов p

должны быть тождественно равны нулю на точном решении. Получен-

ные аппроксимации с определенной ошибкой следуют этому решению,

что видно из рис. 2.2.6, 2.2.7 для полей s̃(t, x) и p̃(t, x). На этих рисун-

ках видно, что аппроксимации строго выполняют начальные и краевые

условия p̃(0, x) = 0 и s̃(t, 1) = 0.
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Рис. 2.2.5. Распределение ошибки аппроксимации

для K = 3 и M = N = 5.

Рис. 2.2.6. Распределение силы s(t, x).
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Рис. 2.2.7. Распределение плотности импульса p(t, x).

116



§2.3. Численное моделирование вынужденных
движений упругого тела

2.3.1. Численный алгоритм и оценки качества решения. Рас-

смотрим один из возможных алгоритмов численного построения ре-

шения минимизационной задачи линейной теории упругости (1.3.21).

Проиллюстрируем его на примере движений однородного изотропно-

го упругого тела (d = 3). Ограничимся случаем, когда отсутствуют

объемные силы f = 0, и сформулируем минимизационную задачу в пе-

ремещениях и напряжениях с функционалом Φ0, введенным в (1.3.20):

Φ0(u∗, σ∗) = min
u,σ

Φ0(u, σ) = 0 ,

Φ0 =

T∫
0

∫
Ω

ϕ0(u, σ)dΩ dt , ϕ0 =
1
2
ξ : C : ξ , ξ = ε−C−1 : σ ;

ρutt = ∇ · σ ;

x ∈ Γ : α(x)u(t, x) + β(x)q(t, x) = v(t, x) , q = σ · n ;

t = 0 : u(t, x) = u0(x) , ut(t, x) = ρ−1p0(x) .

(2.3.1)

Здесь Ω — занимаемая телом область с границей Γ, n(x) — внеш-

няя нормаль к границе, u(t, x) — вектор перемещений, σ(t, x) — тензор

напряжений, ρ = const — объемная плотность тела, u0 и p0 — началь-

ное распределение перемещений и импульсов, T — интервал времени,

на котором рассматривается движение. Для изотропного тела тензор

модулей упругости C = const зависит только от модуля Юнга E и ко-

эффициента Пуассона ν. Константы α и β такие, что либо α = 1 и

β = 0, либо α = 0 и β = 1. Через известную вектор-функцию v(t, x)

в первом случае граничные условия заданы в перемещениях u(t, x) на

части границы Γ1 ⊂ Γ, а во втором — в напряжениях q(t, x) на Γ2 ⊂ Γ.

В общем виде, предлагаемый алгоритм можно описать следующим

образом. Вначале зададим целое число N и выберем аппроксимации
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ũ(t, x), σ̃(t, x) решения u∗, σ∗ задачи (2.3.1) в виде конечных сумм

ũ =
N∑

k=1

u(k)ak(t, x), σ̃ =
N∑

k=1

σ(k)ak(t, x) , (2.3.2)

где {ak(t, x), k = 1, 2, . . .} некоторая полная счетная система линейно

независимых функций, а u(k), σ(k) — неизвестные вещественные коэф-

фициенты, записанные в векторном и тензорном виде.

Базисные функции ak выбираются так, чтобы аппроксимации ũ, σ̃

могли, для некоторого набора постоянных u(k), σ(k), точно удовлетво-

рять второй закон Ньютона, граничные и начальные условия, опреде-

ленные в задаче (2.3.1). Из этого напрямую следует, что граничный

вектор v(t, x), x ∈ Γ, и функции начального распределения перемеще-

ний u0(x) и импульсов p0(x) должны быть представимы в виде

v =
Nv∑
k=1

v(k) ak|x∈Γ , u0 =
Nu∑
k=1

u(0k) ak|t=0 , p0 =
Np∑
k=1

p(0k) ∂ak

∂t

∣∣∣∣
t=0

,

где v(k), u(0k) и p(0k) фиксированные коэффициенты. На следующем

шаге определяется часть параметров u(k), σ(k) так, чтобы аппроксима-

ции (2.3.2) удовлетворяли все ограничения, заданные в (2.3.1). Затем

полученные допустимые аппроксимации ũ, σ̃ подставляются в функци-

онал Φ0.

Задача условной минимизации функционал Φ0 относительно неиз-

вестных u и σ переходит в задачу безусловной минимизации функции

Φ0(y), где y — выраженное в векторной форме множество всех незави-

симых параметров u
(k)
i , σ(k)

ij , оставшихся после удовлетворения огра-

ничений (2.3.1). Так как функция Φ0 является квадратичной формой

относительно y, для нахождения оптимального набора параметров y∗

и её минимального значения Φ∗0 = Φ0(y∗) ≥ 0 необходимо решить ли-

нейную систему алгебраических уравнений

∂Φ0(y)
∂y

= 0 .
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Отметим, что функционал Φ0 достигает своего абсолютного нулево-

го значения только на точном решении u∗, σ∗. Чтобы оценить качество

полученного приближенного решения ũ∗ = ũ(t, x,y∗), σ̃∗ = σ̃(t, x,y∗)

можно использовать следующие интегральные и локальные оценки:

∆ =
Φ∗0
Ψ̃∗

< δ , Ψ̃∗ =

T∫
0

W̃ ∗dt ,

W̃ ∗(t) =
∫
Ω

ψ(ũ∗)dΩ , ψ =
1
2

(ρut · ut + ε : C : ε) ,

ϕ̃∗0(t, x) =
1
2
ξ̃∗ : C : ξ̃∗ , ξ̃∗ = ε̃∗−C−1 : σ̃∗ ,

˙̃W
∗

=
∫
Γ

q̃∗ · ũ∗t dΓ + Ẇ0 , Ẇ0 =
∫
Ω

ξ̃∗ : C : ε̃∗t dΩ ,

ε̃∗ =
1
2

[
∇ũ∗ + (∇ũ∗)T

]
, q̃∗ = C : σ̃∗ .

(2.3.3)

Здесь δ � 1 — положительная безразмерная величина, определяющая

качество полученного решения, Ψ̃∗ > 0 — приближенное значение инте-

грала от полной механической энергии W , запасаемой упругим телом

во время движения, а ψ — объемная плотность этой энергии. Величи-

ну ∆ можно рассматривать как интегральную относительную ошибку

приближенного решения, в то время как функцию ϕ̃∗0 от времени t и

координат x — как распределение локальной энергетической ошибки.

Функция механической энергии W̃ ∗ включает слагаемоеW0, которое

определяет в явном виде разницу между работой, совершенной внеш-

ними силами на приближенных движениях ũ∗, σ̃∗ и запасенной телом

энергией W̃ ∗(t)−W̃ ∗(0). Из выражения для производной по времени от

энергии W0 в предпоследней строке (2.3.3) следует, что величина дис-

баланса энергии через тензор ξ̃∗ связана с величиной относительной

интегральной ошибки ∆.

2.3.2. Вынужденные движения трехмерного упругого тела.

В качестве примера рассмотрим движения упругого тела, имеющего в
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недеформированном состоянии форму вытянутого прямоугольного па-

раллелепипеда (см. рис. 2.3.1). Даны геометрические параметры:

Ω = {x1, x2, x3 : 0 < x1 < L, |x2 | < a, |x3 | < a} ,

где L — длина тела, а 2a — размер поперечного сечения. Фиксирован

конечный момент времени T . Рассматривается случай, когда в началь-

ный момент времени t = 0 в теле отсутствуют упругие смещения и все

точки находятся в покое. В качестве управления выберем полиномиаль-

ное во времени поступательное перемещение грани x1 = 0 как твердого

целого вдоль оси Ox3, где O — точка начала координат.

Рис. 2.3.1. Форма упругого тела.

Для данной задачи условия на границе записываются в виде

x2 = ±a : σ12 = σ22 = σ23 = 0 ;

x3 = ±a : σ13 = σ23 = σ33 = 0 ;

x1 = L : σ11 = σ12 = σ13 = 0 ;

x1 = 0 : u1 = u2 = 0 , u3 = v3(t) .

(2.3.4)

Компонента v3 граничной функции v определена в классе полино-

120



мов от времени с фиксированной степенью Nv:

v3 =
Nv∑
k=0

v
(k)
3 tk , (2.3.5)

где v(k)
3 — заданные константы. Начальные условия имеют нулевые пра-

вые части

u0(x) = p0(x) = 0 .

2.3.3. Аппроксимации полей перемещений и напряжений.

Опишем используемые конечномерные приближения. Выбирается сте-

пень аппроксимации Mp и следующие полиномиальные по координатам

x2 и x3 функции ũk(t, x), σ̃kl(t, x), k, l = 1, 2, 3, для неизвестных компо-

нент вектора перемещений u и тензора напряжений σ

ũ1 =
Mp∑

i+j=0

x2i
2 x

2j+1
3 u

(i,j)
1 , σ̃11 =

Mp∑
i+j=0

x2i
2 x

2j+1
3 σ

(i,j)
11 ,

ũ2 =
Mp−1∑
i+j=0

x2i+1
2 x2j+1

3 u
(i,j)
2 , ũ3 =

Mp∑
i+j=0

x2i
2 x

2j
3 u

(i,j)
3 ,

σ̃23 =
Mp−2∑
i+j=0

(a2 − x2
2)(a

2 − x2
3)x

2i−1
2 x2j−2

3 σ
(i,j)
23 ,

σ̃22 =
Mp∑

i+j=0

(a2 − x2
2)x

2i
2 x

2j+1
3 σ

(i,j)
22 ,

σ̃33 =
Mp∑

i+j=0

(a2 − x2
3)x

2i
2 x

2j+1
3 σ

(i,j)
33 ,

σ̃12 =
Mp−1∑
i+j=0

(a2 − x2
2)x

2i+1
2 x2j+1

3 σ
(i,j)
12 ,

σ̃13 =
Mp∑

i+j=0

(a2 − x2
3)x

2i
2 x

2j
3 σ

(i,j)
13 ,

(2.3.6)

где u(i,j)
k и σ(i,j)

kl — заданные ниже функции времени t и координаты x1.
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Аппроксимации (2.3.6) точно выполняют граничные условия (2.3.4)

на сторонах параллельных оси Ox1. Как показано в работе [41] (см.

также §3.3) симметрия тела по отношению к координатным плоскостям

Ox1x2 и Ox1x3 позволяет разделить исходную задачу на четыре незави-

симых подзадачи: трехмерное растяжение-сжатие и кручение вдоль оси

x1, а также изгибы вокруг осей x2 и x3. Для рассматриваемых движе-

ний сечения при x1 = 0 и однородных начальных условий реализуется

лишь изгиб вокруг оси x2. Предложенные функции (2.3.6) выбраны так,

чтобы не нарушать свойства симметрии задачи.

Разделим пространственно-временную область

Υ = {t, x1 : t ∈ (0, T ), x1 ∈ (0, L)}

на N ×M прямоугольников Υkl, k = 1, . . . , N и l = 1, . . . ,M , с верши-

нами Qk−1, l−1, Qk−1, l, Qk, l−1, Qk, l (см. рис. 2.3.2), где

Qi,j = {ti, yj} , tk > tk−1 , t0 = 0 , tN = T , yl > yl−1 , y0 = 0 , yM = L .

Назовем стороны данной сетки как Lkl = Qk,l−1Qkl для k = 0, . . . , N ,

l = 1, . . . ,M и Tkl = Qk−1,lQkl для k = 1, . . . , N , l = 0, . . . ,M .

Рис. 2.3.2. Разбиение пространственно-временной области Υ.
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В каждой четырехмерной области

Σj4,j5 = {t, x1, x2, x3 : {t, x1} ∈ Υj4,j5 , |x2 | < a, |x3 | < a}

заданы полиномы

u
(j2,j3)
k (t, x1) =

Np∑
j0+j1=0

u
(J)
k tj0xj1

1 ,

σ
(j2,j3)
kl (t, x1) =

Np∑
j0+j1=0

σ
(J)
kl t

j0xj1
1 , k, l = 1, 2, 3 ,

J = {ji}, i = 0, . . . , 5 ,

j0 + j1 ≤ Np , j2 + j3 ≤Mp , j4 = 1, . . . , N , j5 = 1, . . . ,M .

Здесь u
(J)
k и σ

(J)
kl неизвестные действительные коэффициенты. Число

Np выбирается достаточно большим, чтобы удовлетворить закон Нью-

тона в задаче (2.3.1), а также граничные условия (2.3.4).

Для корректного применения вариационных подходов необходимо

выполнить следующие условия стыковки функций на границах смеж-

ных элементов Σkl:

{t, x1} ∈ Lkl , k = 1, . . . , N − 1 , l = 1, . . . ,M :

ũ(kl)(tk, x1, x2, x3) = ũ(k+1,l)(tk, x1, x2, x3) ,

ũ(kl)
t (tk, x1, x2, x3) = ũ(k+1,l)

t (tk, x1, x2, x3) ;

{t, x1} ∈ Tkl , k = 1, . . . , N , l = 1, . . . ,M − 1 :

ũ(kl)(t, yl, x2, x3) = ũ(k,l+1)(t, yl, x2, x3) ,

n · σ̃(kl)(t, yl, x2, x3) = n · σ̃(k,l+1)(t, yl, x2, x3) , n = [1, 0, 0]T .

2.3.4. Численные результаты. Для расчетов были выбраны сле-

дующие безразмерные геометрические и механические параметры:

L = 1 , a = 0.05 , T = 2 ,

ρS = EI = 1 , ν = 0.3 , S = 4a2, I = 4a4/3 .
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и заданы целые числа, определяющие порядок аппроксимаций неиз-

вестных функций на элементе: N = 5, M = 1, Mp = 2, Np = 10.

Использовалась однородная по времени сетка с узловыми значениями

ti = iT/N . После удовлетворения соотношений закона Ньютона, гра-

ничных, начальных и межэлементных условий, размерность системы

составила NDOF = 1985. Был выбран кубичный (Nv = 3) по времени

закон управления (2.3.5), переводящий сечение x1 = 0 из начального

нулевого состояния в заданное терминальное

v = v3(t) = (3t2 − t3)/4 , v(0) = v̇(0) = v̇(T ) = 0 , v(T ) = 1 .

Рис. 2.3.3. Относительное смещение

точки свободного сечения x = {L, 0, 0}.

Для заданных параметров значение интеграла по времени от полной
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механической энергии, запасаемой телом во время движения, прибли-

женно равно Ψ = 0.18. Абсолютная и относительная ошибка (2.3.3)

составила соответственно Φ0 = 0.0020, ∆0 = 1.1%.

На рис. 2.3.3 показано относительное упругое смещение

w = u3(t, L, 0, 0)− v(t)

центральной точки сечения x1 = L, как функция от времени t.

Функция линейной плотности полной механической энергии тела

ψ1(t, x1) =
∫ a

−a

∫ a

−a

ψdx2dx3

от времени t и координаты x1 приведена на рис. 2.3.4. Распределение

локальной ошибки

ϕ1(t, x1) =
∫ a

−a

∫ a

−a

ϕ0dx2dx3

в сечениях x1 = const вдоль оси Ox1 представлено на рис. 2.3.5. Как

видно, наибольшая ошибка сосредоточена около перемещаемого сече-

ния x1 = 0.

Рис. 2.3.4. Распределение плотности механической энергии ψ1(t, x1).
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В отличие от балочной модели Эйлера–Бернулли, рассмотренной

в §2.1, трехмерная модель движений балки позволяет получить локаль-

ные параметры движения в любой точке упругого тела в произвольный

момент времени. Например, на рис. 2.3.6 показана форма деформиро-

ванного сечения x1 = 0.05 в момент времени t = 0.8.

Рис. 2.3.5. Распределение локальной ошибки ϕ1(t, x1).

Распределение локальной ошибки ϕ0 в этом сечений приведено на

рис. 2.3.7 для t = 0.8. Видно, что ошибка близка к нулю почти вез-

де, за исключением малых областей вблизи углов сечения. Отметим,

что сечение выбрано вблизи заделки, чтобы подчеркнуть существова-

ние сингулярности решения в этой динамической задаче.

Несомненно, для получения более достоверных решений вблизи осо-

бенностей необходимо применять различные подходы, включающие в

себя методы адаптации и измельчения сеток, а также использование

сингулярных конечных элементов. Некоторые из этих методов были

применены для улучшения качества решения статических задач линей-
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ной теории упругости [126]. Однако применение таких подходов выхо-

дит за рамки этой работы.

Рис. 2.3.6. Деформация поперечного сечения тела.

Рис. 2.3.7. Распределение локальной ошибки в сечении.

В рассматриваемом движении механическая энергияW вначале уве-

личивается от нулевого значения до некоторой максимальной величины
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при t ≈ 1.7, после чего монотонно убывает, как видно из рис. 2.3.8. По-

казанное на рис. 2.3.9 изменение величины энергии W0, обусловленное

дискретизацией модели, отражает качество полученного численного ре-

шения. Величина «паразитной» энергии как функция времени не вели-

ка по сравнению с полной механической энергией балки на всем интер-

вале движения. При повышении точности решения подобный дисбаланс

энергии будет уменьшаться.

Рис. 2.3.8. Изменение величины механической энергии тела W (t).

Распределение линейной плотности мощности этой «паразитной»

энергии

ω(t, x1) =
∫ a

−a

∫ a

−a

ξ̃ : C : ε̃tdx2dx3

приведено на рис. 2.3.10. Видно, что максимальное изменение энер-

гии конечномерной системы происходит вблизи управляемого сечения
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(заделки), где и сосредоточена максимальная ошибка вычислений ϕ1

(ср. рис. 2.3.5).

Рис. 2.3.9. Величина «паразитной» энергии W0(t).

Рис. 2.3.10. Плотность мощности «паразитной» энергии ω(t, x1).
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§2.4. Вариационный подход к пространственной
дискретизации уравнений движения упругой балки

2.4.1. Приближенные системы уравнений движения балки.

Одна из целей этой главы — разработка численных методов нахожде-

ния приближенных решений вариационных задач, сформулированных

в Главе 1. В предыдущих параграфах были предложены алгоритмы,

которые основаны на полиномиальных и кусочно-полиномиальных ап-

проксимациях неизвестных функций по координатам и времени. После

такой дискретизации задача нахождения стационарных значений вы-

бранного функционала Φ при заданных краевых воздействиях сводится

к решению конечномерной линейной системы алгебраических уравне-

ний относительно неизвестных параметров движения.

При заданных требованиях к точности решения и классу допусти-

мых управлений этот подход имеет ряд ограничений на выбор пара-

метров задачи. Для численного моделирования движений систем с рас-

пределенными параметрами часто оказывается более удобным сведение

исходной задачи к приближенной конечномерной системе обыкновен-

ных дифференциальных уравнений на основе метода семидискретиза-

ции [142].

Проиллюстрируем этот подход на примере поперечных движений

однородной упругой балки (см. §1.4 и §2.1). Ограничимся случаем, ко-

гда отсутствуют распределенные перерезывающие силы f(t, x) = 0, и

сформулируем в безразмерном виде вариационную задачу:

δΦ±[p, s, w] = 0 ;

pt + sxx = 0;

x = 0 : a1w + b1sx = v1(t) , a2wx − b2s = v2(t) ,

x = 1 : a3w − b3sx = v3(t) , a4wx + b4s = v4(t) ,

t = 0 : w = w0(x) , p = p0(x) .

(2.4.1)
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где согласно (1.4.9) и (1.4.19) введены два функционала

Φ± =
∫
Ω

ϕ±(p, s, w)dΩ , Ω = (0, T )× (0, 1) ,

ϕ+ =
1
2

(
ρη2 ± κξ2

)
, η = wt −

p

ρ
, ξ = wxx −

s

κ
,

(2.4.2)

рассмотренные в §1.4. Напомним, что p(t, x) — функция линейной плот-

ности импульса точек балки, s(t, x) — изгибающий момент в её попереч-

ном сечении, w(t, x) — поперечные перемещения точек балки, η(t, x) и

ξ(t, x) — функции состояния, ρ = const — линейная плотность, κ = const

— изгибная жесткость балки, ak и bk — фиксированные коэффициенты,

а vk(t) — заданные функции для k = 1, 2, 3, 4.

Для построения системы приближенных уравнений используем ва-

риационные свойства функционалов Φ±. Для этого введем в рассмот-

рение вспомогательную функцию r:

p = −rxx , s = rt . (2.4.3)

Первые вариации функционалов Φ± после интегрирования по ча-

стям выражаются через вариации пары функций r и w следующим

образом:

δrΦ± =
∫
Ω

[(
ρ−1rxx

)
xx
∓ κ−1rt t + (1± 1)wtx

]
δrdΩ +

+

T∫
0

[ηδrx − ηxδr]
x=1
x=0 dt∓

1∫
0

[ξδr]t=T
t=0 dx ,

δwΦ± = −
∫
Ω

[ρwt t ∓ (κwxx)xx + (1± 1)rtxx] δwdΩ +

±
T∫

0

[κξδwx − (κξ)xδw]x=1
x=0 dt+

1∫
0

[ρηδw]t=T
t=0 dx ,

η = wt + ρ−1rxx , ξ = wxx − κ−1rt .

(2.4.4)
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Для простоты ограничимся случаем граничных условий из (2.4.1),

для которых выполнены соотношения

akbk = 0 , ak + bk = 1 , k = 1, 2, 3, 4 .

Будем искать приближенные решения, используя конечномерные по ко-

ординате x аппроксимации неизвестных функции r и w

r̃ =
N+2∑
i=1

θi(x)ri(t) , w̃ =
N+2∑
i=1

θi(x)wi(t) , (2.4.5)

где θi — заданные непрерывно дифференцируемые базисные функции,

удовлетворяющие краевым условиям

θn(0) = θ′n(0) = θn(1) = θ′n(1) = 0 , 3 ≤ n ≤ N ,

θ1(0) = 1 , θ′1(0) = θ1(1) = θ′1(1) = 0 ,

θ′2(0) = 1 , θ2(0) = θ2(1) = θ′2(1) = 0 ,

θN+1(1) = 1 , θN+1(0) = θ′N+1(0) = θ′N+1(1) = 0 ,

θ′N+2(1) = 1 , θN+2(0) = θ′N+2(0) = θN+2(1) = 0 .

(2.4.6)

Здесь и далее штрихами обозначены производные по координате x, а

точками — по времени t.

Неизвестные функции времени ri, wi с индексами i = 1, 2, N+1, N+2

должны строго удовлетворять граничные условия на концах упругой

балки, в связи с чем необходимо выразить эти функции через четыре

новые функции uk(t) (k = 1, 2, 3, 4), например, следующим образом

w1 = b1u1 + a1v1(t) , r1 = a2u1 − bkI2(t) ,

w2 = b2u2 + a2v2(t) , r2 = a1u2 + bkI1(t) ,

wN+1 = b3u3 + a3v3(t) , rN+1 = a4u3 + bkI4(t) ,

wN+2 = b4u4 + a4v4(t) , rN+2 = a3u4 − bkI3(t) ,

где

Ik(t) =
∫ t

0

vk (τ)dτ , k = 1, 2, 3, 4 ,
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а ak и bk — определенные ранее постоянные.

Обозначим оставшиеся функции как

rn = un+4(t), wn = un+N+2(t)

и введем вектор-функцию u(t) = {ui(t)} ∈ R2N . Полученные согласно

предложенным преобразованиям (2.4.3) и аппроксимациям (2.4.5) поля

импульсов p̃ = p(r̃), моментов s̃ = s(r̃) и перемещений w̃ строго удо-

влетворяют закону изменения импульса и условиям на краях упругой

балки в соответствии с (2.4.1). Используя эти допустимые поля, можно

свести вариационную задачу (2.4.2) для функционала Φ± при заданных

граничных функциях vk(t) (k = 1, 2, 3, 4) к следующей.

Необходимо найти такую вектор-функцию u∗(t), которая доставляет

стационарные значения функционалу Φ̃± (u,v(t)) = Φ±(p̃, s̃, w̃), где

v = {vk(t)} ∈ R4,

т. е. выполняет условие

δuΦ̃± = 0 .

Отметим, что вариационная формулировка для функционала Φ̃+ сво-

дится к задаче его минимизации в пространстве вектор-функций u(t) с

учетом начальных условий.

В интегралах Φ̃±(u,v) подынтегральные функции

ϕ̃± = ρη̃2/2± κξ̃2/2 , η̃ = w̃t + ρ−1r̃xx , ξ̃ = w̃xx − κ−1r̃t , (2.4.7)

явно зависят от вектора u(t) и его производной u̇(t). Из этого следует,

что для достаточно гладкого граничного воздействия v(t) соответству-

ющая система уравнений Эйлера с начальным условием и условием

трансверсальности имеет вид

d

dt

∂Θ±

∂u̇
− ∂Θ±

∂u
= 0 , Θ± =

1∫
0

ϕ̃±(u, u̇,v, x)dx ;

t = 0 : u = u0 ; t = T :
∂Θ±

∂u̇
= 0 .

(2.4.8)
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Вектор u0 определяется из начальных условий, заданных в (2.4.1), при-

чем базисные функции должны соответствовать этим условиям.

Так как функции η̃, ξ̃ из (2.4.7) линейно зависят от u, u̇, и v, краевая

по времени задача (2.4.8) с 2N начальными и 2N терминальными усло-

виями задается системой 2N линейных дифференциальных уравнений

второго порядка следующего вида:

Aü + βBu̇∓Cu = l(v) . (2.4.9)

Здесь A B и C — (N×N)-матрицы; l — линейная по граничному вектору

v функция, которая может зависеть от его интегралов и производных

по времени t; β = 1 для Θ+ и β = 0 для Θ−.

Предположим, что аппроксимация (2.4.5) перемещений w̃ зависит

от N1 функций uk, составляющих вектор u1(t) ∈ RN1 , а аппроксима-

ция (2.4.5) вспомогательной функции r̃ — от остальных N2 = 2N −N1

функций uk (вектор u2(t) ∈ RN2). Здесь N − 2 ≤ N1 ≤ N + 2 для при-

ближений вида (2.4.5). Тогда, как видно из выражений для вариаций

функционалов Φ± (первая и вторая формулы (2.4.4)), простой перену-

мерацией индексов можно привести векторное уравнение (2.4.9) к виду[
A1 0
0 A2

] [
ü1

ü2

]
+ β

[
0 B1

B2 0

] [
u̇1

u̇2

]
±

±
[

C1 0
0 C2

] [
u1

u2

]
=

[
l1(v)
l2(v)

]
,

(2.4.10)

где A1,C1 ∈ RN1×N1 и A2,C2 ∈ RN2×N2 — симметричные положитель-

но определенные матрицы, которые имеют следующую покомпонент-

ную структуру:

A
m(i),m(j)
1 =

1∫
0

κθ′′i (x)θ′′j (x)dx, A
n(i),n(j)
2 =

1∫
0

ρ−1θ′′i (x)θ′′j (x)dx ,

C
m(i),m(j)
1 =

1∫
0

ρθi(x)θj(x)dx, C
n(i),n(j)
2 =

1∫
0

κ−1θi(x)θj(x)dx .
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Элементы матриц B1 ∈ RN1×N2 и B2 ∈ RN2×N1 приводятся к виду

B
m(i),n(j)
1 = −Bn(j),m(i)

2 =

1∫
0

(
θiθ

′′
j + θ′′i θj

)
dx .

Верхние индексы m(i) и n(i) определяют взаимно однозначное со-

ответствие между функциями wi, ri с одной стороны и компонентами

векторов u1, u2 с другой стороны так, что

u1,m(i)(t) = wi(t) , u2,n(i)(t) = ri(t) .

Для вариационной задачи, которая определяется через функционал

Φ+, в приближенной системе уравнений Эйлера–Лагранжа возникают

члены, которые зависят от первых производных ṙi(t) и ẇi(t), т. к. коэф-

фициент β не равен нулю в уравнениях (2.4.9) и (2.4.10). Кроме того,

перед матрицей C стоит знак минус. Это одно из основных отличий

предложенной формулировки от классических вариационных задач ди-

намики, описанных в §1.4. В задаче на нахождение стационарных зна-

чений функционала Φ− (β = 0), которая, как показано, имеет непосред-

ственную связь с принципом Гамильтона–Остроградского, нет членов,

явно зависящих от первых производных по времени.

Несмотря на некоторое нарушение консервативности по сравнению

с исходной задачей, приближенное решение системы (2.4.10) при β = 1

будет наилучшим образом, в смысле минимизации выбранного энерге-

тического функционала Φ+, удовлетворять уравнениям состояния бал-

ки. Величина возникающей «паразитной» мощности зависит от значе-

ния функционала Φ+ и будет стремиться к нулю в минимизационной

задаче при расширении пространства аппроксимирующих функций.

Из структуры уравнения (2.4.10) можно определить, что в задаче на

нахождение стационарных значений функционала Φ̃− собственные чис-

ла λ− фундаментальной матрицы принимают чисто мнимые значения.

Было показано [53], что при минимизации неотрицательного функцио-
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нала Φ̃+ действительные части комплексных собственных чисел λ+ для

системы уравнений (2.4.10) не равны нулю за исключением того случая,

когда решение приближенной системы точно задает свободные колеба-

ния упругой балки для соответствующего собственного числа. Малое

абсолютное значение действительной части собственного числа |Re λ+|
может служить признаком близости его мнимой части Im λ+ к точному

значению одной из собственных частот колебаний балки.

Классический подход к получению приближенного решения для рас-

сматриваемой задачи с помощью метода Бубнова–Галеркина [102] при-

ведет при выбранных аппроксимациях (2.4.5) функций перемещений к

системе дифференциальных уравнений

A1ü1 + C1u1 = l1(v)

Здесь матрицы и векторы такие же, как и в уравнении (2.4.9). Для

определения приближенного движения точек балки необходимо также

задать начальные перемещения u1 и скорости u̇1.

Полученное решение этой задачи Коши не удовлетворяет необходи-

мым условиям стационарности как для предложенных в статье, так

и для классических вариационных формулировок: нарушается усло-

вие трансверсальности (последнее условие (2.4.8)). Если решение суще-

ствует в классическом смысле, как вариационный подход, так и метод

Бубнова–Галеркина должны давать близкие результаты. Подчеркнем,

что даже при наличии особенностей решения вариационный подход поз-

воляет на заданных аппроксимациях находить наилучшее, в смысле

минимизации энергетического функционала Φ+, движение.

2.4.2. Численное моделирование и анализ движений упру-

гой балки. Проиллюстрируем возможности применения предложенно-

го интегро-дифференциального подхода к задачам моделирования ди-

намики систем с распределенными параметрами и сравним разные ва-

риационные формулировки. Для этого рассмотрим при заданном управ-
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лении движение однородной упругой балки (ρ ≡ κ ≡ 1) из начального

состояния покоя (w0(x) = p0(x) = 0 в условиях (2.4.1)).

Пусть правый конец балки (x = 1) свободен от нагрузок, направле-

ние центральной линии балки на левом конце (x = 0) фиксировано и

левое сечение перемещается по некоторому закону во времени. Таким

образом, в граничных условиях из (2.4.1) получаем

a1 = a2 = b3 = b4 = 1 , b1 = b2 = a3 = a4 = 0 ,

v1 = v(t) , v2 = v3 = v4 = 0 .

Здесь v — заданная функция времени. Необходимо, конечно, дополни-

тельное условие совместности v(0) = 0.

В качестве базисных функций θk для аппроксимаций (2.4.5) будем

использовать полиномы степени N + 1 в виде

θ1 = B0,N+1 −B1,N+1 , θ2 =
B1,N+1

N + 1
,

θk = Bk−1,N+1 , k = 3, 4, . . . , N ,

θN+1 = −BN,N+1

N + 1
, θN+2 = BN+1,N+1 +BN,N+1 ,

Bm,n = Cn
mb

m
0 b

n−m
1 , Cn

m =
n!

m!(n−m)!
,

b0 = 1− x , b1 = x , m ≤ n ,

где Bm,n — функции Бернштейна [20]. Эти полиномы удовлетворяют

краевые условия (2.4.6) и достаточно просто могут быть приспособле-

ны для построения более широкого класса аппроксимаций, а именно —

дважды гладких кусочно-полиномиальных сплайнов.

Применим две вариационные формулировки для функционалов Φ̃±,

описанные в §2.3 (задачи 1 и 2). В рассматриваемом примере после

выполнения граничных условий

w1 = v, w2 = rN+1 = rN+2 = 0

и переобозначения независимых функций

un = wn+2 , uN+n = rn , n = 1, . . . , 2N ,
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Таблица 2.4.1: Собственные числа приближенных систем уравнений.

k 1 2 3 4 5

ω∗k 3.516 22.034 61.697 120.903 199.871
∆ω−k < 10−14 2 · 10−7 1.1 · 10−5 0.215 1.235
∆ω+

k < 10−16 1.6 · 10−8 7 · 10−6 0.104 0.762
α+

k 2 · 10−7 0.003 0.085 5.585 15.697

система уравнений (2.4.10) упрощается, и в результате имеем

A1 = A2 , B1 = −B2, C1 = C2 .

Из этого следует, что в задаче 2 все (чисто мнимые) собственные

числа дважды кратны:

λ−±(2n−1) = λ−±2n = ±iω−n , ω−n > 0, n = 1, . . . , N ,

и совпадают с приближенными значениями, полученными при тех же

аппроксимациях для двух классических вариационных задач в форму-

лировке Гамильтона–Остроградского.

В задаче 1 приближенные комплексно сопряженные собственные

значения образуют пары:

λ+
±(2n−1) = −α+

n ± iω+
n , λ+

±2n = α+
n ± iω+

n ,

α+
n > 0 , ω+

n > 0 , n = 1, . . . , N .

В табл. 2.4.1 приведены точные значения первых пяти собственных

частот ω∗k > 0, найденные из решения характеристического уравнения

1 + cos
√
ω ch

√
ω = 0

для консольно закрепленной однородной балки [44].

Приведены также ошибки в определении этих собственных частот

∆ω−k = ω−k − ω∗k и ∆ω+
k = ω+

k − ω∗k для задач 1 и 2 при фиксированном
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параметре аппроксимации N = 8. Наконец, показаны абсолютные вели-

чины действительной части собственных чисел в задаче 1; эта задача

дает более точные значения частот колебаний балки по сравнению с

задачей 2. Видно, что невязки частот ∆ω±k и действительная часть α+
k

быстро растут с номером собственного числа k.

Пример 2.4.1. Зафиксируем время движения T = 2 и терминаль-

ное положение левого конца балки v(T ) = 1. Рассмотрим движения

балки при заданном управлении. В качестве тестового закона управ-

ления было выбрано квадратичное по времени изменение положения

левого конца балки: v = t2/4 (сплошная кривая на рис. 2.4.1). Штрихо-

вая кривая описывает движение правого конца балки w(t, 1), найденное

при фиксированном значении степени аппроксимации N = 8. Различие

в перемещениях, полученных для задач 1 и 2 практически незаметно.

Рис. 2.4.1. Перемещения концов балки при x = 0 и x = 1.

При N = 8 задача минимизации функционала Φ̃+ (задача 1) да-

ет для заданного движения интегральную ошибку Φ̃+
+ = 1.7 × 10−10,

которой соответствует относительная ошибка ∆ = Φ̃+Ψ−1, приближен-
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но равная ∆+ = 4 · 10−10. Для численного решения, полученного при

нахождении стационарных значений функционала Φ̃− (задача 2), зна-

чение функционала Φ̃+ при тех же аппроксимациях заведомо больше и

составляет Φ̃−+ = 4.9 × 10−8. Соответствующая относительная ошибка

равна ∆− = 1.3× 10−7.

Для демонстрации сходимости обоих подходов к точному решению

на рис. 2.4.2 приведены значения абсолютных интегральных ошибок Φ̃±

в зависимости от значения параметра аппроксимирующих функций N

соответственно для задачи 1 и 2. Как и следует из теории аппрокси-

маций, из-за вложенности используемых приближений экстремальное

значение функционала Φ̃+
+ (сплошная кривая) монотонно убывает с уве-

личением N и лежит для фиксированного N ниже любых (неоптималь-

ных) значений функционала Φ̃+, в том числе и ниже Φ̃−+ (штриховая

кривая).

Рис. 2.4.2. Интегральная ошибка численного решения для задач 1 и 2.
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Рис. 2.4.3. Распределение локальной ошибки

для задач 1 (сверху) и 2 (снизу).

Наряду с интегральными ошибками были получены и распределе-

ния локальной ошибки. На рис. 2.4.3 приведены значения функции ϕ̃+

при N = 8 для двух приближенных решений. Сверху показана функ-

ция ϕ̃+
+(t, x) для задачи 1, снизу — ошибка ϕ̃−+(t, x) для задачи 2. Видно,

что основная ошибка ϕ̃+
+ для минимизационной задачи сосредоточена
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в узкой области вблизи начального момента времени t = 0 и достига-

ет своего максимума в перемещаемом конце балки (x = 0) при t = 0.

Для задачи 2 на стационарные значения функционала Φ̃− невязка ϕ̃−+
распределена во времени и сосредоточена у свободного конца балки

(x = 1).

Рис. 2.4.4. Изменение «паразитной» энергии для задачи 1.

Как было указано в §2.2, еще один показатель качества приближен-

ного решения — дисбаланс энергии E0 в результате дискретизации ис-

ходной задачи. На рис. 2.4.4 (сплошная кривая) выведено изменение во

времени этой «паразитной» энергии для приближенного решения зада-

чи 1 при N = 8. Для сравнения штриховой кривой приведено изменение

во времени самой энергии Ẽ. Величина энергии в конце процесса равна

Ẽ(2) = 0.444. Интеграл по времени от E приближенно равен Ψ̃ = 0.372.

Для заданного движения балки функция E0(t) возрастает: резко в на-

чале процесса, затем медленно. Тем не менее, максимальное значение
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«паразитной» энергии много меньше средней энергии Ē = T−1Ψ, запа-

саемой в системе.

Так как в задаче 2 для Θ− собственные значения системы дифферен-

циальных уравнений (2.4.10) принимают мнимые значения, дисбаланс

энергии определяется лишь способом численного решения конечномер-

ной краевой задачи (2.4.8) и лежит в пределах точности округления.
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§2.5. Модификация метода Галеркина в задачах о
движении упругих конструкций

2.5.1. Метод Галеркина в задаче о продольных движени-

ях упругого стержня. На примере вынужденных продольных дви-

жений однородного упругого стержня опишем классический подход к

численному решению начально-краевых задач, основанный на методе

Бубнова–Галеркина [180] и семидискретизации неизвестных функций

(конечномерное приближение по пространственной переменной).

Динамические уравнения могут быть записаны в следующем без-

размерном виде

utt − uxx = 0 , x ∈ (0, 1) , t ∈ (0, T ) ,

u(t, 0) = u0(t) , ux(t, 1) = 0 ,

u(0, x) = u0(x) , ut(0, x) = p0(x) , u0(0) = u0(0) ,

(2.5.1)

где u = u(t, x) — неизвестные перемещения точек стержня, а u0(t),

u0(x) и p0(x) — заданные функции, определяющие краевые и начальные

условия.

Пусть аппроксимация переменной u представима в виде

ũ(t, x) = ũ(x, ỹ1(t)) = aT
1 (x)ỹ1(t) =

N∑
j=1

aj(x)ỹj(t) ,

a1(0) = 0 , a1(x) ∈ RN , ỹ1(t) ∈ RN .

(2.5.2)

Здесь a1 — вектор базисных функций aj(x), ỹ1 — вектор искомых функ-

ций ỹj(t), а N — размерность приближений. В соответствии с методом

Галеркина, основные идеи которого обсуждались в п. 2.1.2, интеграль-

ные проекции уравнения движения, заданного в (2.5.1), на простран-

ство базисных функций a1 после интегрирования по частям представ-

ляют собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений вто-

рого порядка
1∫

0

(ũtta1(x) + ũxa′1(x)) dx− u0(t)a1(1) = 0 . (2.5.3)
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Штрихи означают производные по пространственной координате x.

В соответствии с (2.5.1) начальные условия для этой системы берут-

ся тоже в виде интегральных проекций

t = 0 :

1∫
0

(
ũ− u0(x)

)
a1(x)dx = 0 ,

1∫
0

(
ũt − p0(x)

)
a1(x)dx = 0 .

(2.5.4)

Решение ỹ∗1(t) задачи Коши (2.5.3), (2.5.4) даст приближенное зна-

чение перемещений ũ∗ = ũ(x, ỹ∗1(t)).

Проанализируем спектральные свойства полученной системы урав-

нений. Для этого рассмотрим соответствующую задачу на собственные

значения

(
C1 − ω2A1

)
y1 = 0 , y1 = [y1, . . . , yN ]T ∈ RN , ω ∈ R . (2.5.5)

Здесь y1 — собственный вектор, а ω — собственная частота системы

(2.5.3). Матрица жесткости и матрица масс определяется из (2.5.2) и

(2.5.3) в виде

C1 =
∫ 1

0

a′1(x)a
′T
1 (x)dx ∈ RN×N ,

A1 =
∫ 1

0

a1(x)aT
1 (x)dx ∈ RN×N .

Для исходной системы (2.5.1) получены явные выражения для соб-

ственных частот

ω0
m =

π

2
+mπ , m ∈ N . (2.5.6)

Приближенные значения частот ωm находятся из условия вырожде-

ния системы линейных алгебраических уравнений (2.5.5):

det
(
C1 − ω2

mA1

)
= 0 .
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Для демонстрации сходимости обсуждаемого алгоритма построим

базисные функции aj(x) на основе полиномов Бернштейна

Bj,n(x) = Cn
j x

j(1− x)n−j ,

x ∈ [0, 1], Cn
j =

n!
j!(n− j)!

, j = 0, . . . , n .
(2.5.7)

Эти функции составляют базис в пространстве полных полиномов

степени n и обладают определенными свойствами, упрощающими про-

цедуры стыковки в МКЭ (см. п. 2.2.2). Для полиномов Бернштейна

получены компактные формы представления интегралов и производ-

ных: ∫ 1

0

Bj,n(x)dx =
1

n+ 1
,

dBj,n(x)
dx

= n (Bj−1,n−1(x)−Bj,n−1(x)) ,

которые могут эффективно применяться в численных процедурах.

В результате базисный вектор, матрица жесткости, матрица масс

представимы в виде

a1(x) = {Bj,N (x)} ∈ RN ,

C1 =
{∫ 1

0

B′j,N (x)B′k,N (x)dx
}
∈ RN×N ,

A1 =
{∫ 1

0

Bj,N (x)Bk,N (x)dx
}
∈ RN×N , 1 ≤ j, k ≤ N .

Относительная ошибка

∆ωm =
∣∣∣∣ωm − ω0

m

ω0
m

∣∣∣∣ , ωm > 0 ,

при определении девяти низших собственных частот ωm, полученных

численно методом Галеркина с использованием пакета прикладных про-

грамм MATLAB, показана на рис. 2.5.1. Как можно убедиться, ошибка

для каждой моды быстро убывает с ростом размерности аппроксима-

ции N . Стоит отметить стабильное поведение численных результатов

для данного метода при достаточно высоких степенях полиномов.
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2.5.2. Сравнение метода Галеркина и вариационного подхо-

да. Основное отличие интегро-дифференциального подхода, развивае-

мого в работе, от классического метода Галеркина состоит в представле-

нии уравнений состояния для систем с распределенными параметрами

в интегральной форме [54]. Согласно одной описанной выше реализа-

ции этого подхода, начально-краевая задача (2.5.1) сводится к условной

минимизации энергетического функционала

Φ[u, p, s] =

T∫
0

Θ(ut, ux, s, q) dt→ min
u,p,s

,

Θ =
1
2

1∫
0

(
η2 + ξ2

)
dx , η = ut − p , ξ = ux − s ,

pt − sx = 0 ,

u(t, 0) = u0(t) , s(t, 1) = 0 ,

u(0, x) = u0(x) , p(0, x) = p0(x) , u0(0) = u0(0) .

(2.5.8)

Как и ранее, p(t, x) — линейная плотность импульса, а s(t, x) — нор-

мальная составляющая силы в поперечном сечении стержня.

Чтобы применить процедуру дискретизации по пространственной

переменной, разрешим вначале уравнение динамического равновесия,

третья строка в (2.5.8). Это можно сделать, вводя вспомогательную

функцию r(t, x) так, чтобы выполнялись соотношения

p = rx , s = rt . (2.5.9)

Затем с учетом краевых и начальных условий из (2.5.8) кинемати-

ческая (u) и динамическая (r) функции ищутся в виде:

u = ũ(t, x) + u0(x) + u0(t)− u0(0) ,

r = r̃(t, x)−
∫ 1

x

p0(z)dz ,

ũ = aT
1 (x)ỹ1(t), r̃ = aT

2 (x)ỹ2(t),

a1(0) = a2(1) = 0, a1,2(x) ∈ RN , ỹ1,2(t) ∈ RN .

(2.5.10)

147



Рис. 2.5.1. Относительная ошибка определения собственных частот

для классического метода Галеркина.

После подстановки аппроксимаций (2.5.10) с учетом (2.5.9) в функ-

ционал Φ, определенный в (2.5.8), получим одномерную минимизаци-

онную задачу

Φ[ỹ] =

T∫
0

Θ̃(t, ˙̃y, ỹ)dt→ min
ỹ
, ỹ(t) =

[
ỹT

1 (t), ỹT
2 (t)

]T ∈ R2N , (2.5.11)

с однородными начальными условиями

ỹ(0) = 0 . (2.5.12)

Здесь функция энергетической ошибки Θ̃(t) выражается через аппрок-
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симации (2.5.10) согласно

Θ̃ = Θ̃(t, ˙̃y, ỹ) =

1∫
0

ϕ̃(t, x, ˙̃y, ỹ)dx , ϕ̃ =
1
2

(
η̃2 + ξ̃2

)
,

η̃ = ũt(t, x)− r̃x(t, x) + u̇0(t)− p0(x) ,

ξ̃ = ũx(t, x)− r̃t(t, x) +
(
u0(x)

)′
.

(2.5.13)

Точка над символом означает производную по времени t.

Для достаточно гладкой функции u0(t) уравнения Эйлера и условия

трансверсальности, соответствующие задаче (2.5.11), выписываются в

векторном виде

d

dt

∂Θ̃
∂ ˙̃y

− ∂Θ̃
∂ỹ

= 0 ;
∂Θ̃
∂ ˙̃y

∣∣∣∣∣
t=T

= 0 . (2.5.14)

Вытекающая из системы (2.5.14) задача на собственные значения

имеет следующую матричную структуру

(
λ2A− 2λB−C

)
y = 0, y =

[
yT

1 ,y
T
2

]T
. (2.5.15)

Здесь y — собственный вектор и y1,2 ∈ CN , а λ ∈ C — комплексное

собственное значение. Введенные в (2.5.15) матрицы A, B и C записы-

ваются в форме

A =
[

A1 0
0 A2

]
∈ R2N×2N ,

A1 =

1∫
0

a1(x)aT
1 (x)dx, A2 =

1∫
0

a2(x)aT
2 (x)dx ;

B =
[

0 B1

B2 0

]
∈ R2N×2N ,

B1 = −BT
2 =

1∫
0

a1(x)a′
T
2 (x)dx ;
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C =
[

C1 0
0 C2

]
∈ R2N×2N ,

C1 =

1∫
0

a′1(x)a′
T
1 (x)dx, C2 =

1∫
0

a′2(x)a′
T
2 (x)dx .

Можно доказать, что для квадратичной по λ задачи (2.5.15) соб-

ственные числа λm принимают чисто мнимые значения тогда и только

тогда, когда они в точности совпадают с собственными числами исход-

ной задачи (2.5.1). В любом другом случае число λm имеет ненулевую

действительную часть (Re λ 6= 0).

Для эффективного нахождения приближенных частот и форм ко-

лебаний стержня квадратичную задачу (2.5.15) можно свести к эк-

вивалентной линейной, изменив вариационную формулировку (2.5.11),

(2.5.12) с помощью метода множителей Лагранжа. В расширенной по-

становке, требуется найти векторные функции

ṽ =
[
ṽT

1 (t),vT
2 (t)

]T
, z̃ =

[
z̃T
1 (t), z̃T

2 (t), ỹT
1 (t), ỹT

2 (t)
]T
,

ṽ1,2(t), z̃1,2(t), ỹ1,2(t) ∈ CN ,
(2.5.16)

которые доставляют стационарное значение функционалу

Φ1[z̃, ṽ] =

T∫
0

[
Θ̃(t, z̃) + ṽT

1 (z̃1 − ˙̃y1) + ṽT
2 (z̃2 − ˙̃y2)

]
dt .

Соответствующая система уравнений на собственные значения име-

ет вид [
D ET(λ)

E(λ) 0

] [
z
v

]
= 0 , (2.5.17)

где введены следующие матрицы и собственные векторы

D =
[
−A B
B C

]
∈ R4N×4N , E =

[
I −λI

]
∈ C2N×4N ,

v ∈ C2N , z =
[
zT
1 , z

T
2 ,y

T
1 ,y

T
2

]T
,

y =
[

0 I
]
z , z1,2,y1,2 ∈ CN .

(2.5.18)
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Порядок системы (2.5.17) можно понизить, исключая вектор мно-

жителей Лагранжа v согласно

v =
[

A −B
]
z .

В результате получим линейную относительно λ задачу на собственные

значения [
B− λA C + λB

I −λI

]
z = 0 . (2.5.19)

Разрешая часть уравнений из системы (2.5.19) относительно векто-

ров z1 и y2, входящих в вектор z в соответствии с (2.5.18), находим,

что

z1 = λy1 , y2 = λC−1
2

(
A2z2 + 2BT

1 y1

)
. (2.5.20)

С использованием выражений (2.5.20) векторное уравнение (2.5.19)

сводится к системе([
C1 B1

0 C2

]
− λ2

[
A11 A12

2BT
1 A2

]) [
y1

z2

]
= 0 , (2.5.21)

где введены матрицы

A11 = A1 − 2B1C−1
2 BT

1 , A12 = −B1C−1
2 A2 .

Из линейной зависимости от параметра λ2 следует, что для системы

(2.5.21) те собственные числа λ, которые не являются собственными

значениями для исходной задачи (2.5.1), образуют четверки в виде

λ±2m−1 = −δm ± iωm, λ±2m = δm ± iωm ,

ωm > 0, δm > 0, m = 1, 2, . . . .

Интересно отметить, что эквивалентность линейных алгебраических

систем (2.5.15), (2.5.17), (2.5.19) и (2.5.21) может быть напрямую дока-

зана с помощью тождественных матричных преобразований. Тем не

менее, при использовании вариационной формулировки (2.5.8) для по-

строения эффективных и достоверных процедур нахождения парамет-

ров движения необходимо учитывать численные свойства этих систем.
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Снова выберем конечное число базисных функций в (2.5.10) из по-

линомов Бернштейна (2.5.7) для представления в векторной форме

a1 = {Bj,N (x)} , a2 = {BN−j,N (x)} , j = 1, . . . , N . (2.5.22)

Рис. 2.5.2. Относительная ошибка определения собственных частот

для вариационного подхода.

Для задачи на собственные значения (2.5.19) относительные ошибки

в определении частот

∆ωm =
∣∣∣∣ |λ2m| − ω0

m

ω0
m

∣∣∣∣ (2.5.23)

показаны на рис. 2.5.2 для ω0
m, m = 1, . . . , 9. При увеличении порядка

аппроксимаций N значение ошибки ∆ωm сначала быстро уменьшает-

ся до определенной величины, а затем держится приблизительно на
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одном уровне. Такое поведение может быть объяснено плохой вычис-

лительной обусловленностью задачи (2.5.19) по сравнению с обуслов-

ленностью задачи (2.5.5), полученной на основе метода Галеркина для

той же степени полиномов N .

Тем не менее, в пределах вычислительной ошибки найденное на ос-

нове вариационного подхода приближенное решение является наилуч-

шим в смысле минимизации энергетической нормы, которая порожда-

ется неотрицательным функционалом ошибки Φ, введенным в (2.5.8).

Как обсуждалось в п. 2.1.3, для оценки качества решения можно ис-

пользовать следующую относительную величину

∆ = Φ̃[ũ, r̃]Ψ̃−1[r̃] ,

Φ̃ =
1
2

T∫
0

1∫
0

ϕ̃(t, x, ũ, r̃)dxdt , Ψ̃ =
1
2

T∫
0

1∫
0

ψ̃(x, r̃)dxdt .
(2.5.24)

Для получения этой оценки привлекается функция локальной энер-

гетической ошибки ϕ̃ из (2.5.13) и выражение для линейной плотности

энергии

ψ̃ =
1
2

{(
r̃x(t, x)− p0(x)

)2
+ (r̃t(t, x))

2
}
,

которая определена через динамическую функцию r̃ из (2.5.10).

Соответствующая норма ошибки

Φλ = z∗
[

A −B
B C

]
z (2.5.25)

для задачи на собственные значения (2.5.19) при изопериметрическом

условии (энергетическая нормировка собственных векторов)

Ψλ = z∗
[

A 0
0 C

]
z = 1 (2.5.26)

может быть использована для оценки качества аппроксимаций формы

колебаний, которая задается вектором z из (2.5.16). Здесь z∗ означает

комплексно сопряженный вектор к z.
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Сходимость численных приближений к решению задачи (2.5.1) от-

ражена на рис. 2.5.3 для 9 низших мод свободных колебаний системы.

По аналогии с поведением ошибки для собственных значений λm, энер-

гетическая ошибка Φλ — быстро убывающая функция от параметра

аппроксимации N . В тоже время эта величина существенно возрастает

с увеличением номера моды m.

Рис. 2.5.3. Интегральная ошибка Φλ(N) для вариационного подхода.

Как показано на рис. 2.5.4 на примере изменения первого собствен-

ного значения λ1 при увеличении параметра N , действительная часть

δm числа λm много меньше его мнимой части ωm при достаточно боль-

ших степенях аппроксимации. Их отношение δmω−1
m можно также ис-

пользовать для неявной оценки близости числа ωm к соответствующей

частоте свободных колебаний стержня ω0
m, заданной в (2.5.6). Заметно
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также влияние ошибки округления на точность вычислений при высо-

ких степенях полиномов (N > 6).

Рис. 2.5.4. Действительная и мнимая часть собственного числа λ1(N).

2.5.3. Проекционный подход на основе метода интегро-диф-

ференциальных соотношений. Альтернативный подход к решению

динамических задач с распределенными параметрами основан на моди-

фикации метода Петрова–Галеркина. Он заключается в том, что ищут-

ся нулевые интегральные проекции функций состояния η(t, x, ũ, r̃) и

ξ(t, x, ũ, r̃) из (2.5.13) на конечномерное пространство специально вы-

бранных тестовых функций v1(t, x) ∈ V1 и v2(t, x) ∈ V2.

Опишем алгоритм получения совместной системы обыкновенных

155



дифференциальных уравнений, используя интегралы

T∫
0

1∫
0

η(t, x, ũ, r̃)v1(t, x)dxdt = 0 ,

T∫
0

1∫
0

ξ(t, x, ũ, r̃)v2(t, x)dxdt = 0 .

(2.5.27)

Уравнения, приближенно задающие продольные движения точек

стержня, можно выписать в векторном виде, если разложить тесто-

вые функции v1(x) и v2(x) по базисам, которые заданы соответственно

в пространствах V1 и V2.

Используя конечномерное приближение по координате x, положим,

что размерность каждого пространства тестовых функций V1,2 совпа-

дает с размерностью N пробных функций ũ и r̃ по координате x. Тогда

можно представить v1(x) и v2(x) в виде

vi =
N∑

j=1

bij(x)vij(t) ∈ Vi , i = 1, 2 ,

где bij — выбранные базисные функции, vij — произвольно зависящие

от времени коэффициенты.

Соберем тестовые базисные функций bij в векторы b1(x) ∈ RN и

b2(x) ∈ RN . Тогда условие равенства нулю интегралов в (2.5.27) экви-

валентно системе двух векторных уравнений первого порядка
1∫

0

(
ũt(t, x)− r̃x(t, x) + u̇0(t)− p0(x)

)
b1(x)dx = 0 ,

∫ 1

0

(
ũx(t, x)− r̃t(t, x) +

(
u0(x)

)′)
b2(x)dx = 0 .

(2.5.28)

Для постановки совместной начальной задачи необходимо учесть

2N начальных условий. Пробные функции ũ (x, ỹ1(t)) и r̃ (x, ỹ2(t)), за-

данные в (2.5.10), при t = 0 должны строго выполнять однородные

условия, которые эквивалентны векторному уравнению (2.5.12).
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Соответствующая системе (2.5.12) и (2.5.28) задача на собственные

значения может быть записана в виде

(λF−G)y = 0, y ∈ C2N , λ ∈ C , (2.5.29)

где введены матричные обозначения

F =
[

F1 0
0 F2

]
∈ R2N×2N ,

F1 =
∫ 1

0

b1(x)aT
1 (x)dx, F2 = −

∫ 1

0

b2(x)aT
2 (x)dx ;

G =
[

0 G1

G2 0

]
∈ R2N×2N ,

G1 =
∫ 1

0

b1(x)a′
T
2 (x)dx, G2 = −

∫ 1

0

b2(x)a′
T
1 (x)dx .

Продемонстрируем сходимость предложенного проекционного под-

хода. Для этого векторы тестовых базисных функций b1,2(x) выберем

в соответствии с пробными функциями a1,2(x) из (2.5.22), которые ис-

пользовались в вариационном подходе. Используя обозначения, введен-

ные в (2.5.7) для полиномов Бернштейна, запишем эти векторы в виде

b1 = b2 = {Bj−1,N−1(x)} , j = 1, . . . , N.

Учитывая структуру матриц F и G, можно показать, что все соб-

ственные числа задачи (2.5.29) принимают мнимые значения

λ±m = ±iωm , m = 1, . . . N , ωm > 0 .

Это отличает предложенный подход от метода Рица, примененного для

минимизационной постановки (2.5.8).

На рис. 2.5.5 относительная частотная расстройка ∆ωm, введенная

в (2.5.23), показана для первых 9 мод колебаний как функция от па-

раметра задачи N . Незаметно влияние численных ошибок округления,
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как это было в вариационном подходе (см. рис. 2.5.2). Картина сходи-

мости частот на выбранных приближениях к точным величинам для

исходной задачи (2.5.1) аналогична той, которая была получена для

подхода основанного на методе Бубнова–Галеркина (рис. 2.5.1).

Рис. 2.5.5. Относительная ошибка определения собственных частот

для проекционного подхода.

Существенным преимуществом по сравнению с классическим подхо-

дом является то, что для оценки аппроксимаций могут быть напрямую

использованы как интегральные, так и локальные критерии качества

(2.5.24)–(2.5.26). На рис. 2.5.6 качество форм собственных колебаний

определяется с помощью функционала Φλ, введенного в (2.5.25).

Не смотря на то, что полученная в проекционном алгоритме система

приближенных уравнений (2.5.12), (2.5.28) не удовлетворяет свойства
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экстремальности в смысле минимизации функционала Φ, этот подход

имеет ряд немаловажных качеств:

1. Дифференциальный порядок этой системы (2.5.29) в два раза мень-

ше, чем порядок вариационной системы (2.5.12), (2.5.14).

2. В отличие от вариационного подхода решается начальная, а не

краевая задача.

3. Собственные значения принимают чисто мнимые значения.

Рис. 2.5.6. Интегральная ошибка Φλ(N) для проекционного подхода.

Наряду с возможностью использовать явные оценки качества и по-

лучать более достоверные численные результаты, перечисленные пре-

имущества могут быть использованы для построения достаточно эф-
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фективных процедур моделирования и оптимизации в прямых и обрат-

ных задачах динамики систем с распределенными параметрами.

2.5.4. Проекционный подход с использованием метода ко-

нечных элементов. Вернемся к рассмотренной в §2.4 задаче об из-

гибных движениях упругой однородной балки

η = wt − p = 0 , ξ = wxx − s = 0 ,

pt + sxx = 0 , x ∈ (0, 1) , t ∈ (0, T );

x = 0 : w = w0(t) , wx = 0 ,

x = 1 : s = 0 , sx = 0 ;

t = 0 : w = w0(x) , p = p0(x) ;

w0(0) = w0(0) .

(2.5.30)

Здесь p(t, x), s(t, x) и w(t, x) — соответственно неизвестные безразмер-

ные поля плотности импульса, изгибающего момента и поперечных пе-

ремещений, p0(x) и w0(x) — начальное распределение перемещений и

импульсов, а w0(t) — заданная функция смещений конца балки.

Применим для приближенного решения этой задачи проекционный

подход, изложенный в предыдущем параграфе, и метод конечных эле-

ментов для дискретизации неизвестных переменных по пространствен-

ной координате x. Для этого разобьем отрезок x ∈ (0, 1) на элементы

Ii = {x : x ∈ [xi−1, xi]} , i = 1, . . . ,M , (2.5.31)

где

xi−1 < xi , x0 = 0 , xM = 1 .

Чтобы выполнить уравнение изменения импульса, определим, как и

в §2.4, динамическую функцию r(t, x) так, чтобы

p = −rxx, s = rt . (2.5.32)

Далее введем на каждом элементе Ii локальную переменную

zi =
x− xi−1

xi − xi−1
(2.5.33)
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и зададим на этом элементе, учитывая начальные условия из (2.5.30),

аппроксимации импульсов, моментов и перемещений в виде

p = −r̃xx(t, x) + p0(x) , s = r̃t(t, x) ,

w = w̃(t, x) + w0(x) + w0(t)− w0(0) .
(2.5.34)

Здесь поля r̃ и w̃ заданы через полиномы Бернштейна (2.5.7) на

пространстве функций, кусочно-полиномиальных по координате x:

w̃ ∈ Sw =


w̃(t, x) : w̃ =

N+1∑
j=0

wij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

w̃ ∈ C1 ; w̃(t, 0) = w̃x(t, 0) = 0


,

r̃ ∈ Sp =


r̃(t, x) : r̃ =

N+1∑
j=0

rij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

r̃ ∈ C1 ; r̃(t, 1) = r̃x(t, 1) = 0


.

(2.5.35)

Неизвестные функции wij(t) и rij(t), введенные в (2.5.35), связаны

между собой через краевые условия и условия гладкости, накладыва-

емые на аппроксимации w̃ и r̃. При использовании полиномов Берн-

штейна эта связь может быть представлена в явном виде

w1,0(t) = w1,1(t) = 0 , wi+1,0(t) = wi,N+1(t) ,

wi+1,1(t) = (1 + αj)wi,N+1(t)− αiwi,N (t) ,

rM,N (t) = rM,N+1(t) = 0 , ri+1,N+1(t) = ri+1,0(t) ,

ri+1,N (t) = (1 + βj) ri+1,0(t)− βiri+1,1(t) ,

αi = β−1
i =

xi+1 − xi

xi − xi−1
, i = 1, . . . ,M − 1 .

(2.5.36)

Запишем функции w̃ и r̃ в векторном виде

w̃ = aT
1 (x)ỹ1(t) , r̃ = aT

2 (x)ỹ2(t) , a1,2(x), ỹ1,2(t) ∈ RM ·N ,

161



где аналогично (2.5.10) введены векторы искомых переменных

ỹ1(t) = [w1, . . . , wM ]T , wi(t) = {wi,2, . . . , wi,N+1} ,

ỹ2(t) = [r1, . . . , rM ]T , ri(t) = {ri,0, . . . , ri,N−1} ,
и соответствующие векторы пробных базисных функций

a1(x) =
∂w̃(x, ỹ1)
∂ỹ1

, a2(x) =
∂r̃(x, ỹ2)
∂ỹ2

. (2.5.37)

С учетом (2.5.32)–(2.5.36) полученные аппроксимации функций им-

пульсов p(x, ỹ2), моментов s(x, ˙̃y2) и перемещений w(t, x, ỹ1) точно удо-

влетворяют уравнение изменения импульса и краевые условия. Урав-

нения состояния согласно предлагаемому проекционному подходу вы-

полняются в интегральном смысле.

Введем векторы тестовых функций в виде

b1(x) = b2(x) = [b1, . . . , bM ]T ,

bi(x) = {bi1, . . . , biN} , i = 1, . . . ,M ,

bij(x) =

{
Bj−1,N−1(zi) , x ∈ Ii

0 , x /∈ Ii
, j = 1, . . . , N .

(2.5.38)

Здесь интервалы Ii введены согласно (2.5.31), а локальные коорди-

наты zi(x) определены в (2.5.33). Тогда приближенная система обык-

новенных дифференциальных уравнений первого порядка запишется в

векторной форме
1∫

0

η̃(t, x, ˙̃y1, ỹ2)b1(x)dx = 0 ,

1∫
0

ξ̃(x, ˙̃y2, ỹ1)b2(x)dx = 0 ,

(2.5.39)

где после подстановки выражений (2.5.34) функции η̃ и ξ̃ получаются

из функций состояния η(wt, p) и ξ(wxx, s) в виде

η̃ = aT
1 (x) · ˙̃y1 +

(
aT

2 (x)
)′′ · ỹ2 + ẇ0(t)− p0(x) ,

ξ̃ =
(
aT

1 (x)
)′′ · ỹ1 − aT

2 (x) · ˙̃y2 +
(
w0(x)

)′′
.

(2.5.40)
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Согласно (2.5.30) и (2.5.34) неизвестные векторные функции ỹ1 и ỹ2

должны удовлетворять однородные начальные условия

ỹ1(0) = ỹ2(0) = 0 . (2.5.41)

Можно показать, что полученная задача Коши (2.5.39)–(2.5.41) име-

ет единственное решение ỹ∗1(t), ỹ∗2(t). Оно используется для построения

приближенных полей

p̃∗(t, x) = p(x, ỹ∗2(t)) , s̃∗(t, x) = s(x, ˙̃y
∗
2(t)) , w̃∗(t, x) = w(t, x, ỹ∗1(t)) ,

для которых применимы предложенные ранее оценки качества решения

∆g =
Φ̃g

+

2Ψ̃g
,

где

Φ̃g
+ = Φ+[p̃∗(t, x), s̃∗(t, x), w̃∗(t, x)] , Ψ̃g = Ψ[p̃∗(t, x), w̃∗(t, x)] ,

Φ+[p, s, w] =
1
2

T∫
0

1∫
0

{
(wt − p)2 + (wxx − s)2

}
dxdt ,

Ψ[p, w] =
1
2

T∫
0

1∫
0

(
w2

xx + p2
)
dxdt .

Пример 2.5.1. Как и в Примере 2.4.1, рассмотрим однородные

начальные условия w0(x) = p0(x) = 0 и перемещение конца балки

w0(t) = t2/4. Зафиксируем время окончания процесса T = 2.

Для фиксированной степени полиномов, определяемой параметром

N , и минимально возможного количества элементов M = 1 аппрок-

симации неизвестных функций (2.5.35) совпадают с полиномиальными

аппроксимациями (2.4.5) предложенными в §2.4. Сравним качество ре-

шений, полученных с помощью вариационного и проекционного подхо-

дов при использовании одних и тех же пространств Sw и Sr (M = 1).
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Расчеты показывают, что поля перемещений в обоих подходах слабо

отличаются. Как было показано в примере 2.4.1 задача минимизации

функционала Φ̃+ (задача 1) при N = 8 дает относительную интеграль-

ную ошибку ∆+ = 4.5 · 10−10. Для решения системы (2.5.39)–(2.5.41),

значение функционала Φ̃+ при тех же полиномиальных аппроксимаци-

ях (M = 1, N = 8) заведомо больше и соответствующая относительная

ошибка равна ∆g = 3.2 · 10−8.

На рис. 2.5.7 приведены значения абсолютных интегральных оши-

бок в зависимости от значения параметра N (так называемая p-сходи-

мость). Экстремальные значения функционала Φ̃+
+(N) (сплошная кри-

вая) всегда ниже значений функционала Φ̃g
+(N) (штриховая кривая),

полученного модифицированным методом Галеркина.

Рис. 2.5.7. Интегральная ошибка численного решения

для вариационного и проекционного подходов.

Учтем, что для получения оптимального приближения необходимо

решить систему 2N уравнений второго порядка, а система (2.5.39) со-
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держит такое же количество дифференциальных уравнений первого по-

рядка. Для сравнения эффективности вариационного и проекционного

подходов на рис. 2.5.7 приведены значения функционала Φ̃g
+(2N) для

удвоенной размерности аппроксимаций (штрихпунктирная ломаная).

Можно заметить, что для некоторых значений параметра N при оди-

наковом дифференциальном порядке решаемых систем величина функ-

ционала Φ̃g
+(2N) меньше чем Φ̃+

+(N).

На рис. 2.5.8 сплошными кривыми для различных степеней полино-

мов показано уменьшение интегральной ошибки Φ̃g
+(N1) при увеличе-

нии числа элементов M = 1 ÷ 8 в зависимости от размерности задачи

N1 = MN (h-сходимость). Необходимо отметить, что с ростом пара-

метра N , хотя и происходит улучшение качества решений, значительно

увеличивается время расчета. Поэтому для эффективного моделирова-

ния, особенно при решении задачи в режиме реального времени, необ-

ходимо находить наилучшее сочетание значений M и N , учитывая при

этом фактор численной стабильности алгоритма.

Рис. 2.5.8. Интегральная ошибка Φ̃g
+(N1).
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Глава 3.

Вариационные и проекционные подходы к
анализу собственных колебаний

механических систем

§3.1. Регулярные подходы к построению
собственных частот и форм колебаний упругих тел

балочной формы

3.1.1. Постановка задачи о собственных колебаниях упругой

плоской пластины. Рассмотрим в рамках двумерной линейной теории

упругости собственные колебания изотропной пластины занимающей в

плоскости Ox1x2 прямоугольную область

Ω = {x : 0 < x1 < L , −h < x2 < h} , x = {x1, x2} .

Как показано на рис. 3.1.1, граница области Ω состоит из четырех

отрезков

Γ = ∂Ω = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3 ∪ Γ̄4 .

Рис. 3.1.1. Упругая прямоугольная пластина.
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Положим, что части границы Γ2 и Γ4 при x2 = ±h свободны от

нагрузок, а на отрезках Γ1 и Γ3 при x2 = 0, L заданы либо нулевые

напряжения, либо нулевые перемещения. В дальнейшем без ограниче-

ний на применимость предлагаемых подходов считается, что длина L

пластины (балки) много больше ее высоты 2h.

Введем векторы перемещений u(t, x) и плотности импульса p(t, x),

а также тензоры напряжений σ(t, x) и деформаций ε(t, x):

u =
[
u1

u2

]
, p =

[
p1

p2

]
,

σ =
[
σ11 σ12

σ12 σ22

]
, ε =

[
ε11 ε12
ε12 ε22

]
.

(3.1.1)

Тензор деформаций ε можно связать с перемещениями точек балки

u покомпонентно в форме

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, 2ε12 =

∂u2

∂x1
+
∂u1

∂x2
. (3.1.2)

В плосконапряженном состоянии закон Гука и соотношения между

скоростями и импульсами запишутся в виде

ξ(t, x) =
[
ξ11 ξ12
ξ12 ξ22

]
= 0 , η(t, x) =

[
η1
η2

]
= 0 . (3.1.3)

Здесь компоненты тензора (ξ) и вектора (η) состояний для изотропного

тела определяются соответственно как

ξ11 = ε11 −
1
E

(σ11 − νσ22) , ξ22 = ε22 −
1
E

(σ22 − νσ11) ,

ξ12 = ε12 −
1 + ν

E
σ12 .

(3.1.4)

и

η1 =
∂u1

∂t
− p1

ρ
, η2 =

∂u2

∂t
− p2

ρ
.

Свойства материала задаются через модуль Юнга E(x) > 0, коэф-

фициент Пуассона ν(x) > 0 и плотность ρ(x) > 0.
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Уравнение динамического равновесия в отсутствии внешних объем-

ных сил предстанет в виде

f(t, x) =
[
f1
f2

]
= 0 , (3.1.5)

где введен суммарный вектор упругих и инерционных объемных сил f

с компонентами

f1 =
∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
− ∂p1

∂t
, f2 =

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
− ∂p2

∂t
.

Пусть заданы однородные граничные условия на боковых сторонах

балки

x2 = ±h : σ12 = 0 , σ22 = 0 , (3.1.6)

а также на ее торцах

x1 = 0 : σ11 = 0 , σ12 = 0 ∨ u1 = 0 , u2 = 0 ,

x1 = l : σ11 = 0 , σ12 = 0 ∨ u1 = 0 , u2 = 0 .
(3.1.7)

Для того чтобы сформулировать задачу на собственные значения,

представим неизвестные переменные в виде

u(t, x) = ũ(x) sinωt , p(t, x) = p̃(x) cosωt ,

σ(t, x) = σ̃(x) sinωt ,
(3.1.8)

где ω > 0 — частота собственных колебаний. Знак «тильда» в дальней-

шем опускается.

После подстановки выражений (3.1.8) компоненты вектора состоя-

ний η можно свести, исключив время, к виду

η1(x) = ωu1 −
p1

ρ
, η2(x) = ωu2 −

p2

ρ
, (3.1.9)

а вектор объемных сил записать как

f1(x) =
∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
+ ωp1 , f2(x) =

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+ ωp2 . (3.1.10)
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Учитывая условие динамического равновесия (3.1.5) и соотношения

(3.1.10), выразим функции импульсов через напряжения. Тогда из урав-

нений (3.1.9) получим

η1(x) = ωu1 +
1
ρω

(
∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2

)
,

η2(x) = ωu2 +
1
ρω

(
∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2

)
.

(3.1.11)

Ставится задача о нахождении собственных частот ω, перемещений

u(x) и напряжений σ(x), которые удовлетворяют уравнения состояния

(3.1.3) с учетом (3.1.4) и (3.1.11), а также граничные условия (3.1.6) и

(3.1.7).

По аналогии с задачей о движении упругих тел, рассмотренной в

§1.3, введем два энергетических функционала

Φω
±[u, σ, ω] =

1
2

∫
Ω

(ρη · η ± ξ : C : ξ) dΩ , (3.1.12)

где C тензор модулей упругости.

Энергию системы можно выразить либо через перемещения

Ψω
u [u, ω] =

1
2

∫
Ω

(
ρω2u · u + ε : C : ε

)
dΩ , (3.1.13)

либо через напряжения

Ψω
σ [σ, ω] =

1
2ω2

∫
Ω

(
ρ−1∇σ · ∇σ + ω2σ : C−1 : σ

)
dΩ . (3.1.14)

Для изотропного материала свертки тензоров в (3.1.12)–(3.1.14) име-

ют вид

ξ : C : ξ =
E

1− ν2

(
ξ211 + 2νξ11ξ22 + ξ222 + 2(1− ν)ξ212

)
,

ε : C : ε =
E

1− ν2

(
ε211 + 2νε11ε22 + ε222 + 2(1− ν)ε212

)
,

σ : C−1 : σ =
1
E

(
σ2

11 − 2νσ11σ22 + σ2
22 + 2(1 + ν)σ2

12

)
.
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Так как решение поставленной задачи задается с точностью до про-

извольного множителя, естественно задать одно из изопериметриче-

ских условий

Ψω
u = 1 ∨ Ψω

σ = 1 .

3.1.2. Вариационный подход к приближенному решению за-

дачи о собственных колебаниях упругой балки. В §1.3 показана

связь между вариационной постановкой динамической задачи о дви-

жении упругого тела на основе метода интегро-дифференциальных со-

отношений и классическими вариационными принципами Гамильтона–

Остроградского.

Для случая собственных колебаний (см. табл. 1.3.1) задача о нахож-

дении частоты ω, полей перемещений u∗(t, x) и напряжений σ∗(t, x),

которые доставляют стационарное значение функционалу

δΦω
−[u, σ, ω] = 0 ,

сводится к вариационной задаче в перемещениях

δHω[u, ω] = 0 , Hω =
1
2

∫
Ω

(
ρω2u · u− ε : C : ε

)
dΩ , (3.1.15)

и дополнительной к ней задаче в напряжениях

δHω
c [σ, ω] = 0 , Hω

c =
1
2

∫
Ω

(
1
ρω2

∇σ · ∇σ − σ : C−1 : σ
)
dΩ . (3.1.16)

Перемещения и напряжения в этих постановках строго выполняют гра-

ничные условия (3.1.6) и (3.1.7).

Используем конечномерное представление искомых функций u и σ
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по одной из координат x2 в виде

u1 =
N∑

k=0

yku
(k)
1 (x1) , u2 =

N−1∑
k=0

yku
(k)
2 (x1) ,

σ11 =
N∑

k=0

ykσ
(k)
11 (x1) , σ12 =

N−1∑
k=0

yk
(
1− y2

)
σ

(k)
12 (x1) ,

σ22 =
N∑

k=0

yk
(
1− y2

)
σ

(k)
22 (x1) , y =

x2

h
,

(3.1.17)

где u(k)
i и σ

(k)
ij , i, j = 1, 2, — неизвестные функции координаты x1. Вы-

бранные напряжения автоматически удовлетворяют граничные усло-

вия (3.1.6).

Определим векторные функции проектных параметров как

z1 =
[
u

(0)
1 , u

(0)
2 , . . . , u

(N−1)
1 , u

(N−1)
2 , u

(N)
1

]T

,

z2 =
[
σ

(0)
11 , σ

(0)
12 , . . . , σ

(N−1)
11 , σ

(N−1)
12 , σ

(N)
11

]T

,

z3 =
[
σ

(0)
22 , . . . , σ

(N)
22

]T

,

(3.1.18)

т.е. z1,2(x1) ∈ R2N+1, z3(x1) ∈ RN+1. Введем в рассмотрение следующие

интегралы

Θ(z′1, z1, ω, x1) =
1
2

h∫
−h

(
ρω2u · u− ε : C : ε

)
dx2 ,

Θc(z′2, z2, z3, ω, x1) =

=
1

2ω2

h∫
−h

(
ρ−1∇σ · ∇σ − ω2σ : C−1 : σ

)
dx2 .

(3.1.19)

Здесь штрихи означают производную по переменной x1.

С учетом (3.1.17)–(3.1.19) первые вариации функционалов Hω и Hω
c ,
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заданных в (3.1.15) и (3.1.16), запишутся согласно

δHω =
[
∂Θ
∂z′1

· δz1

]x1=l

x1=0

−
l∫

0

(
d

dx1

∂Θ
∂z′1

− ∂Θ
∂z1

)
· δz1dx1 ,

δHω
c =

[
∂Θc

∂z′2
· δz2

]x1=l

x1=0

−
l∫

0

(
d

dx1

∂Θc

∂z′2
− ∂Θc

∂z2

)
· δz2dx1+

+

l∫
0

∂Θc

∂z3
· δz3dx1 .

(3.1.20)

Для выбранных аппроксимаций (3.1.17) необходимые условия стаци-

онарности функционала Hω[z1, ω] — это записанная в векторной форме

система дифференциальных уравнений Эйлера

d

dx1

∂Θ
∂z′1

− ∂Θ
∂z1

= 0 . (3.1.21)

К системе (3.1.21) необходимо добавить условия трансверсальности

на свободных концах, что с учетом граничных условий (3.1.7) дает

x1 = 0 :
∂Θ
∂z′1

= 0 ∨ z1 = 0 ,

x1 = l :
∂Θ
∂z′1

= 0 ∨ z1 = 0 .

(3.1.22)

Для дополнительного принципа Гамильтона необходимые условия

стационарности функционала Hω
c [z2, z3, ω] составляют линейную систе-

му дифференциально-алгебраических уравнений

d

dx1

∂Θc

∂z′2
− ∂Θc

∂z2
= 0 ,

∂Θc

∂z3
= 0 . (3.1.23)

Для нахождения приближенных собственных частот ω и собствен-

ных векторов z2(x1), z3(x1) необходимо добавить 2N + 1 краевых усло-

вий. Эти условия с учетом (3.1.7) и (3.1.20) можно записать в виде

x1 = 0 : z2 = 0 ∨ ∂Θc

∂z′2
= 0 ,

x1 = l : z2 = 0 ∨ ∂Θc

∂z′2
= 0 .

(3.1.24)
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Решая краевую задачу на собственные значения (3.1.21), (3.1.22) и

учитывая изопериметрическое условие Ψω
u = 1 и выражения (3.1.17) и

(3.1.18), получим собственные функции перемещений. Из задачи (3.1.23),

(3.1.24) при Ψω
σ = 1 находятся соответствующие напряжения.

3.1.3. Проекционный подход к нахождению собственных ко-

лебаний упругой балки. В §2.5 был описан алгоритм получения

аппроксимаций решения динамических задач, основанный на проек-

ционном подходе и методе семидискретизации. Используем эту мето-

дику для получения приближенных систем уравнений, описывающих

собственные колебания балки в рамках модели плоско напряженного

упругого тела.

Рассмотрим задачу на собственные значения ω в перемещениях u(x)

и напряжениях σ(x), поставленную в п. 3.1.1. В классической формули-

ровке должны выполняться уравнения состояния (3.1.3) с учетом вы-

ражений (3.1.2), (3.1.4), (3.1.11) и граничные условия (3.1.6) и (3.1.7).

Решение, которое автоматически удовлетворяет ограничения на боко-

вых сторонах балки (3.1.6), ищется в виде пробных функций (3.1.17).

В проекционном подходе (модификация метода Петрова–Галеркина

[97, 102]) требуется, чтобы перемещения и напряжения доставляли ну-

левые значения интегральным проекциям тензора и вектора состояния

на выбранные векторные (V) и тензорные (T ) поля тестовых функций:

Υξ =

L∫
0

Θξdx1 = 0 , Θξ =

h∫
−h

ξ(u, σ) : τdx2 , ∀τ ∈ T ;

Υη =

L∫
0

Θηdx1 = 0 , Θη =

h∫
−h

ωρη(u, σ) · vdx2 , ∀v ∈ V .

(3.1.25)

Здесь вектор v(x) имеет размерность перемещений, τ(x) — тензор на-

пряжений, а Θξ и Θη — интегралы невязки уравнений состояния раз-

мерности линейной плотности энергии.
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Как и для пробных полей (3.1.17), тестовые функции можно вы-

брать в виде полиномов относительно одной их переменных x2. Отли-

чие состоит в том, что на эти функции не накладываются никакие огра-

ничения. Чтобы получить совместную систему уравнений, представим

тестовые перемещения и напряжения в виде

v1 =
N∑

k=0

ykv
(k)
1 (x1) , v2 =

N−1∑
k=0

ykv
(k)
2 (x1) ,

τ11 =
N∑

k=0

ykτ
(k)
11 (x1) , τ12 =

N−1∑
k=0

ykτ
(k)
12 (x1) ,

τ22 =
N∑

k=0

ykτ
(k)
22 (x1) , y =

x2

h
,

(3.1.26)

где v(k)
i и τ

(k)
ij , i, j = 1, 2, — произвольные с необходимыми свойства-

ми гладкости функции от x1. По аналогии с проектными параметрами

(3.1.18) соберем эти функции в три вектора

y1(x) =
[
v
(0)
1 , v

(0)
2 , . . . , v

(N−1)
1 , v

(N−1)
2 , v

(N)
1

]T

∈ R2N+1 ,

y2(x) =
[
τ

(0)
11 , τ

(0)
12 , . . . , τ

(N−1)
11 , τ

(N−1)
12 , τ

(N)
11

]T

∈ R2N+1,

y3(x) =
[
τ

(0)
22 , . . . , τ

(N)
22

]T

∈ RN+1 .

(3.1.27)

С учетом введенных обозначений (3.1.18) и (3.1.27) подставим вы-

ражения для перемещений и напряжений (3.1.17), (3.1.26) в интегралы

Θξ и Θη из (3.1.25). После интегрирования по x2 и дифференцирования

по yj , j = 1, 2, 3, получим систему дифференциально-алгебраических

уравнений
∂Θη(z′2, z1, z2, z3,y1, ω, x1)

∂y1
= 0 ,

∂Θξ(z′1, z1, z2, z3,y2,y3, ω, x1)
∂y2

= 0 ,

∂Θξ(z′1, z1, z2, z3,y2,y3, ω, x1)
∂y3

= 0 .

(3.1.28)

Здесь первые два равенства представляют собой 4N + 2 обыкновенных
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дифференциальных уравнения первого порядка, записанных в вектор-

ном виде, а последнее равенство — N+1 алгебраических уравнений, ли-

нейных относительно проектных параметров, которые составляют век-

торы zj , j = 1, 2, 3.

Для аппроксимаций (3.1.17) система уравнений (3.1.28) вместе с кра-

евыми соотношениями

x1 = 0 : z2 = 0 ∨ z1 = 0 ,

x1 = l : z2 = 0 ∨ z1 = 0 ,
(3.1.29)

вытекающими из граничных условий (3.1.7), может быть использована

для нахождения собственных частот ω и собственных функций zj(x1),

j = 1, 2, 3, по которым согласно (3.1.17) восстанавливаются поля ам-

плитуд перемещений u(x) и напряжений σ(x).

3.1.4. Сравнение вариационного и проекционного подходов.

Для выбранного класса пробных и тестовых функций u(x), σ(x), v(x),

τ(x) можно доказать, что приближенные системы уравнений (3.1.21) и

(3.1.28), полученные соответственно с помощью вариационного и проек-

ционного подхода эквивалентны. Для этого запишем условие на первую

вариацию функционала Hω[u, ω], введенного в (3.1.15), в виде

δHω =
∫

Ω

(
ρω2u · δu− ε(u) : C : ε(δu)

)
dΩ = 0 .

Компоненты вектора вариаций δu находятся из выражений для пе-

ремещений u1(x) и u2(x), определенных в (3.1.17), заменой искомых

функций u
(k)
1,2(x1) на произвольные функции δu

(k)
1,2(x1), удовлетворяю-

щие краевые условия (3.1.22). Из этого согласно (3.1.17) и (3.1.26) сле-

дует, что вариаций δu(x) принадлежат тому же пространству что и

перемещения v(x). Подставим вектор v = δu в выражения (3.1.25) и с

учетом структуры функций состояния (3.1.4) и (3.1.11) запишем усло-

175



вия равенства нулю функционалов Υξ и Υη в виде

Υξ[u, σ, τ ] =
∫
Ω

(
ε(u) : τ − σ : C−1 : τ

)
dΩ = 0 ,

Υη[u, σ, δu] =
∫
Ω

(
ρω2u · δu +∇ · σ · δu

)
dΩ = 0 ,

(3.1.30)

где C — тензор модулей упругости.

Из (3.1.26) следует, что тензорные функции деформаций ε(δu) об-

разуют подпространство линейного пространства тестовых функций

C−1 : τ . Это означает, что напряжения τ всегда можно представить

в виде суммы ортогональных тензоров

τ = τ⊥ + C : ε(δu) ,
∫
Ω

(
τ⊥ : ε(δu)

)
dΩ = 0 . (3.1.31)

Ввиду произвольности функций zj(x1) для j = 1, 2, 3 и эквивалент-

ности пространств, на которых заданы векторы u(x) и δu(x), первое

соотношение (3.1.30) с учетом (3.1.31) распадается на два интеграль-

ных условия

Υξ[u, σ, δu] =
∫
Ω

(ε(u) : C : ε(δu)− σ : ε(δu)) dΩ = 0 ,

Υξ[u, σ, τ⊥] = −
∫
Ω

σ : C−1 : τ⊥dΩ = 0 .

Первое из этих условий дает равенство∫
Ω

σ : ε(δu)dΩ =
∫
Ω

ε(u) : C : ε(δu)dΩ . (3.1.32)

После интегрирования функционала Υη[u, σ, δu] из (3.1.30) по ча-
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стям и подстановки в него соотношения (3.1.32) получаем

Υη[u, σ, δu] =

=
∫
Ω

(
ρω2u · δu− ε(u) : C : ε(δu)

)
dΩ−

−
h∫

−h

[n1(x1) · σ · δu]x1=L
x1=0 dx2 = δHω = 0 ,

n1(0) = [−1, 0]T , n1(L) = [1, 0]T ,

(3.1.33)

где введен вектор нормали n1. Равенство функционалов Υη и δHω вы-

текает из того, что согласно граничным условиям (3.1.7) при x = 0 и

x = L выполняется либо равенство n1 · σ = 0, либо δu = 0.

Из (3.1.33) следует, что систему уравнений (3.1.28) можно свести к

заданной относительно перемещений системе (3.1.21) с теми же крае-

выми условиями (3.1.22). Далее рассматривается проекционный подход

к нахождению приближенных частот и форм уравнений балки.

Разумеется, как и будет показано в §3.2, представление (3.1.17) –

это не единственно возможное конечномерное разложение неизвестных

функций. Для некоторых специальных случаев, например для свобод-

ной балки, когда на перемещения не накладываются никакие гранич-

ные условия, с помощью проекционного подхода возможно построение

содержательных моделей, в которых число функций перемещений u(k)
j

больше числа функций напряжений σ(k)
1j (j = 1, 2) [50, 137].

3.1.5. Анализ собственных частот и форм продольных коле-

баний однородной упругой балки. Рассмотрим случай, когда упру-

гая балка состоит из однородного материала, т.е. E = const, ρ = const,

ν = const. Выбором нового масштаба времени t = h
√
ρE−1t̃ и дли-

ны x = hx̃ система (3.1.28), (3.1.29) сводится к безразмерному виду:

E = ρ = h = 1. Знак «тильда» в дальнейшем опускается.

С учетом свойств симметрии области Ω и граничных условий (3.1.6)

и (3.1.7) можно провести декомпозицию исходной системы (3.1.28) на
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Таблица 3.1.1: Функции продольных и поперечных колебаний.

Колебания: u1 u2 σ11 σ12 σ22

продольные u
(2j)
1 u

(2j+1)
2 σ

(2j)
11 σ

(2j)
22 σ

(2j+1)
12

поперечные u
(2j+1)
1 u

(2j)
2 σ

(2j+1)
11 σ

(2j+1)
22 σ

(2j)
12

две независимые подсистемы, которые описывают продольные и попе-

речные колебания упругой балки [47]. Для этого в выражениях для пе-

ремещений и напряжений (3.1.17) необходимо оставить только те неиз-

вестные функции, которые стоят при соответствующих степенях пе-

ременной y = x2, как показано в табл. 3.1.1. Четность (нечетность)

верхних индексов характеризует свойства симметрии (антисимметрии)

функций перемещений и напряжений относительно координатной оси

Ox1. В силу ортогональности четных и нечетных степенных функций

будут автоматически обнуляться соответствующие проекции в интегра-

лах (3.1.25).

Определяющим перемещением для продольных колебаний служит

растяжение и сжатие центральной линии балки (x2 = 0), которая зада-

ется функцией u(0)
1 (x1). Поперечные собственные движения характери-

зуются ортогональным смещением относительно этой линии u(0)
2 (x1).

Рассмотрим вначале продольные колебания. Перемещения и напря-

жения можно записать с учетом (3.1.17) и табл. 3.1.1 в виде

σ11 =
M∑

j=0

y2jσ
(2j)
11 (x1) , u1 =

M∑
j=0

y2ju
(2j)
1 (x1) ,

σ22 =
M∑

j=0

y2j
(
1− y2

)
σ

(2j)
22 (x1) , u2 =

M−1∑
j=0

y2j+1u
(2j+1)
2 (x1) ,

σ12 =
M−1∑
j=0

y2j+1
(
1− y2

)
σ

(2j+1)
12 (x1) ,

где параметр M определяет размерность аппроксимаций. В результате,

для процесса растяжения–сжатия центральной линии дифференциаль-
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ный порядок системы уравнений равен 4M + 2.

Для минимально возможной степени аппроксимаций M = 0 систе-

ма (3.1.28) сводится к одному дифференциальному уравнению второго

порядка
d2u

(0)
1

dx2
1

+ (1− ν2)ω2u
(0)
1 = 0 ,

σ
(0)
11 =

1
1− ν2

du
(0)
1

dx1
, σ

(0)
22 =

3ν
2
σ

(0)
11 ,

которое совпадает с классическим уравнением продольных колебаний

тонкого упругого стержня только в случае ν = 0. Решение задачи на

собственные значения может быть получено в аналитическом виде для

граничных условий (3.1.7) произвольного вида.

Для M = 1 система (3.1.28) сводится к бикубическому уравнению

относительно функции u(0)
1 (x1), которая задает перемещения точек цен-

тральной линии вдоль оси Ox1. Корни характеристического уравнения

λj(ω), j = 1, . . . , 6, находятся в аналитическом виде. На рис. 3.1.2 при

ν = 0.3 показаны мнимые (|Im λj | – сплошные линии) и вещественные

(|Re λj | – штриховые линии) ветви частотно-волновых характеристик

λj(ω) для выбранного приближения.

Существуют три критических значения частоты

ω∗1 = 1.787 , ω∗2 =
10
91

√
273 = 1.816 , ω∗3 =

5
13

√
39 = 2.402 ,

определяющие четыре зоны колебаний, которые разделены на рис. 3.1.2

пунктирными линиями. В первой зоне (ω < ω∗1) два корня имеют чи-

сто мнимые значения, четыре остальных – комплексные. Во второй

(ω∗1 < ω < ω∗2) и четвертой (ω∗3 < ω) зонах все корни чисто мнимые,

а в третьей (ω∗2 < ω < ω∗3) – четыре мнимых и два действительных кор-

ня. Интересно отметить, что во второй зоне присутствует монотонно

убывающая ветвь |Im λj(ω)|.
Штрихпунктирная прямая показывает зависимость волнового числа

от частоты продольных колебаний (|λ| = ω) для классической модели
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тонкого стержня. Эта линия почти касается кривой Imλ1(ω), где λ1 —

такой корень характеристического уравнения, для которого при всех

ω выполняются условия Reλ1(ω) = 0 и Imλ1(ω) > 0. Так как клас-

сическая модель тонкого упругого стержня не учитывает поперечные

движения точек сечения, она дает более грубую оценку для собствен-

ных частот системы.

Рис. 3.1.2. Частотно-волновые характеристики

продольных движений балки.

Рассмотрим частный случай собственных колебаний упругой балки,

жестко закрепленной на обоих концах:

x1 = 0, L : u
(0)
1 (x1) = u

(2)
1 (x1) = u

(1)
2 (x1) = 0 .
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Таблица 3.1.2: Частоты продольных колебаний защемленной балки.

Мода (a) 1 3 5 7 9 11 13

ωn 0.158 0.471 0.780 1.076 1.344 1.554 1.705
∆ωn (%) -0.25 0.04 0.73 2.14 4.96 10.1 16.5

Моды (s) 2 4 6 8 10 12 14

ωn 0.315 0.626 0.930 1.215 1.457 1.635 1.766
∆ωn (%) -0.15 0.32 1.32 3.31 7.22 13.3 19.7

При L = 20 и ν = 0.3 значения собственных частот ωn для пер-

вой зоны приведены в табл. 3.1.2 вместе с указанием симметрии (s)

или антисимметрии (a) функции u
(0)
1 относительно середины x1 = 10

центральной линии балки. В таблице для каждой моды дано также

рассогласование по частотам

∆ωn =
ωc

n − ωn

ωc
n

(3.1.34)

между классической моделью ωc
n = 0.05πn и моделью полученной ва-

риационным и проекционным подходом для M = 1. При приближении

к второй зоне эта величина растет (почти до 20% для 14-ой моды).

Волновые числа Im λ1(ωn) для первой зоны показаны на рис. 3.1.2

кружками, для второй зоны – треугольниками, а для третьей – квад-

ратами. Отметим, что в узкой второй частотной зоне расположено до-

вольно много собственных частот, при этом нарушается порядок сле-

дования четных и нечетных мод. В третьей зоне поведение частот ста-

новится ещё более нерегулярным, частоты с разной четностью могут

принимать очень близкие значения. Для наглядности, поведение ча-

стот в трех зонах в зависимости от номера моды показано кружками

на рис. 3.1.3.
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Рис. 3.1.3. Собственные частоты защемленной упругой балки.

3.1.6. Собственные частоты и формы поперечных колеба-

ний упругой балки. Рассмотрим поперечные колебания балки. Чет-

ность или нечетность степеней разложения функций по переменной y

в соотношениях (3.1.17) определяется из табл. 3.1.1. Выпишем соответ-

ствующие аппроксимации перемещений и напряжений

σ11 =
M∑

j=0

y2j+1σ
(2j+1)
11 (x1) , u1 =

M∑
j=0

y2j+1u
(2j+1)
1 (x1) ,

σ12 =
M∑

j=0

y2j
(
1− y2

)
σ

(2j)
12 (x1) , u2 =

M∑
j=0

y2ju
(2j)
2 (x1) ,

σ22 =
M∑

j=0

y2j+1
(
1− y2

)
σ

(2j+1)
22 (x1) .

(3.1.35)

Из выражений (3.1.35) следует, что дифференциальный порядок систе-

мы уравнений для изгиба равен 4M + 2.

Для минимально возможной степени аппроксимаций M = 0 система

(3.1.28) сводится к одному биквадратному дифференциальному урав-
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нению от функции перемещений u(0)
2 (x1):

d4u
(0)
2

dx4
1

+ a(ω, ν)
d2u

(0)
2

dx2
1

− b(ω, ν)u(0)
2 = 0 ,

a = (1 + ν)(3− ν)ω2 , b = (1− ν2)
(
3− 2(1 + ν)ω2

)
ω2 .

(3.1.36)

Отметим, что при достаточно малых собственных частотах ω � 1

уравнение (3.1.36) приближается к классическому уравнению изгиба

балки Эйлера–Бернулли только в случае ν = 0. Как и в балке Ти-

мошенко [81], в рассматриваемой модели допускаются не только изгиб

центральной линии, но и сдвиговые движения x2u
(1)
1 (x1).

На рис. 3.1.4 показаны частотно-волновые характеристики попереч-

ных движений упругой балки для коэффициента Пуассона ν = 0.3. Су-

ществует критическая частота ω∗0 = 1.074 (пунктирная прямая), разде-

ляющая две зоны: ω ∈ (0, ω∗0) и ω ∈ (ω∗0 ,+∞). Сплошные кривые соот-

ветствуют мнимым корням характеристического уравнения |Im λj(ω)|,
а штриховые – действительным |Re λj(ω)|.

Как и для модели Эйлера–Бернулли в первой зоне два корня мни-

мые, а два – комплексные, но абсолютные значения мнимых и действи-

тельных корней не совпадают. Во второй зоне все собственные числа

принимают чисто мнимые значения. При ω = ω∗0 два корня обраща-

ются в нуль. Для сравнения штрихпунктирной кривой отображается

частотно-волновая характеристика балки Бернулли: |λc| = 4
√

3ω2. При

ω → 0 кривые |λj(ω)| слипаются и близко подходят (но не прилипают)

к классической кривой.

Рассмотрим поперечные колебания упругой балки жестко защем-

ленной с обоих концов

x1 = 0, L : u
(1)
1 (x1) = u

(0)
2 (x1) = 0 .
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Рис. 3.1.4. Частотно-волновые характеристики

поперечных движений упругой балки.

Как и в п. 3.1.5, выберем длину балки L = 20. Для выбранных па-

раметров и краевых условий в первой зоне (ωn < ω∗0) расположены

12 собственных частот ωn. Эти частоты с пометкой четности (s) или

нечетности (a) функции изгиба центральной линии балки u(0)
2 (x1) при-

ведены в табл. 3.1.3. Соответствующие им волновые числа |Im λj(ωn)|
показаны кружками на рис. 3.1.4. Собственные числа во второй зоне

(ωn > ω∗0 , n > 12) помечены на рисунке квадратами. Для сравнения с

продольными колебаниями ромбами на рис. 3.1.3 изображена зависи-

мость значения собственной частоты от номера поперечной моды n.

В табл. 3.1.3 приведены также результаты сравнения полученного

решения с решением соответствующей классической задачи о собствен-
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Таблица 3.1.3: Частоты поперечных колебаний защемленной балки.

Мода (s) 1 3 5 7 9 11

ωn 0.0319 0.1489 0.3125 0.4976 0.6931 0.8935
∆ωn (%) 1.27 14.7 27.5 37.9 46.1 52.6

Моды (a) 2 4 6 8 10 12

ωn 0.0821 0.2269 0.4032 0.5945 0.7929 0.9942
∆ωn (%) 7.81 21.3 33.0 42.2 49.5 55.3

ных колебаниях защемленной с обоих концов балки

d4u
(0)
2

dx4
+ 3ω2u

(0)
2 = 0 ,

x1 = 0, L : u
(0)
2 (x1) =

du
(0)
2

dx
= 0 .

Собственные числа для этой задачи находятся из решения транс-

цендентного уравнения

cosLλc chLλc = 1 , λc = 4
√

3ω2.

Как видно из таблицы, даже для первой моды относительное рас-

согласование (3.1.34) между собственными частотами, полученными с

помощью проекционного подхода и в рамках модели Эйлера–Бернулли,

составляет более одного процента, а уже с 11-ой частоты превыша-

ет 50%.
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§3.2. Модели свободных продольных и поперечных
колебаний упругих балок

3.2.1. Постановка задачи о собственных колебаниях свобод-

ной упругой балки. Как и в §3.1, в рамках двумерной линейной тео-

рии упругости рассмотрим собственные колебания изотропной балки,

занимающей в плоскости Ox1x2 прямоугольную область (см. рис. 3.2.1)

Ω = {x : −a1 < x1 < a1 , −a2 < x2 < a2} , x = {x1, x2} .

Рис. 3.2.1. Область, занимаемая упругой балкой.

Амплитуды перемещений u(x), напряжений σ(x) и деформаций ε(x)

введены согласно (3.1.1) и (3.1.2). В плосконапряженном состоянии за-

кон Гука и соотношения между скоростями и импульсами запишутся в

виде

ξ11 = ε11 −
1
E

(σ11 − νσ22) = 0 ,

ξ22 = ε22 −
1
E

(σ22 − νσ11) = 0 ,

ξ12 = ε12 −
1 + ν

E
σ12 = 0

(3.2.1)

186



и
η1(x) = ωu1 +

1
ρω

(
∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2

)
= 0 ,

η2(x) = ωu2 +
1
ρω

(
∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2

)
= 0 .

(3.2.2)

Пусть граница Γ области Ω свободна от нагрузок. Это означает, что

заданы однородные граничные условия на сторонах балки

x2 = ±a2 : σ12 = 0 , σ22 = 0 (3.2.3)

и

x1 = ±a1 : σ11 = 0 , σ12 = 0 . (3.2.4)

Ставится задача о нахождении собственных частот ω, перемещений

u(x) и напряжений σ(x), которые удовлетворяют уравнения состояния

(3.2.1) и (3.2.2), а также граничные условия (3.2.3) и (3.2.4).

Так как на перемещения в данной задаче не накладываются никакие

ограничения, можно выразить их, используя соотношения (3.2.2), через

напряжения

u = − 1
ρω2

∇ · σ . (3.2.5)

Подставляя перемещения из (3.2.5) в уравнения состояния (3.2.1),

получим тензорное уравнение, определяющее поля напряжений в обла-

сти Ω, в виде

ξ = − 1
2ω2

(
ζ + ζT

)
−C−1 : σ = 0 , ζ = ∇

(
ρ−1∇ · σ

)
.

В проекционном подходе требуется, чтобы напряжения σ ∈ T1 точно

удовлетворяли граничные условия (3.2.3), (3.2.4) и доставляли нулевые

значения интегральным проекциям тензора состояния ξ на выбранные

тензорные поля тестовых функций τ(x) ∈ T2:

Υξ =

a1∫
−a1

Θξdx1 = 0 , Θξ =

a2∫
−a2

ξ(σ) : τ(x)dx2 , ∀τ ∈ T2 . (3.2.6)
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Как и в предыдущем параграфе, используем конечномерное пред-

ставление компонент тензора напряжений σ по координате x2 в виде

σ11 =
N∑

k=0

ykσ
(k)
11 (x1) , σ12 =

N−1∑
k=0

yk
(
1− y2

)
σ

(k)
12 (x1) ,

σ22 =
N∑

k=0

yk
(
1− y2

)
σ

(k)
22 (x1) , y =

x2

a2
,

(3.2.7)

где σ(k)
ij , i, j = 1, 2, — неизвестные функции координаты x1. Такие на-

пряжения автоматически удовлетворяют граничные условия (3.2.3).

Согласно методу Галеркина [80] пространство тестовых функций T2

должно совпадать с пространством пробных функций T1. Воспользуем-

ся этим подходом и определим компоненты тензора τ как

τ11 =
N∑

k=0

ykτ
(k)
11 (x1) , τ12 =

N−1∑
k=0

yk
(
1− y2

)
τ

(k)
12 (x1) ,

τ22 =
N∑

k=0

yk
(
1− y2

)
τ

(k)
22 (x1) .

(3.2.8)

Соберем пробные и тестовые функции в три вектора

z1 =
[
σ

(0)
11 , σ

(0)
12 , . . . , σ

(N−1)
11 , σ

(N−1)
12 , σ

(N)
11

]T

,

z2 =
[
σ

(0)
22 , . . . , σ

(N)
22

]T

,

y =
[
τ

(0)
11 , τ

(0)
22 , τ

(0)
12 , . . . , τ

(N−1)
11 , τ

(N−1)
22 , τ

(N−1)
12 , τ

(N)
11 , τ

(N)
22

]T

,

где z1(x1) ∈ R2N+1, z2(x1) ∈ RN+1 и y(x1) ∈ R3N+2.

С учетом этих обозначений подставим выражения для напряжений

(3.2.7) и (3.2.8) в интеграл Θξ из (3.2.6). После интегрирования по x2

и дифференцирования по вектору y получим систему дифференциаль-

ных уравнений

∂Θξ(z′′1 , z
′
1, z1, z′2, z2,y, ω, x1)

∂y
= 0 . (3.2.9)
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Учитывая структуру уравнений состояния (3.2.1) и (3.2.2), можно

показать, что дифференциальный порядок системы (3.2.9) совпадает с

количеством краевых условий

x1 = ±a1 : z1 = 0 , (3.2.10)

вытекающих непосредственно из граничных соотношений (3.2.4).

Для аппроксимаций (3.2.7) система уравнений (3.2.9) с краевыми

условиями (3.2.10) используется для нахождения собственных частот ω

и собственных векторов zj(x1), j = 1, 2, по которым согласно (3.2.5) и

(3.2.7) восстанавливаются поля амплитуд перемещений u(x) и напря-

жений σ(x).

Для оценки качества приближений, получаемых предложенным спо-

собом, можно использовать функционал невязки, аналогичный введен-

ному в §1.3,

Φω
0 [σ, ω] =

1
2

∫
Ω

(ξ : C : ξ) dΩ .

Энергия системы Ψω
σ [σ, ω] выражается через напряжения согласно

(3.1.14). Чтобы однозначно определить собственные векторные функ-

ции zj(x1), решение системы (3.2.9), (3.2.10) можно выбирать с услови-

ем

Ψω
σ = 1 .

Тогда относительная ошибка в определении собственных форм ко-

лебаний совпадает с величиной энергетического функционала:

∆ = Φω
0 [σ, ω] . (3.2.11)

Используя симметрию области Ω и граничных условий (3.2.3), (3.2.4)

относительно координатных осей Ox1 и Ox2, поставленную задачу на

собственные значения (3.2.9), (3.2.10) можно декомпозировать на четы-

ре независимые подзадачи. Указанные в предыдущем разделе продоль-

ные и поперечные колебания (см. табл. 3.1.1) делятся в свою очередь

189



на две подгруппы движений согласно следующим свойствам четности

неизвестных функций

σ
(k)
11 (x1) = ±σ(k)

11 (−x1) ,

σ
(k)
12 (x1) = ∓σ(k)

12 (−x1) ,

σ
(k)
22 (x1) = ±σ(k)

22 (−x1) .

(3.2.12)

Интересно отметить связь между предложенным в этом разделе

проекционным подходом и известным вариационным принципом Хел-

лингера–Рейсснера [25]. Сформулируем этот принцип для рассматрива-

емой задачи на собственные значения следующим образом. Амплиту-

ды собственных перемещений u(x) и напряжений σ(x) должны строго

удовлетворять граничные условия (3.2.3), (3.2.4) и доставлять стацио-

нарные значения функционалу

ΦHR[u, σ, ω] =
1
2

∫
Ω

(
ρω2u · u + 2σ : ε− σ : C−1 : σ

)
dΩ ,

ε =
1
2

(
∇u +∇uT

)
.

Выпишем условия стационарности этого функционала:

δuΦHR =
∫
Ω

(
ρω2u +∇ · σ

)
· δudΩ = 0 ,

δσΦHR =
∫

Ω

(
ε−C−1 : σ

)
: δσdΩ = 0 .

(3.2.13)

Для нахождения приближенных решений в данной постановке бу-

дем выбирать перемещения u ∈ V и напряжения σ ∈ T0 так, чтобы

ρ−1ω−2∇ · σ ∈ V. Здесь V и T0 — некоторые линейные пространства

допустимых перемещений и напряжений. Тогда первое условие (3.2.13)

можно однозначно разрешить относительно вектора u. Как следствие

имеем выражение для перемещений (3.2.5). Положим T0 = T1 = T2, где

T1 и T2 — пространства соответственно аппроксимаций (3.2.7) и тесто-

вых функций (3.2.8), и заменим вариацию δσ на тензор τ в (3.2.13). В

результате получается интегральное равенство (3.2.6).
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3.2.2. Упрощенная модель продольных колебаний свобод-

ной упругой балки. Рассмотрим собственные движения однородной

упругой балки. Как и в предыдущем разделе, зафиксируем безраз-

мерные параметры: E = ρ = a2 = 1. В качестве простейшей моде-

ли продольных колебаний балки выберем нулевое приближение N = 1

в (3.2.7).

В этом случае тензор напряжений зависит только от двух неизвест-

ных функций σ
(0)
11 (x1) и σ

(0)
22 (x1). Система (3.2.9) сводится к одному

дифференциальному уравнению второго порядка

d2σ
(0)
11

dx2
+ λ2(ω)σ(0)

11 = 0 , σ
(0)
22 = α(ω)σ(0)

11 , (3.2.14)

где волновое число λ и множитель α зависят от частоты ω и коэффи-

циента Пуассона ν согласно

λ2 = ω2

(
1− 2

3
να(ω)

)
, α =

5
2

νω2

2ω2 − 5
. (3.2.15)

Из (3.2.10) следуют краевые условия

x1 = ±a1 : σ
(0)
11 = 0 . (3.2.16)

В отличие от классического уравнения продольных колебаний тон-

кого стержня, дифференциальное уравнение в напряжениях (3.2.14) со-

держит параметр λ, зависящий нелинейно от частоты собственных ко-

лебаний ω, а также от параметра задачи ν. Подобные модели можно

получить и другими способами, например с помощью асимптотическо-

го подхода [50].

Значения λ2(ω) положительны при ω ∈ (0, ω∗1) ∪ (ω∗2 ,∞) и отрица-

тельны при ω ∈ (ω∗1 , ω
∗
2). Критические частоты, которые делят частот-

ную область на три зоны, заданы как

ω∗1 =

√
15

6− 5ν
, ω∗2 =

√
5
2
.
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Отметим, что значения ω∗1 не превышают ω∗2 (ω∗1 = ω∗2 при ν = 0),

т.к. для обычных материалов 0 ≤ ν ≤ 0.5.

Можно показать, что при λ2(ω) ≤ 0 нетривиальных решений кра-

евой задачи на собственные значения (3.2.14)–(3.2.16) не существует.

При λ2(ω) > 0 в зависимости от свойств симметрии (3.2.12) решение

имеет вид

σ
(0)
11 = c cos(λx) ∨ σ

(0)
11 = c sin(λx) .

Здесь не учитываются свободные движение балки как абсолютно твер-

дого тела.

Характеристическое уравнение для определения собственных ча-

стот ω может быть записано следующим образом:

2a1λ(ω) = πn, n ∈ N . (3.2.17)

Два положительных корня ω− и ω+ (первая и третья зоны) уравне-

ния (3.2.17) находятся в явном виде как функции от λ ≥ 0:

ω±(n) =

√√√√15 + 6λ2
n ±

√
(15− 6λ2

n)2 + 300ν2λ2
n

2(6− 5ν2)
, λn =

πn

2a1
.

На рис. 3.2.2 сплошными кривыми показаны частотно-волновые ха-

рактеристики λ(ω±) для первой и третьей зоны при ν = 0.3. Частотные

зоны отделены на рис. 3.2.2 пунктирными линиями. При стремлении

коэффициента Пуассона ν к нулю, значение волнового числа стремит-

ся к классической характеристике λ → ω±, а интервал второй зоны

уменьшается: ω∗1 → ω∗2 . При этом функции ω±(λ) являются монотон-

но возрастающими, ω−(0) = 0, ω+(0) = ω∗2 и для больших значений n

справедливы следующие асимптотические соотношения:

ω−|n→∞ → ω1 , ω+|n→∞ →
√

6
6− 5ν2

λn .
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Рис. 3.2.2. Частотно-волновые характеристики

продольных колебаний упругой балки при M = 0.

При a1 = 10 и ν = 0.3 значения 8 нижних собственных частот ω−(n)

для первой зоны приведены в табл. 3.2.1. Там же обозначена симмет-

рия (s) или антисимметрия (a) функции σ(0)
11 (x1) относительно середи-

ны центральной линии балки x1 = 0. Эти же значения частот ω−(λn)

вместе с частотами третьей зоны ω+(λn) показаны на рис. 3.2.2 соот-

ветственно кружками и квадратами.

Важной характеристикой собственных форм колебаний является от-

ношение нормальных напряжений α, определенное в (3.2.15). Зависи-

мость коэффициента α от номера моды n для первой и третьей частот-

ных зон отражена на рис. 3.2.3 соответственно сплошной и штриховой

кривой. В первой зоне нормальные напряжения изменяются в противо-

фазе (α < 0), абсолютное значение |α| для низших частот мало и моно-
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Таблица 3.2.1: Частоты нижней ветви продольных колебаний.

Мода (s) 1 3 5 7

ω−n 0.1570 0.4695 0.7762 1.0667
∆ωn (%) 3 · 10−5 3 · 10−3 0.034 0.22

Моды (a) 2 4 6 8

ω−n 0.3137 0.6240 0.9246 1.1976
∆ωn (%) 5 · 10−4 0.011 0.090 0.51

тонно увеличивается с ростом номера n. В третьей зоне α(n) > 0 – стро-

го убывающая функция, величина нормальных напряжений σ
(0)
22 (x1)

для малых значений n значительно превышает продольные напряже-

ния σ(0)
11 (x1).

Рис. 3.2.3. Отношение нормальных напряжений α(n).

Как было предложено в предыдущем параграфе, качество получен-

ных полей перемещений можно явно оценить с помощью величины от-
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носительной энергетической ошибки ∆, введенной в (3.2.11). При за-

данных параметрах системы для первой частотной зоны эта ошибка

показана на рис. 3.2.4 треугольниками, соединенными для наглядности

сплошными линиями. Ошибка аппроксимации быстро растет с увели-

чением номера моды n.

Рис. 3.2.4. Относительная энергетическая ошибка ∆(n) в определении

собственных форм колебаний свободной упругой балки.

3.2.3. Уточненная модель продольных колебаний балки. Для

того, чтобы повысить точность приближенных решений, необходимо

увеличить размерность аппроксимации. При N = 2 компоненты тензо-

ра напряжений σ(x) для продольных колебаний определяются пятью

неизвестными функциями в форме

σ11 = σ
(0)
11 (x1) + x2

2σ
(2)
11 (x1) , σ12 =

(
1− x2

2

)
x2σ

(1)
12 (x1) ,

σ22 =
(
1− x2

2

) (
σ

(0)
22 (x1) + x2

2σ
(2)
22 (x1)

)
.
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Соответствующие однородные граничные условия имеют вид

x1 = ±a1 : σ
(0)
11 = σ

(2)
11 = σ

(1)
12 = 0 .

Как и для проекционной модели, рассмотренной в §3.1, система

(3.2.9) при N = 2 сводится к бикубическому дифференциальному урав-

нению, правда относительно функции σ(0)
11 (x1), которая задает нормаль-

ные напряжения вдоль оси Ox1 на центральной линии x2 = 0.

Рис. 3.2.5. Частотно-волновые характеристики продольных колебаний.

Корни характеристического уравнения λj(ω), j = 1, . . . , 6, для вы-

бранного приближения показаны при ν = 0.3 на рис. 3.2.5 (|Im λj | –

сплошные кривые, |Re λj | – штриховые кривые). При критических зна-

чениях частоты

ω∗1 = 1.566, ω∗2 = 1.647, ω∗3 =

√
105
26

= 2.010
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происходит бифуркация решения. Это определяет четыре зоны колеба-

ний, границы которых представлены на рис. 3.2.5 пунктирными лини-

ями. В первой зоне (ω < ω∗1) два корня – чисто мнимые, четыре осталь-

ных – комплексные. Во второй (ω∗1 < ω < ω∗2) и четвертой (ω∗3 < ω)

зонах все корни чисто мнимые, а в третьей (ω∗2 < ω < ω∗3) – четыре

мнимых и два действительных корня.

По сравнению с балочной моделью заданной в §3.1 в перемещениях

и напряжениях (см. рис. 3.1.2) заметно, что границы частотных зон

сдвинулись влево, а интервал второй зоны увеличился.

Рис. 3.2.6. Собственные частоты свободной упругой балки.

Для a1 = 10 значения собственных частот продольных колебаний,

расположенных в первой и второй зонах, показаны на рис. 3.2.6 ломаной

линией с кружками в зависимости от номера моды. Эти же значения

отражены на рис. 3.2.5 кружками и квадратами. В первой зоне моды

с четной и нечетной определяющей функцией σ
(0)
11 (x1) сменяют друг

друга. Во второй зоне последовательность смены симметрии функций
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напряжений нарушается, собственные частоты с разными свойствами

форм оказываются близки друг к другу. Отметим, что для этого типа

колебаний характерно уменьшение минимального абсолютного значе-

ния волнового числа при увеличении номера моды.

Точность в определении частот для данного приближения можно

определить неявно по изменению их значений по сравнению с упро-

щенной балочной моделью (N = 1). В табл. 3.2.1 приведены значения

относительного изменения частот при переходе к более точной модели.

Все первые 8 частот мало меняются, немного опускаясь вниз.

Как показано на рис. 3.2.4 (сплошная ломаная, помеченная ромба-

ми), точность определения форм колебаний увеличивается на несколь-

ко порядков для этих мод по сравнению с более грубой моделью. Как

всегда, относительная ошибка ∆(n) очень быстро возрастает с увели-

чением номера моды.

3.2.4. Модель поперечных колебаний свободной упругой ба-

лки. Рассмотрим поперечные колебания балки и зададим минималь-

ный порядок N = 1 в приближении (3.2.7). С учетом свойств симметрии

решения относительно оси Ox2, которые заданы в табл. 3.1.1, выпишем

соответствующие аппроксимации напряжений

σ11 = x2σ
(1)
11 (x1) , σ12 =

(
1− x2

2

)
σ

(0)
12 (x1) ,

σ22 = x2

(
1− x2

2

)
σ

(1)
22 (x1) .

Для этой степени аппроксимаций система (3.2.9) сводится к биквад-

ратному дифференциальному уравнению от функции касательных на-

пряжений σ(0)
12 (x1):

a(ω, ν)
d4σ

(0)
12

dx4
1

+ b(ω, ν)
d2σ

(0)
12

dx2
1

− c(ω, ν)σ(0)
12 = 0 ,

a = 1− 4ω2

35
, b =

17 + 10ν
5

ω2 −
2

(
30 + 20ν − 7ν2

)
175

ω4 ,

c = 3ω2 +
94 + 84ν − 7ν2

35
ω4 − 4(1 + ν)(10− 7ν2)

175
ω6 .

(3.2.18)
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Можно показать, что при малых собственных частотах (ω � 1) уравне-

ние (3.2.18) асимптотически приближается к классическому уравнению

изгиба балки Эйлера–Бернулли для любых значений ν = 0.

На рис. 3.2.7 показаны частотно-волновые характеристики попереч-

ных движений упругой балки для коэффициента Пуассона ν = 0.3.

Критическая частота ω∗0 = 0.9806 (пунктирная прямая) разделяет две

зоны: ω ∈ (0, ω∗0) и ω ∈ (ω∗0 ,+∞). Сплошные кривые соответствуют мни-

мым корням характеристического уравнения |Im λj(ω)|, а штриховые –

действительным |Re λj(ω)|.

Рис. 3.2.7. Частотно-волновые характеристики поперечных движений.

Хотя, как и для модели Эйлера–Бернулли, в первой зоне два корня

мнимые, а два – комплексные, однако абсолютные значения мнимых и

действительных корней не совпадают. Решения ищутся в зависимости
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от четности (s) или нечетности (a) в форме

σ12 = c1 cos |λ 1|x+ c2ch |λ 2|x ∨ σ12 = c1 sin |λ 1|x+ c2sh |λ 2|x .

Во второй зоне все собственные числа принимают чисто мнимые

значения и функция, задающая касательные напряжения, имеет вид

σ12 = c1 cos |λ 1|x+ c2cos |λ 2|x ∨ σ12 = c1 sin |λ 1|x+ c2sin |λ 2|x .

При ω = ω∗0 два корня обращаются в нуль. Штрихпунктирной кри-

вой на рис. 3.2.7 отображается частотно-волновая характеристика бал-

ки Бернулли: |λc| = 4
√

3ω2. При малых значениях частоты (ω → 0)

кривые |λj(ω)| слипаются с этой кривой.

Выберем полудлину балки равной a1 = 10. Для этого геометриче-

ского параметра в первой зоне (ωn < ω∗0) расположены 12 собственных

частот ωn. Эти частоты с пометкой симметрии (s) или антисимметрии

(a) касательных напряжений σ(0)
12 (x1) приведены в табл. 3.2.2.

В таблице также указаны относительные ошибки ∆ определения

собственных форм продольных колебаний. Для сравнения, точность

решения для первых восьми мод в зависимости от номера собствен-

ной частоты n отражена на рис. 3.2.4 с помощью штриховой ломаной,

помеченной кружками. Как видно из рисунка, для данного прибли-

жения (N = 1) ошибка в определении собственных форм поперечных

движений выше соответствующей ошибки в определении продольных

колебаний. Как показывают расчеты основной вклад в эту ошибку вно-

сит недиагональная компонента тензора состояния ξ12(x) (см. (3.2.1)).

Для увеличения точности необходимо повышать размерность аппрок-

симаций.

Собственные волновые числа |Im λj(ωn)| показаны на рис. 3.2.7 круж-

ками для первой зоны и квадратами для второй зоны (ωn > ω∗0 , n > 12).

Для сравнения с продольными колебаниями на рис. 3.2.6 изображена
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Таблица 3.2.2: Собственные частоты поперечных колебаний балки.

Мода (a) 1 3 5 7 9 11

ωn 0.0312 0.1485 0.3125 0.4949 0.6816 0.8634
∆ (%) 0.23 1.35 2.58 3.73 4.84 6.08

Моды (s) 2 4 6 8 10 12

ωn 0.0813 0.2269 0.4025 0.5883 0.7739 0.9458
∆ (%) 0.74 1.98 3.16 4.28 5.43 7.02

зависимость значения собственной частоты от номера моды n. Отме-

тим, что для выбранных параметров задачи собственные частоты про-

дольных и поперечных колебаний почти совпадают при n = 20.
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§3.3. Моделирование и анализ собственных
колебаний упругой призматической балки

3.3.1. Проекционный подход к трехмерным задачам о соб-

ственных колебаниях упругих тел. Для построения достоверных

балочных моделей в рамках линейной теории упругости важно учи-

тывать пространственное распределение полей перемещений и напря-

жений. С прикладной точки зрения, распространенный класс упругих

тел балочного типа представляют стержни призматической формы, ва-

лы, трубы и т.п. Задачи о собственных движениях таких тел могут об-

ладать свойствами симметрии, которые позволяют уменьшить размер-

ность исходной системы и применить после определенной модификации

интегральные подходы, рассмотренные в предыдущих параграфах этой

главы.

При выводе конечномерных систем дифференциальных уравнений,

описывающих с разной степенью точности собственные колебания пря-

молинейной балки с прямоугольным поперечным сечением, применяет-

ся подход, описанный в §3.1. В этом подходе используются специальные

интегральные проекции уравнений состояния, связывающих тензоры

напряжений и деформаций, а также векторы скоростей точек тела и

плотности импульса.

Рассмотрим упругое тело, имеющее форму прямоугольного парал-

лелепипеда длиной 2a1 и размерами поперечного сечения 2a2×2a3, при

этом a1 � a2 + a3 (см. рис. 3.3.1). Введем декартову систему коорди-

нат Ox1x2x3, x = {x1, x2, x3}, начало которой расположено в середине

тела, а оси Oxk параллельны ребрам длиной 2ak, k = 1, 2, 3. Область,

занимаемая телом, определяется как

Ω = {x : xk ∈ (−ak, ak), k = 1, 2, 3} .

Ограничим анализ движений упругого тела (балки) случаем соб-

ственных колебаний, описываемых системой уравнений линейной тео-
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рии упругости [73]. Перепишем их в виде

∂p
∂t

= ∇ · σ, ε =
1
2

(
∇u +∇uT

)
, (3.3.1)

p = ρ(x)
∂u
∂t
, σ = C(x) : ε . (3.3.2)

Рис. 3.3.1. Призматическая область, занимаемая упругой балкой.

Первое уравнение (3.3.1) определяет скорость изменения вектора

плотности импульса p через дивергенцию тензора напряжений σ (урав-

нение изменения импульса), второе соотношение задает линейный тен-

зор деформаций ε через вектор перемещений u. Соотношения (3.3.2)

представляют собой уравнения состояния, связывающие напряжения σ

и деформации ε (закон Гука), а также плотности импульса p и скорости

точек тела. Здесь C – тензор модулей упругости, ρ – плотность матери-

ала. Напомним, что точка между векторами и тензорами означает ска-

лярное произведение (свертку по одному индексу), а двоеточие между

тензорами – их двойное скалярное произведение (двойную свертку по

индексам).
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Рассматривается случай, когда длинные стороны балки свободны от

нагрузок

xk = ±ak , k = 2, 3 : σ · n(k)
± = 0 , (3.3.3)

а торцевые поперечные сечения либо свободны, либо закреплены

x1 = ±a1 : σ · n(1)
± = 0 ∨ u = 0 . (3.3.4)

Здесь n(k)
± = [±δ1k,±δ2k,±δ3k]T, k = 1, 2, 3, — векторы внешней единич-

ной нормали к границе тела Ω, δjk — символ Кронекера.

Будем искать неизвестные собственные функции в виде

u(t, x) = ũ(x)eiωt, p(t, x) = − i

ω
p̃(x)eiωt, σ(t, x) = σ̃(x)eiωt , (3.3.5)

опуская в дальнейшем знак «тильда». Здесь ω — неизвестная частота

собственных колебаний упругой балки.

Согласно методу интегро-дифференциальных соотношений предста-

вим уравнения состояния (3.3.2) в интегральном виде с учетом выраже-

ний (3.3.5) и сформулируем следующую проекционную задачу: найти

поля u∗(x), p∗(x), σ∗(x), которые удовлетворяют уравнению равновесия

r = p−∇ · σ= 0 , (3.3.6)

граничным условиям (3.3.3), (3.3.4) и следующему интегральному со-

отношению:∫
Ω

[η · v + ξ : ζ] dΩ = 0 , ∀v, ζ : vk, ζkl ∈ L2(Ω), k, l = 1, 2, 3 ,

η = p + ρω2u , ξ = σ −C : ε , ε =
1
2

(
∇u +∇uT

)
.

(3.3.7)

Вектор η связывает плотности импульса и скорости точек тела, тен-

зор ξ определяет соотношение закона Гука, компоненты vk вектора v и

компоненты ζkl тензора ζ — это тестовые функции, квадратично инте-

грируемые по области Ω.
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3.3.2. Приближенная система дифференциально-алгебраи-

ческих уравнений колебаний упругой балки. Для вывода систе-

мы приближенных уравнений относительно переменной x1 с краевыми

условиями (3.3.4) при x1 = ±a1 используем конечномерные полино-

миальные аппроксимации компонент вектора перемещений u, вектора

плотности импульса p и тензора напряжений σ относительно нормиро-

ванных координат x̃n = a−1
n xn (n = 2, 3):

u1 =
N∑

k+l

u
(kl)
1 (x1)x̃k

2 x̃
l
3 , un =

N−1∑
k+l

u(kl)
n (x1)x̃k

2 x̃
l
3 ,

p1 =
N∑

k+l

p
(kl)
1 (x1)x̃k

2 x̃
l
3 , pn =

N+1∑
k+l

p(kl)
n (x1)x̃k

2 x̃
l
3 ,

σ11 =
N∑

k+l

σ
(kl)
11 (x1)x̃k

2 x̃
l
3 , σnn = gn

N∑
k+l

σ(kl)
nn (x1)x̃k

2 x̃
l
3 ,

σ1n = gn

N−1∑
k+l

σ
(kl)
1n (x1)x̃k

2 x̃
l
3 , σ23 = g2g3

N−2∑
k+l

σ
(kl)
23 (x1)x̃k

2 x̃
l
3 ,

gn = 1− x̃2
n , n = 2, 3 .

(3.3.8)

Здесь u(kl)
m , p(kl)

m , σ(kl)
mn (m,n = 1, 2, 3) — неизвестные функции координа-

ты x1. В дальнейшем аргумент x1 этих функций, а также знак «тильда»

опускаются.

Заметим, что аппроксимации (3.3.8) автоматически удовлетворяют

однородным граничным условиям (3.3.3). Полиномиальные представле-

ния (3.3.8) позволяют разрешить исходное векторное уравнение измене-

ние импульса (3.3.6) относительно функций p(kl)
j . Для этого необходимо

в уравнении (3.3.6) приравнять нулю все коэффициенты при соответ-

ствующих мономах относительно координат x2 и x3.

Используя аппроксимации, полученные из (3.3.6) и (3.3.8), невоз-

можно в общем случае точно удовлетворить уравнения состояния как

в локальном представлении (3.3.2), так и в интегральной форме (3.3.7).

Интегральная формулировка позволяет построить совместную конеч-
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номерную систему дифференциально-алгебраических уравнений (ДАУ)

относительно неизвестных функций перемещений u
(kl)
m и напряжений

σ
(kl)
mn , m,n = 1, 2, 3. Уравнения, составляющие эту систему, являются

нулевыми проекциями вектора η и тензора ξ на пространство полино-

мов относительно координат x2 и x3:

1∫
−1

1∫
−1

(η · v̂)dx2dx3 = 0 ,

1∫
−1

1∫
−1

(ξ : ζ̂)dx2dx3 = 0 ,

∀ v̂1, ζ̂mm ∈ PN , ∀ v̂n, ζ̂1n ∈ PN−1 , ∀ ζ̂23 ∈ PN−2 .

(3.3.9)

Здесь n = 2, 3, m = 1, 2, 3; v̂j(x2, x3) и ζ̂jk(x2, x3) — соответственно

компоненты вектора v̂ и тензора ζ̂; PN — пространство полных двумер-

ных полиномов степени N по x2 и x3. Такой выбор полиномиальных

пространств для тестовых функций гарантирует равенство числа ли-

нейно независимых уравнений (Nt = 9N2/2 + 15N/2 + 4), следующих

из соотношений (3.3.9), общему числу неизвестных функций переме-

щений u
(kl)
m и напряжений σ

(kl)
mn . В качестве тестовых функций удобно

выбрать, например, ортогональные полиномы Lm(x2)Ln(x3), где Ln –

нормированные многочлены Лежандра.

Функции компонент тензора напряжений σ(kl)
22 , σ(kl)

33 , σ(kl)
23 можно вы-

разить алгебраически через остальные неизвестные функции перемеще-

ний и напряжений. Разумеется, дифференциальный порядок системы

(Nd = (N +1)(3N +2)) при этом не меняется и равен удвоенному числу

неизвестных функций перемещений. В результате получим Nd обык-

новенных дифференциальных уравнений. Им соответствуют такое же

количество следующих из (3.3.4) краевых условий, накладываемых на

функции σ(kl)
1j и(или) u(kl)

j , j = 1, 2, 3.

Полученная одномерная краевая задача на собственные значения

позволяет приближенно определить собственные частоты и простран-

ственные формы колебаний упругой балки. При этом поля перемеще-

ний u(x), плотности импульсов p(x) и напряжений σ(x) будут точно
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удовлетворять уравнение изменения импульса (3.3.6) и граничные усло-

вия (3.3.3), (3.3.4).

Так как интегральное соотношение (3.3.7) выполняется приближен-

но, то отношение функционалов

∆ = ΦΨ−1 ≥ 0 ,

Φ =
1
2

∫
Ω

(
η · η
ρω2

+ ξ : C−1 : ξ
)
dΩ ,

Ψ =
1
2

∫
Ω

(
ρω2u · u + σ : C−1 : σ

)
dΩ ,

определяет качество решения для выбранной степени аппроксимации

N (см. [51]). Здесь Ψ[u, σ] — величина полной механической энергии

балки.

3.3.3. Декомпозиция уравнений колебаний однородной бал-

ки. Анализируя краевую задачу, которая следует из аппроксимаций

(3.3.8), уравнения изменения импульса (3.3.6), граничных условий (3.3.4)

и интегральных проекций уравнений состояния (3.3.9), можно выделить

четыре независимые подсистемы, приближенно описывающие растяже-

ние–сжатие, изгибы относительно осей Ox2 и Ox3, а также кручение

однородной изотропной балки прямоугольного сечения.

Было отмечено [55], что такая декомпозиция характерна для любой

степени аппроксимации функций перемещений u(x), импульсов p(x),

напряжений σ(x) и возникает благодаря симметрии упругого тела Ω

относительно координатных плоскостей Ox1x2 и Ox1x3.

Для различных собственных движений балки в табл. 3.3.1 приве-

дены максимальные степени N2,3(k) переменных x2,3, которые присут-

ствуют в аппроксимациях перемещений и напряжений (3.3.8). Индекс

j принимает значения 1, 2 и 3, а четное число k = 2n ≥ 0 определя-

ет дифференциальный порядок соответствующей краевой задачи. Чет-

ность (нечетность) чисел N2 и N3 характеризует свойства симметрии

207



Таблица 3.3.1: Свойства симметрии полей перемещений и напряжений.

Растяжение Изгиб, Ox2 Изгиб, Ox3 Кручение

N2 N3 N2 N3 N2 N3 N2 N3

u1,σjj k k k k + 1 k + 1 k k + 1 k + 1
u2,σ12 k − 1 k − 2 k − 1 k − 1 k k k k + 1
u3,σ13 k − 2 k − 1 k k k − 1 k − 1 k + 1 k
σ23 k − 3 k − 3 k − 1 k − 2 k − 2 k − 1 k k

(антисимметрии) функций перемещений и напряжений относительно

координатных плоскостей Ox2 и Ox3, соответственно. Если хотя бы

одно из чисел N2,3 меньше нуля, то соответствующие функции отсут-

ствуют.

Порядок системы дифференциальных уравнений равен (n+1)(3n+2)

для растяжения–сжатия, (n + 1)(3n + 4) для изгиба, (n + 1)(3n + 6)

для кручения. Минимально возможные размерности аппроксимаций в

представлении (3.3.8) будут соответственно равны 2, 4 и 6. Следует от-

метить, что это не единственно возможное конечномерное разложение

неизвестных функций. Для некоторых специальных случаев, например

как в §3.2 для свободной балки, когда на перемещения не накладыва-

ются никакие граничные условия, возможно построение содержатель-

ных моделей, в которых число функций перемещений uj больше числа

функций напряжений σ1j (j = 1, 2, 3).

В дальнейшем исследуется частный случай колебаний однородной

изотропной балки с квадратным поперечным сечением (a2 = a3). Вводя

характерную длину x̃ = a2 и время t̃ = a2

√
ρ/E, где E — модуль Юн-

га, можно привести все рассмотренные уравнения линейной упругости

к безразмерному виду. В системе остается два параметра: относитель-

ная длина балки a = a1/a2 и коэффициент Пуассона ν. Неизвестной

величиной является безразмерная частота ω̃ = t̃ω. Для упрощения обо-

значений знак «тильда» опускается.
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Для изотропного тела компоненты тензора состояния ξ примут вид

ξjj = σjj − 2G
(
∂ujj

∂xjj
+

νe

1− 2ν

)
, e =

∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3
,

ξjk = σjk −G

(
∂uk

∂xj
+
∂uj

∂xk

)
, j, k = 1, 2, 3 , j 6= k .

Здесь G = 0.5(1 + ν)−1 — безразмерный модуль сдвига.

Для балки с квадратным сечением появляются две дополнительные

плоскости симметрии χ± = (x3 ± x2) /
√

2 = 0. В этом случае можно

произвести дальнейшую декомпозицию задачи о продольных колеба-

ниях на две подзадачи. Неизвестные функции перемещений, импульсов

и напряжений выбираются либо симметричными, либо антисимметрич-

ными относительно взаимной замены координат x2 и x3.

Первый тип движений собственно и является продольными коле-

баниями балки, так как перемещения центральной оси балки u
(00)
1 (x1)

при этом не равены тождественно нулю. Антисимметричные колебания

будем называть «дышащими» модами, по аналогии с похожими движе-

ниями, найденными для цилиндрических оболочек. При этих колеба-

ниях изменяется форма сечения, но точки центральной оси Ox1 балки

неподвижны (u(00)
1 ≡ 0).

Аналогичную декомпозицию можно провести и для крутильных ко-

лебаний, разделив их по свойству симметрии относительно замены x2

и x3. При этом выделяются собственно крутильные колебания, для ко-

торых угол поворота сечения

φ(x1) =
1
2

(
u

(10)
3 − u

(01)
2

)
(3.3.10)

не равен тождественно нулю, и «сдвиговые» колебания, для которых

φ ≡ 0. Можно показать, что сдвиговые движения задают дышащие

моды в системе координат χ = {x1, χ+, χ−}, повернутой на угол π/4

относительно оси Ox1.

3.3.4. «Дышащие» моды колебаний балки квадратного сече-

ния. Рассмотрим собственные движения балки, при которых продоль-
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ные перемещения u1 симметричны относительно координатных плос-

костей Ox1x2,3 и антисимметричны относительно плоскостей Ox1χ±.

Четность или нечетность степеней разложения по переменным x2,3 для

неизвестных функций в аппроксимациях (3.3.8) определена в табл. 3.3.1

(растяжение). Относительно взаимной замены x2 и x3 имеем

u1(x1, x2, x3) = −u1(x1, x3, x2) , u2(x1, x2, x3) = −u3(x1, x3, x2) ,

σ11(x1, x2, x3) = −σ11(x1, x3, x2) , σ22(x1, x2, x3) = −σ33(x1, x3, x2) ,

σ12(x1, x2, x3) = −σ13(x1, x3, x2) , σ23(x1, x2, x3) = −σ23(x1, x3, x2) .
(3.3.11)

Это означает, что точки на центральной линии Ox1 балки остаются

неподвижными, а движения в координатных плоскостях Ox1x2 и Ox1x3

происходят в противофазе.

Пример 3.3.1. Зададим степень аппроксимации N = 2 в представ-

лениях (3.3.8). Тогда перемещения и напряжения при учете равенств

(3.3.11) полностью определяются заданием следующих компонент:

u1 = u
(20)
1 (x2

2 − x2
3) , u2 = u

(10)
2 x2 ,

σ11 = σ
(20)
11 (x2

2 − x2
3) , σ12 = σ

(10)
12 g2x2 , σ23 = 0 ,

σ22 =
(
σ

(00)
22 + σ

(20)
22 x2

2 + σ
(02)
22 x2

3

)
g2 , g2 = 1− x2

2 .

(3.3.12)

Используя аппроксимации (3.3.12) и следуя алгоритму, описанному

в п. 3.3.2, можно свести полученную систему обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений к одному биквадратному дифференциальному

уравнению относительно неизвестной функции u(10)
2 :

d4u
(10)
2

dx4
1

+A1(ω, ν)
d2u

(10)
2

dx2
1

+B1(ω, ν)u
(10)
2 = 0 ,

A1 =
3− ν − 4ν2

1− ν
ω2 − 6 ,

B1 =
2− 6ν2 − 4ν3

1− ν
ω4 − 21

1− ν − 2ν2

1− ν
ω2 + 45

1− 2ν
1− ν

.

(3.3.13)
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Корни κj(ω, ν), j = 1, . . . , 4, соответствующего характеристическо-

го уравнения находятся аналитически. При фиксированном значении

коэффициента Пуассона ν комплекснозначные функции κj(ω) опреде-

ляют частотно-волновые характеристики свободных колебаний балки.

Эти функции не зависят от длины балки и краевых условий.

На рис. 3.3.2 отражена зависимость как абсолютных значений мни-

мых частей λj = |Im κj | (сплошные кривые), так и действительных ча-

стей δj = |Re κj | (штриховые кривые) собственных чисел κj от частоты

ω для ν = 0.3. В этом случае существуют три критических значения

частоты ω:

ω
(1)
1 ' 1.493 , ω

(1)
2 ' 1.519 , ω

(1)
3 ' 2.402 ,

показанные на рис. 3.3.2 штрихпунктирными линиями. Эти значения

определяют четыре частотные зоны, которые различаются по типу кор-

ней κj .

Рис. 3.3.2. Частотно-волновые характеристики «дышащих» колебаний.

211



Для первой зоны ω ∈ (0, ω(1)
1 ) собственные числа κj — это две пары

комплексно-сопряженных чисел: κ1,2 = δ1 ± iλ1, κ3,4 = −δ1 ± iλ1.

Во второй и четвертой зонах при ω ∈ (ω(1)
1 , ω

(1)
2 ) ∪ (ω(1)

3 ,+∞) все

корни чисто мнимые: κ1,3 = ±iλ1, κ2,4 = ±iλ2.

Отметим, что во второй относительно узкой зоне присутствует мни-

мый корень, абсолютная величина которого уменьшается при увеличе-

нии частоты ω. Наконец, в третьей зоне при ω ∈ (ω(1)
2 , ω

(1)
3 ) два корня

действительные κ1,3 = ±δ1 и два мнимые κ2,4 = ±iλ2.

Для второй и третьей критической частоты получены аналитиче-

ские выражения:

ω
(1)
2 =

√
3/(1 + ν) , ω

(1)
3 =

√
15/(2 + 2ν) .

Выражение для частоты ω
(1)
1 (ν) также находится явно в радикалах, но

не приводится из-за его громоздкости.

Пример 3.3.2. Перейдем к собственным «сдвиговым» движениям

балки, при которых продольные перемещения u1 антисимметричны от-

носительно плоскостей Ox1x2,3 и симметричны относительно плоско-

стей Ox1χ±. Необходимые степени разложения по переменным x2,3 из

соотношений (3.3.8) заданы в табл. 3.3.1 (кручение). Для полей переме-

щений и напряжений имеем соотношения, отличающиеся от выражений

(3.3.11) заменой знака минус в правых частях на плюс. Точки централь-

ной линии Ox1 балки неподвижны, а точки, лежащие до деформации

в плоскостях Ox1χ±, остаются в этих плоскостях.

Пусть в соотношениях (3.3.8) N = 2, тогда

u1 = u
(11)
1 x2x3 , u2 = u

(01)
2 x3 ,

σ11 = σ
(11)
11 x2x3 , σ12 = σ

(01)
12 g2x3 ,

σ23 = σ
(00)
23 g2g3 , σ22 = σ

(11)
22 g2x2x3 , g2,3 = 1− x2

2,3 .

Приближенные уравнения, вытекающие из соотношений (3.3.9), так-

же сводятся к одному биквадратному дифференциальному уравнению,
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в данном случае относительно неизвестной функции u
(01)
2 (x1). Оно от-

личается от уравнения (3.3.13) заменой коэффициента B1(ν, ω) на

B2(ν, ω) =
2(1− 2ν)(3− (1 + ν)ω2)2

1− ν
.

Коэффициент A1(ν, ω) остается прежним.

На рис. 3.3.3 для сдвиговых колебаний при ν = 0.3 показаны ампли-

тудно-волновые характеристики: абсолютные значения мнимых частей

собственных чисел λj = |Im κj | (сплошные линии) и действительных

частей δj = |Re κj | (штриховые линии) в зависимости от частоты ω.

Рис. 3.3.3. Частотно-волновые характеристики

«сдвиговых» колебаний.

Для указанного значения коэффициента Пуассона существуют две

критические частоты ω
(2)
1 ' 1.424, ω(2)

2 ' 1.493, которые обозначены

на рис. 3.3.3 штрихпунктирными линиями, и три зоны, различающиеся

типом корней κj . Для первой зоны ω ∈ (0, ω(2)
1 ) собственные числа κj
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— это две пары комплексно-сопряженных коней. Во второй и третьей

зонах при ω ∈ (ω(2)
1 , ω

(2)
2 ) ∪ (ω(2)

2 ,+∞) существуют две пары мнимых

корней. Отметим, что при любом допустимом значении ν верно равен-

ство ω(2)
2 = ω

(1)
2 .

3.3.5. Крутильные колебания балки. Рассмотрим крутильные

движения балки, при которых продольные перемещения u1 антисим-

метричны относительно координатных плоскостей Ox1x2,3 и плоско-

стей Ox1χ±, образуемых диагоналями поперечного сечения. Степени

аппроксимирующих полиномов заданы в табл. 3.3.1 (кручение). Для

перемещений и напряжений выполняются свойства симметрии (3.3.11).

Точки балки на центральной линии Ox1 остаются неподвижными.

Для степени N = 2 аппроксимации (3.3.8) с учетом заданной четно-

сти полиномов и соотношений (3.3.11) задача сводится к одному диф-

ференциальному уравнению второго порядка относительно неизвестной

функции u(01)
2 . Корни характеристического уравнения чисто мнимые и

частота линейно зависит от собственного числа: ω =
√
Gλ. Классиче-

ское решение для крутильных колебаний с теми же параметрами дает

соотношение ω(3)
c ' 0.920

√
Gλ (см. [81]).

Пример 3.3.3. С увеличением степени аппроксимации (3.3.8) струк-

тура собственных колебаний становится более сложной. Так, при N = 4

поля перемещений и напряжений задаются в виде

u1 = u
(31)
1 x2x3(x2

2 − x2
3) , u2 =

(
u

(01)
2 + u

(21)
2 x2

2 + u
(03)
2 x2

3

)
x3 ,

σ11 = σ
(31)
11 x2x3(x2

2 − x2
3) , σ12 =

(
σ

(01)
12 + σ

(21)
12 (x2

2 + x2
3)

)
g2x3 ,

σ22 =
(
σ

(01)
22 + σ

(21)
22

(
x2

2 + x2
3

))
g2x2x3 ,

σ23 = σ
(00)
23 g2g3(x2

2 − x2
3) , g2,3 = 1− x2

2,3 .

Система приближенных ДАУ после ряда преобразований сводится к од-

ному дифференциальному уравнению восьмого порядка относительно

неизвестной функции u(01)
2 .
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Рис. 3.3.4. Частотно-волновые характеристики крутильных колебаний.

Для этой модели на рис. 3.3.4 показана зависимость волновых чи-

сел λj = |Im κj | (сплошные линии) и δj = |Re κj | (штриховые линии) от

частоты ω при ν = 0.3. При этом значении коэффициента Пуассона су-

ществует семь зон, разделенных по типу корней κj характеристического

уравнения. Частоты, разделяющие зоны, показаны штрихпунктирными

линиями и равны

ω
(3)
1 ' 2.955 , ω

(3)
2 ' 3.019 , ω

(3)
3 ' 3.066,

ω
(3)
4 ' 4.000 , ω

(3)
5 ' 4.127 , ω

(3)
6 ' 4.160 .

Для сравнения линией с крестиками приведена классическая линейная

частотно-волновая зависимость, которая почти касается одной из кри-

вых λ(ω) при ω → 0.

3.3.6. Продольные колебания балки. Степени разложения для

продольных колебаний заданы в таблице (растяжение). Функции пере-

мещений и напряжений симметричны относительно взаимной замены
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координат x2, x3 и удовлетворяют соотношениям, отличающимся от

(3.3.11) заменой знака минус в правых частях на плюс.

Пример 3.3.4. Для степени аппроксимации N = 2 поля перемеще-

ний и напряжений задаются в виде

u1 = u
(00)
1 + u

(20)
1 (x2

2 + x2
3) , u2 = u

(10)
2 x2 ,

σ11 = σ
(00)
11 + σ

(20)
11 (x2

2 + x2
3) , σ12 = σ

(10)
12 g2x3 ,

σ22 =
(
σ

(00)
22 + σ

(20)
22 x2

2 + σ
(02)
22 x2

3

)
g2, σ23 = 0 ; g2 = 1− x2

2 .

В результате, система приближенных ДАУ сводится к бикубическо-

му дифференциальному уравнению относительно функции u
(00)
1 (x1),

которая задает перемещения точек центральной линии вдоль оси Ox1.

Корни характеристического уравнения κj(ω, ν), j = 1, . . . , 6, находятся

в аналитическом виде. На рис. 3.3.5 при ν = 0.3 показаны волновые чис-

ла λj = |Imκj | (сплошные кривые) и δj = |Reκj | (штриховые кривые)

в зависимости от ω.

Существуют два критических значения частоты

ω
(4)
1 = 2.291, ω

(4)
2 = 2.402 ,

определяющие три зоны, которые разделены на рис. 3.3.5 штрих-пунк-

тирными прямыми. Отметим, что для любых значений ν выполняется

равенство ω
(4)
2 = ω

(1)
3 =

√
15/(2 + 2ν). Во второй зоне присутствует

монотонно убывающая ветвь ω(λ).

Прямая с крестиками показывает зависимость волнового числа от

частоты продольных колебаний (λ = ω
(4)
c ) для классической модели

тонкого стержня. Эта линия касается кривой λ1(ω) (κ1 = iλ1). Так

как классическая модель тонкого упругого стержня не учитывает по-

перечные движения точек сечения стержня, она дает оценку сверху для

собственных частот продольных колебаний.
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Таблица 3.3.2: Собственные частоты продольных колебаний.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ω 0.16 0.32 0.47 0.63 0.78 0.92 1.07 1.20 1.33 1.45

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ω 1.56 1.67 1.76 1.86 1.94 2.03 2.11 2.19 2.26 2.30

Рис. 3.3.5. Частотно-волновые характеристики продольных колебаний.

Численные значения 20 первых собственных частот приведены в

табл. 3.3.2 для продольных колебаний упругой балки (a = 10), жест-

ко защемленной на обоих концах:

x1 = ±10 : u
(00)
1 (x1) = u

(20)
1 (x1) = u

(10)
2 (x1) = 0 .

Первой зоне колебаний соответствуют 19 первых частот, а второй

зоне — 20-ая частота. Значения ω(n) отмечены на рис. 3.3.5 светлыми

точками на одной из ветвей λ(ω).
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Рис. 3.3.6. Зависимость критических частот

от коэффициента Пуассона.

Для классической модели защемленного с обоих концов тонкого

стержня с такими же геометрическими и механическими параметра-

ми продольные собственные частоты находятся аналитически в виде

ωc(n) = nπ/(2a). Относительная расстройка частот для первой моды

по отношению к классическому значению составляет ∆ω = 1.6 · 10−3%.

Для десятой моды эта величина достигает уже 2%, а для 19 моды – 6%.

Для более полного понимания структуры решения задачи на соб-

ственные значения исследуем зависимость форм колебаний от пара-

метров системы. Для однородной изотропной балки единственным па-

раметром, определяющим зависимость волновых чисел κj от частоты ω,

является коэффициент ν. На рис. 3.3.6 показано расположение критиче-

ских частот продольных колебаний при разных значениях ν ∈ [0, 0.5].

При этих частотах происходит структурное перестроение решения.

Переход через критические частоты может существенно изменить
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собственные формы упругих колебаний. Как видно из рис. 3.3.6, число

зон меняется с увеличением коэффициента Пуассона. В зоне I, отделен-

ной штриховой линией, четыре корня характеристического уравнения

комплексные, а два мнимых. В зонах II и IV все корни чисто мнимые.

В зоне III два собственных числа действительные, а в зоне V — четыре.

Существует несколько особых значений ν. Так, при ν = ν1 = 3/10

зона III стягивается в точку. При ν = ν2 = (23−
√

89)/40 ' 0.339 пропа-

дает зона II и появляется пятая зона. При незначительном увеличении

ν до ν3 = 4/11 ' 0.367 около нулевого значения ω появляется вторая

часть зоны V (зона I отделена от нуля). Первая зона пропадает при

ν4 ' 0.373.

3.3.7. Поперечные колебания балки. Для упругой балки квад-

ратного поперечного сечения изгибные движения вокруг осей Ox2 и

Ox3 имеют эквивалентные частотно-волновые характеристики. Рассмо-

трим для определенности изгиб вокруг оси Ox3. Тогда точки централь-

ной линии балки будут совершать поперечные движения в плоскости

Ox1x2.

Пример 3.3.5. Как и для остальных движений, используя декомпо-

зицию, проведенную в п. 3.3.2, выпишем аппроксимации перемещений

и напряжений. Четность или нечетность степеней разложения функций

по переменным x2,3 в соотношениях (3.3.8) определяются из табл. 3.3.1

(изгиб, Ox3). Для степени аппроксимации N = 2 перемещения и напря-

жения имеют вид

u1 = u
(10)
1 x2 , u2 = u

(00)
2 , u3 = 0 ,

σ11 = σ
(10)
11 x2 , σ12 = σ

(00)
12 g2 , σ13 = σ23 = σ33 = 0 ,

σ22 = σ
(10)
22 x2g2 ; g2 = 1− x2

2 .

Видно, что в этом приближении задаются плоские движения точек бал-

ки. В рассматриваемой модели допускаются не только изгиб централь-

ной линии, но и сдвиговые движения, ε12(x1, 0, 0) 6= 0.
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Система ДАУ, вытекающая из уравнений (3.3.6) и (3.3.9), сводится к

одному биквадратному уравнению относительно функции поперечного

перемещения средней линии балки v = u
(00)
2 (x1):

d4v

dx4
1

+ (1 + ν)ω2

(
(3− ν)

d2v

dx2
1

−B3v

)
= 0 ,

B3 = (1− ν)
(
3− 2(1 + ν)ω2

)
.

(3.3.14)

Через эту функцию однозначно определяются неизвестные σ(10)
11 , σ(00)

12 ,

σ
(10)
22 и u(10)

1 . Например, вторая функция перемещения выражается сле-

дующим образом:

u = u
(10)
1 =

1
B3

(
2
d3v

dx3
1

− C3
dv

dx1

)
, C3 = 3(1− ν) + 4(1 + ν)ω2 .

Можно показать, что в решении уравнения (3.3.14) при всех ω при-

сутствуют два чисто мнимых (комплексно-сопряженных) корня харак-

теристического уравнения. Существует критическая частота

ω
(5)
1 =

√
5

4(1 + ν)
,

отделяющая две зоны: ω ∈ (0, ω(5)
1 ) и ω ∈ (ω(5)

1 ,+∞). В первой зоне два

оставшихся корня принимают действительные значения, а во второй —

мнимые. Следовательно, общее решение уравнения (3.3.14) для частот

первой зоны имеет вид

v = c1 sin(λ1x1) + c2cos(λ1x1) + c3sh(δ2x1) + c4ch(δ2x1) , (3.3.15)

а для второй зоны

v = c1 sin(λ1x1) + c2cos(λ1x1) + c1 sin(λ2x1) + c2cos(λ2x1) , (3.3.16)

где λ1,2(ω) и δ2(ω) — неизвестные волновые числа.

Собственные значения ω находятся из условия существования не-

тривиальных решений (3.3.15) или (3.3.16) при удовлетворении гранич-

ных условий (3.3.4).
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Рис. 3.3.7. Частотно-волновые характеристики поперечных колебаний.

Связь между корнями характеристического уравнения и частотой

представлена на рис. 3.3.7 при ν = 0.3. Сплошными кривыми показа-

на зависимость от частоты значений мнимых корней, а штриховыми

— действительных. Штрихпунктирная прямая отвечает критическому

значению ω
(5)
1 ' 0.981. Линия с крестиками соответствует классическо-

му решению задачи на собственные изгибные колебания балки при тех

же значениях параметров.

Краевая задача в выбранном приближении (N = 2) определяется

условиями

u(x1) = v(x1) = 0, x1 = ±10 . (3.3.17)

Численные значения 20 низших собственных частот ω(n) поперечных

колебаний балки, жестко защемленной на обоих концах (a = 10), при-
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Таблица 3.3.3: Собственные частоты поперечных колебаний.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ω 0.032 0.082 0.15 0.23 0.31 0.40 0.50 0.59 0.69 0.79

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ω 0.89 0.99 1.09 1.09 1.14 1.19 1.22 1.29 1.32 1.39

ведены в табл. 3.3.3. Из них первые 12 частот соответствуют решению

(3.3.15) (первая зона), а остальные – решению (3.3.16) (вторая зона).

Все эти значения отмечены светлыми точками на рис. 3.3.7. Можно по-

казать, что количество собственных частот, соответствующих решению

(3.3.15), ограничено и увеличивается с ростом параметра a.

Различие между полученными частотами и частотами, вычисленны-

ми в рамках модели Эйлера–Бернулли, значительно и достигает 3.7%

уже для первой моды. Для второй моды это расхождение увеличива-

ется до 11%, а для третьей – почти до 22%. Отметим, что с увеличе-

нием параметра a различие между низшими собственными частотами,

полученными на основе интегро-дифференциального и классического

подходов, уменьшается.

На рис. 3.3.8 показаны собственные формы перемещений в плос-

кости x3 = 0 для разных значений ω(n) при ν = 0.3. Сплошными

кривыми представлены максимальные смещения внешних точек балки,

штрихпунктирная кривая показывает амплитуды перемещений точек

центральной оси балки (x2 = x3 = 0), а штриховые линии указыва-

ют на положения осей x3 = 0 некоторых поперечных сечений балки

(x1 = 0,±2,±4,±6,±8).

В верхней части рис. 3.3.8 показана первая мода колебаний, n = 1.

Интересно отметить, что, в отличие от модели Эйлера–Бернулли, угол

наклона центральной линии на концах защемленной балки не равен

нулю. Это связано с относительно небольшими сдвиговыми деформа-
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циями, возникающими в процессе колебаний балки.

С ростом n сдвиг оказывает всё большее влияние на форму собствен-

ных колебаний. Видно, что при n = 12 гипотеза Бернулли об ортого-

нальности поперечного сечения балки к ее средней линии не применима

для анализа этих высокочастотных собственных движений.

Об этом же свидетельствует и нижняя часть рис. 3.3.8 (первая мода

во второй зоне, n = 13). Заметно, что все поперечные сечения балки по-

вернуты в одну сторону. Поэтому, с некоторой долей условности, такие

движения можно назвать сдвиговыми.

Рис. 3.3.8. Собственные формы поперечных колебаний.
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Глава 4.

Параметрическая оптимизация
управляемых процессов в распределенных

системах

§4.1. Алгоритм оптимизации поперечных
перемещений упругой балки

4.1.1. Постановка задачи оптимального управления попе-

речными движениями упругой балки. Рассмотрим плоские управ-

ляемые движения упругой однородной прямолинейной балки. При этом

один конец балки свободен, другой — жестко закреплен на тележке,

которая может совершать горизонтальные движения. В недеформиро-

ванном состоянии балка занимает вертикальное положение (рис. 4.1.1).

Рис. 4.1.1. Упругая балка, закрепленная на подвижной тележке.
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Управляющим воздействием на балку служит горизонтальное уско-

рение тележки u(t). В начальный момент времени t = 0 заданы фор-

ма поперечного изгиба w(t, x) и относительная скорость точек балки

wt(t, x) в системе координат Oxz, связанной с тележкой, движущейся

со скоростью v(t).

Положение тележки в покоящейся системе координат O1XY зада-

ется переменной z, при этом ż = v и v̇ = u(t). Уравнения движения

балки с начальными и краевыми условиями имеют вид

ρ(x)wtt + (EI(x)wxx)xx = −ρu(t) , x ∈ (0, L) , t ∈ (0, T ) ; (4.1.1)

w(t, 0) = wx(t, 0) = wxx(t, L) = wxxx(t, L) = 0 ; (4.1.2)

w(0, x) = w0(x) , wt(0, x) = ρ−1p0(x) . (4.1.3)

Здесь L и ρ — соответственно длина и линейная плотность балки; EI —

ее изгибная жесткость; w0 и p0 — заданные, достаточно гладкие функ-

ции координаты x; T — время окончания движения. Нижние индексы

t и x означают частные производные по времени и координате. Без на-

рушения общности можно положить, что в начальный момент времени

координата и скорость тележки равны нулю

z(0) = v(0) = 0 . (4.1.4)

Отметим, что краевые и начальные условия (4.1.2), (4.1.3) должны

быть согласованы, например, функции w0(x) обязаны удовлетворять

соотношения w0(0) = w0
x(0) = 0.

Ставится задача о нахождении оптимального управления u(t), ко-

торое обеспечивает перемещение тележки за фиксированное время T в

конечное состояние

z(T ) = zT , v(T ) = vT , (4.1.5)
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и доставляет минимум некоторому функционалу качества J [u] на клас-

се допустимых управлений U :

J [u] → min
u∈U

. (4.1.6)

4.1.2. Метод интегро-дифференциальных соотношений. Вво-

дя, как и в §1.4, новые функции времени и координаты p(t, x) (линейная

плотность импульса) и s(t, x) (изгибающий момент в сечении балки),

краевую задачу (4.1.1)–(4.1.3) можно переписать в следующем виде

η = wt − ρ−1p = 0 , ξ = wxx − (EI)−1s = 0 , (4.1.7)

pt + sxx = −ρu(t) , (4.1.8)

w(t, 0) = wx(t, 0) = s(t, L) = sx(t, L) = 0 , (4.1.9)

w(0, x) = w0(x) , p(0, x) = p0(x) . (4.1.10)

Чтобы решить краевую задачу (4.1.7)–(4.1.10) применим описанный

в §2.1 подход, в котором строгие локальные соотношения (4.1.7) заме-

няются интегральным равенством

Φ =

T∫
0

L∫
0

ϕ(t, x)dxdt = 0 , ϕ =
1
2

(
ρη2 + EIξ2

)
. (4.1.11)

Предложенная интегро-дифференциальная формулировка (4.1.8)–

(4.1.11) сводит краевую задачу движения упругой балки к вариаци-

онной: найти решение p∗(t, x), s∗(t, x) и w∗(t, x), которое доставляет

минимум функционалу

Φ[p∗, s∗, w∗] = min
p,s,w

Φ[p, s, w] = 0 (4.1.12)

при удовлетворении уравнения изменения импульса (4.1.8), краевых и

начальных условий (4.1.9), (4.1.10).
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Для приближенного решения задачи условной минимизации функ-

ционала Φ выберем целое положительное число M и будем искать ап-

проксимации p̃(t, x), s̃(t, x) и w̃(t, x) функций p∗, s∗ и w∗ в виде

w̃(t, x) = w0(x) + tx2
Mw∑
i=1

wiψ
(i)
w (t, x) ,

p̃(t, x) = p0(x) + t

Mp∑
i=1

piψ
(i)
p (t, x) ,

s̃(t, x) = −a(t)(L− x)2

2
−

L∫
x

L∫
x2

pt(t, x1)dx1dx2 ,

(4.1.13)

где wi, pi, — неизвестные вещественные коэффициенты. Базисные фун-

кции ψ(i)
w (t, x) и ψ(i)

p (t, x) выбираются так, чтобы аппроксимации p̃, s̃ и

w̃ точно удовлетворяли граничные условия (4.1.9), начальные условия

(4.1.10) и уравнение (4.1.8).

Получающаяся в результате конечномерная задача безусловной ми-

нимизации функционала (4.1.11), квадратичного по wi, pi, позволяет

найти приближенное решение p̃∗(t, x), s̃∗(t, x) и w̃∗(t, x) задачи (4.1.7)–

(4.1.10) для заданной функции управления u(t).

4.1.3. Параметрическая оптимизация движений упругой ба-

лки. Применение метода интегро-дифференциальных соотношений к

начально–краевой задаче (4.1.1)–(4.1.6) дает возможность построения

разнообразных численных алгоритмов оптимизации управления, один

из которых описан далее.

Выбирается конкретный вид аппроксимаций (4.1.13). Затем опреде-

ляется конечномерное множество допустимых управлений U :

U =

{
u : u(t) =

N+2∑
i=1

uiψ
(i)
u (t)

}
. (4.1.14)

Необходимо, чтобы управление u ∈ U удовлетворяло терминальные

условия (4.1.5). Введенные в (4.1.13) аппроксимации p̃, s̃, w̃ подставля-

ются в функционал (4.1.11).
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После этого все неизвестные коэффициенты wi, pi собираются в

вектор проектных параметров y ∈ RM , M = Mw + Mp, а парамет-

ры управления ui, оставшиеся после выполнения условий (4.1.5), — в

вектор u ∈ RN . Так как функционал Φ является квадратичным по

неизвестным параметрам y и u, задача минимизации (4.1.12) сводится

к решению линейной системы уравнений

∂Φ(y,u)
∂y

= Ay −Bu− q = 0 (4.1.15)

относительно вектора y. Здесь A ∈ RM×M и B ∈ RM×N – заданные

матрицы, а вектор q ∈ RM определяется из терминальных и начальных

условий (4.1.5), (4.1.10).

Из решения этой системы

y∗ = A−1 (Bu + q)

находятся аппроксимации функций p̃∗(t, x,u), s̃∗(t, x,u), w̃∗(t, x,u), за-

висящие от неизвестных параметров управления ui.

После подстановки приближений p̃∗, s̃∗, w̃∗ в функционал управле-

ния J из (4.1.6) находится минимум получающейся в результате функ-

ции J(u). В случае если целевая функция J квадратична по параметрам

управления ui, то задача оптимизации сводится к решению линейной

системы уравнений
∂J(u, r)
∂u

= Du− r = 0 ,

где D ∈ RN×N и r ∈ RN – фиксированные матрица и вектор.

Значение оптимального вектора

u∗ = D−1r

подставляется в функцию управления u(t,u) ∈ U , введенную в (4.1.14),

и в найденные аппроксимации p̃∗, s̃∗, w̃∗. В результате определяется

закон оптимального управления u∗ = u(t,u∗), а также поля плотности
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импульса p̃∗(t, x,u∗), изгибающих моментов s̃∗(t, x,u∗) и перемещений

w̃∗(t, x,u∗).

4.1.4. Численные примеры оптимизации движений. Приме-

ним один из возможных алгоритмов приближенного решения оптими-

зационной задачи (4.1.4)–(4.1.6), (4.1.8)–(4.1.10), (4.1.12), основанный

на полиномиальных представлениях неизвестных функций состояния

w̃(t, x) = w0(x) + tx2
M1∑

i+j=0

wijt
ixj ,

p̃(t, x) = p0(x) + t

M1∑
i+j=0

pijt
ixj

и искомого управления

u =
N+1∑
i=0

uit
i. (4.1.16)

Пример 4.1.1. Для демонстрации предложенного интегро-диффе-

ренциального подхода к оптимизации движения рассмотрим перемеще-

ние упругой системы из начального состояния покоя

w0(x) = p0(x) = 0

в некоторое конечное положение (v(T ) = 0) за фиксированное время T .

Ставится задача определения закона управления движением тележ-

ки, при котором в конечный момент времени T полная энергия упругой

балки

J = E(T ), E(t) =
∫ L

0

ψ(t, x)dx, ψ(t, x) =
p2

2ρ
+
EIw2

xx

2
. (4.1.17)

достигает наименьшего значения.

В расчетах движения системы были выбраны следующие безраз-

мерные параметры: длина балки L = 1, изгибная жесткость EI = 1,

линейная плотность ρ = 1. При заданных параметрах частота низшей

моды собственных колебаний ω1 ∼ 1 (см. п. 2.1.4). Для определенности

перемещение тележки задано равным длине балки zT = 1.
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Было показано, что если максимальный период собственных колеба-

ний балки T1 = 2πω−1
1 много меньше времени управления, для нахож-

дения приближенного решения можно использовать асимптотические

методы [1]; при T1 � T применяются квазистатические приближения.

В примере исследуется промежуточный случай (T = 4), для которого,

строго говоря, неприменимы вышеперечисленные подходы.

Задача оптимизации решалась на классе полиномиальных управле-

ний (4.1.16) для некоторых значений N = 0÷ 5. При N = 0 управление

u = u0 + u1t однозначно определяется из условий (4.1.5):

u0 = 6zTT
−2 , u1 = −12zTT

−3 .

Этот пример был рассмотрен в §2.1. При N > 0 управление u содер-

жит N неизвестных параметров, которые используются для минимиза-

ции функционала качества (4.1.17).

С помощью алгоритма, описанного в п. 4.1.3, и пакета программ

MAPLE удалось аналитически построить оптимальное в смысле мини-

мизации функционала (4.1.17) управление движением балки для сле-

дующих параметров аппроксимации решения: M1 ≤ 15. Размерность

системы уравнений (4.1.15) определяется как M = (M1 + 1)(M1 + 2).

На рис. 4.1.2 представлены результаты оптимизации движения одно-

родной упругой балки закрепленной на подвижной тележке, получен-

ные на основе метода интегро-дифференциальных соотношений. Спло-

шной ломаной представлена относительная механическая энергия в ко-

нце оптимизируемого процесса

J0(N) =
TJ(u∗)
Ψ(u∗)

, Ψ =

T∫
0

E(t,u∗)dx ,

как функция от числа свободных параметров управления N . Здесь E —

заданная в (4.1.17) энергия, запасаемая в системе во время движения.
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Рис. 4.1.2. Относительные величины терминальной энергии J0(N)

и ошибки дискретизации ∆(N).

Относительная ошибка дискретизации определяется через функци-

онал Φ согласно

∆(N) =
Φ(u∗)
Ψ(u∗)

.

Она показана на рис. 4.1.2 ломаной штриховой линией. Как видно из

графика увеличение числа параметров управления приводит к суще-

ственному уменьшению энергии в конце процесса. При выбранном по-

рядке аппроксимаций M1 = 15 ошибка вычислений ∆ ниже относитель-

ной терминальной энергии J0, но приближается к ней при N = 6.

Изменение ошибки дискретизации и терминальной энергии с уве-

личением степени аппроксимации M1 при фиксированной размерности

N = 6 вектора управления u показано на рис. 4.1.3. Как видно из гра-

фика, качество управления и получаемого решения повышается с уве-

личением размерности аппроксимаций. Только при достаточно больших

степенях M1 > 13 относительная ошибка дискретизации ∆ становится
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меньше нормированной терминальной энергии J0 и можно говорить о

достоверности полученных приближений.

Рис. 4.1.3. Относительные величины терминальной энергии J0(M1)

и ошибки дискретизации ∆(M1).

В предложенном численном алгоритме дальнейшее расширение ре-

сурса управления (увеличение числа N) нужно сочетать с контролем

ошибки ∆. Для повышение качества решения необходимо либо увели-

чивать размерность задачи, либо применять специальные подходы для

регуляризации решения, которые будут рассмотрены в §4.3.

Оптимальные перемещения z(t) при N = 5 и N = 6 (M1 = 15) пред-

ставлены на рис. 4.1.4 соответственно сплошной и штриховой кривой.

При таком изменении степени полиномиального управления оптимиза-

ция приводит к слабо различающимся решениям. На этом же рисунке

при N = 6 показано положение конца балки wL = z(t) +w(t, L) в непо-

движной системе координат O1XZ (см. рис. 4.1.1).
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Рис. 4.1.4. Оптимальное перемещение концов балки z(t) и wL(t)

в системе координат O1XZ.

Рис. 4.1.5. Оптимальные перемещения точек балки w(t, x) при N = 6.
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Рис. 4.1.6. Распределение механической энергии ψ(t, x) при N = 6.

Рис. 4.1.7. Относительная ошибка ϕ при M1 = 15 и N = 6.
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На рис. 4.1.5 представлены упругие перемещения точек балки w как

функция координат t и x для N = 6 и M1 = 15. Распределение в про-

странстве и времени плотности энергии ψ(t, x) изображено на рис. 4.1.6.

Как можно заметить, благодаря оптимизации плотность энергии мала

в конце процесса управления.

Для выбранных параметров управления и аппроксимации распре-

деление локальной энергетической ошибки ϕ, определенной в (4.1.11),

изображено на рис. 4.1.7. Наибольшие величины ошибки проявляются

в начале процесса движения.

Пример 4.1.2. Важным классом задач управления упругими си-

стемами с распределенными параметрами является гашение колебаний

за конечное время. Геометрические и механические параметры систе-

мы выбираются как в примере 4.1.1. Положим для определенности, что

упругая система балка–тележка находилась в начальный момент вре-

мени в некотором статическом состоянии (z(0) = v(0) = 0, p0(x) ≡ 0).

Допустим, что это равновесное состояние создается единичной перере-

зывающей силой в верхнем сечении, т.е.

w0(x) =
x3

6
− x2

2
.

Цель управления — оптимальное гашение к моменту времени T = 4

упругой энергии системы

E0(t) =

L∫
0

ψ0(t, x)dx , ψ0(t, x) =
(p+ ρv(t))2

2ρ
+
EIw2

xx

2
,

E0(0) = E(0) , E0(T ) = E(T ) .

с помощью полиномиальных перемещений тележки (4.1.16). При этом

тележка должна оказаться в конце процесса в своем начальном состо-

янии.

Как показывают численные расчеты, минимизация функционала,

введенного в (4.1.17), может приводить к достаточно большим значени-
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ям оптимального управления u(t). Это вызывает существенные упругие

смещения точек балки w во время движения. Чтобы уменьшить управ-

ляющее воздействие на балку добавим с некоторым коэффициентом к

целевой функции интеграл по времени от квадрата скорости тележки.

Ставится задача минимизации следующего функционала

J [u] → min
u∈U

, J = α

T∫
0

v2(t)dt+ E(T ) ,

z(T ) = v(T ) = 0 .

На рис. 4.1.8 выведено оптимальное управление u(t) (сплошная кри-

вая) при заданных параметрах α = 10−5, N = 6 и M1 = 15. Штриховой

кривой на графике показана скорость тележки v(t).

Рис. 4.1.8. Оптимальные ускорение u(t) и скорость v(t) тележки.

Изменение состояния свободного конца балки в фазовой плоскости

{w(t, 1), p(t, 1)} приведено на рис. 4.1.9 сплошной кривой. Для сравне-

ния штриховая кривая отражает колебания балки в отсутствие управ-
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ления (z(t) ≡ 0). При активном гашении упругие колебания в системе

быстро затухают.

Рис. 4.1.9. Фазовый портрет движения свободного конца балки

в системе координат Oxz.

На рис. 4.1.10 отражено изменение во времени величины полной ме-

ханической энергии балки E0(t) (сплошная кривая). Средняя энергия

Ē0 =
1
T

T∫
0

E0(t)dx ,

запасаемая в процессе этого движения, равна Ē0 = 0.0702. Начальная и

конечная энергия принимают значения соответственно E0(0) = 0.167 и

E0(T ) = 2.68 · 10−5. Интегральная ошибка дискретизации, выраженная

в энергетических единицах, значительно меньше этих величин и равна

T−1Φ = 8.88 · 10−6.
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Штриховой кривой на графике выведено значение энергии E0 как

функции времени в случае, когда тележка оставалась неподвижной

(N = 0). Энергия в начале слегка уменьшается, так как в этой вре-

менной области вычислительная ошибка достигает своих максималь-

ных значений (E0(0) − E0(0.4) = 4.9 · 10−3). В дальнейшем величина

энергии меняется слабо (E0(t) = 0.1618± 0.0001 для t > 0.4).

Как будет показано в следующих параграфах, для повышения точ-

ности и эффективности расчетов можно применять другие методы дис-

кретизации задачи. Например, использовать рассмотренные в Главе 2

алгоритмы на основе метода конечных элементов и семидискретизации.

Рис. 4.1.10. Изменение полной механической энергии балки E0(t).
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§4.2. Вариационный подход к оптимизации
продольных перемещений призматической балки

4.2.1. Постановка задачи оптимального управления движе-

нием упругого тела. Рассмотрим упругое тело, занимающее некото-

рую ограниченную область Ω с кусочно-гладкой границей Γ. На части

границы Γu определяются перемещения, на части Γσ — внешние на-

грузки. При этом, Γu∩Γσ = ∅ и Γ̄u∪ Γ̄σ = Γ. На тело могут действовать

также известные объемные силы f . В предположении малости переме-

щений, скоростей и деформаций движения тела Ω описываются систе-

мой дифференциальных уравнений линейной теории упругости в виде,

рассмотренном в §1.3:

η = ut − ρ−1(x)p , ξ = ε−C−1(x) : σ , (4.2.1)

pt = ∇ · σ + f(x) , (4.2.2)

ε =
1
2

(
∇u +∇uT

)
. (4.2.3)

Здесь σ и ε — тензоры напряжений и деформаций, u и p — векторы

перемещений и объемной плотности импульса, ρ — объемная плотность

тела, C — тензор модулей упругости. Индекс t обозначает частные про-

изводные по времени, знак ∇ = [∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3]
T — оператор гра-

диента в пространстве координат x = {x1, x2, x3}.
Ограничимся случаем, когда в каждой точке x ∈ Γ, где однозначно

определена нормаль к границе, краевые условия можно записать в в

следующем виде

x ∈ Γu : u = v(t, x) ,
x ∈ Γσ : q = σ · n = r(t, x) , (4.2.4)

где n — единичный вектор внешней нормали к границе Γ; q — вектор

нагрузки на единичную площадку, ортогональную нормали n. Вектор-

функция v задает граничные перемещения, а r — внешнюю поверхност-

ную нагрузку.
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В начальный момент времени t = 0 известны распределения переме-

щений u и объемной плотности импульса p как некоторые достаточно

гладкие функции координат x

u(0, x) = u0(x) , p(0, x) = p0(x) . (4.2.5)

Отметим, что эти начальные условия должны быть согласованы с гра-

ничными условиями (4.2.4) [3].

Компоненты граничных векторов v и r — либо заданные функции

времени t и координат x, либо определенные на некотором классе неиз-

вестные управления

x ∈ Γu\Γv : v = v(t, x) ; x ∈ Γv : v ∈ V ;

x ∈ Γσ\Γr : r = r(t, x) ; x ∈ Γr : r ∈ R .

Ставится задача нахождения оптимального управления v∗(t, x) при

x ∈ Γv и r∗(t, x) при x ∈ Γr, которое обеспечивает перемещение тела из

начального состояния (4.2.5) за фиксированное время T в определенное

конечное множество состояний

u(T, x) ∈ UT , p(T, x) ∈ PT (4.2.6)

и доставляет минимум заданному функционалу качества J на классе

допустимых управлений V и R:

J [v, r] → min
v∈V, r∈R

. (4.2.7)

4.2.2. Дискретизация задачи на основе метода интегро-диф-

ференциальных соотношений. Для решения задачи (4.2.1)–(4.2.7)

применим метод, описанный в §2.3. Напомним, что соотношения (4.2.1)

заменяются следующим интегральным равенством

Φ =

T∫
0

∫
Ω

ϕ(t, x)dΩ dt = 0 , ϕ =
1
2

(ρ(x)η · η + ξ : C(x) : ξ) . (4.2.8)
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Предложенная интегральная формулировка позволяет свести кра-

евую задачу движения упругого тела (4.2.1)–(4.2.5) к вариационной.

Если решение u∗(t, x), p∗(t, x), σ∗(t, x) системы (4.2.2)–(4.2.5), (4.2.8)

существует, то функционал достигает на этом решении своего абсолют-

ного минимума

Φ(u∗,p∗, σ∗) = min
u,p,σ

Φ(u,p, σ) = 0 (4.2.9)

при удовлетворении уравнения изменения импульса (4.2.2), кинемати-

ческого соотношения (4.2.2), а также краевых и начальных условий

(4.2.4), (4.2.5).

Для приближенного решения задачи условной минимизации функ-

ционала Φ выберем целые положительные числа Nu, Np, Nσ и будем

искать аппроксимации ũ, p̃, σ̃ решения u∗, p∗, σ∗ в виде

ũ =
Nu∑
k=1

u(k)ψk , p̃ =
Np∑
k=1

p(k)ψk , σ̃ =
Nσ∑
k=1

σ(k)ψk , (4.2.10)

где {ψk(t, x), k = 1, 2, . . .} — некоторая полная счетная система линей-

но независимых функций, а u(k), p(k), σ(k) — неизвестные вещественные

коэффициенты, записанные в векторном и тензорном виде.

Базисные функции ψk формируются так, чтобы аппроксимации ũ,

p̃, σ̃ могли точно удовлетворять уравнение изменения импульса (4.2.2),

граничные условия (4.2.4) и начальные условия (4.2.5) при соответству-

ющем выборе постоянных u(k), p(k), σ(k).

Получающаяся в результате конечномерная задача безусловной ми-

нимизации функционала Φ, квадратичного по u(k), p(k), σ(k), сводится

к решению системы линейных уравнений относительно неопределен-

ных коэффициентов и позволяет найти приближенное решение ũ, p̃, σ̃

задачи (4.2.1)–(4.2.5) при заданных краевых условиях.

4.2.3. Оптимизация управляемых движений. Применение раз-

виваемого подхода к задаче управления (4.2.1)–(4.2.7) дает возмож-
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ность построения различных численных алгоритмов оптимизации дви-

жений, один из которых описан далее.

Сначала выбирается система функций ψk и фиксируются числа Nu,

Np, Nσ таким образом, чтобы аппроксимации ũ, p̃, σ̃ в (4.2.10) могли

точно удовлетворить краевые и начальные условия (4.2.4)–(4.2.5) при

определенном выборе коэффициентов u(n), p(n), σ(n) (см. §2.3). После

этого определяется множества допустимых управлений V иR, для кото-

рых возможно точное выполнение граничных условий (4.2.4). Из этого

следует, что граничные вектора v и r должны иметь следующую струк-

туру:

v =
Nv∑
k=1

v(k)ψu
k (t, x) , r =

Nv∑
k=1

r(k)ψr
k(t, x) .

Здесь функции ψv
k и ψr

k представляют собой некоторые линейные ком-

бинации базисных функций ψn. Необходимо также, чтобы управление

v и r, заданное на Γv и Γr, обеспечивало выполнение терминальных

условий (4.2.6).

Затем удовлетворяется уравнение (4.2.2) относительно неизвестных

коэффициентов u(n), p(n), σ(n) и полученные аппроксимации ũ, p̃, σ̃ из

(4.2.10) подставляются в функционал Φ, введенный в (4.2.8). Так как Φ

является квадратичным по переменным u(n), p(n), σ(n), v(n), r(n), зада-

ча минимизации (4.2.7) сводится к решению линейной системы уравне-

ний относительно u(n), p(n), σ(n).

Из решения этой системы находятся аппроксимации искомых функ-

ций ũ(t, x,v, r), p̃(t, x,v, r), σ̃(t, x,v, r), зависящие от неизвестных пара-

метров v(n) и r(n) заданных на Γv и Γr. После подстановки выражений

ũ(t, x,v, r), p̃(t, x, v, r), σ̃(t, x,v, r) в (4.2.7) ищется минимум функцио-

нала J [v, r] на классе допустимых управлений v ∈ V и r ∈ R. В случае

если, как будет предполагаться в дальнейшем, J — квадратичный по

параметрам управления, цель оптимизации достигается решением ли-

нейной системы уравнений относительно неизвестных v(n) и r(n).
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4.2.4. Численный алгоритм оптимизации движений. Опишем

один из возможных алгоритмов приближенного решения оптимизаци-

онной задачи в вариационной постановке (4.2.2)–(4.2.7), (4.2.9), осно-

ванный на полиномиальных представлениях искомых функций [51]. Фу-

нкции u, p, σ аппроксимируются полными полиномами от времени t и

пространственных переменных x в следующем виде

ũ =
Nu∑
α=0

u(ijkl)tixj
1x

k
2x

l
3 , p̃ =

Np∑
α=0

p(ijkl)tixj
1x

k
2x

l
3 ,

σ̃ =
Nσ∑
α=0

σ(ijkl)tixj
1x

k
2x

l
3 , α = i+ j + k + l .

(4.2.11)

В предложенной записи u(ijkl), p(ijkl), σ(ijkl) — некоторые неизвест-

ные коэффициенты, выраженные в векторной и тензорной форме, а

индексы i, j, k, l пробегают все возможные значения, для которых их

сумма α не превышает выбранных целых значений Nu, Np, Nσ, соот-

ветственно для ũ(t, x), p̃(t, x), σ̃(t, x). Граничные функции v и r пред-

полагается также заданными в полиномиальном виде

x ∈ Γu : v =
Nv∑

α=0
v(ijkl)tixj

1x
k
2x

l
3 ,

x ∈ Γq : r =
Nr∑

α=0
r(ijkl)tixj

1x
k
2x

l
3 ,

(4.2.12)

где степени Nv и Nr фиксированы, а v(ijkl) и r(ijkl) — либо заданные

коэффициенты, либо неизвестные параметры управления.

Пусть область Ω представляет собой выпуклый многогранник. Опи-

санное выше представление вектора упругих смещений u, вектора плот-

ности количества движения p и тензора напряжений σ дает возмож-

ность при векторе объемных сил f , описываемом в виде полинома от

t и x, точно удовлетворить граничные условия (4.2.4) с правой частью

(4.2.12), полиномиальные начальные условия (4.2.5) и уравнения дви-

жения (4.2.2) при соответствующем выборе степеней аппроксимации

Nu, Np, Nσ [43].
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Полученная в результате конечномерная задача безусловной мини-

мизации функционала (4.2.9) позволяет найти приближенное решение

ũ(t, x,v, r), p̃(t, x,v, r), σ̃(t, x,v, r) задачи управления для полиномиаль-

ных граничных векторов v и r из (4.2.12), которые определяются затем

из условия минимума функционала (4.2.7).

4.2.5. Управляемые продольные движения тонкого упруго-

го стержня. Для сравнения рассмотрим вначале продольные переме-

щения тонкого однородного прямолинейного стержня. Пусть один ко-

нец стержня свободен от нагрузок. Введем инерциальную систему ко-

ординат OX, направленную вдоль оси стержня, с началом в точке O,

относительно которой положение v другого конца стержня задается по-

линомиальной функцией времени

v =
Nv+3∑
n=0

vnt
n . (4.2.13)

Выбором системы координат можно добиться того, чтобы v0 = v1 = 0.

Одномерное линейное уравнение движения стержня, выраженное

через частные производные от силы s, которая действует на поперечное

сечение стержня в направлении OX, и линейной плотности импульса

p вдоль этой же оси, в отсутствии внешних воздействий имеет простой

вид

pt = sx . (4.2.14)

Положение произвольной точки стержня в процессе движения за-

дается функцией перемещений u, которая линейно связана с абсолют-

ным положением U этой точки в неподвижной системе координат OX

(U(t, x) = x+ u(t, x), где x — лагранжева координата точки). Краевые

условия на концах записываются следующим образом

u(t, 0) = v , s(t, L) = 0 , (4.2.15)

где L — длина стержня. Предполагается, что в начальный момент вре-

мени t = 0 стержень неподвижен и в нем отсутствуют упругие дефор-
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мации, т.е.

u(0, x) = p(0, x) = 0 . (4.2.16)

Функционал, аналогичный введенному в (4.2.8), связывающий силу

s, плотность импульса p и перемещение u, имеет вид

Φr =

T∫
0

L∫
0

ϕr(t, x)dxdt ,

ϕr =
ES

2

(
ux −

s

ES

)2

+
ρl

2

(
ut −

p

ρl

)2

.

(4.2.17)

Здесь ρl = Sρ — линейная плотность стержня, E — модуль упругости,

S — площадь поперечного сечения, T — заданное время процесса.

Ставится задача построения управления v, которое переводит стер-

жень из начального положения покоя в терминальное положение

t = T : v = vT , v̇ = 0 (4.2.18)

и минимизирует в конечный момент времени полную механическую

энергию стержня

Jr[v] → min
v∈V

, Jr = Er(T ) ,

Er(t) =
∫ L

0

ψr(t, x)dx , ψr =
1
2

(
ESu2

x + ρlp
2
)
,

(4.2.19)

которая неявно через (4.2.13), (4.2.15) зависит от параметров управ-

ления vk, k = 2, . . . , Nv + 3. Для точного выполнения условий (4.2.18)

необходимо использовать два параметра управления в (4.2.13). Из этого

следует, что Nv ≥ 0.

В качестве аппроксимирующих функций ũ, p̃ и s̃ выберем полные

полиномы от времени t и координаты x аналогично (4.2.11)

ũ =
N+1∑

i+j=0

u(ij)tixj , p̃ =
N∑

i+j=0

p(ij)tixj , s̃ =
N∑

i+j=0

s(ij)tixj .
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Удовлетворяя уравнение изменения импульса (4.2.14), краевые и на-

чальные условия (4.2.15), (4.2.16), найдем минимум функционала Φr

относительно оставшихся неизвестных параметров u(ij), p(ij), s(ij) для

произвольных коэффициентов vk, k = 4, 5, ..., Nv +3. Задача безуслов-

ной минимизации квадратичного функционала Φr ≥ 0 сводится к ре-

шению линейной системы, аналогичной (4.1.15):

∂Φr(y,v)
∂y

= Ay −Bv − q = 0 , (4.2.20)

где y ∈ RNy — вектор, компоненты которого составлены из неопреде-

ленных параметров u(ij), p(ij), s(ij); v = [v4, . . . , vNv+3]T ∈ RNv — вектор

управления; A ∈ RNy×Ny , B ∈ RNy×Nv , q ∈ RNy — матрицы и вектор,

заданные через параметры системы.

Как и в сформулированной в §4.1 задаче управления поперечными

движениями упругой балки из решения y∗ системы (4.2.20) находятся

аппроксимации ũ∗(t, x,v), p̃∗(t, x,v), s̃∗(t, x,v), зависящие от неизвест-

ных параметров управления.

После подстановки приближений ũ∗, p̃∗, s̃∗ в функционал из (4.2.19)

находится минимум Jr(v). Задача оптимизации сводится к решению

системы уравнений
∂Jr(v)
∂v

= Dv − r = 0 ,

где D ∈ RNv×Nv и r ∈ RNv — известные матрица и вектор.

Значение оптимального вектора v∗ = D−1r определяет закон опти-

мального управления и искомые поля

v∗ = v(t,v∗) , ũ∗(t, x,v∗) , p̃∗(t, x,v∗) , s̃∗(t, x,v∗) .

4.2.6. Управляемые движения однородной балки квадрат-

ного сечения. Рассмотрим задачу оптимизации продольных простран-

ственных движений прямолинейной балки постоянного квадратного се-

чения (рис. 4.2.1). В качестве управления выберем полиномиальное во

времени перемещение левого края балки A1A2A3A4 вдоль ее оси O1O2.
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Предполагается, что на балку не действуют внешние объемные силы

и граничные нагрузки. Считается, что балка выполнена из однородно-

го изотропного материала. Заданы модуль упругости E, коэффициент

Пуассона ν и объемная плотность ρ. Зафиксированы геометрические

параметры: длина L и размер поперечного сечения 2a. Исследуется

случай, когда в начальный момент времени t = 0 в теле отсутствуют

упругие смещения и все точки балки находятся в покое.

Введем неподвижную систему координат OX1X2X3, нулевая точ-

ка O которой в начальный момент времени совпадает с центральной

точкой O1 левого поперечного сечения A1A2A3A4. Ось OX1 направле-

на вдоль центральной линии балки O1O2, а OX2 и OX3 параллельны

соответственно ее боковым сторонам A1A2 и A1A3.

В этой системе координат граничные условия записываются в на-

пряжениях
x2 = ±a : σ12 = σ22 = σ23 = 0 ,

x3 = ±a : σ13 = σ23 = σ33 = 0 ,

x1 = L : σ11 = σ12 = σ13 = 0 ,

x1 = 0 : σ12 = σ13 = 0 ,

(4.2.21)

и перемещениях

x1 = 0 : u1 = v =
Nv+3∑
n=2

vnt
n . (4.2.22)

Начальные условия определяются из (4.2.5), где

u0(x) = p0(x) = 0 . (4.2.23)

Ставится задача нахождения неизвестных параметров vk управле-

ния v, которое переводит за фиксированное время t = T граничное

сечение балки при x1 = 0 в заданное положение с нулевой скоростью

v(T ) = vT , v̇(T ) = 0 (4.2.24)
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и минимизирует в конечный момент времени полную механическую

энергию системы

J [v] → min
v
, J = E(T ) ,

E(t) =
∫
Ω

ψ(t, x)dΩ =

a∫
−a

a∫
−a

L∫
0

ψ(t, x)dx1dx2dx3 ,

ψ(t, x) =
1
2

(
ε : C : ε+ ρ−1p · p

)
.

(4.2.25)

Рис. 4.2.1. Балка, прикрепленная к подвижному основанию.

Зависимость энергии E от управления v определяется через гранич-

ное условие (4.2.22). Относительная интегральная ошибка, характери-

зующая качество решения, выражается через эту энергию следующим

образом:

∆ =
Φ
Ψ
, Ψ =

T∫
0

E(t)dt .

Заметим, что одномерная модель упругих движений тонкого одно-

родного прямолинейного стержня, рассмотренная в предыдущем пара-

графе, является приближением трехмерной динамической задачи для

балки квадратного сечения при aL−1 → 0 или ν → 0.
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Прямое использование полиномиальных аппроксимаций (4.2.11) для

задачи (4.2.2)–(4.2.7), (4.2.9) приводит к большим вычислительным тру-

дностям, которые обусловлены ее высокой размерностью. Как и в §3.3,

для уменьшения размерности вектора y, составленного из неизвестных

параметров u(ijkl), p(ijkl), σ(ijkl), оставшихся после удовлетворения гра-

ничных и начальных условий (4.2.21), (4.2.22), (4.2.5) с учетом (4.2.23),

можно использовать свойства симметрии этой механической системы.

В неподвижной системе координат OX1X2X3 для балки с квадрат-

ным поперечным сечением при выбранном способе управления (4.2.22)

существуют четыре плоскости симметрии, сохраняющееся во время дви-

жения. Это координатные плоскости OX1X2 и OX1X3, а также плос-

кости, образованные осью OX1 и двумя диагоналями A1A4 и A2A3 по-

перечного сечения A1A2A3A4 (см. рис. 4.2.1).

Учитывая структуру уравнения изменения импульса (4.2.2), кине-

матических соотношений (4.2.3) и функционала Φ в (4.2.8), можно по-

казать, что существенная часть коэффициентов u(ijkl), p(ijkl), σ(ijkl)

при выбранном движении равна нулю:

u
(ijkl)
1 = p

(ijkl)
1 = σ

(ijkl)
11 = σ

(ijkl)
22 = σ

(ijkl)
33 = 0 , k, l = 2n+ 1 ;

u
(ijkl)
2 = p

(ijkl)
2 = σ

(ijkl)
12 = 0 , k = 2n , l = 2n+ 1 ;

u
(ijkl)
3 = p

(ijkl)
3 = σ

(ijkl)
13 = 0 , k = 2n+ 1 , l = 2n ;

σ
(ijlk)
23 = 0 , k, l = 2n ; n = 0, 1, 2, ... .

Кроме того, благодаря описанным выше свойствам симметрии уста-

навливаются следующие связи между неизвестными коэффициентами:

u
(ijkl)
1 = u

(ijlk)
1 , p

(ijkl)
1 = p

(ijlk)
1 ,

u
(ijkl)
2 = u

(ijlk)
3 , p

(ijkl)
2 = p

(ijlk)
3 ,

σ
(ijkl)
αα = σ

(ijlk)
αα , α = 1, 2, 3 ,

σ
(ijkl)
23 = σ

(ijlk)
23 , σ

(ijkl)
12 = σ

(ijlk)
13 .
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Для достаточно длинной балки (a � L) допустимо использовать

небольшие степени полиномиальных аппроксимаций по переменным x2

и x3. В качестве иллюстрации применимости предложенного подхода

для моделирования и оптимизации движений упругих систем рассмот-

рим линейные разложения по этим переменным и ограничим суммар-

ную степень по переменным t и x1 некоторым числом N (N > Nv).

Для этого приближения σ̃12 = σ̃13 = σ̃23 = 0. Получаем следую-

щие аппроксимации, удовлетворяющие граничные и начальные условия

(4.2.21)–(4.2.23) и уравнение (4.2.2) при f = 0:

ũ1 =
N+1∑
i=1

N+1−i∑
j=1

u
(ij)
1 tixj

1 +
Nv+3∑
i=2

vit
i ,

ũ2 =
N+1∑
i=1

N+1−i∑
j=0

u
(ij)
2 tixj

1x2 , ũ3 =
N+1∑
i=1

N+1−i∑
j=0

u
(ij)
2 tixj

1x3 ,

σ̃11 =
N∑

i=0

N−1−i∑
j=0

σ
(ij)
1 (L− x1)tix

j
1 , p̃1 = −

N−1∑
i=0

N−i∑
j=0

j + 1
i+ 1

σ
(ij)
1 ti+1xj

1 ,

σ̃22 =
N∑

i=0

N−i∑
j=0

σ
(ij)
2 (a2 − x2

2)t
ixj

1 , p̃2 = −
N∑

i=0

N−i∑
j=0

2
i+ 1

σ
(ij)
2 ti+1xj

1x2 ,

σ̃33 =
N∑

i=0

N−i∑
j=0

σ
(ij)
2 (a2 − x2

3)t
ixj

1 , p̃3 = −
N∑

i=0

N−i∑
j=0

2
i+ 1

σ
(ij)
2 ti+1xj

1x3 .

(4.2.26)

Эти функции необходимо подставить в функционал Φ и после этого

найти его минимум при произвольных параметрах vk = 4, 5, ..., Nv +3.

Затем, аналогично алгоритму, описанному в п. 4.2.4, ищется минимум

функционала J [v] в (4.2.25) и оптимальное управление v(t), удовлетво-

ряющее терминальные условия (4.2.24).

4.2.7. Численные результаты. В расчетах для модели движения

тонкого упругого однородного стержня были выбраны следующие без-

размерные параметры: длина стержня L = 1, площадь поперечного се-

чения S = 0.01, модуль упругости E = 1, линейная плотность ρl = 0.01.

При заданных параметрах стержня период низшей моды собственных
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колебаний T1 = 2π.

Оптимизационная задача решалась на классе полиномиальных уп-

равлений (4.2.13) для Nv = 6. При Nv = 0 управление определяется

однозначно из условий (4.2.16) и (4.2.18). В этом случае

v = vTT
−3t2(3T − 2t) . (4.2.27)

При Nv > 0 управление v содержит неизвестные параметры, кото-

рые используются для минимизации функционала качества Jr[v], за-

данного в (4.2.19).

Для конкретности перемещение левого конца стержня принято рав-

ным vT = 0.1. С помощью алгоритма, описанного в п. 4.2.5, удалось ана-

литически построить оптимальное в смысле функционала Jr управле-

ние движением стержня для степени аппроксимации решения N = 16.

Для сравнения модели тонкого прямолинейного стержня, рассмот-

ренного в п. 4.2.5 и приближения (4.2.26), которое учитывает упругие

перемещения, ортогональные оси OX1, были выбраны аналогичные гео-

метрические и механические параметры тела L = 1, a = 0.05, E = 1,

ρ = 1, ν = 0.3, а также фиксированы время управления T = 4 и пере-

мещение vT = 0.1.

Рис. 4.2.2–6 представляют результаты расчетов продольного дви-

жения однородного упругого стержня при найденном оптимальном за-

коне управления v∗ (Nv = 6). Сплошной кривой на рис. 4.2.2 пока-

зана управляющая функция перемещения одного из концов стержня

u(t, 0) ≡ v∗(t)), а штриховой — перемещение второго конца u(t, L). Как

видно из этого графика, удаленный конец стержня некоторое время

(t < 1) остается в покое из-за конечной скорости распространения упру-

гих смещений (c =
√
E/ρ = 1).

На рис. 4.2.3 сравниваются ускорения левого конца стержня для оп-

тимального движения (сплошная кривая) и для перемещения без опти-

мизации, заданного согласно закону (4.2.27) (штриховая кривая). Ам-
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плитуда оптимального ускорения для данного примера почти в 2 раза

превышает аналогичное значение для случая Nv = 0.

Рис. 4.2.2. Оптимальные перемещения концов стержня u(t, 0) и u(t, L).

Рис. 4.2.3. Оптимальное и тестовое ускорение v̈(t) управляемого конца

упругого стержня.
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Распределение плотности полной механической энергии стержня в

плоскости {t, x} показано на рис. 4.2.4. В треугольных областях

0 < t < x , 0 < T − t < x

значение плотности энергии мало, в первой из которых — из-за огра-

ниченной скорости переходных процессов, а во второй — из-за свойств

найденного оптимального управления, приводящего стержень в поло-

жение с полной энергией, близкой к нулю.

Рис. 4.2.4. Распределение плотности механической энергии ψr(t, x).

Действительно, выбирая шесть параметров vk, k = 4, ..., 9, удает-

ся перевести данную упругую систему в окрестность заданного терми-

нального состояния. При этом Jr = 9.78 · 10−10, что означает почти

полное успокоение стержня в конце процесса. Для сравнения в случае

Nv = 0 (нет оптимизации) Jr = 9.35 · 10−6. Для оптимального процесса

интеграл по времени от энергии, находящейся в системе, равен

Ψr =

T∫
0

Erdt = 3.604 · 10−5, (4.2.28)

253



где Er(t) полная запасенная энергия стержня в произвольный момент

времени t из (4.2.19).

Рис. 4.2.5. Распределение локальной ошибки ϕr(t, x).

Плотность ошибки ϕr, определенная в (4.2.17) как функция времени

t и координаты x, показана на рис. 4.2.5. Из графика видно, что функ-

ция ϕr(t, x), имеющая размерность линейной плотности энергии, близка

нулю и достигает максимальных значений в начале процесса управле-

ния. Эта ошибка обусловлена только конечномерным представлением

неизвестных функций ũ, p̃, s̃, так как все вычисления, приведенные в

этом параграфе, выполнялись точно с использованием аналитических

преобразований, встроенных в программный пакет MAPLE.

Представляет интерес приведенная на рис. 4.2.6 зависимость отно-

шения функционала Φr к значению Ψr от числа Ny, определяюще-

го количество неизвестных в (4.2.20). Характерно быстрое монотонное

уменьшение значения Φr с увеличением Ny. При Ny = 275 (степень
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полиномов N = 16) имеем ∆r = ΦrΨ−1
r = 8.01 · 10−7.

Рис. 4.2.6. Относительная интегральная ошибка ∆r(Ny)

для оптимального процесса.

При моделировании упругой балки квадратного поперечного сече-

ния удалось получить аналитически приближенное решение для степе-

ниN = 12, при этомNy = 325. На рис. 4.2.7–10 показаны результаты по-

строения оптимальных движений для этой модели. Из рис. 4.2.7 видно,

что управляющая функция, представляющая собой продольное пере-

мещение левого конца стержня u1(t, 0, x2, x3) = v(t) (сплошная линия),

практически совпадает с аналогичным управлением в предыдущем при-

мере (см. рис. 4.2.2). Движение центральной точки u1(t, L, 0, 0) правого

сечения (штриховая кривая) несколько отличается от одномерного слу-

чая. Проявляются также небольшие ортогональные движения (штрих-

пунктирной линией выведено перемещение u2(t, 0, a, 0) = u3(t, 0, 0, a)).
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Рис. 4.2.7. Оптимальные перемещения точек призматической балки

u1(t, 0, 0, 0), u1(t, L, 0, 0) и u2(t, 0, a, 0).

Рис. 4.2.8. Оптимальное и тестовое ускорение v̈(t)

управляемого конца призматической балки.
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Близость управлений для обеих моделей обусловлена небольшими

размерами поперечного сечения по сравнению с длиной балки. Раз-

личие заметно для вторых производных от времени v̈(t), приведен-

ных сплошной линией для моделей стержня и балки на рис. 4.2.3 и

рис. 4.2.8 соответственно. В начальный момент времени управление для

пространственной модели отрицательно.

Распределение линейной плотности полной механической энергии

ψ1(t, x1) =

a∫
−a

a∫
−a

ψdx2dx3

вдоль оси x1 и во времени t представлено на рис. 4.2.9. В отличие от

модели стержня, для трехмерной балки немного увеличивается область

в начале процесса, для которой плотность энергии мала по сравнению

со средней плотностью на всем промежутке управления.

На рис. 4.2.10 приведено распределение линейной плотности ошибки

по координате x1 и времени t:

ϕ1(t, x1) =

a∫
−a

a∫
−a

ϕdx2dx3 .

Значения ошибки малы и сосредоточены вблизи начального момен-

та времени t = 0. Для увеличения точности решения необходимо уве-

личивать размерность задачи. Для заданных параметров относитель-

ная ошибка составила ∆ = 5 · 10−4. Функционал управления равен

J1 = J [v]|Nv=6 ≈ 5.26 · 10−9. Для тестового управления, в котором

отсутствуют параметры необходимые для оптимизации,

J0 = J [v]|Nv=0 ≈ 9.26 · 10−6 , J1J
−1
0 = 6 · 10−4 .
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Рис. 4.2.9. Распределение линейной плотности

механической энергии ψ1(t, x1).

Рис. 4.2.10. Распределение локальной ошибки ϕ1(t, x1).
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§4.3. Оптимизация управления c регуляризацией
решения на основе МКЭ в задаче о движении

упругого стержня

4.3.1. Постановка задачи оптимального управления. Иссле-

дуем задачу оптимального управления продольными перемещениями

однородного упругого стержня в вариационной постановке, рассмотрен-

ной в §1.2, §2.2 и §4.2. В соответствии с формулировкой (2.2.1), (2.2.4),

(2.2.5) ищется минимум функционала энергетической ошибки

Φ =
∫
Ω

ϕ(u, r)dΩ → min
u, r

,

ϕ =
1
2

(
η2 + ξ2

)
, ξ = ux − rt , η = ut − rx ,

(4.3.1)

при заданных краевых и начальных условиях

u(t, 0) = v(t) , r(t, 1) = 0 ,

u(0, x) = 0 , r(0, x) = 0 , v(0) = 0 .
(4.3.2)

Здесь на пространственно-временной области Ω = (0, T ) × (0, 1) зада-

ны функция перемещений точек стержня u(t, x) и вспомогательная ди-

намическая функция r(t, x) такая, что сила в поперечном сечении и

линейная плотность импульса определяются соответственно как

s = rt(t, x) , p = rx(t, x) . (4.3.3)

Ставится задача нахождения управления v∗(t) ∈ V, которое в конеч-

ный момент времени t = T приводит один конец стержня в положение

u(T, 0) = v(T ) = vT (4.3.4)

и минимизирует функционал

J [v] → min
v∈V

, J = α1J1 + α2J2 , J1 = E(T ) , J2 = Ē , (4.3.5)
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где

Ē =
Ψ
T
, Ψ =

T∫
0

E(t)dt ,

E =

1∫
0

ψ(t, x)dx , ψ =
1
2

(
u2

x + r2x
)
.

(4.3.6)

Здесь α1 и α2 — неотрицательные весовые коэффициенты (α2
1+α2

2 6= 0).

Можно сказать, что в зависимости от величин этих коэффициентов

управление в определенной степени будет стремиться как подавить ме-

ханическую энергию упругого стержня в конце движения E(T ), так и

уменьшить среднюю энергию процесса Ē.

Отметим, что в вариационной постановке (4.3.1)–(4.3.2) не требу-

ется равенство нулю производной по времени от функции управления

v(t) в начальный момент времени t = 0 (ср. §4.2). Нулевые начальные

условия на скорости точек стержня ut(0, x) не вводятся в явном виде.

Они будут выполняться в некотором обобщенном смысле, как следствие

необходимых условий стационарности функционала Φ (см. §1.2).

4.3.2. Аппроксимация движений стержня и параметризация

управления. Для нахождения приближенных движений и парамет-

рической оптимизации управления в задаче (4.3.1)–(4.3.5) используем

вариационный алгоритм на основе МКЭ, предложенный в §2.2, и про-

цедуру параметрической оптимизации, описанную в §4.2.

Напомним кратко шаги построения непрерывных кусочно-полино-

миальных аппроксимаций неизвестных полей u(t, x) и r(t, x) на тре-

угольной сетке (см. рис. 2.2.1, 2.2.2). С помощью прямых линий

t = tn = (n− 1)∆t , x = xm = (m− 1)∆x ,

∆t = N−1T , ∆x = M−1 ,

m = 1, . . . ,M + 1 , n = 1, . . . , N + 1 ,

(4.3.7)

область Ω разбивается на MN прямоугольников Ωmn. Диагонали пря-

моугольника Ωmn делят его на четыре треугольника ∆mnj , j = 1, 2, 3, 4,
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на которых неизвестные функции ищутся как полные полиномы степе-

ни K в представлении Безье–Бернштейна (2.2.8).

Неизвестные функции u(t, x) и r(t, x) на треугольнике ∆mnj этой

сетки заданы через параметры u
(mnj)
kl и r(mnj)

kl , число которых равно

N∆ =
1
2
(K + 1)(K + 2) .

Вводится вектор локальных параметров ẑ ∈ RNl , Nl = 8MNN∆, со-

ставленный из этих коэффициентов. Аппроксимации кинематических

и динамических полей представимы в виде

û = ûT(t, x)ẑ , r̂ = r̂T(t, x)ẑ ,

где û и r̂ соответствующие векторы разрывных базисных функций.

После этого находится матрица Q, которая связывает векторы ло-

кальных и глобальных параметров согласно

ẑ = Qz , Q ∈ RNl×Ng ,

а непрерывные кинематические и динамические поля выражаются в

матричной форме:

ũ(t, x, z) = uT(t, x)z , r̃(t, x, z) = rT(t, x)z . (4.3.8)

Для задачи оптимально управления (4.3.1)–(4.3.5) вектор глобаль-

ных параметров может быть представлен в виде

z = [yT vT qT]T ∈ RNg , y ∈ RNy , v ∈ RNv , q ∈ RNq ,

Ng = Ny +Nv +Nq , Ny = 4KMN , Nv = KN − 1 .
(4.3.9)

Здесь y — вектор проектных параметров; v — вектор параметров управ-

ления, которые для выбранных аппроксимаций определяют согласно

(4.3.2) перемещение конца стержня v(t) при t ∈ (0, T ); q — вектор си-

стемных параметров, зависящий для рассматриваемого случая един-

ственно от заданного терминального положения конца стержня vT .
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В силу линейности задачи можно ограничиться случаем vT = 1.

Тогда в предложенном алгоритме допустимое управление — это непре-

рывные кусочно-полиномиальные функции

v(t) = ṽ(t) = bT(t)[vT 1]T ,

b = [0Nv+1,Ny INv+1 0Nv+1,Nq−1]u(t, 0) ,
(4.3.10)

где u — базисная вектор-функция перемещений из (4.3.8), 0m,n ∈ Rm×n

обозначает нулевую матрицу соответствующей размерности, In ∈ Rn×n

— единичная матрица.

Подставляя аппроксимации ũ(t, x, z) и r̃(t, x, z) из (4.3.8) в выраже-

ния для функционала (4.3.1), получаем

Φ̃(z) = Φ[ũ, r̃] =
1
2
zTFz .

Учитывая структуру (4.3.9) вектора z и квадратичную форму функ-

ционала Φ, можно представить матрицу F ∈ RNg×Ng как

F =

 Fyy Fyv Fyq

FT
yv Fvv Fvq

FT
yq FT

vq Fqq

 ,

Fyy = FT
yy ∈ RNy×Ny , Fvv = FT

vv ∈ RNv×Nv ,

Fqq = FT
qq ∈ RNq×Nq , Fyv ∈ RNy×Nv ,

Fyq ∈ RNy×Nq , Fvq ∈ RNv×Nq .

Минимальное значение функционала Φ̃ достигается при значении

вектора проектных параметров

ỹ = −F−1
yy (Fyvv + Fyqq) . (4.3.11)

4.3.3. Оптимизация управления для приближенной систе-

мы. После подстановки аппроксимаций (4.3.10) в (4.3.5) целевая функ-

ция управления Ĵ(z) = J [ũ, r̃], как и функционал Φ̃ квадратичная по
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вектору z, представима в виде

Ĵ(z) =
1
2
zTJz =

1
2

 y

v

q


T  Jyy Jyv Jyq

JT
yv Jvv Jvq

JT
yq JT

vq Jqq


 y

v

q

 ,

Jyy = JT
yy ∈ RNy×Ny , Jvv = JT

vv ∈ RNv×Nv ,

Jqq = JT
qq ∈ RNq×Nq , Jyv ∈ RNy×Nv ,

Jyq ∈ RNy×Nq , Jvq ∈ RNv×Nq .

Подставляя в выражение функционала Ĵ(y,v) вектор проектных

параметров ỹ, найденный в (4.3.11), получим

J̃(v) = Ĵ (ỹ(v),v) =
1
2

[
v

q

]T [
Gvv Gvq

GT
vq Gqq

] [
v

q

]
,

Gyv = FvyF−1
yy JyyF−1

yy Fyv − FvyF−1
yy Jyv − JvyF−1

yy Fyv + Jvv ,

Gyq = FvyF−1
yy JyyF−1

yy Fyq − JvyF−1
yy Fyq + Jvq ,

Gvq = FqyF−1
yy JyyF−1

yy Fyq − FqyF−1
yy Jyq − JqyF−1

yy Fyq + Jqq .

Таким образом, оптимизация конечномерной функции управления

(4.3.10) сводится к безусловной минимизации функции J̃(v), что экви-

валентно решению линейной системы уравнений

∂J̃(v)
∂v

= 0 .

Оптимальное значение вектора управления v находится из соотно-

шения

v∗ = −G−1
vv Gvqq .

В результате, оптимальный вектор проектных параметров выражается

в явном виде как

y∗ = ỹ(v∗) = F−1
yy

(
G−1

vv Gvq − Fyq

)
q .
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Заменяя в (4.3.8) вектор z на

z∗ =

 y∗

v∗

q

 ,

получим с учетом (4.3.3) аппроксимации полей перемещений, сил и им-

пульсов

ũ∗ = uT(t, x)z∗ , s̃∗ = rT
t (t, x)z∗ , p̃∗ = rT

x (t, x)z∗ .

Относительная энергетическая ошибка ∆ приближенного решения

выражается в виде

∆ = Φ̃(z∗)Ψ̃−1(z∗) , Ψ̃(z) = Ψ[ũ(t, x, z), r̃(t, x, z)] , (4.3.12)

где Ψ — интеграл от энергии, заданный в (4.3.6).

4.3.4. Регуляризация энергетической ошибки приближенно-

го решения в задаче оптимального управления. Зафиксируем

время управления T = 4 в задаче (4.3.1)–(4.3.5) и выберем в функци-

онале весовые коэффициенты α1 = 1 и α2 = 0. Ограничимся случаем,

когда для треугольной сетки, на которой задаются аппроксимации, па-

раметры M и N равны, а на каждом элементе задан кубический сплайн

(K = 3).

В табл. 4.3.1 приведены результаты расчетов, выполненные с помо-

щью пакета прикладных программ MATLAB. Все величины получены

для различных значений M = N с помощью алгоритма, описанного

выше. В таблице J1 и J2 — это приближенные величины терминальной

и средней энергии, введенные в (4.3.6), а функционал

J3 = T−1Φ (4.3.13)

указывает на выраженную в энергетических единицах ошибку дискре-

тизации. Приведены также размерности Ny и Nv векторов проектных

параметров y и управления v.
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Таблица 4.3.1: Результаты расчетов при минимизации энергии J1.

N 1 2 3 4 5

Ny 36 144 324 576 900
Nv 2 5 8 11 14
J1 0.0044 3.8 · 10−5 1.3 · 10−5 3.5 · 10−8 5.5 · 10−10

J2 0.0495 0.0825 0.1006 0.1305 0.1418
J3 0.0023 0.0038 0.0079 0.0075 0.0088

Как можно увидеть из табл. 4.3.1, при увеличении размерности ап-

проксимаций и управления резко уменьшается величина терминальной

энергии J1 при некотором росте средней энергии J2. Важно отметить,

что при этом энергетическая ошибка решения J3 имеет тенденцию к су-

щественному росту и начинает значительно превышать величину энер-

гии в конце движения.

Такой эффект не наблюдается в случае, когда управление фиксиро-

вано (см. пример 2.2.1). Увеличивая число элементов можно было су-

щественно улучшить качество приближенного решения (h-сходимость).

Соотношение J3 � J1 говорит, что полученное значение функциона-

ла управления J1 недостоверно. Оптимизация параметров управления

влияет на качество решения и может привести к непредсказуемому ро-

сту ошибки дискретизации.

Для того чтобы воздействовать на значение функционала ошибки

Φ, можно добавить его с некоторым коэффициентом к целевой функ-

ции J и поставить новую задачу оптимизации: найти такое управление

v∗(t) ∈ V, которое в момент времени t = T приводит один конец стерж-

ня в положение (4.3.4) и минимизирует функционал

J0[v] → min
v∈V

, J0 = α1J1 + α2J2 + α3J3 , (4.3.14)

где α1 > 0, α2 ≥ 0, α3 ≥ 0 — весовые коэффициенты, а J1, J2 и J3 —

это соответственно терминальная энергия, средняя энергия в системе и
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Таблица 4.3.2: Результаты расчетов при минимизации функционала J0

для различных α3.

α3 0 10−5 10−3 10−2 0.1 1

J1 5.5 · 10−10 5.0 · 10−9 8.2 · 10−7 5.3 · 10−5 0.0024 0.1164
J2 0.1418 0.1148 0.0922 0.1739 2.7039 20.314
J3 0.0088 6.2 · 10−4 2.0 · 10−4 3.3 · 10−4 0.0083 0.0490

энергетическая ошибка, которые были введены в (4.3.6) и (4.3.13).

Отметим, что для точного решения исходной бесконечномерной си-

стемы должны совпадать значения нового и старого функционалов при

заданном управлении v(t), т.к. Φ = 0. Оптимальные параметры управ-

ления находятся с помощью алгоритма, описанного в предыдущем пунк-

те при соответствующей замене J на J0, и зависят только от относи-

тельных значений весовых коэффициентов.

В дальнейшем полагаем, что α1 = 1, а α2 и α3 — свободные пара-

метры. Тогда, согласно методу множителей Лагранжа [28], формули-

ровка (4.3.14) эквивалентна изопериметрической вариационной задаче

J1[v] → min
v∈V

, J2 = β2 , J3 = β3 ,

где β2 и β3 — некоторые фиксированные значения функционалов.

Обнулим второй весовой коэффициент (α2 = 0). Зафиксируем сте-

пень полиномов K = 3 и число элементов M = 5. Варьируется третий

коэффициент α3. В табл. 4.3.2 показано изменение функционалов Ji,

i = 1, 2, 3, при увеличении α3.

Из таблицы следует, что, меняя величину α3, можно существенно

изменить соотношение между конечной энергией J1 и ошибкой J3. Хо-

тя при этом многократно увеличиваются абсолютные значения этих

функционалов, а также средняя механическая энергия J2, запасаемая

стержнем при реализации полученного закона управления.

Попробуем ограничить значение J2, меняя коэффициент α2. Зафик-
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Таблица 4.3.3: Результаты расчетов при минимизации функционала J0

для различных α2.

α2 0 10−4 10−3 10−2 0.5 0.1

J1 0.0024 0.0022 0.0016 0.0011 0.0012 0.0017
J2 2.7039 2.0404 0.5008 0.0853 0.0631 0.0611
J3 0.0083 0.0061 0.0016 5.4 · 10−4 4.8 · 10−4 5.6 · 10−4

сируем весовые коэффициенты α1 = 1 и α3 = 0.1. В табл. 4.3.3 приведе-

ны величины трех функционалов для различных α2. До определенного

предела с ростом α2, как можно видеть, уменьшаются величины всех

трех энергий Ji.

Таким образом, с помощью изменения значений весовых коэффи-

циентов в функционале управления J0 удается, например для α1 = 1,

α2 = 0.5 и α3 = 0.1, построить закон управления, который переводит

упругий стержень из начального состояния покоя в терминальное поло-

жение с малой остаточной энергией E(T ). Средняя энергия Ē, запасае-

мая в процессе предложенного движения, не велика. Ошибка в расчетах

J3, вызванная дискретизацией кинематических и динамических полей,

много меньше средней энергии и значительно ниже терминальной.

Пример 4.3.1. Как и выше, рассмотрим вынужденные продольные

движения однородного упругого стержня. Краевые и начальные усло-

вия заданы согласно (4.3.2), где перемещения конца стержня при x = 0

определяются кусочно-полиномиальной функцией (4.3.10).

Фиксированы время процесса T = 4, весовые коэффициенты α1 = 1,

α2 = 0.5 и α3 = 0.1. Узловые линии конечно-элементной сетки прове-

дены с фиксированными шагами (4.3.7) по координатам t и x. Задана

степень полиномов K = 5 и параметр сетки M = N = 5. Для этой

расчетной схемы размерность задачи равна Ny = 2500, а размерность

вектора параметров управления — Nv = 24.

На рис. 4.3.1 представлены значения абсолютных смещений точек
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стержня ũ∗(t, x) в зависимости времени t и координаты x. В начале дви-

жения функция перемещений строго равна нулю. При x = 0 эти переме-

щения показывают функцию управления v∗(t) = ũ∗(t, 0), оптимального

в смысле минимизации функционала J0[v] для выбранной приближен-

ной системы. В конце движения t = T относительные перемещения

∆ũ = ũ∗(t, x)− vT

близки к нулю.

Рис. 4.3.1. Оптимальные перемещения ũ∗(t, x).

Как заметно из рис. 4.3.2, 4.3.3 функции сил s̃∗(t, x) и импульсов

p̃∗(t, x) близки к нулю в конце оптимального процесса. На этих рисун-

ках видно также, что аппроксимации строго выполняют начальные и

краевые условия p̃∗(0, x) = 0 и s̃∗(t, 1) = 0.
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Рис. 4.3.2. Оптимальное поле продольных сил s̃∗(t, x).

Рис. 4.3.3. Оптимальное поле плотности импульса p̃∗(t, x).
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На рис. 4.3.4 показано распределение локальной ошибки вычислений

при фиксированных параметрах сетки. Как видно функция ошибки для

оптимального движения

ϕ̃∗(t, x) = ϕ(ũ∗(t, x), r̃∗(t, x)) ,

введенная в (4.3.1), достигает своего максимального значения в начале

движения. Для рассчитанного движения относительная интегральная

ошибка, определенная в (4.3.12), равна ∆ = 1.8 ·10−3. Остаточная энер-

гия стержня в конце процесса равна E(T ) = 8.3 · 10−4, что значительно

ниже средней механической энергии процесса Ē = 0.0716.

Рис. 4.3.4. Распределение ошибки аппроксимации ϕ̃∗(t, x).
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§4.4. Проекционный подход в задачах оптимального
управления упругими системами

4.4.1. Семидискретизация на основе МКЭ в задаче об оп-

тимальном поперечном перемещении упругой балки. Как и в

п. 2.5.4, рассмотрим проекционную постановку задачи об изгибных дви-

жениях упругой однородной балки, приведенную к безразмерному виду,
1∫

0

η(t, x)v(x)dx = 0 ,

1∫
0

ξ(t, x)v(x)dx = 0 , ∀v ∈ V ,

η = wt − p , ξ = wxx − s ,

p = p0(x) + r̃xx(t, x) , s = −r̃t(t, x) ,

w = w0(x) + u(t)− u(0) + w̃(t, x) ;

x = 0 : w̃ = 0 , w̃x = 0 ,

x = 1 : r̃ = 0 , r̃x = 0 ,

t = 0 : w̃ = 0 , r̃ = 0 ,

u(0) = w0(0), u(T ) = uT .

(4.4.1)

Здесь w̃(t, x) и r̃(t, x) — соответственно кинематическая и динамическая

функции, которые определяют неизвестные безразмерные поля плотно-

сти импульса p(t, x), изгибающего момента s(t, x) и поперечных переме-

щений w(t, x); w0(x) и p0(x) — начальное распределение перемещений

и импульсов; u(t) — управляющая функция смещения конца балки.

Ставится задача нахождения оптимального управления, которое с

учетом ограничений (4.4.1) переводит упругую систему в терминальное

состояние с минимальным значением функционала

J1[u] → min
u∈U

, J1 = E(T ) ,

E(t) =
∫ 1

0

ψ(t, x)dx , ψ(t, x) =
1
2

(
p2 + w2

xx

)
.

(4.4.2)

При численном решения задачи (4.4.1)–(4.4.2) используем метод ко-

нечных элементов для дискретизации неизвестных переменных по про-
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странственной координате x, как было предложено в §2.5. Для этого

отрезок x ∈ (0, 1) разбивается на равные элементы

Ii = {x : x ∈ [xi−1, xi]} , xi = i/M , i = 1, . . . ,M .

Поля r̃, w̃ и v задаются через полиномы Бернштейна (2.5.7) на про-

странстве функций, кусочно-полиномиальных по координате x:

w̃ ∈ Sw =


w̃(t, x) : w̃ =

N+1∑
j=0

wij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

w̃ ∈ C1 , w̃(t, 0) = w̃x(t, 0) = 0


,

r̃ ∈ Sp =


r̃(t, x) : r̃ =

N+1∑
j=0

rij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

r̃ ∈ C1, r̃(t, 1) = r̃x(t, 1) = 0


,

v ∈ Sv =

 v(t) : v =
N−1∑
j=0

vijBj,N−1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M

 ,

(4.4.3)

где использованы локальные координаты

zi =
x− xi−1

xi − xi−1
.

Согласно (2.5.37) и (2.5.38) функции w̃(t, x), r̃(t, x) и v(x) предста-

вимы в векторном виде

w̃ = aT
1 (x)y1(t), r̃ = aT

2 (x)y2(t), v = bT(x)v . (4.4.4)

Здесь введены векторы функций искомых переменных и тестовый век-

тор

y1(t) = [w1(t), . . . , wM (t)]T ∈ RN1 , wi(t) = {wi,2(t), . . . , wi,N+1(t)} ,

y2(t) = [r1(t), . . . , rM (t)]T ∈ RN1 , ri(t) = {ri,0(t), . . . , ri,N−1(t)} ,

v ∈ RN1 , N1 = MN ,
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а также векторы пробных и тестовых базисных функций

a1(x) =
∂w̃(x,y1)
∂y1

, a2(x) =
∂r̃(x,y2)
∂y2

, b(x) =
∂v(x,v)
∂v

. (4.4.5)

Аппроксимации функций импульсов p(x,y2), моментов s(x, ẏ2) и пе-

ремещений w(x,y1, u(t)) точно удовлетворяют уравнение изменения им-

пульса и краевые условия. Уравнения состояния выполняются в инте-

гральном смысле. Приближенную систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений можно записать в векторной форме

1∫
0

η (x, ẏ1,y2, u(t))b1(x)dx = 0 ,

1∫
0

ξ (x, ẏ2,y1)b2(x)dx = 0 . (4.4.6)

Векторные функции y1(t) и y2(t) должны удовлетворять однород-

ным начальным условиям

y1(0) = y2(0) = 0 . (4.4.7)

Задача Коши (4.4.6), (4.4.7) имеет единственное решение ỹ1(t, u),

ỹ2(t, u), зависящее от произвольной функции управления u(t).

4.4.2. Алгоритм параметрической оптимизации и регуляри-

зации приближенного решения. Для описания подхода к парамет-

рической оптимизации ограничимся классом полиномиальных управ-

лений перемещением конца упругой балки

U =

{
u(t) : u = w0(0) +

uT − w0(0)
T

t+
K∑

k=1

ukt
k(t− T )

}
, (4.4.8)

которые выполняют начальные и терминальные условия, введенные в

последней строке (4.4.1). Здесь ui неизвестные параметры управления,

которые можно собрать в вектор

u = [u1, . . . , uK ]T ∈ RK .

Решение для других классов управления, которые представляют собой

конечномерные линейные пространства, будет строиться аналогично.
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Подставляя выражение (4.4.8) для управления u(t) в систему урав-

нений (4.4.6) и учитывая вид аппроксимаций (4.4.3)–(4.4.5) и функций

состояния η, ξ из (4.4.1) (см. также §2.5), можно представить эти урав-

нения в матричной форме

ÿ = Ay + B(t)u + q = 0 , y(t) =
[
yT

1 (t),yT
2 (t)

]T ∈ R2N1 . (4.4.9)

Здесь y — искомая вектор-функция, а введенные в (4.4.9) матрицы

A ∈ R2N1×2N1 , B(t) ∈ R2N1×K и вектор q ∈ R2N1 определяются че-

рез параметры задачи и записываются в форме

A = M−1

[
0 C1

C2 0

]
, B(t) = M−1

[
B1(t)

0

]
,

M =
[

M1 0
0 M2

]
, q =

[
q1

q2

]
,

где

C1 =

1∫
0

b(x)a′′T2 (x)dx , C2 = −
1∫

0

b(x)a′′T1 (x)dx ;

B1(t) =

1∫
0

b(x)dx · pT(t) , p(t) =
{
tk(T − t)

}
∈ RK ;

M1 =

1∫
0

b(x)aT
1 (x)dx , M2 =

1∫
0

b(x)aT
2 (x)dx ;

q1 =

1∫
0

(
p0(x) +

w0(0)− vT

T

)
b(x)dx , q2 = −

1∫
0

w0
xx(x)b(x)dx .

Решение системы (4.4.9) с начальными условиями (4.4.7) представи-

мо в виде

ỹ(t) =

t∫
0

eA(t−τ) (B(τ)u + q) dτ . (4.4.10)

Как уже обсуждалось в предыдущем параграфе, оптимизация упра-

вления для приближенной динамической системы (4.4.6)–(4.4.7) может
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привести к значительному ухудшению качества решения. Для регуля-

ции ошибки, возникающей в результате пространственной дискретиза-

ции исходной начально-краевой задачи, добавим к целевой функции J1

функционал энергетической ошибки с некоторым весовым коэффици-

ентом
J = J1 + αJ2 , J2 = T−1Φ , α ≥ 0 ,

Φ =

T∫
0

1∫
0

ϕdxdt , ϕ =
1
2

(
η2 + ξ2

)
.

(4.4.11)

Используя решение (4.4.10) приближенной системы в аппроксима-

ции (4.4.4), можно выразить функционал J с учетом (4.4.1), (4.4.2),

(4.4.4), (4.4.11) как функцию от вектора управления u и поставить за-

дачу о безусловной минимизации этой квадратичной функции

J̃(u) → min
u
, J̃(u) = J [ỹ, u] =

1
2
uTDu− rTu + c .

Здесь матрица D ∈ RK×K , вектор r ∈ RK и скаляр c определяются

параметрами задачи. Оптимальное управление в соответствии с (4.4.8)

находится в виде u∗(t) = u(t,u∗), где

u∗ = D−1r .

Подставляя этот вектор в выражение для функции ỹ(t,u) из (4.4.10)

получим оптимальные траектории

y∗(t) =

t∫
0

eA(t−τ)
(
B(τ)D−1r + q

)
dτ ,

которые используются согласно (4.4.1), (4.4.4) для построения полей

перемещений w̃∗(t, x), плотностей импульсов p̃∗(t, x) и изгибающих мо-

ментов s̃∗(t, x).

4.4.3. Анализ качества решения при параметрической оп-

тимизации движений балки. Как и в примере 4.1.1, рассмотрим
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однородные начальные условия w0(x) = p0(x) = 0. Зафиксируем время

окончания процесса T = 2 и конечное положение uT = 1.

Аппроксимации (4.4.1), (4.4.3) и оптимальное перемещение конца

балки (4.4.8) находятся согласно проекционному алгоритму, описанно-

му выше. Для фиксированной степени полиномов и числа элементов

M = N = 4, а также заданной размерности вектора управляющих пара-

метров K = 9 исследуем качество управления и приближения, опреде-

ляемое в энергетических единицах соответственно через функционалы

J1 и J2.

Рис. 4.4.1. Терминальная энергия J1(α)

и энергетическая ошибка J2(α).

На рис. 4.4.1 отражена зависимость этих величин от весового коэф-

фициента α. Кружками, соединенными сплошными линиями, показана

величина остаточной энергии в конце процесса J1, а ломаная, помечен-

ная квадратами, соответствует интегральной ошибке аппроксимации
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управляемого движения J2. Как можно заметить, при малых значени-

ях α < 10−4 ошибка дискретизации и округления превышает величину

энергии в конце процесса. Для этого интервала не приходится говорить

о достоверности полученных результатов. Напротив, для больших ве-

личин α > 102 быстро возрастает терминальная энергия J1. Существует

область 10−2 < α < 102, где оба интересующих нас функционала прак-

тически не меняются и J2 � J1, что позволяет судить о полученных

значениях энергии J1, как о достаточно точных.

Рис. 4.4.2. Относительная ошибка решения ∆(N1)

для проекционного подхода.

На это же указывает и относительная интегральная ошибка

∆ =
Φ
Ψ
, Ψ =

∫ T

0

E(t)dt .

Зафиксируем коэффициент α = 100 и будем изменять параметры ап-

проксимации M или N . На рис. 4.4.2 приведены оценки точности ре-

шения ∆ в зависимости от дифференциального порядка 2N1 = 2MN
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приближенной системы (4.4.9). При увеличении числа конечных эле-

ментов для фиксированной степени полиномов N = 2 (h-сходимость,

ломаная линия с кружками на графике, M = 4÷ 10), а также с ростом

степени для заданного числа элементов M = 4 (p-сходимость, ломаная

с квадратами, N = 2 ÷ 5) наблюдается уменьшение величины ошиб-

ки. Как и средняя энергия системы Ē = T−1Ψ ≈ 0.28, терминальная

энергия при этом слабо изменяется J1 ≈ 5 · 10−8.

На рис. 4.4.3 показано изменение положения краевых точек упру-

гой балки в процессе движения для M = N = 4, K = 9, α = 100.

Сплошная кривая соответствует функции оптимального управления

u∗(t) = w(t, 0), а штриховая — перемещению свободного конца w(t, 1).

Управление довольно плавно разгоняет систему в начале движения и

также плавно тормозит в конце.

Рис. 4.4.3. Оптимальное управление u(t)

и перемещение конца балки w(t, 1).

Распределение относительных смещений точек балки w̃∗(t, x) пред-

ставлено на рис. 4.4.4. Для выбранных параметров в системе возбуж-

278



даются упругие колебания, но стратегия перемещения такова, что в

момент T они сходят почти на нет.

Рис. 4.4.4. Поле оптимальных перемещений w̃(t, x).

Это же подтверждает распределение плотности механической энер-

гии ψ в пространстве и времени, показанное на рис. 4.4.5. Отметим,

что функция ψ(t, x), определяющая интенсивность упругих колебаний,

близка к симметричной относительно прямой t = T/2.

На рис. 4.4.6 представлены значения локальной ошибки ϕ(t, x), ма-

лость которой подтверждает высокое качество полученного приближен-

ного решения задачи оптимального управления. В отличие от вариаци-

онного подхода, описанного в §4.1, ошибка распределяется по всему ин-

тервалу времени без четко выраженного максимума в начале процесса

(ср. рис. 4.1.7). Видны всплески ошибки на стыках пространственных

элементов.
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Рис. 4.4.5. Распределение линейной плотности энергии ψ(t, x).

Рис. 4.4.6. Локальная ошибка численного решения ϕ(t, x).
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Глава 5.

Прикладные задачи управления
динамическими объектами с

распределенными элементами

§5.1. Оптимальный поворот нагруженного упругого
звена с электроприводом

5.1.1. Постановка задачи о повороте звена электромеханиче-

ского манипулятора. Рассматривается механическая система, пред-

ставляющая собой тонкий упругий стержень, который может совершать

вращательные движения в плоскости OXY [4] (см. рис. 5.1.1). Один

конец стержня неподвижен в инерциальном пространстве OXY Z, на

другом конце расположено абсолютно твердое тело A, линейные раз-

меры которого малы по сравнению с длиной стержня l. Ось вращения

перпендикулярна плоскости OXY . В точке O расположен электропри-

вод, содержащий электродвигатель постоянного тока с независимым

возбуждением и абсолютно жесткий редуктор [92].

Рис. 5.1.1. Упругое звено, нагруженное точечной массой.
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Для описания движения вводится вращающаяся вместе со стерж-

нем система координат Oxyz. Плоскости OXY и Oxy совпадают. Ось

x коллинеарна касательной к нейтральной линии стержня в точке O.

Предполагается, что упругие деформации системы описываются в рам-

ках линейной теории тонких прямолинейных стержней. Относительные

упругие смещения w = w(t, x) малы и перпендикулярны прямой Ox.

Скорость вращения стержня как целого мала по сравнению с частотой

низшей моды упругих колебаний. В [4] выведены используемые далее

уравнения, описывающие эту модель в рамках перечисленных выше

предположений.

Уравнение состояния и граничные краевые условия для вращающе-

гося стержня имеют вид

ρ(x)wtt + (κ(x)wxx)xx = −ρ(x)xα̈(t) , x ∈ (0, l) , t ∈ (t0, T ) ; (5.1.1)

x = 0 : w = 0 , wx = 0 ;

x = l : wxx = 0 , (κ(x)wxx)x −m0 (wtt + lα̈(t)) = 0 .
(5.1.2)

Здесь α — угол между Ox и OX, m0 — масса на конце стержня A,

точки означают обыкновенные производные по времени t, штрихи —

по координате x, нижние индексы t и x — частные производные по

времени и координате. Линейная плотность стержня ρ и жесткость на

изгиб κ могут быть функциями x. Начальные условия принимаются в

следующем общем виде:

w(t0, x) = f(x), wt(t0, x) = g(x) , (5.1.3)

где f(x), g(x) — достаточно гладкие функции, согласованные с услови-

ями (5.1.2).

Изменение момента импульса всей системы относительно оси враще-

ния OZ описывается интегро-дифференциальным уравнением (уравне-

нием моментов) и начальными условиями∫ l

0

ρ∗(x)(xα̈+ wtt)xdx = µ1, α(t0) = α0, α̇(t0) = ω0. (5.1.4)
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Здесь µ1 — момент сил, создаваемый электроприводом относительно

оси O. Точечная масса A на конце стержня учтена добавлением к ρ(x)

дельта-функции интенсивности m, т.е. полагается

ρ∗(x) = ρ(x) +m0δ(l − x) , x ∈ [0, l] .

Требование существования частных производных функции w(t, x)

по x до четвертого порядка включительно является, как показано [177],

весьма сильным, т.к. уравнение (5.1.1) выводится из интегро-дифферен-

циального уравнения, где требуется существование производных w(t, x)

по x до второго порядка включительно (см. [84] и §1.4).

Система уравнений электропривода [92] имеет вид

L
dj

dt
+Rj + F

dβ

dt
= u(t) , j(t0) = j0 , (5.1.5)

J0
d2β

dt2
= µ− µ1

ν
, α =

β

ν
, µ = Fj , (5.1.6)

где L — индуктивность, F — магнитный поток, R — омическое сопро-

тивление, j — ток в обмотке электродвигателя, J0 — момент инерции

якоря, β — угол поворота ротора, ν — передаточное число редуктора,

u(t) — напряжение. Уравнение (5.1.5) описывает баланс напряжений в

цепи якоря двигателя, а (5.1.6) — вращение якоря.

Исключая из уравнений (5.1.1), (5.1.4)–(5.1.6) переменные µ (элек-

тромагнитный момент), µ1, j, β, получаем интегро-дифференциальное

уравнение

LJ0ν
2 d

3α

dt3
+RJ0ν

2 d
2α

dt2
+ F 2ν2 dα

dt
+

+

l∫
0

ρ∗(x)
{
L

(
x
d3α

dt3
+ wttt

)
+R

(
x
d2α

dt2
+ wtt

)}
xdx = Fνu(t) .

(5.1.7)

Используя уравнения (5.1.1), (5.1.4)–(5.1.6), находим начальное зна-
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чение для α̈:

α̈(t0) =
κ(0)wxx(t0, 0) + Fνj0

J0ν2
, wxx(t0, 0) = f ′′(0) . (5.1.8)

Далее рассматривается система уравнений (5.1.1), (5.1.7), краевые

условия (5.1.2) и начальные условия (5.1.3), (5.1.4), (5.1.8). При задан-

ном управлении u(t) поставленная краевая задача по x и задача Коши

по t может быть исследована методами математической физики [84].

Решение задачи управления далее для определенности строится для

нулевых начальных условий, отвечающих состоянию покоя стержня и

двигателя и случаю однородного стержня (ρ = const, κ = const).

Для системы (5.1.1), (5.1.7) ставится задача о выборе программно-

го управления напряжением u(t), которое поворачивает первоначально

покоящийся недеформированный стержень на заданный угол с тормо-

жением и гашением упругих колебаний в конце процесса t = T и до-

ставляет минимум некоторому функционалу качества J [u] на классе

допустимых управлений U , для которых существует решение задачи

J [u] → min
u∈U

;

α(t0) = α0 , α(T ) = αT ,

α̇(t0) = α̈(t0) = 0 ,

w(t0, x) = wt(t0, x) = 0 .

(5.1.9)

5.1.2. Управляемые повороты однородного упругого стерж-

ня. В этом параграфе решение уравнения (5.1.1) с начальными и крае-

выми условиями (5.1.2), (5.1.3) строится методом разделения перемен-

ных (методом Фурье) [60]. Перейдя к безразмерным переменным

x∗ =
x

l
, u∗ =

u

l
, t∗ =

t

τ
, τ = l2

√
ρ

κ
(5.1.10)

и опуская в дальнейшем звездочки внизу, из (5.1.1)–(5.1.3) получаем

wtt + wxxxx = −xα̈ , x ∈ (0, 1) , (5.1.11)
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w(t, 0) = wx(t, 0) = wxx(t, 1) = 0 ,

wxxx(t, 1) = m (wtt(t, 1) + α̈) ,

где m = m0/ρl — безразмерная масса точки A.

Упругие смещения представим в виде

w(t, x) =
∞∑

k=1

Θk(t)Xk(x) , (5.1.12)

где Xk(x) — собственные функции (x ∈ [0, 1]), являющиеся решением

задачи

XIV
n = λ4

nXn ,

Xn(0) = X ′
n(0) = X ′′

n(1) = 0 , X ′′′
n (1) = −mλ4

nXn(1) .
(5.1.13)

Последовательность λn = λn(m) (n = 1, 2, ...) — это собственные

значения, представляющие собой корни трансцендентного характери-

стического уравнения

1 + chλcosλ+mλ(shλcosλ− chλ sin λ) = 0 . (5.1.14)

Собственные функции Xn(x) краевой задачи (5.1.13) имеют вид

Xn(x) = chλnx− cosλnx−
chλn − cosλn

sh λn − sinλn
(sh λnx− sinλnx) . (5.1.15)

Отметим, что в силу симметрии (5.1.14), (5.1.15) можно ограничить-

ся положительными собственными значениями λn (n ≥ 1) и собствен-

ными функциями Xn(x). Функции Xn(x) ортогональны в пространстве

L2(0, 1) с весом ρ∗(x) и скалярным произведением∫ 1

0

Xr(x)Xq(x)ρ∗(x)dx = δrq||Xr||2 , (5.1.16)

где δrq — символ Кронекера.

Умножая (5.1.11) на Xn(x)ρ∗(x), интегрируя по x (x ∈ [0, 1]) и де-

ля на ||Xn||2, с учетом (5.1.12), (5.1.16) получаем при помощи метода
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Гринберга [29] счетную систему уравнений для коэффициентов Фурье

Θn(t) в виде

Θ̈n + λ4
nΘn = Cnα̈ , n = 1, 2, ... ,

Cn = − 1
||Xn||2

∫ 1

0

Xn(x)ρ∗(x)xdx = − 2
λ2

n||Xn||2
,

||Xn||2 = 1 +m

(
shλn cosλn − chλn sinλn

shλn + sinλn

)2

.

(5.1.17)

Если α̈(t) — известная функция времени, то можно из (5.1.11) найти

коэффициенты Фурье Θn(t), они запишутся как

Θn(t) =
Cn

λn

∫ t

0

sinλ2
n(t− τ)α̈(τ)dτ . (5.1.18)

Интегрируя уравнение (5.1.7) с учетом сделанных ранее упрощений

и переходя к старому времени (5.1.10) t = τt∗, подставим в (5.1.7) зна-

чения второй и третьей производной по времени от функции переме-

щений w(t, x), используя (5.1.1). В результате, интегрируя по частям,

получаем

A
d3α

dt3
+B

d2α

dt2
+D

dα

dt
− G

τ2
wtxx(t, 0)− H

τ2
wxx(t, 0) = u∗(t) ,

A = LJ0ν
2 , B = RJ0ν

2 , D = F 2ν2 ,

G = ρl4L , H = ρl4R , u∗(t) = Fνu(t) .

(5.1.19)

Соотношение (5.1.19) можно рассматривать как интегро-дифферен-

циальное уравнение относительно α с разностным ядром [57]; соглас-

но (5.1.12), (5.1.18) величина α̈ входит в w(t, x) (а также в wtxx(t, 0)

и wxx(t, 0)) под знаком интеграла. Уравнение (5.1.19) согласно (5.1.12)

можно также рассматривать как дифференциальное, содержащее сум-

мы Θ̇n и Θn.

Совместно с системой (5.1.17) получаем бесконечномерную связан-

ную систему обыкновенных линейных дифференциальных уравнений

с постоянными коэффициентами. Действительно, подставляя в (5.1.19)
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значение wtxx(t, 0) и wxx(t, 0) из (5.1.12) и учитывая (5.1.15), (5.1.17),

запишем счетную систему уравнений, начальных и конечных условий

(согласно (5.1.9)) в виде

A
d3α

dt3
+B

d2α

dt2
+D

dα

dt
− τ−2

∞∑
k=1

(GΘ̇k +HΘk) = u∗(t) ,

Θ̈n + τ−2λ4
nΘn = Cnα̈ , n = 1, 2, ... ,

J [u∗] → min
u∗

, u∗ ∈ U∗ ,

α(t0) = α0 , α(T ) = αT ,

α̈(t0) = α̇(t0) = Θn(t0) = Θ̇n(t0) = 0 .

(5.1.20)

Точное решение задачи (5.1.20) найти обычно не удается. Для прило-

жений представляет интерес развитие приближенных методов, таких,

как конечномодовое приближение (k, n = 1, 2, ..., N < ∞) [17, 19, 87,

105], квазистатическое приближение [12, 13, 66], случай асимптотиче-

ски большой жесткости [4], случай асимптотически малых и плавных

управляющих воздействий [5]. Указанные задачи рассматривались в ос-

новном для идеального привода.

Ниже исследуется случай большой жесткости упругого звена, стро-

ятся допустимые квазиоптимальные (рациональные) управления и оце-

нивается точность управления для исходной упругой системы.

5.1.3. Построение различных законов управления абсолют-

но жестким звеном. Введем параметр µ = T−1τ , стремящийся к нулю

при κ→∞. Представим согласно теории возмущений решение системы

(5.1.20) в виде ряда по степеням малого параметра µ

α = α0 + µα1 + µ2α2 + . . . ,

Θn = Θ0,n + µΘ1,n + µ2Θ2,n + . . . , n = 1, 2, . . . .
(5.1.21)

Подставляя (5.1.21) в (5.1.20) и приравнивая члены с одинаковыми

степенями по µ, находим для нулевого приближения Θ0,n = 0, а α0

находится из линейного дифференциального уравнения вида (случай

287



абсолютно жесткого звена)

LJ∗
d3α0

dt3
+RJ∗

d2α0

dt2
+D

dα0

dt
= u∗(t) ,

J∗ = J0ν
2 + ρl3

(
1
3

+m

)
.

(5.1.22)

Разделим уравнение (5.1.22) на RJ∗ и перейдем к новому времени

t∗ = t/τ∗, где τ∗ = F−2ν−2RJ∗ — электромеханическая постоянная

времени. В дальнейшем звездочка в t∗ опускается. Уравнение (5.1.22)

запишется с произвольными начальными данными (t0 = 0) как

ε
d3α

dt3
+
d2α

dt2
+D

dα

dt
= u , ε =

F 2ν2L

R2J∗
, u =

RJ∗

F 2ν2
u∗ ;

α(0) = α0 , α̇(0) = ω0 , α̈(0) = γ0 .

(5.1.23)

Ставится задача синтеза оптимального по быстродействию управ-

ления напряжением в системе (5.1.23) с конечными условиями в виде

T → min
u
, |u| ≤ u0 , α(T ) = α̇(T ) = α̈(T ) = 0 . (5.1.24)

Программные управления для задачи (5.1.23), (5.1.24) рассматрива-

лись, например, в [68]. Вопрос синтеза релейных систем обсуждается

в [71, 86, 91]. Для построения законов оптимального управления подоб-

ными системами в виде синтеза можно использовать степенную про-

блему моментов [36].

Применяя принцип максимума Понтрягина [72], находим, что оп-

тимальное управление u принимает значения ±u0. Переменная α на

каждом участке постоянства управления описывается выражением

α(t) = B0 +B1e
η1t +B1e

η2t + ut , (5.1.25)

где η1 и η2 — корни характеристического уравнения

εη2 + η + 1 = 0 , η1,2 =
−1±

√
1− 4ε

2ε
,

η1 = −1 +O(ε) , η2 ∼ −ε−1 → −∞ , ε→ 0 .
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Для системы

ẏ = Ay + bu ,

в которой собственные числа матрицы A действительны и векторы

b , Ab , A2b , . . . , An−1b

(n — порядок системы) линейно независимы, управление по теореме

Фельдбаума имеет не более n− 1 переключений [72]. В системе (5.1.23)

эти условия выполняются (n = 3), если ε < 0.25.

Используя свойство линейной стационарной системы дифференци-

альных уравнений (обратимости решений во времени), найдем трехпа-

раметрическое семейство точек, из которых система при условии быст-

родействия приходит в конечное нулевое фазовое положение за два пе-

реключения

y± = ±u0

e−At2

τ3∫
0

e−Aτbdτ − e−At1

τ2∫
0

e−Aτbdτ +

τ1∫
0

e−Aτbdτ

 ,

τ1 = t1 , τ2 = t2 − t1 , τ3 = T − t2 .

Здесь T — время окончания процесса, t1 и t2 — моменты первого и

второго переключения.

Интегрируя (5.1.22) по t от t = T до t = 0, получаем систему транс-

цендентных уравнений относительно t1, t2, T , разрешенных относитель-

но начальных условий:

α0 = ±u0

(
2t1 − 2t2 + T − P1

η2
1

+
P2

η2
2

)
,

ω0 = ∓u0

(
P1

η1
+
P2

η2

)
, γ0 = ∓u0(P1 − P2) ,

Pi =
1− 2e−ηit1 + 2e−ηit2 − e−ηiT

ε(η2 − η1)
, i = 1, 2 .

(5.1.26)

Решая численно уравнения (5.1.26) относительно момента оконча-

ния процесса T и моментов переключения t1 и t2, для заданных на-
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чальных значений α, α̇, α̈ можно построить программу управления на-

пряжением, с любой заданной точностью приводящую систему (5.1.22)

в конечное нулевое фазовое положение.

В качестве примера была построена функция u(t) для следующих

начальных данных и параметров системы (5.1.22): α(0) = 1, α̇(0) = 0,

α̈(0) = 0, |u| ≤ 0.01, ε = 0.1. Знак u после включения напряжения

положительный (u(0) > 0). Оптимальные значения t1, t2, T равны

t1 = 100.31 , t2 = 100.69 , T = 100.77 .

Полагая в (5.1.26) значение t1 = 0, получим поверхность переклю-

чения, с которой можно попасть в нулевую точку с помощью не более

чем одного переключения. Для любой области значений α, α̇, α̈ и с

любой степенью точности можно численно построить эту поверхность,

которая делит фазовое пространство на две области. При этом, если в

момент времени t имеем α̈(t) > γ∗ (α̈(t) < γ∗), то соответственно u < 0

(u > 0). Здесь γ∗ — значение третьей фазовой координаты поверхности

переключения для текущих значений α(t) и α̇(t).

Полагая далее t2 = 0, получаем линию переключения, с которой без

переключений можно прийти в нулевую точку. Таким образом, постро-

ив поверхность и линию переключения, получаем синтез оптимального

по быстродействию управления напряжением в системе (5.1.22) с на-

чальными и конечными условиями (5.1.23), (5.1.24).

Рассмотрим менее общий случай, поставив задачу построения зако-

на управления напряжением в системе (5.1.22) с нулевыми начальными

условиями по α̇ и α̈, переводящего эту систему за конечное время tδ в

заданную δ-окрестность нулевой фазовой точки, т.е. перевод из началь-

ного состояния покоя в заданное (покой). Приведем два таких закона.

Первый из них представляет собой релейное (постоянное на отрезке

t ∈ [0, tδ] и нулевое вне его) управление. При этом

u = ±u0 , t ∈ [0, tδ] ; u = 0 , t /∈ [0, tδ] . (5.1.27)
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В момент времени t > tδ фазовые координаты при таком управлении

согласно (5.1.25) имеют вид

α(t) = C0 + C1 exp(η1t)− C2 exp(η2t) ,

α̇(t) = C1η1 exp(η1t)− C2η2 exp(η2t) ,

α̈(t) = C1η
2
1 exp(η1t)− C2η

2
2 exp(η2t) ,

C0 = utδ + α0 , Ci = u
exp(ηitδ)− 1
εη2

i (η2 − η1)
, i = 1, 2 .

(5.1.28)

Из (5.1.28) видно, что если выбрать

tδ = T1 =
∣∣α0u−1

0

∣∣ , u = u0 signα0 ,

то управление (5.1.27) приводит систему (5.1.23) в δ-окрестность точки

{α, α̇, α̈} = {0, 0, 0} за время t1,δ = T1 + η−1
1 O(lnu−1

0 δ) в случае ε � 1.

Если при этом T1/τ
∗ � 1 (в размерных переменных), то появляется

возможность заменить релейное управление, оптимальное по быстро-

действию, на более простое управление (5.1.27) с относительно малой

потерей по быстродействию ((t1,δ − T1)/T1 � 1).

Второй «сглаженный» закон управления задается функцией, два-

жды дифференцируемой на участке t ∈ [0, tδ]. Она имеет вид

u =


±u0 sin2 ζt , t ∈ [0, tζ ]

±u0 , t ∈ [tζ , ∆]

±u0 cos2 ζ(∆− t) , t ∈ [∆, tδ]

0 , t /∈ [0, tδ]

(5.1.29)

при

∆ = tδ − tζ , tζ =
π

2ζ
.

Здесь ζ — параметр, определяющий длительность «выхода» управле-

ния на экстремальное значение.

Интегрируя систему (5.1.22) с начальными условиями α̇(0) = 0,

α̈(0) = 0, α(0) = α0, получим, что в момент времени t ≥ tδ фазовые
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координаты определяются выражениями (5.1.28), где

C0 = α0 + u∆ ,

Ci =

(
1− e−ηi∆

)
(η1η2(B + u0/2)− 2ζηiA)
η2

i (η2 − η1)
, i = 1, 2 ,

A =
u0

2
2ζ

(1− 4εζ2)2 + 4ζ2
, B = −u0

2
1− 4εζ2

(1− 4εζ2)2 + 4ζ2
.

(5.1.30)

Выбрав ∆ = |α0/u0| и u(tζ) = u0signα0, получим, что при t > tδ

фазовая точка стремится к нулю при t→∞, как u0ζ
2O(exp[η1(t−T )]).

Применение закона (5.1.29) оправдано, как будет показано далее, при

управлении упругой системой (5.1.20).

5.1.4. Оценка амплитуды упругих колебаний при различ-

ных законах управления. Предложено три вида управления систе-

мой (5.1.23), которые удовлетворяют определенным критериям точно-

сти позиционирования и быстродействия. Оценим упругие смещения,

возникающие в системе (5.1.20), к которой применяются описанные вы-

ше законы. Полагая, что влияние упругой податливости конструкции

является малым возмущением, будем считать, что ускорение α̈(t) опре-

деляется из поведения жесткой модели вращения звена, и при заданном

управлении α̈(t) — известная функция времени.

Для релейного включения напряжения (5.1.27) переменная α̈ имеет

вид

α̈(t) =
u

ε

exp(η1t)− exp(η2t)
η1 − η2

. (5.1.31)

Найдем значение Θn(t) из (5.1.18), подставляя α̈(t) из (5.1.31). Ин-

тегрируя правую часть (5.1.18), имеем

Θn(t) =
Cnu

ενn

[
νn

(
1

ν2
n + η2

2

− 1
ν2

n + η2
1

)
cos νnt +

+
(

η2
ν2

n + η2
2

− η1
ν2

n + η2
1

)
sin νnt

]
+O

(
eη1t

)
, νn =

λ2
n

τ∗2
.

(5.1.32)

Остаточные колебания в момент времени t ≥ t1 оцениваются выраже-

нием, аналогичным (5.1.32).
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Заметим, что выбором параметров tδ и ζ можно существенно умень-

шить остаточные колебания при t ≥ t1 для выбранной (например низ-

шей, n = 1) моды колебаний n.

Применяя к системе (5.1.20) «сглаженное» управление (5.1.29) и счи-

тая верными предположения, сделанные выше, получаем

α̈(t) = −η2
1C1e

η1t + η2
2C2e

η2t + 2ζ(A cos 2ζt+B sin 2ζt) , (5.1.33)

где коэффициенты C1, C2, A, B находятся из (5.1.30). Для Θn(t) в мо-

мент времени t = tζ = π/2ξ, полагая, что η1tζ � 1, получаем выраже-

ния

Θn(tζ) =
Cnu

νn

[
4ζ2

ε(η2 − η1)

{(
1− η−1

2 − ε
) η1 sin νntζ − νn cos νntζ

ν2
n + η2

1

+

+
(
1− η−1

1 − ε
) η2 sin νntζ − νn cos νntζ

ν2
n + η2

2

}
+

+
2ζ2

ν2
n − 4ζ2

{νn − νn cos νntζ + sin νntζ}
]

+O
(
η−2
1 t−2

ζ

)
.

(5.1.34)

Сравним функции Θn(t) для (5.1.32) и (5.1.34): при управлении α̈(t)

из (5.1.31) для Θn(t) получаем оценку

Θn(t) ∼ Cnu0

ε(ν2
n + η2

2)(η2 − η1)
,

а при «плавном» управлении α̈(t) из (5.1.33)

Θn(t) ∼ Cnu0ζ
2

ε(ν2
n + η2

2)(η2 − η1)
.

Выбором достаточно малого ζ � 1 в «плавном» законе управления

(5.1.29) можно существенно уменьшить амплитуду упругих колебаний.

5.1.5. Проекционный подход к оптимизации движений уп-

ругого звена. Рассмотрим подход, основанный на методе интегро-

дифференциальных соотношений, который был описан в §4.4. Огра-

ничимся случаем, когда переходные процессы в электроприводе оказы-

вают не существенное влияние на движение упругого звена и положим,

что индуктивность обмотки двигателя пренебрежимо мала (L = 0).
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Введем новые динамические переменные — линейную плотность им-

пульса p(t, x) и изгибающий момент в поперечном сечении стержня

s(t, x) согласно

η = ρ(x) (wt + xα̈(t))− p = 0 , ξ = κ(x)wxx − s = 0 , (5.1.35)

где η и ξ — функции состояния.

Уравнение движения стержня в новых переменных примет вид

pt + sxx = 0 , (5.1.36)

Закон изменения импульса (5.1.36) будет выполняться автоматиче-

ски, если ввести неизвестные вспомогательные функции — кинемати-

ческую w̃(t, x) и динамическую r̃(t, x) так, чтобы выполнялись соотно-

шения

w = f(x) + w̃(t, x) ,

p = ρ(x)g(x) + r̃xx(t, x) , s = m0(x− l)pt(t, l)− r̃t(t, x) .
(5.1.37)

Здесь f и g — соответственно начальные распределения упругих пере-

мещений и скоростей точек стержня, введенные в (5.1.3).

Граничные условия (5.1.2) можно выразить через функции w̃ и r̃ в

форме
x = 0 : w̃ = 0 , w̃x = 0 ,

x = 1 : r̃ = 0 , r̃x = 0 ,
(5.1.38)

а начальные условия (5.1.3) с учетом t0 = 0 примут вид

t = 0 : w̃ = 0 , r̃ = 0 . (5.1.39)

Учитывая, что L = 0, уравнение (5.1.19) для угла поворота звена α

запишется в новых переменных как

J̃0

(
α̈+ τ−1

d α̇
)
− s(t, 0) = ũ(t) ,

ũ = R−1Fνu(t) , τd = RJ0F
−2ν−2 , J̃0 = J0ν

2 ,
(5.1.40)
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где ũ — новая переменная управления, имеющая размерность момента

сил, τd — характерное время переходных процессов электропривода, J̃0

— эффективный момент инерции привода. Знак «тильда» в дальней-

шем опускается.

Всегда можно выбрать ориентацию неподвижной системы коорди-

нат OXY Z (см. рис. 5.1.1), чтобы начальный угол поворота звена рав-

нялся нулю. Тогда начальные условия из (5.1.4) примут вид

α(0) = 0 , α̇(0) = ω0 . (5.1.41)

Для приближенного решения задачи (5.1.35), (5.1.37)–(5.1.41) ис-

пользуется проекционный подход на основе МИДС и МКЭ, который

обсуждался в §2.5 и §4.4. Для составления совместной системы ОДУ

приравниваются нулю интегральные проекции функций состояния

l∫
0

η(t, x)v(x)µ(x)dx = 0 ,

l∫
0

ξ(t, x)v(x)dx = 0 , ∀v ∈ V ,

µ = 1 +
m0

ρ(1)
δ(x− 1) .

С учетом влияния точечной массы m0, закрепленной на конце стержня,

первая интегральная проекция берется с безразмерным весовым коэф-

фициентом µ, где δ — дельта-функция. Поля r̃, w̃ и v заданы согласно

(4.4.3) как кусочно-полиномиальные функции по x:

w̃ ∈ Sw =


w̃(t, x) : w̃ =

N+1∑
j=0

wij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

w̃ ∈ C1, w̃(t, 0) = w̃x(t, 0) = 0

 ,

r̃ ∈ Sp =


r̃(t, x) : r̃ =

N+1∑
j=0

rij(t)Bj,N+1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii , i = 1, . . . ,M ;

r̃ ∈ C1, r̃(t, 1) = r̃x(t, 1) = 0

 ,
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v ∈ Sv =


v(t) : v =

N−1∑
j=0

vijBj,N−1 (zi(x)) ,

x ∈ Ii , i = 1, . . . ,M

 ,

где

Ii = [xi−1, xi] , x0 = 0 , xi =
il

M
, zi =

x− xi−1

xi − xi−1
.

Введенное в (5.1.40) масштабированное управляющее напряжение

u(t) выбирается из класса полиномиальных функций

u = u0 +
K∑

k=1

ukt
k , u = [u1, . . . uK ]T , (5.1.42)

где u ∈ RK — вектор управляющих параметров, а коэффициент u0

используется для удовлетворения терминального условия (см. ниже).

Ставится задача найти такое управление u(t), которое за конечное

время T переводит электромеханическое звено из начального положе-

ния в конечное

α(t) = αT

и минимизирует следующий энергетический функционал

ET (u) → min
u
,

ET = E1 + γE2 , γ ≥ 0 , E1 = E(T ) , E2 = T−1Φ ,

E(t) =

1∫
0

ψ(t, x)dx+
J0α̇

2(t)
2

, ψ =
1
2

(
µp2

ρ
+ κw2

xx

)
,

Φ =

T∫
0

1∫
0

ϕ(t, x)dxdt , ϕ =
1
2

(
µη2

ρ
+
ξ2

κ

)
.

Здесь E1 — терминальная энергия звена, включающая в себя механи-

ческую энергию упругого стержня, а также кинетическую энергию то-

чечной массы и ротора электродвигателя; E2 — интегральная ошибка

приближенной системы, выраженная в энергетических единицах; γ —
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весовой коэффициент, который позволяет регулировать вычислитель-

ную ошибку; ψ — линейная плотность энергии стержня с присоединен-

ной массой m0; ϕ — функция распределения ошибки. В этой постановке

полная механическая энергия системы в конце процесса минимизиру-

ется с учетом ошибки дискретизации.

Далее согласно алгоритму, описанному в §4.4, находиться оптималь-

ный вектор управляющих параметров u∗ и соответствующие ему функ-

ция управления u∗(t) = u(t,u∗), аппроксимации полей перемещений

w̃∗(t, x) = w(t, x,u∗), плотности импульса p̃∗(t, x) = p(t, x,u∗) и изгиба-

ющих моментов s̃∗(t, x) = s(t, x,u∗).

Пример 5.1.1. Для конкретной задачи оптимизации движений уп-

ругого электромеханического звена выберем геометрические и физиче-

ские параметры системы

l = 1 , κ =
(
1− x

8

)4

, ρ =
(
1− x

8

)2

,

m0 =
1
10

∫ 1

0

ρdx , J0 =
1
10

∫ 1

0

ρx2dx , τd = 0.1 .

Зафиксируем параметры аппроксимации M = N = 4 и управления

T = 3, K = 8, αT = 1, γ = 10. Эти параметры означают, что совер-

шается поворот на один радиан неоднородного (сужающегося к нагру-

женному концу) стержня. Дифференциальный порядок приближенной

системы ОДУ равен MN + 2 = 34.

С помощью полиномиального управления напряжением (5.1.42) уда-

ется достигнуть малой величины терминальной энергии E1 = 1.8 ·10−10

по сравнению со средней энергией, распределенной в упругом стержне,

Ē = 0.743. Относительная ошибка, полученная для оптимального ре-

жима, не превышает значения ∆ = Ē−1E2 = 1.1 · 10−10.

На рис. 5.1.2 сплошной кривой показано напряжение u∗(t), подавае-

мое на обмотку электродвигателя. Оптимальное управление имеет два

переключения знака и плавно сходит на нет в конце движения. Угол
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поворота стержня α(t) приведен на рисунке штриховой линией, а угло-

вая скорость вращения α̇(t) — штрихпунктирной. Как можно заметить,

звено совершает реверсивное движение в начале процесса.

Рис. 5.1.2. Оптимальное управление u(t), угол поворота α(t)

и угловая скорость вращения α̇(t).

Упругие смещения в стержне w(t, x) изображены на рис. 5.1.3, а со-

ответствующее им распределение линейной плотности импульса — на

рис. 5.1.4. Заметны упругие колебания, возникающие в процессе управ-

ляемого движения, с максимальными импульсами в середине выбран-

ного интервала времени. В конечный момент t = T перемещения и

импульсы точек стержня практически отсутствуют, что подтверждает

приведенное выше малое значение терминальной энергии E1.

Распределение энергии в звене ψ(t, x) показано на рис. 5.1.5. От-

метим, что поворот звена плавно начинается и заканчивается, что не

вызывает заметных высокочастотных колебаний в системе. Это отра-

жается и на величине локальной ошибки вычислений ϕ(t, x), приведен-

ной на рис. 5.1.6. Здесь можно отменить всплески ошибки на концах
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стержня и в точках стыковки элементов, что не повлияло на общий

высокий уровень качества полученного решения.

Рис. 5.1.3. Упругие перемещения точек стержня w(t, x).

Рис. 5.1.4. Распределение линейной плотности импульса..
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Рис. 5.1.5. Линейная плотность механической энергии стержня ψ(t, x).

Рис. 5.1.6. Распределение локальной ошибки ϕ(t, x).
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§5.2. Моделирование и оптимизация движений
мачтового автопогрузчика с вязкоупругими

элементами

5.2.1. Структура мачтового автопогрузчика с протяженны-

ми элементами. Автопогрузчики мачтового типа — это механизмы

для транспортировки и подъема грузов, которые имеют широкое прак-

тическое применение, например, в автоматизированных складских си-

стемах. В этом параграфе выводятся уравнения, моделирующие дина-

мику экспериментальной установки, которая представляет собой типич-

ную структуру погрузочного устройства с податливыми протяженными

элементами.

Лабораторный прототип мачтового автопогрузчика, который был

создан на кафедре мехатроники Университета г. Ростока, Германия

(см. фотографию на рис. 5.2.1), представляет собой конструкцию, со-

стоящую из двух балок, которые крепятся к горизонтально перемеща-

емой тележке. Цель управления — перемещение рассматриваемой гиб-

кой конструкции в окрестность заданной позиции таким образом, чтобы

в фиксированный конечный момент времени запасенная механическая

энергия системы сводилась к минимуму.

Для разработки алгоритма управления, реализуемого в режиме ре-

ального времени, проведен амплитудно-частотный анализ системы. Как

следствие, была получена упрощенная модель, на основе балочных урав-

нений Эйлера–Бернулли с граничными условиями специального вида.

Для описания вязкоупругих колебаний конструкции и построения зако-

нов управления предложена модификация метода Галеркина, которая

основана на интегро-дифференциальном подходе и методе конечных

элементов. Представлены результаты численного моделирования, ко-

торые сравниваются с данными измерений.
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Рис. 5.2.1. Лабораторная установка.

Схематическое изображение экспериментальной установки приведе-

но на рис. 5.2.2 (слева). Гибкая конструкция состоит из двух одинако-

вых балок, вертикально закрепленных на подвижной тележке. Плоские

движения системы описываются в неинерциальной декартовой системе

координат Oxyz с вертикальной осью x и горизонтальной осью z. На-

чало координат O расположено посередине между точками крепления

балок к тележке.
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Рис. 5.2.2. Схемы модели мачтового подъемника:

исходная (слева) и упрощенная (справа).

Балки соединены друг с другом в верхней части конструкции через

полиспастный блок (на схеме полиспаст), предназначенный для подъ-

ема полезной нагрузки, прикрепляемой к подъемному блоку (подъем-

ник). Подъемник может скользить по направляющим вдоль левой бал-

ки (балка 1), которая с помощью жесткого стержня шарнирно соедине-

на в центре с правой балкой (балка 2).

Для математического описания системы используются следующие

параметры: длина балок l, площадь их поперечного сечения A, момент

инерции сечения I, расстояние между балками 2b, модуль Юнга E и

плотность материала балок ρ, массы полиспаста ml и подъемника ma,
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их моменты инерции Il и Ia, вертикальное положение подъемника a(t),

высота шарнирного соединения балок l/2.

Скорость тележки v(t) рассматривается как входной сигнал управ-

ления для этой динамической системы с распределенными параметра-

ми.

5.2.2. Собственные колебания системы связанных упругих

балок. Используем вначале для описания движений мачтового авто-

подъемника модель упругой балки Эйлера–Бернулли. В этом пункте не

будет учитываться вязкость материала, из которого изготовлены балки.

Проанализируем собственные колебания конструкции. Для этого зада-

дим положение подъемника в недеформированном состоянии на высоте

a = l/2 и зафиксируем тележку (v(t) = 0). Рассматриваются только по-

перечные и продольные упругие движения в плоскости Oxz.

Собственные формы wj(x) и uj(x), j = 1, 2, связанных горизонталь-

ных и вертикальных колебаний первой и второй балки описываются

следующей системой обыкновенных дифференциальных уравнений{
s′′j −Aρω2wj = 0 , EIw′′j − sj = 0 ,

f ′j +Aρω2uj = 0 , EAu′j − fj = 0 ,
x ∈ (0, a) ∪ (a, l) , (5.2.1)

где ω — неизвестная собственная частота, sj(x) — изгибающий момент,

а fj(x) — продольная сила в поперечном сечении j-ой балки. Штрихи

означают производные по координате x.

Функции упругих перемещений для нижнего (x < a) и верхнего

(x > a) участка каждой балки находятся из общего решения систе-

мы (5.2.1):

wj = c
(1)
jk sinλx+ c

(2)
jk cosλx+ c

(3)
jk shλx+ c

(4)
jk chλx ;

uj = djk sinµx ; λ = 4

√
Aρω2

EI
, µ =

√
ρ

E
ω ;

j = 1, 2 ; x ∈ (0, a) : k = 1 ; x ∈ (a, l) : k = 2 .

(5.2.2)
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Граничные условия, заданные на нижних и верхних концах балок,

можно представить в виде

x = 0 : wj(0) = 0 , w′j(0) = 0, uj(0) = 0 ;

x = l : w1(l) = w2(l) , 2bw′1(l) = 2bw′2(l) = u1(l)− u2(l) ,

mlω
2 (u1(l) + u2(l)) = 2f1(l) + 2f2(l) ,

mlω
2w1(l) = −s′1(l)− s′2(l) ,

Ilω
2w′1(l) = s1(l) + s2(l) + b (f1(l)− f2(l)) .

(5.2.3)

В предложенной модели из-за шарнирной связи между балками на

высоте x = l/2 на продольные и поперечные движения накладываются

дополнительные ограничения

x = a :

wj(a− 0) = wj(a+ 0) , uj(a− 0) = uj(a+ 0) ,

w′j(a− 0) = w′j(a+ 0) , w1(a) = w2(a) ,

maω
2w1(a) = s′1(a+ 0) + s′2(a+ 0)− s′1(a− 0)− s′2(a− 0) ,

maω
2u1(l) = f1(a− 0)− f1(a+ 0) , f2(a+ 0) = f2(a− 0) ,

Iaω
2w′1(a) = s1(a− 0)− s1(a+ 0) , s2(a+ 0) = s2(a− 0) .

(5.2.4)

Члены с коэффициентами ma и Ia возникают в (5.2.3) благодаря жест-

кому соединению механизма подъемника с первой балкой.

Коэффициенты c
(n)
jk , djk в (5.2.2) и частота ω находятся из условия

вырождения системы краевых и межэлементных соотношений (5.2.3),

(5.2.4).

5.2.3. Упрощенная модель конструкции. Чтобы вывести упро-

щенную модель, более подходящую для построения управления лабо-

раторной установкой в режиме реального времени, оценим три нижние

частоты собственных колебаний конструкции мачтового подъемника.

Как показывают экспериментальные данные, только эти моды заметно

возбуждаются при реализации типичных законов движения тележки.
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Таблица 5.2.1: Собственные числа для упругих и вязкоупругих моделей.

Мода 1 2 3

Две связанные балки (метод Фурье), п. 5.2.2

λ, м−1 1.72 3.87 7.44
µ, м−1 7.72 · 10−3 3.91 · 10−2 0.145
ω, с−1 39.30 198.98 737.94

Удвоенная балка (метод Фурье), п. 5.2.3

∆λ, % 5.8 · 10−6 1.04 · 10−4 1.45 · 10−3

∆ω, % 1.17 · 10−5 2.1 · 10−4 2.9 · 10−3

Модель вязкоупругой балки (метод Фурье), п. 5.2.4

ω, с−1 39.30 198.28 700.12
ν, с−1 0.713 18.03 251.70

Модель вязкоупругой балки (МКЭ), пп. 5.2.6, 5.2.7

∆ω, % 9.61 · 10−9 2.78 · 10−6 6.43 · 10−4

∆ν, % 8.85 · 10−7 5.02 · 10−6 1.31 · 10−3

Следующие геометрические и механические параметры системы, по-

лученные в результате идентификации на основе данных измерений,

использовались при анализе колебаний:

l = 1.07 м, b = 0.0245 м, ρ = 2700кг·м3,

ml = 0.906 кг, ma = 0.95 кг, E = 70 ГПа,

A = 3.10 · 10−4 м2, I = 2.138 · 10−9 м4.

Численно было показано, что для реальной установки моменты ине-

рции Il и Ia в уравнениях (5.2.3), (5.2.4) не влияют существенно на

величины первых трех собственных частот ωn, n = 1, 2, 3. Поэтому они

полагаются в дальнейшем равными нулю.

Собственные числа системы (5.2.1), (5.2.3), (5.2.4), полученные ме-

тодом Фурье [60], представлены в табл. 5.2.1. Как можно заметить,

волновые числа продольных колебаний µn при n ≤ 3 много меньше,

чем соответствующие числа поперечных колебаний λn. Это означает,
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что тригонометрические функции uj(x) (j = 1, 2) из (5.2.2), описыва-

ющие растяжение и сжатие балок, с достаточной степенью точности

могут быть заменены на их линейные аппроксимации по координате x.

Кроме того, функции продольных перемещений w1(x) и w2(x) слабо

отличаются друг от друга.

Все это позволяет использовать для прикладных целей упрощенную

модель мачтового автопогрузчика (см. рис. 5.2.2, справа), включающую

одну балку Эйлера–Бернулли с удвоенными параметрами поперечного

сечения — площади 2A и момента инерции 2I.

Уравнения колебаний для новой модели можно записать в форме

s′′ − 2Aρω2w = 0 , 2EIw′′ − s = 0 , x ∈ (0, a) ∪ (a, l) ,

где w(x) — поперечные перемещения упругой балки, а s(x) — изги-

бающий момент в ее сечении. Упрощенные краевые и межэлементные

условия предстанут в виде

x = 0 : w(0) = 0 , w′(0) = 0 ;

x = l : mlω
2w(l) = −s′(l) , s(t, l) = −κw′(l) ;

x = a : w(t, a− 0) = w(t, a+ 0) , w′(t, a− 0) = w′(t, a+ 0) ,

s(t, a+ 0) = s(t, a− 0) ,

maω
2w(a) = s′(a+ 0)− s′(a− 0) .

(5.2.5)

Здесь κ — эффективный коэффициент упругого закрепления верхнего

конца балки. Его величина κ = 2AEb2l−1 напрямую следует из квази-

статического приближения продольных сил fj в (5.2.3).

Как можно увидеть из табл. 5.2.1, обе модели, как исходная, так

и упрощенная, дают близкие значения волновых чисел λ и частот ω

для первых трех мод собственных колебаний. Что особенно важно в

приложениях, упрощенная модель содержит только одну неизвестную

переменную перемещений w по сравнению с четырьмя для исходной
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конструкции. Как следствие, эта упрощенная модель может быть ис-

пользована для более эффективной оптимизации управления при ма-

лых потерях в точности решения.

5.2.4. Вязкоупругая модель мачтового погрузчика. Протя-

женные балочные элементы конструкции рассматриваемой лаборатор-

ной установки сделаны из алюминиевого сплава, который ведет себя в

рамках проектных параметров как вязкоупругая среда. Как показано

на рис. 5.2.3, экспериментальные измерения подтверждают экспоненци-

альный характер затухания амплитуды свободных колебаний упругой

конструкции.

Рис. 5.2.3. Образец экспериментальных данных

показаний тензодатчика.

Чтобы учесть обнаруженную в эксперименте диссипацию, рассмот-

рим одну из моделей вязкоупругого поведения материала, например

Кельвина–Фойгта [158]. В рамках этой модели динамическая система

уравнений в частных производных, описывающая движения обсуждав-
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шейся выше конструкции, представима в виде

∂p

∂t
+
∂2s

∂x2
= 0 , t ∈ (0, T ) , x ∈ (0, a) ∪ (a, l) ,

η =
∂w

∂t
+ v(t)− p

2Aρ
= 0 ,

ξ =
∂2w

∂x2
+

δv
EI

∂3w

∂t∂x2
− s

2EI
= 0 ,

(5.2.6)

где w(t, x) — поперечные перемещения точек балки, s(x) — изгибающий

момент, p(t, x) — линейная плотность импульса, а δv — коэффициент

вязкости. Функции состояния η(t, x) и ξ(t, x) введены для сокращения

последующих записей.

Аналогично соотношениям (5.2.5), краевые и межэлементные усло-

вия записываются как[
ml

(
∂2w

∂t2
+
dv

dt

)
− ∂s

∂x

]
x=l

=
[
s+ κ

∂w

∂x

]
x=l

= 0 ,

w|x=a+0 = w|x=a−0 ,
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=a+0

=
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=a−0

,

w|x=0 =
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 , s|x=a+0 = s|x=a−0 ,

ma

[
∂2w

∂t2
+
dv

dt

]
x=a

=
∂s

∂x

∣∣∣∣
x=a−0

− ∂s

∂x

∣∣∣∣
x=a+0

.

(5.2.7)

Для системы (5.2.6), (5.2.7) свободные поперечные перемещения w

можно представить в виде

w =
(
c
(1)
k eλ+x + c

(2)
k eλ−x + c

(3)
k e−λ+x + c

(4)
k e−λ−x

)
eφt ;

λ± =

√
±φ

√
−Aρ(EI + δvφ)3

EI + δvφ
, φ = −ν + iω ;

x ∈ (0, a) : k = 1 ; x ∈ (a, l) : k = 2 .

где ω — частота, а ν ≥ 0 — коэффициент затухания свободных движе-

ний балки. Комплексные константы c
(j)
k , k = 1, 2 и j = 1, 2, 3, 4, нахо-

дятся из условий (5.2.7).
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Для любой моды собственных движений, n = 1, 2, . . . , можно пока-

зать, что если δv 6= 0, то собственные числа λn не могут принимать

чисто мнимые или действительные значения и νn > 0. В используемой

модели вязкоупругого тела только конечное число низших мод (n ≤ n∗)

представляют собой затухающие колебания ωn 6= 0, а остальные — апе-

риодичны (ωn = 0).

С помощью экспериментальных данных, полученных при исследо-

вании свободных колебаний лабораторной установки, проведена оценка

нескольких низших собственных чисел. Так для выбранного положения

подъемника первая частота и соответствующий коэффициент демпфи-

рования равны: ω̂1 ≈ 39.3 c−1 и ν̂1 ≈ 0.7 c−1. При фиксированных значе-

ниях параметров модели, введенных в п. 5.2.3, этим числам более всего

соответствует коэффициент вязкости δv = 0.14 Нм2c.

Первые три собственные частоты ωn и соответствующие коэффици-

енты затухания νn, полученные методом Фурье для модели вязкоупру-

гой балки, помещены в табл. 5.2.1. Все приведенные частоты строго

ниже соответствующих частот упругой модели удвоенной балки. Отме-

тим, что для выбранных параметров только пять первых мод являются

колебательными (n∗ = 5).

5.2.5. Задача оптимального управления. Чтобы сформулиро-

вать задачу оптимального управления в замкнутой форме, необходимо

задать начальные условия

w(0, x) = w0(x) , p(0, x) = p0(x) , (5.2.8)

где функция w0(x) означает распределение поперечных перемещений в

момент времени t = 0, а p0(x) — начальное распределение импульсов.

Рассмотрим управляемые движения вязкоупругой балки, описыва-

емые системой уравнений в частных производных (5.2.6) с краевыми и

начальными условиями (5.2.7), (5.2.8). В этой системе входное управ-

ление — это функция v(t), которая соответствует скорости тележки, а
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T — момент окончания процесса управления.

Задача заключается в нахождении на заданном множестве V такого

закона управления v∗(t), который за фиксированное время T позволя-

ет переместить тележку из ее начального положения z = 0 в конечное

состояние z = zT с нулевой скоростью v(T ) = 0. При этом минимизи-

руется функционал J0[v], который представляет собой полную механи-

ческую энергию конструкции:

J0[v] → min
v∈V

, J0 = E(T ) ,

E =
∫ l

0

ψdx+
ma

2
w2

t (t, a) +
ml

2
w2

t (t, l) +
κ

2
w2

x(t, l) .
(5.2.9)

В данной задаче энергия E содержит не только слагаемое, которое

зависит от распределенных параметров (линейной плотности энергии

балки)

ψ = EIw2
xx +

p2

4Aρ
,

но и слагаемые, которые определяются сосредоточенными элементами

конструкции. Такими элементами являются две точечные массы, подъ-

емник и полиспаст, а также угловая пружина, определяющая эффек-

тивное упругое закрепление верхнего конца балки (см. рис. 5.2.2).

Чтобы решить начально-краевую задачу, применяется описанный

в §2.5 и §4.4 проекционный подход на основе МИДС, в котором ло-

кальные равенства η = ξ = 0 из (5.2.6) и начальные условия (5.2.9)

заменяются на интегральные соотношения. При этом первое уравнение

в (5.2.6), представляющее динамическое равновесие, а также граничные

условия (5.2.7) выполняются точно.

5.2.6. Конечно-элементная дискретизация. Выразим функцию

изгибающего момента s, учитывая первое уравнение в (5.2.6) и гранич-

ные условия при x = l, как

s = −
l∫

x


l∫

y1

h(t, y)dy −ml (wtt(t, l) + v̇(t))

 dy1 − κwx(t, l) , (5.2.10)

311



где

h(t, x) = pt +ma (wtt + v̇(t)) δ(x− a) .

После этого зададим пространственную сетку с узлами

x0 = 0 , xM = l , xj − xj−1 = l/M , Ij = [xj−1, xj ] , j = 1, . . . ,M ,

где M — число элементов. Чтобы найти решение оптимизационной за-

дачи (5.2.9) на основе конечно-элементной дискретизации, обсуждав-

шейся в §4.4, функции w(t, x) и p(t, x) аппроксимируются сплайнами

w ∈ S(N+1)
w =


w(t, x) : w = w0(x) +

N+1∑
j=0

wij(t)
xj

lj
,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

w ∈ C1, x ∈ [0, l], w10(t) = w11(t) = 0


,

p ∈ S(N−1)
p =

 p(t, x) : p = p0(x) +
N−1∑
j=0

pij(t)
xj

lj
,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M

 ,

w(t) = [w1, . . . , wM ]T , wi = {wi2, . . . , wi,N+1} ,

p(t) = [p1, . . . , pM ]T , pi = {pi0, . . . , pi,N−1} .

(5.2.11)

Здесь w(t), p(t) — векторные функции, которые задают неизвестные

перемещения w(x,w) и распределения импульсов p(x,p), а N — число,

определяющее степень полиномов на каждом элементе.

Чтобы свести исходную систему в частных производных к прибли-

женной системе ОДУ, приравниваются нулю интегральные проекции

функций состояния в виде

l∫
0

η(t, x,w,p, v)χ(x)dx = 0 ,

l∫
0

ξ(t, x,w,p)χ(x)dx = 0 ,

∀χ ∈ S(N)
χ =

 χ(x) : χ =
N∑

j=0

χij
xj

lj
,

x ∈ Ii , i = 1, . . . ,M

 .

(5.2.12)

312



Здесь η и ξ получены после подстановки соотношений (5.2.10) и (5.2.11)

в (5.2.6). В соответствии с (5.2.11) на векторы перемещений и импульсов

накладываются однородные начальные условия

w(0) = 0 , p(0) = 0 . (5.2.13)

Для оценки качества аппроксимаций решения системы (5.2.6) пред-

лагается следующее интегральное выражение (относительная ошибка)

∆ =
Φ
Ψ
, Ψ =

T∫
0

E(t)dt ,

Φ =

T∫
0

l∫
0

ϕ(t, x)dxdt , ϕ = Aρη2 + EIξ2 .

Для построения оптимального закона управления используется по-

линомиальные функции скорости тележки

v ∈ V =

{
v : v(t) =

t− T

T

K+1∑
k=1

vk
tk

T k

}
⇒ v(T ) = 0 .

Управление v содержит только K независимых коэффициентов vk, так

как один параметр, например, vK+1 будет выражаться через другие

согласно терминальному условию

z(T ) =
∫ T

0

v(t,v, vK+1)dt = zT .

После решения задачи Коши (5.2.12), (5.2.13) для произвольных зна-

чений вектора параметров управления v = [v1, . . . , vK ]T, получаемые

вектор-функции w̃(t,v) и p̃(t,v) используются для минимизации моди-

фицированного функционала

J1(v) → min
v
, J1 = J̃0(v) +

γ1

T
Ψ̃(v) +

γ2

T
Φ̃(v) , (5.2.14)

в который добавлены соответствующие члены с безразмерными весо-

выми коэффициентами γ1,2 для улучшения качества оптимального ре-

шения. Знак «тильда» в (5.2.14) означает, что функционалы J̃0, Ψ̃ и
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Φ̃ выражены через приближенное решение w̃, p̃, полученное на основе

аппроксимаций (5.2.11). Оптимальный вектор v∗ определяет функцию

управления v∗(t) = v(t,v∗), используемую в дальнейших численных

расчетах и экспериментах.

5.2.7. Численные и экспериментальные результаты. Для оце-

нки эффективности и качества предложенной стратегии оптимального

программного управления проведен ряд численных расчетов. Решение

системы (5.2.12) производилось с использованием аналитических пре-

образований, выполненных с помощью пакета прикладных программ

MAPLE.

Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 балка на-

ходится в недеформированном неподвижном состоянии, т.е.

w0(x) = p0(x) ≡ 0 .

Даны следующие параметры управляемой системы (5.2.9) и аппрокси-

маций (5.2.11):

T = 2 с, zT = 0.5 м, K = 6, γ1 = 0.01, γ2 = 100, M = 4, N = 3.

Точность задания первых трех собственных частот ωn и коэффици-

ентов затухания νn, найденных с помощью предложенного проекцион-

ного подхода, показаны в табл. 5.2.1. Полученная в результате целевая

функция энергии равна J0 ≈ 4.18×10−8 Дж для оптимального управле-

ния v∗(t), показанного на рис. 5.2.4. Это много больше энергетической

ошибки ΦT−1 ≈ 2.39 × 10−13 Дж, но много меньше средней механи-

ческой энергии системы ΨT−1 ≈ 0.0794 Дж. Для выбранных пармет-

ров аппроксимаций M and N , относительная ошибка решения равна

∆ = 3.02× 10−10 %.

Перемещение свободного конца балки показано на рис. 5.2.5. Ам-

плитуда остаточных колебаний после остановки тележки (v(t) ≡ 0 при

t > T ) мала по сравнению с величиной максимального отклонения то-

чек балки во время активного управления.
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Рис. 5.2.4. Оптимальная скорость тележки v∗(t) (управление).

Рис. 5.2.5. Численное решение:

относительные движения полиспаста w(t, l).
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Рис. 5.2.6. Численное решение: изгибающий момент s(t, xd)

в поперечном сечении балки при x = 0.09 м.

Рис. 5.2.7. Экспериментальные данные: показания тензодатчика

при выполнении оптимального движения.
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На рис. 5.2.6 представлено изменение во времени изгибающего мо-

мента s в выходной точке системы x = xd = 0.09 м, в которой с помо-

щью тензодатчика могут быть измерены деформации. Полученное оп-

тимальное управление v∗(t), показанное на рис. 5.2.4, использовалось

как входной сигнал в блоке управления экспериментальной установки.

Данные показаний тензодатчика, расположенного на высоте x = xd,

были записаны во время экспериментального движения лабораторной

модели мачтового автопогрузчика. Они выведены на рис. 5.2.7. Важно

отметить, что выходной сигнал тензодатчика прямо пропорционален

изгибающему моменту в этой точке балки. Из приведенных данных

можно заключить, что момент, полученный в численном эксперимен-

те (рис. 5.2.6), качественно подобен показаниям, полученным во время

реального движения (рис. 5.2.7).

Рис. 5.2.8. Экспериментальные данные:

измеренное перемещение тележки.

Следует указать на то, что в лабораторном эксперименте после от-

ключения управления возникают более интенсивные остаточные коле-
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бания, чем было предсказано при численном моделировании. Следует

продолжить работы по уточнению параметров системы, использовать

более достоверные модели вязкой среды и, возможно, учитывать в рас-

четах динамику системы управления и тележки. Тем не менее, даже для

упрощенной модели при t > T движения конструкции незначительны

и, как показано на рис. 5.2.8, система в момент t = 2 c достигает жела-

емого положения zT = 0.5 м с высокой степенью точности.
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§5.3. Управление потоком вязкой сжимаемой
жидкости в протяженном элементе трубопровода

5.3.1. Модель протяженного элемента трубопровода. Управ-

ляемая передача жидкостей и газов по трубопроводам с заданным дав-

лением и скоростью является важной задачей в современных транс-

портных системах. Для этого требуется разработка надежных страте-

гий управления трубопроводными сетями. Типичные элементы трубо-

провода состоят из протяженных конструкций, например, длинных сек-

ции труб, транспортирующих некоторую жидкость. Достоверные дина-

мические модели этих элементов должны учитывать распределенные

характеристики системы, такие как сжимаемость среды и ее вязкость,

для расчета изменений давления и объемного расхода.

Рассмотрим элемент трубопровода, представляющий собой протя-

женную прямолинейную секцию трубы, в которой течет жидкость, по-

даваемая управляющим насосом (см. рис. 5.3.1). Одномерные движе-

ния вязкой сжимаемой жидкости внутри абсолютно жесткой цилин-

дрической трубы описываются в декартовой системе координат с осью

x, направленной вдоль нейтральной линии трубы, и началом в центре

крайнего поперечного сечения секции.

Рис. 5.3.1. Элементы трубопровода, транспортирующего жидкость.
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Предполагается, что осредненное по поперечному сечению давле-

ние p̄ = p0 + p(t, x) и массовый расход жидкости через это сечение

q̄ = q0 + q(t, x) не сильно отклоняются от соответствующих номиналь-

ных значений p0 > 0 и q0. В последующем моделирование и управление

рассматривается в терминах неизвестных переменных p(t, x) и q(t, x).

В модели сжимаемой жидкости давление p считается линейной функ-

цией от изменения объемной плотности жидкости ρ относительно неко-

торой номинальной величины ρ0 = const:

p = ρ−1
0 κρ(t, x) . (5.3.1)

Здесь κ = const — модуль объемной деформации.

Уравнение изменения расхода жидкости записывается в форме

qt + (A(x)p)x + r(x, q, p) = 0 , (5.3.2)

где A — площадь поперечного сечения, r — суммарная линейная плот-

ность сил сопротивления жидкости совместно с конвективными члена-

ми и внешними нагрузками, которые определяются, например, грави-

тационными силами [64]. Отметим, что функция r обычно нелинейно

зависит от координаты x, давления p и массового расхода q. В рам-

ках предположения о малом отклонении неизвестных функций p и q от

их номинальных значений, можно учитывать только линейные члены

распределенной нагрузки r = r0(x) + r1(x)q.

Номинальное давление в трубопроводе предполагается достаточно

высоким, чтобы выполнялись условия неразрывности жидкой среды

A(x)ρt + qx = 0 . (5.3.3)

Рассматриваются следующие смешанные краевые условия, записан-

ные через функции давления и расхода

q(t, 0) = u0(t) , p(t, L) = u1(t) . (5.3.4)
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Здесь L — длина участка трубопровода, схематически показанного на

рис. 5.3.1. Переменные u0 и u1 — это либо заданные функции времени

t, либо неизвестное управление.

Завершая формулировку начально-краевой задачи, к уравнениям

(5.3.1)–(5.3.4) необходимо добавить начальные условия на объемную

плотность ρ и массовый расход жидкости q:

ρ(0, x) = ρ0(x) , q(0, x) = q0(x) . (5.3.5)

Чтобы применить интегро-дифференциальный подход, описанный

в предыдущих главах, введем новые функции эффективных перемеще-

ний w(t, x) и нормальной силы в поперечном сечении f(t, x) так, чтобы

ρ = −A1ρ0

A(x)
wx , p =

f

A(x)
, A1 = A(L) . (5.3.6)

После этого уравнения сжимаемости (5.3.1) и неразрывности (5.3.3)

могут быть переписаны с использованием неизвестных функций f , q и

w в виде

f = −A1κwx , −A1ρ0wtx + qx = 0 . (5.3.7)

Учитывая, что эффективные перемещения w определены согласно

(5.3.6) с точностью до произвольной функции t, уравнения состояния

(5.3.7) перепишем в форме

η =
∂w

∂t
− q

A1ρ0
= 0 , ξ =

∂w

∂x
+

f

A1κ
= 0 . (5.3.8)

Введенные переменные η и ξ — это функции состояния.

Уравнение изменения расхода (5.3.2) сводится к соотношению

∂q

∂t
+
∂f

∂x
+ r1(x)q −

1
A(x)

∂A(x)
∂x

f + r0(x) = 0 . (5.3.9)

Соответственно, граничные условия (5.3.4) можно переписать как

w(t, 0) =
1

A1ρ0

t∫
0

u0(τ)dτ , f(t, L) = A1u
1(t) , (5.3.10)
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а начальные условия (5.3.5) — в виде

w(0, x) = w0(x) = − 1
A1ρ0

x∫
0

A(y)ρ0(y)dy , q(0, x) = q0(x) . (5.3.11)

5.3.2. Оптимальное управление силой. На первом этапе рас-

сматривается управляемое изменение давления жидкости на одном кон-

це трубы, в то время как другое торцевое сечение герметично перекры-

то или фиксирован номинальный расход жидкости q0 + q(t, L) = q0.

Процессы в такой системе описываются уравнениями в частных про-

изводных (5.3.8) и (5.3.9) с заданными параметрами L, A1, ρ0, κ, r0,1.

Предполагается, что все эти величины не зависят от координаты x.

Уравнения (5.3.8)–(5.3.11) можно свести к безразмерной форме, под-

ставляя новые переменные и константы согласно

x̃ =
x

L
, t̃ =

t

τ
, w̃ =

w

L
, q̃ =

τq

A1Lρ0
,

f̃ =
f

A1κ
, τ = L

√
ρ0

κ
, r̃0 =

Lr0
A1κ

, r̃1 = τr1 .

(5.3.12)

В дальнейшем знак «тильда» опускается. Система (5.3.8), (5.3.9) сво-

дится к одному уравнению относительно перемещений w(t, x):

∂2w

∂t2
− ∂2w

∂x2
+ r1

∂w

∂t
+ r0 = 0 . (5.3.13)

Граничные условия (5.3.10) (см. верхнюю часть рис. 5.3.1) могут

быть преобразованы в соотношения

w(t, 0) = 0 , f(t, 1) =
u1(t)
κ

= u(t) , (5.3.14)

где u — управляющая сила.

Ограничимся случаем, когда жидкость в трубопроводе изначально

находилась в стационарном состоянии, которое в соответствии с (5.3.11)

и (5.3.13) характеризуется следующими начальными условиями

w(0, x) = w0(x) =
r0(x− 2)x

2
, q(0, x) = 0 . (5.3.15)
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Ставится задача нахождения оптимального управления силой u∗(t)

из заданного класса U , которое переводит систему трубопровода за

фиксированное время T из начального состояния (5.3.15) в конечное

равновесное состояние с заданным распределением давления вдоль тру-

бы и нулевым расходом

f(T, x) != fT (x) , q(T, x) !=0 .

Здесь fT = f1 + r0(1−x) — линейная функция распределения нормаль-

ной силы в поперечном сечении.

В терминах оптимального управления это означает, что миними-

зируется целевая функция J0[u], задающая эффективную остаточную

энергию жидкости в конце процесса, т.е.

J0[u] → min
u∈U

,

J0 = E(T ) , E(t) =
∫ 1

0

ψ(t, x)dx ,

ψ =
(f − fT )2 + q2

2
, u(0) = 0, u(T ) = f1 .

(5.3.16)

5.3.3. Вариационный подход на основе МИДС. Главная идея

рассматриваемого подхода [143] заключается в том, что уравнения со-

стояния задаются в интегральной форме. Тогда исходная начально-

краевая задача может быть сведена к минимизации функционала

Φ[f, q, w] =
∫ T

0

Θ(f, q, wt, wx) dt→ min
f,q,w

(5.3.17)

при строгом выполнении уравнения изменения импульса (5.3.9), а так-

же начальных и граничных условий (5.3.14), (5.3.15). Здесь введена

функция энергетической невязки

Θ =
1
2

∫ 1

0

(
η2 + ξ2

)
dx , η = wt − q , ξ = wx + f , (5.3.18)

в которой функции состояния η и ξ в (5.3.18) задаются в соответствии

с (5.3.8) и (5.3.12) в безразмерной форме.
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Для дискретизации задачи (5.3.9), (5.3.14), (5.3.15), (5.3.17) разре-

шим сначала уравнение (5.3.9). Для этого функции силы f и массового

расхода q выразим через новую переменную s(t, x) как

f = −e−r1tst + u(t)− (x− 1)r0 , q = e−r1tsx . (5.3.19)

Тогда соотношение (5.3.9) выполняется автоматически.

С учетом граничных условий (5.3.14), выберем аппроксимации по-

лей w(t, x) и s(t, x) в виде

w = e−r1tw̃ + w0(x) , s = s̃ ,

w̃ = aT
1 (x)ỹ1(t) , s̃ = aT

2 (x)ỹ2(t) ,

a1(0) = a2(1) = 0 , a1,2(x) ∈ RN , ỹ1,2(t) ∈ RN .

(5.3.20)

Здесь a1,2(x) — векторы базисных функций, а ỹ1,2(t) — неизвестные

вектор-функции времени.

После подстановки аппроксимаций (5.3.19), (5.3.20) в функционал

Φ, минимизационная задача (5.3.17) переписывается в виде

Φ[ỹ] =

T∫
0

e−2r1tΘ̃(t, ˙̃y, ỹ)dt→ min
ỹ
,

ỹ(t) =
[
ỹT

1 (t), ỹT
2 (t)

]T ∈ R2N ,

(5.3.21)

при следующих из (5.3.15) однородных начальных ограничениях

ỹ(0) = 0 . (5.3.22)

Здесь введена масштабированная функция ошибки

Θ̃ =
1
2

1∫
0

(
η̃2 + ξ̃2

)
dx , η̃ = w̃t − r1w̃ − s̃x , ξ̃ = w̃x − s̃t + er1tu(t) .

Уравнения Эйлера и условия трансверсальности, следующие из не-

обходимых условий стационарности функционала Φ в вариационной за-

даче (5.3.21), (5.3.22) могут быть выписаны в виде

d

dt

∂Θ̃
∂ ˙̃y

− ∂Θ̃
∂ỹ

= 0 ;
∂Θ̃
∂ ˙̃y

∣∣∣∣∣
t=T

= 0 . (5.3.23)

324



Не смотря на некоторые ограничения этого вариационного подхо-

да, которые обсуждались в §2.5, численное решение задачи (5.3.13)–

(5.3.15) может рассматриваться как оптимальное по отношению к зна-

чению энергетической нормы, задаваемой неотрицательным функцио-

налом ошибки Φ в (5.3.17). Можно оценить качество получаемых ап-

проксимаций с помощью следующей относительной ошибки:

∆ =
Φ[f, q, w]
Ψ[q, w]

,

Φ =
1
2

T∫
0

1∫
0

ϕdxdt , Ψ =
1
2

T∫
0

1∫
0

ψdxdt .

(5.3.24)

Здесь линейная плотность энергии ψ(t, x) и распределение локальной

ошибки ϕ(t, x) заданы в форме

ψ = w2
x + q2 , ϕ = η2 + ξ2 ,

η = w1 − q , ξ = wx + f .
(5.3.25)

5.3.4. Проекционный подход на основе МИДС. Еще один под-

ход, предложенный в [138], основан на модификации метода Петрова–

Галеркина. Согласно этому подходу вместо локальных уравнений со-

стояния (5.3.8) рассматриваются их интегральные проекции на специ-

альным образом подобранные функциональные пространства V1,2, ко-

нечномерные по координате x:
T∫

0

1∫
0

η(w, q)v1(t, x)dxdt = 0 , ∀v1 ∈ V1 ;

T∫
0

1∫
0

ξ(w, f)v2(t, x)dxdt = 0 , ∀v2 ∈ V2 .

(5.3.26)

Здесь используются функции η и ξ, определенные в (5.3.25). В дан-

ной постановке, неизвестные поля сил f , массового расхода q и переме-

щений w ограничены дифференциальным уравнением (5.3.9), а также

краевыми и начальными условиями (5.3.14), (5.3.15).
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Чтобы получить приближенную систему обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, используем семидискретные аппроксимации, вве-

денные в (5.3.19) и (5.3.20). Составим из базисных функций пространств

V1,2 векторные функции b1(x) ∈ RN и b2(x) ∈ RN . Тогда из (5.3.26)

следует система 2N дифференциальных уравнений первого порядка,

записанных в векторной форме

1∫
0

(w̃t − r1w̃ − s̃x)b1(x)dx = 0 ,

1∫
0

(
w̃x − s̃t + er1tu(t)

)
b2(x)dx = 0 ,

(5.3.27)

к которым необходимо добавить начальные условия (5.3.22).

Не смотря на то, что система (5.3.22), (5.3.27) не является опти-

мальной, в смысле минимизации функционала Φ, она обладает рядом

преимуществ, которые обсуждались в §2.5:

1. Дифференциальный порядок этой системы в два раза ниже, чем

у системы (5.3.22), (5.3.23).

2. Нужно решать задачу Коши вместо краевой по времени задачи

(5.3.22), (5.3.23).

При этом можно использовать оценки качества (5.3.24), полученные

для вариационной задачи о движении жидкости в трубопроводе.

5.3.5. Процедура метода конечных элементов. Чтобы решить

начально-краевую задачу (5.3.8), (5.3.9), (5.3.14), (5.3.15), используем

проекционный подход, описанный выше и модификацию метода ко-

нечных элементов. В разработанном алгоритме локальные равенства

η = ξ = 0, введенные в (5.3.8), заменены интегральными соотношени-

ями (5.3.27), а уравнение (5.3.9) и условия (5.3.14), (5.3.15) выполнены

точно.
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Учитывая уравнение изменения расхода (5.3.9) и краевые условия

при x = 1, функции q и f исключаются в соответствии с (5.3.19). После

этого вводится пространственная сетка

x0 = 0 , xj = M−1j , Ij = [xj−1, xj ] , j = 1, . . . ,M ,

где M число элементов. Чтобы найти приближенное решение оптими-

зационной задачи (5.3.16), функции w и s выбираются в пространстве

кусочно-полиномиальных сплайнов

w̃ ∈ S(N)
w =


w̃(t, x) : w̃ =

N∑
j=0

wij(t)Bj,N (zi) ,

x ∈ Ii, i = 1, . . . ,M ;

w̃ ∈ C0, x ∈ [0, 1] , w10(t) = 0


,

s̃ ∈ S(N)
s =


s̃(t, x) : s̃ =

N∑
j=0

sij(t)BN−j,N (zi) ,

x ∈ Ii , i = 1, . . . ,M ;

s̃ ∈ C0 , x ∈ [0, 1] , sM,0(t) = 0


.

(5.3.28)

Здесь

zi =
x− xi−1

xi − xi−1
,

а Bj,n(x) — полиномы Бернштейна (см. §2.5). Условия непрерывности

в (5.3.28) выполняются через уравнения

wi+1,0 = wi,N , si+1,0 = si,N , i = 1, . . . ,M − 1 .

Чтобы упростить запись, в соответствии с (5.3.20) вводятся векторы

ỹ1(t) = [w1(t), . . . , wM (t)]T , wi = {wi1(t), . . . , wiN (t)} ,

ỹ2(t) = [s1(t), . . . , sM (t)]T , sM+1−i = {si,1(t), . . . , si,N (t)} ,

a1(x) = a2(1− x) =
∂w̃(x, ỹ1)
∂ỹ1

.

(5.3.29)
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Число N определяет порядок полиномиальной аппроксимации на

элементе сетки. В приближенной системе (5.3.22), (5.3.27) векторы те-

стовых функций задаются в форме

b1(x) = b2(1− x) = {bn(x)} ∈ RMN , x ∈ [0, 1] ;

bN(i−1)+j(x) =

{
Bj−1,N−1(zi) , x ∈ Ii

0 , x /∈ Ii
,

i = 1, . . . ,M , j = 1, . . . , N .

Чтобы построить программное управление задаются полиномиаль-

ные функции управляющей силы

u ∈ U =

{
u : u(t) =

f1t

T
+
t− T

T

K∑
k=1

ukt
k

T k

}
.

От сюда следует, что

u(0) = 0 , u(T ) = f1 .

Решается задача Коши (5.3.22), (5.3.27) относительно вектор-функ-

ции ỹ =
[
ỹT

1 , ỹ
T
2

]T для произвольного вектора управляющих парамет-

ров u = [u1, . . . , uK ]T. После этого полученный вектор ỹ∗(t,u) подстав-

ляется в аппроксимации (5.3.19), (5.3.20), (5.3.28), (5.3.29) для нахож-

дения приближенных полей сил f = f∗(t, x,u), расхода q = q∗(t, x,u)

и перемещений w = w∗(t, x,u). Эти функции используются в функци-

оналах J̃0(u) = J0[f∗, q∗] и Φ̃(u) = Φ[f∗, q∗, w∗] из (5.3.16), (5.3.17). В

заключение минимизируется выражение

J1 = J̃0(u) +
γ

T
Φ̃(u) , γ ≥ 0 ,

в соответствии с

J1(u) → min
u

.

Здесь введено слагаемое с весовым коэффициентом γ, которое влияет

на качество оптимального решения. Вектор u∗, полученный в результа-

те оптимизации управления u∗(t) = u(t,u∗), используется в дальнейшем

численном моделировании.

328



5.3.6. Сравнение движения идеальной и вязкой жидкости.

Для демонстрации эффективности предложенного алгоритма оптими-

зации рассмотрим два управляемых процесса в трубопроводе. Первый

из них отражает течение без сопротивления идеальной сжимаемой жид-

кости в однородной трубе с перекрытым концом (A = 1 и r0 = r1 = 0).

Во втором процессе учитывается сопротивление жидкости, характери-

зуемое коэффициентами r0 = r1 = 1. В этом параграфе выбраны пара-

метры управления T = 4, f1 = 1, K = 9, γ = 10, число элементов M = 4

и порядок аппроксимации N = 3.

Изменение оптимального управления с течением времени u∗(t) для

обоих процессов отражено на рис. 5.3.2. Закон программного управле-

ния для идеальной и вязкой жидкости показан соответственно сплош-

ной и штриховой кривой. Можно отметить, что оптимальная управ-

ляющая сила f(t, 1) = u∗(t) выше, если учитывается сопротивление в

потоке жидкости. Кроме того, в случае вязкой жидкости нарушается

монотонный характер управления.

Рис. 5.3.2. Оптимальная граничная сила u∗(t).
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На рис. 5.3.3, 5.3.4 показано распределение в пространстве и времени

давления жидкости в трубе (p(t, x) = f(t, x)) для идеального и вязкого

течения. Отметим, что предложенная стратегия управления позволяет

перевести жидкость в конечное состояние с давлением, которое очень

близко к желаемому распределению fT (x). В обоих процессах почти

незаметны остаточные течения в трубе.

Значение функционала управления, определенного в (5.3.16), рав-

но J0 = 9.6 · 10−8 для идеальной жидкости. Соответствующая инте-

гральная ошибка, введенная в (5.3.17), для выбранной аппроксимации

достаточно мала: ∆ = 1.6 · 10−9. Для модели с сопротивлением, обе

эти величины значительно меньше и составляют J0 = 3.9 · 10−10 и

∆ = 7.1 · 10−11. Это означает, что вязкость в линейной модели жид-

кости может улучшать качество приближенного решения. Более того,

силы сопротивления помогают снизить интенсивность остаточных ко-

лебаний. Этот факт отражен на рис. 5.3.5, где показано распределение

вдоль участка трубопровода остаточного давления ∆p = f(T, x)−fT (x).

Как можно заметить, максимальное отклонение этой функции от задан-

ной много меньше для потока вязкой жидкости, чем для идеальной.

Еще один способ оценки качества приближенной системы уравне-

ний — это частотный анализ. Основываясь на методе Фурье, для од-

нородного участка трубопровода можно получить точные выражения

собственных форм колебаний жидкости wn для краевой задачи (5.3.13),

(5.3.14). Они имеют вид

wn = eφnt sinλnx , n = 1, 2, . . . ,

λn =
π

2
+ (n− 1)π , φn = −ν + iωn ,

ωn =

√
λ2

n −
r21
4
, ν =

r1
2
,

где λn — волновые числа, ωn — частоты и ν ≥ 0 — коэффициент зату-

хания для свободного течения жидкости.
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Рис. 5.3.3. Распределение давления для потока идеальной жидкости.

Рис. 5.3.4. Распределение давления для потока вязкой жидкости.
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Рис. 5.3.5. Распределение остаточного давления.

Первые четыре частоты ωn и относительные ошибки

∆ωn = (ω̃n − ωn)/ω̃n ,

где ω̃n — частоты полученные методом конечных элементов, даны в

табл. 5.3.1 для модели идеальной и вязкой жидкости. Собственные ча-

стоты для потока с внутренним сопротивлением строго ниже соответ-

ствующих величин для идеального случая. Отметим, что малые значе-

ния относительных частотных растроек ∆ωn указывают на достовер-

ность полученных приближенных форм движения w̃n(x).

5.3.7. Оптимизация потока в водопроводе. Далее в размерной

форме рассматривается движение воды в трубопроводе с кинематиче-

ским управлением граничным потоком. Предполагается, что можно за-

давать массовый поток u(t) вязкой жидкости, подаваемой во входное

сечение (x = 0) однородного участка трубопровода. Задано постоянное

давление p0 на выходном сечении x = L (см. нижнюю часть рис. 5.3.1).
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Таблица 5.3.1: Собственные числа для системы с идеальным и вязким
течением жидкости.

Мода 1 2 3 4

Течение идеальной жидкости, κ0 = κ1 = 0

ω 1.57 4.71 7.84 11.00
∆ω 8.6 · 10−15 5.0 · 10−10 7.7 · 10−8 2.0 · 10−6

Течение вязкой жидкости, κ0 = κ1 = 1

ω 1.49 4.69 7.84 10.98
∆ω 2.5 · 10−11 1.7 · 10−7 7.8 · 10−6 1.03 · 10−4

Соответствующие граничные условия записываются в форме

w(t, 0) =
1

A1ρ0

∫ t

0

u(τ)dτ , p(t, L) = 0 .

Аналогично задаче рассмотренной в п. 5.3.3, предполагается, что жид-

кость в трубе предварительно находилась в заданном стационарном со-

стоянии (5.3.15).

Ставится задача нахождения оптимальной функции массового рас-

хода u∗(t) на заданном классе U , которая приводит систему за фикси-

рованное время T из начального состояния (5.3.15) в конечное близкое

к стационарному течению с заданным распределением давления и рас-

хода

f(T, x) != fT (x) , q(T, x) != q1 = const ,

т.е. минимизирует функционал

J0[u] → min
u∈U

, J0 = E(T ) , E(t) =
∫ L

0

ψ(t, x)dx ,

ψ =
(f − fT )2

2A1κ
+

(q − q1)
2

2A1ρ0
, fT = (r0 + r1q1)(L− x) ,

u(0) = 0 , u(T ) = q1 ,

(5.3.30)

где q1 — предполагаемый терминальный расход жидкости.
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Для расчетов управляемого потока воды в прямолинейном участке

трубопровода с диаметром трубы d были выбраны следующие парамет-

ры:

L = 100м, d = 0.01 м, A = A1 = πd2/4, ρ0 = 1000 кг·м−3,

κ = 2.2 ГПа, r0 = 0.265 Н·м−1, r1 = 3.93 с−1,

T = 1 с, q1 = 0.05 кг·с−1, K = 9, γ = 100.

При численном моделировании использовался проекционный алго-

ритм на основе МКЭ, описанный в п. 5.3.5, с параметрами аппрокси-

мации M = N = 4. Достигнутое значение целевой функции, введенной

в (5.3.30), составило J0 = 4.1 · 10−14 Дж, а относительная интегральная

ошибка, определенная в (5.3.24) равна ∆ = 5 · 10−15.

Рис. 5.3.6. Оптимальный массовый расход через входное сечение u∗(t).

Изменение во времени функции управления, иначе массового рас-

хода u∗(t), показано на рис. 5.3.6. Стоит отметить плавный и моно-

тонный характер закона управления. Распределение давления p(t, x) в

пространстве и времени изображено на рис. 5.3.7. Так же как и для эле-

мента трубопровода, который обсуждался в п. 5.3.6, выбранная стра-
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тегия управления позволяет перевести поток жидкости из начального

состояния в конечное без заметных колебаний.

Рис. 5.3.7. Распределение давления в потоке воды.
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Заключение

Цель проведенных исследований заключалась в вариационной фор-

мулировке и изучении ряда прямых и обратных задач динамики для

управляемых механических систем содержащих распределенные и со-

средоточенные параметры.

Даны вариационные постановки начальных и начально-краевых за-

дач о вынужденных движениях упругих систем, которые описывают-

ся линейными дифференциальными уравнениями как в обыкновенных,

так и в частных производных, а также смешанными граничными и на-

чальными условиями. Полученные интегро-дифференциальные форму-

лировки сводятся либо к нахождению минимума квадратичных функ-

ционалов состояния системы, либо к определению их стационарных то-

чек при заданных дифференциальных ограничениях.

Выведены необходимые условия стационарности рассмотренных фу-

нкционалов и определено, что ограничения вместе с уравнениями Ла-

гранжа–Эйлера, а также естественными граничными и терминальными

условиями вариационной задачи эквивалентны исходным определяю-

щим соотношениям системы. Была показана связь предложенных ва-

риационных постановок задач динамики с классическими вариацион-

ными принципами Гамильтона–Остроградского, сформулированными

для краевых и периодических условий по времени.

Эти результаты обобщены на случаи электромеханических систем,

вязкоупругих конструкций с протяженными элементами, акустической

модели вязкого течения сжимаемой жидкости в трубопроводе.

На основе новых вариационных формулировок и метода Ритца раз-

работаны алгоритмы численного решения задач динамики упругих си-

стем с распределенными параметрами. Алгоритмы основаны на раз-

личных подходах к дискретизации исходной бесконечномерной задачи,

включая полиномиальное представление неизвестных функций, конеч-
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но-элементные аппроксимации, а также дискретизацию по части коор-

динат и бесконечномерное представление по одной оставшейся перемен-

ной.

Развит проекционный подход к численному решению динамических

задач, представляющий собой модификацию метода Петрова–Галерки-

на на основе интегрального представления уравнений состояния. Про-

веден сравнительный анализ полученных различными подходами при-

ближенных систем уравнений, представляющих собой либо алгебраи-

ческие, либо обыкновенные дифференциальные уравнения.

Разработана регулярная процедура построения уточняющих моде-

лей колебаний балок на основе вариационного и проекционного под-

ходов и линейной теории упругости. Для полученных плоских и про-

странственных балочных моделей проведен частотно-волновой анализ

свободных движений. Найдены частоты и формы поперечных и про-

дольных колебаний для различных граничных условий. Обнаружены

частотные зоны, для которых характерны особые моды собственных

перемещений точек протяженного упругого тела.

На основе развитых интегро-дифференциальных подходов к числен-

ному решению задач о движении механических систем с распределен-

ными параметрами разработаны алгоритмы параметрической оптими-

зации управления. При этом, построение оптимальных законов управ-

ления для квадратичных целевых функционалов сводится к последо-

вательному решению двух линейных систем приближенных уравнений.

Предложена процедура регуляризации полученного решения с учетом

явных энергетических оценок качества аппроксимаций.

Проведено моделирование, анализ и оптимизация управления для

ряда прикладных задач динамики систем, содержащих как сосредото-

ченные, так и распределенные параметры. Исследованы повороты на-

груженного упругого звена манипулятора, управляемого электропри-

водом. Выполнено моделирование и оптимизация перемещений вязко-
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упругой конструкции мачтового подъемника. Построены оптимальные

законы управления потоком вязкой сжимаемой жидкости, транспорти-

руемой по протяженному участку трубопровода.

Определенные результаты математического моделирования сравни-

вались с экспериментальными данными, которые подтвердили эффек-

тивность предложенных подходов к моделированию и оптимизации ди-

намических процессов в системах с распределенными параметрами.
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