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� �	������ ������ ���	����������	 �����-� �

�#� ��� ���"	������ ���	�� �		��������-
��	 .���"	����� ��	�� �	�	�

����"	���� .	�����	�� ��-� ��� �����
���� �	 �������- � �	���!

�	���� ����� � ������# ��	��	���#�

+	!�����#� ����"	���� ��#��� �	�#	�� ��� ���	����	���� ������

������,�	 ������	� � ������# ��	��	���#� � ����������	�� �	�	��� ��!

 ����� ��
� ��	
�� ��� 	�����,���� + ����"	��	� .	�����	��� ��

�	�	�����,��# 	��������#� ��	 ���	����	���� 	����	 	��
����������

� �	�	
,- ���	�� ��	%����� /�����%�� �	�	��� �������� 	���, �..��!

���	�  ��������	� ��	"����	�� 0��� 	����	�� �	%�	 �	�����, ���������

����"	���# ���"�	�� �	�	��� ����-��� ������������ ���� ������

+	!��	��#� ��� �	��	� �� ��� ����� �� �	%�� ���, ������	� �	 ��!

��"	���� ���	� ����	 ���� �������� �	����	������ .	�����	�� ���

��#	%���� ����%���	�	 �� ����

+!����,#� ������"� ����"	���# ���"�	� ���������� �����,!

�	��, �������# ���	���	�  	�����,�	��, ����%����# �� ���� 1�

��	�� �����,���-
�� ������ ��������� ��� �����	� ���������  �	!

�	%���,�	 	����������

2��� ���	�����	� ����"	��	�	 �	�#	��� �	%�	 	�����,� ��	 �� ���

����� �����������	� .�� �	��	��-� �.	�����	���, ����"	����

���"��� 1� ��	�� �	�	�,�	 �����	 �	���	�, �	��	������ 	"��� ����!

���� �� ���� 1� ��#	%��� ����%����# �� ��� ����"	��	� ����!

�� �.	�����	����	� � ��	%����� /�����%�� �������� �� 	��	�� ���!

"�� 3�!+����� � ��	� �����	�� &'�*� ������ ������ ��	����	 �	�	%!
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����������� 
 
�� 	��
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���� ������������ ������$��� �

��������� 	���
��! &���� ����	����
�� �������%� ������	��� � �����

'()� ��� ��� *���� ��� ����
����� �
����� � 
����������� ���������!

&���� �#������ 
���������� � '() ����� 
 *��� ��	�� ��
������!

+��%��$� ������
���� ��������� ��� �	���
	�� � ��	�� ������ 

��%�� �������� �
��������� ������ ����
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	��� �����	 �	���

������ � �#�����%�� �
������ ������� �
��������� ��� 
 �� � 
����
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���� ����
	 
����������� ��������
! &���� �#����� #�� �������

�	�������� *���������� �$�#��� ������� ���
���� �������% ������ 

����������%�	� �����	� ��
������%�� �����	����
���	� 
 �������

��������� � �������� �� �
 ���
����� ���������, ���	 
 ��� 

����� -������� �����	�� ������ ��������%��� *�����.� ��	�	� 
 �� 

�������� -������� �����	�� ������ ���������%��� *�����.!

+�� ��������� 
����������� ����	����
��� ���	���� �� '/+0� #� 

�� �������� �
	�������� *��������� ����� �����
� ���#������ 

�� �$��� 1�2�3! )����� *������ ��������� #��� �����#����� � ���% 

�� ��� ���
��� ����$����� ������������ ������ �� � ��� ������
����

	������� ')4 ���� ��� ����� ���#� 	�	�$��% �����
� �$��� 1553!

6 ����
���
�� � ����� *���� ������ #�� �����#���� ����������� ��� 

���� ��� ����������� ����� "���
� ��������! "�� �����%��
���� ���	 

��������� ����������%��� ������������� � ����������� ������� ��� 

���� ��������� � ���������� ������ ����� 	��	����� ���	� #��%

�$�� � 
������ �������%� 1573!

8������ ��� �����%�� ������$��� ������ �	�� ���	� #��% ����#���
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σ(−n) = −σ(n). )*��+

,�� ����� �� -��� *�*� %�� ����������� �
������� �������������� ��"�!
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�!���� ���� � ��"�� ����������	 ��� ������ �����
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������	 
��	 �������� � ��������������� ����� ����� ��	�� �	��� ��

������� � ������������� ���� ����� �� �	��	�������

� ����� �	��	����� ��!���	 �	�������� �� ����	�	�� � �	��	������

���"��� ����	� �����#������ ��!��� �	�������� ����� �	$����� �	 ��	

��$	������# ��!���	% ���� p !����	��� ����	� ! ��	��� S 	 � ������

������� τ �������	�� ����	�� &�� ��!���� �	$��	���� ����	����� �

!	�	������� �	���������� ���������������

'���	 �!	����� ����$������� ��!���	 ����	����� �	�������� p �

���"��� ����	� n ������� ����������� �� (�� �	�������� �������)

�� �	������� �	����	 � ��������� ���	� ��� ��������� ��	�� ���� '	)

�	������ �	�������� τ ��������� �������� �� ����$	�� �	����	 ����

��	��� S � �	$��	���� �	��������� �����	�

��!��� �	�������� σ(n) ����������� � ���!� �	 �����#����� � ���"���

����	�� n �	��� ������	������ � �����$��	���� ����!*�� (���� ��!���	

�	 ��!	����� ��� !������	� x1 x2 x3� +���	 ���$�	�	� (�� ������� σn1 

σn2 σn3 ���	����� �� �	�������� ����� ���

p = σ(n) · n = σn1 n1 + σn2 n2 + σn3 n3 , 
��,�

��� ni i = 1, 2, 3 ������� !��������	�� ����	� n � ��!	�����# !���)

���	�	#� -���	���� ��� ��!��� n ����� ��������� ���� � �����	����� 

n · n = 1� .���� ���!	 ���$�	�	�� �!	����� ����$������� ���# ��!����� �

��!������ ������	������

'��������� ��!���	 �	�������� ����������� � ���!� �	 �����#�����

�	�	���� ����� �$ !������	���# ���!����� �	������ x2x3 ������ ���)

$�	�	���� �����	�� σ11 σ12 σ13� .���� ������ ����!� � ��!	$��	�� ���

�	��	����� ���"��� ����	� ����	�	�� � ���� x1� +	!�� ���	$�� σ11 ��)

����� !���������� ��!���	 ����	���# �	��������p σ12 � σ13 !���������

��!���	 ��������# �	�������� τ � .�	! ����	����� �	�������� �� ����)
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������� ������� ������ ����������� � ����������� ������

������	 ���� ������� ������� ��������� � ������������� ������������

����� �� ����������� ����! �� ������������� ����������� ���"��#�������

���������� ���������� ������������ ��� ��! ��� ����������� ��� ����

"� ����	 ���� ������� n ����� ��������������� �����������! ���� �����

����� �������� ������������� ����������� ���������� ����������	

$��� �������� %��	! ��������! &'(()*! ��� ������� ����������σ(n)! �����

�������� � ��������� �������� ����� O �� ����� "���� S �� ��������

������������ ���" �� ���"�	 +�� ���������� ��"�� ���� �������� �����

������! ���� ��� ������� ���������� �� ��� �������� ������� �������

�� � ������ ������	 ,�������! -�� ������� ��"�� ���� ������� ����"��

������	 .��� /��� ��������� �� ��! ��� ��������! ����������� ������

������ ��������� ����"�"� ����! ����� � �������������� ��� ����������

��������"� �������	

0����� ��������� �������� ����������! �������� � ����� "������! ���

����������� ������������ ���������� ��"�� ���� ������������ � ����

�����#� ����������

σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. %'	1*

.�� ���������� ������������ ����� /��������� �������� σ! ������� ���

�������� �������� ���������� 2��� %������ �����"� ���"�*	

2��������� ������� ���������� σ �������� � ��������� ���������� 

x1! x2! x3 ���������� ����� �������� ��������� � ������������ � �������

�������������� ��������� ������� �����"� ���"�	 3������������� ���������
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x∗1 = (e∗1 · e1)x1 + (e∗1 · e2)x2 + (e∗1 · e3)x3 = Q11x1 +Q12x2 +Q13x3,

x∗2 = (e∗2 · e1)x1 + (e∗2 · e2)x2 + (e∗2 · e3)x3 = Q21x1 +Q22x2 +Q23x3,

x∗3 = (e∗3 · e1)x1 + (e∗3 · e2)x2 + (e∗3 · e3)x3 = Q31x1 +Q32x2 +Q33x3,
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∗
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x∗ = Qx , ���!�

��� Q �������� ����"�� �
�
�
� �����" 	��������� �
��	��
��� #
�
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σ∗ = QσQT ;

σ∗11 = σ11Q
2
11 + σ22Q

2
12 + σ33Q

2
13+

(σ12 + σ21)Q11Q12 + (σ13 + σ31)Q11Q13 + (σ23 + σ32)Q12Q13 ,

σ∗22 = σ11Q
2
21 + σ22Q

2
22 + σ33Q

2
23+

(σ12 + σ21)Q21Q22 + (σ13 + σ31)Q21Q23 + (σ23 + σ32)Q22Q23 ,

σ∗33 = σ11Q
2
31 + σ22Q

2
32 + σ33Q

2
33+

(σ12 + σ21)Q31Q32 + (σ13 + σ31)Q31Q33 + (σ23 + σ32)Q32Q33 ,

σ∗12 = (σ11Q11 + σ21Q12 + σ31Q13)Q21+

(σ12Q11 + σ22Q12 + σ32Q13)Q22 + (σ13Q11 + σ23Q12 + σ33Q13)Q23 ,

σ∗13 = (σ11Q11 + σ21Q12 + σ31Q13)Q31+

(σ12Q11 + σ22Q12 + σ32Q13)Q32 + (σ13Q11 + σ23Q12 + σ33Q13)Q33 ,

σ∗23 = (σ11Q21 + σ21Q22 + σ31Q23)Q21+

(σ12Q21 + σ22Q22 + σ32Q23)Q22 + (σ13Q21 + σ23Q22 + σ33Q23)Q23 .

���� 

! "������� ��������� #��	��� ��� ��		���"���� ������ ��
����$

��� �σ12 = σ21 �
��%����%� �%������� ����	� �������� �� ���� α ���$
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�� x3��

σ∗11 = σ11 cos
2 α + σ22 sin

2 α + 2σ12 sinα cosα ,

σ∗22 = σ11 sin
2 α + σ22 cos

2 α− 2σ12 sinα cosα ,

σ∗12 = (σ22 − σ11) sinα cosα + σ12(cos
2 α− sin2 α) ,

σ∗13 = σ13, σ∗23 = σ23, σ∗33 = σ33 .
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�
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�
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��$�� +
��
	�	�� 	������	�� σn1 � σn2 � σn3 (���"�����!*� �	��	���	
���

����������		
� �
���(	
��	
� 	� �!�"� 	� ��
'��"� S� ,
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#
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���

σ(n) = σ · n ��.�

��� ����������� �
"
��
	�	�	


σn1 = σ11n1 + σ12n2 + σ13n3,

σn2 = σ21n1 + σ22n1 + σ23n3,

σn3 = σ31n1 + σ32n2 + σ33n3 ,
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����� q = σ(n) = −σ(−n) ����!�� �� !���	�	�� ����� 2 �
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����� ��	
����� ������� q� ���

σ11n1 + σ12n2 + σ13n3 = q1 ,

σ21n1 + σ22n1 + σ23n3 = q2 ,

σ31n1 + σ32n2 + σ33n3 = q3 .

������

���� ������������� ���	 ����������	 ����������� ��		 ���� ��� �

	�	������ ������� !�� �� ���� ���"� ��� ���� ��� ���������������

#�$��� %���� ����$������ ��������� ���������� ��� � 	�	����� ��
��"��&

��$� ���� ����	� !�$� �������Ω � $����'�� Γ = ∂Ω = Ω̄\Ω 	�"�� ��
�����
����� !�	 ������	� #�� ����������� ������%����� 
�������� 
��������&

�����	 ���� ������� !�� ��� �� ��� ��������� �	� � ���

∫
Γ

σn1dΓ +

∫
Ω

f1dΩ = 0 ,

∫
Γ

σn2dΓ +

∫
Ω

f2dΩ = 0 ,

∫
Γ

σn3dΓ +

∫
Ω

f3dΩ = 0 ,

������

$�� dΩ �������� (��	����	 ��)�	� �������Ω � dΓ �������� (��	����	 
��!�&

�� �� $����'� Γ� *���� ���$��	� � ����� ����� (��� ����%���� ���� ���


����'��	� 
����������� ��� �� ��� ���������� +���� ���� ���� ���


����'��	� ��)�	�� ��� �� �� "� ���� ,���� f1� f2 � f3 ���� ��� ��	
�&

�����	� ������� f ��)�	��� 
�������� ����

#�� ��������� ������� 	�	����� ������������ ����������� ���� 	�$��
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∫
Γ

(x3σn2 − x2σn3)dΓ +

∫
Ω

(x3f2 − x2f3)dΩ = 0 ,

∫
Γ

(x1σn3 − x3σn1)dΓ +

∫
Ω

(x1f3 − x3f1)dΩ = 0 ,

∫
Γ

(x2σn1 − x1σn2)dΓ +

∫
Ω

(x2f1 − x1f2)dΩ = 0 .
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$� �� �������! %���� ��������� ����	��	 �����&	����� �	��! 
��&'

�� ���� �����	�� ������(	��� ������ � ������� )�	
���	����! 	��� *��

������	 �	�� ����
����  �����%	� �� ��������� ����	��� ��
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�	(��� ������� ! ��  �&
�� 		 ���������� �������� %���� �� &	 
��&'

�� ����  ����	���� ) ������� �	��	�� ,����� ���	���� �� ��	�������!

������	�!  �	��� ����	��� ������ ��&	� ���� ��	��������  ���	����

�� ��#	�� ����! ������	�! -�./0��

∫
Γ

(σ11n1 + σ12n2 + σ13n3)dΓ =

∫
Ω

(
∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

)
dΩ . ����1�

����	 ��	���������� ��
������ ����1�! ������(	��� ������ ��&�� ��������

 ���	�������+ 2���	

∫
Ω

(
∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

+ f1

)
dΩ = 0 ,

∫
Ω

(
∂σ21
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+
∂σ23
∂x3

+ f2

)
dΩ = 0 ,

∫
Ω

(
∂σ31
∂x1

+
∂σ32
∂x2

+
∂σ33
∂x3

+ f3

)
dΩ = 0

����3�
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∫
Ω

(∇ · σ + f) dΩ = 0, ∇ =

{
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

}T

. ������

����� ������ 
����
� ��������� ∇�

��� ��� ������������ �

��
����� ������ ��� ������ � ���������
� �� ���

��
���!��� � �!"
# 
�
"����� Ω$ ����
�������
$ ��� 
�������������

�

��
����� � ������ �$ �
����
$ � %
�� �� ������ �
�&�� "��� ����� � �!

� �!"
# �� ������# �
��� ����

∇ · σ + f = 0 ;

∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

+ f1 = 0 ,

∂σ21
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+
∂σ23
∂x3

+ f2 = 0 ,

∂σ31
∂x1

+
∂σ32
∂x2

+
∂σ33
∂x3

+ f3 = 0 .
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��� ������������ �

��
�����

∫
Ω

(σ32 − σ23)dΩ = 0 ,

∫
Ω

(σ13 − σ31)dΩ = 0 ,

∫
Ω

(σ21 − σ12)dΩ = 0 .
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# 
�
"�����  � �
�
 ����$ �$ ����
-



��

������	
� �
�	�������	�� ������	�� 
��	� ���� �
������		
 ���	�

	��� � ���
� �	����		�� �
��� ����� ��
 
�	������ ��
 ��	�
� 	������	��

σ �������� ���������	�� ���� ������ ��
����� ��
 ���
	���	�� �����	 

�� 	� ����	����� �
��� ���	��
	��
��	�� �����!� "#�$%

σ32 = σ23 , σ13 = σ31 , σ21 = σ12 . "#�#�%
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��� Xi � �

�	���� +����� ��� xi �

�!����!���
 %i = 1, 2, 3&�

� ,�������!
� �
	�
	� �����	����� �����
 �!�$�� � �
������
� �����"

��� ���� � �

�	���� ,������� �!������ ��$�!������

xi = xi(X1, X2, X3) . %-�.�&

� �
 �� !���� �$������� �
 ��
 ��
���
	�� � �������� � ����� ! �� 
�����"

�
����
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�
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Xi = Xi(x1, x2, x3) . ��	
��

�� ���� ����������� ���������� ������ ��������� � ������ ����� � �

�� ����������	

�� ��� �! ���� �������� ����� �� �����"����� � �#� ���������� �

�������� ��$�%��� ���	 &�����%���� �� �� ����� �������� ����������

���%� �!����� � �����$��� ��$���� �!�����'����!�����(� ������������

� ������������ ��$� ����� �� ���#� ���� ��	
)� � ��	
��	 *������� ���

�������� +�(�� � ����� ��$����� ����������$,��� � ����� ���(�����

� �� ����� ��� ��������� -�$�� %���� ����$,!����� � ��������  ��'

�����	

��� � � #�$� ��������� � ���� �!��$�� ��� ����� ��.���������� ��'

�� �������!����� ���"������� ������ ��(�� #��, �����$��� �������

�����"���� u � ������������ ui� i = 1, 2, 3	 /���� u ����������� ����'

����

u = x−X . ��	

�

&�($���� .���$����� +�(�� �� (�� ����� X = {X1 , X2 , X3}� ��$�'
���� ��!�������� ���������� �����"���� �������� ���

u(X) = x(X)−X . ��	
��

/ �������� -�$�� � ��!�������� ������� x = {x1 , x2 , x3}� �����"����
�����$����� � ����

u(x) = x−X(x) . ��	
0�

/�$������� ��.������ ��$�� ����� $����� ��#����� � ����.����'

������ ��$� ����������� � �#"�� �$����� ������ �!$����� �$���	

�� �����$����� ��������� �� �� ����� #��������� #$�!���� �������

��!������� $������� �$�������	 /����� �$� �������� ��.������ ��.�'
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������		
� dl � 	�����������		
� dL ��	��	
� �����	�
 � �
������

���	���� �������� ��������������� �����	���

(dl)2 − (dL)2 , ������

��� ���� ������ ��� !�� ������	
 ��"�� #
�� �
��$�	
 ����� �����	�%

�
 &�"��	$� ��� !����� � ���

(dl)2 = dx · dx = dxidxi = δmndxmdxn ,

(dL)2 = dX · dX = dXidXi = δmndXmdXn ,

����'�

"� δmn ��� ����� (��	�����) � ���������	�� *��*���"����+) *� *�����+%

�����+ �	������

,��	���+ �� �	���	�� ������
 ����'� � �������� ������	 ����	
�

����	�-�	�+

dxi =
∂xi
∂Xj

dXj , dXi =
∂Xi

∂xj
dxj , ����.�

��$	� *�������

(dl)2 = dx · dx = dX · FTF · dX =
∂xi
∂Xm

∂xi
∂Xn

dXmdXn ,

(dL)2 = dX · dX = dX ·HTH · dX =
∂Xi

∂xm

∂Xi

∂xn
dxmdxn ,

����/�

"� F +��+���+ ���������	
� "����	��� ��	���� ������ �� � H = F−1

*������	����		
� ��	����� "����	�� ������ �� � ���*�	�	����

Fmn =
∂xm
∂Xn

, Hmn =
∂Xm

∂xn
, ����0�

�����������		��

(����	��
 &�"��	$� � !����� *�����+�� ������ �� ������	
� ��	��%

�� ������ ��� 1� ����	�	�� ����/� ������) ��� �
��$�	�+ ������ � ����%
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������� ��	
���� �
������ ���

(dl)2 − (dL)2 = dX · (FFT − I) · dX = 2dX ·E · dX = 2EmndXmdXn , ������

�

2Emn =
∂xi
∂Xm

∂xi
∂Xn

− δmn , ������

	�� Emn � ��������� �����
� ����
���� �
��� � ��	
����E � I  �! ��� 

�����"�� �����
��

#� ���!�	��$ �� ������� %&!�
� �!��'��$"��

(dl)2 − (dL)2 = dx · (HHT − I) · dx = 2dX · ε · dX = 2εmndxmdxn ����(�

�

2εmn =
∂Xi

∂xm

∂Xi

∂xn
− δmn , ������

	�� εmn )�� ��������� �����
� ����
���� %&!�
� � *!+���� ε� ,-� E �

ε � �����
� ���
�	� 
��	�� .���� �������+$ "�� ��� ����
�"��� .�����

��!+ ��� � '
������ � ������ � ������ ������� �� ������
� 	����
�"����

���-
����� �

/����
 	
������� F ���� 
��!����+$ ����!+�' ��! 
�'� ���
�' 
���

!����� � ���� �
��������� ��'� �����
�� ���
�	� 
��	� 0�123

F = QU , ����4�

	�� Q )�� ������!+��& �
��	���!+��& �����
$ U )�� ��!�����!+�� ��
����

!����& ����
�"��& �����
� /�	�� �����
 ����
���� �
��� � ��	
����

���� -��+ �
������!�� � �!��'�5� ����

E =
1

2

(
U 2 − I

)
. ����6�
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�������� 	�
 ����	��� ���� ���
������ �
��� ���� ������� 	��� ���
�

U � ��������� ���
� ���
������ ��


E(1/2) = U − I . ������

 ��
�� ���
������ E � ε �
!�
 ��"!� ������� 	��� ��
��
���� 
�

������#���$ u� % ���&�� '������� 	�
 � 
��'���� (�����!� xi = Xi + ui�

i = 1, 2, 3�  
���� �������) �
 �������� '����*#�� '

��
+����

∂xi
∂Xj

=
∂Xi

∂Xj
+
∂ui
∂Xj

= δij +
∂ui
∂Xj

, ����,�

"
��
����� ���
�� ���
������ -����.(�����!� �
��� ���� ����'�������

"�"

Emn =
1

2

(
∂um
∂Xn

+
∂un
∂Xm

+
∂ui
∂Xm

∂ui
∂Xn

)
. ����/�

0 '

����'���� ' 
��'����� 1$���� ���&�� '������� 	�


εmn =
1

2

(
∂um
∂xn

+
∂un
∂xm

− ∂ui
∂xm

∂ui
∂xn

)
. ����2�

3��	���) Emn � εmn )��)*�') "
��
������� ���
�
� (�����!� � 1$����

'

����'�����
�

4'�� '���� ���!��') "�" �����
� ���
� �
 (dl)2 = (dL)2� 1�
 
��	����

	�
 Emn = εmn = 0�  �"�� 
���
�� �'�� "
��
����� 5��6 ���
�
� ���
�.

����� ����� ���*� �
 5�
 )��)��') ��
�6
����� � �
'���
	��� �'�
����


�'��'���) ���
�����$ � "
�������� �� '���
�������
� �
��$ ����)!���$�

�������� 	�
 �����
 ���� ��
'��* � ����)���* ��
�����	�'"�* �����.

�������* ������$��6 "
��
���� Emn � εmn ���
�
� ���
������� 
�����.

�����6 � �
�����6 ����/� � ����2��  �� �� ������ ��"
�
��� '

��
+���)

��!�� 5���� ���
���� � 
��
'������
$ ���
������ �
��� ���� ��)������

7�''�
���� '��	��� ���
� (�����!� E� 8�'�� ��'"
��	�
 ����$ 5��.
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���� �����	
��
	���	� �
��� �dS = dX1� dX2 = dX3 = 0� ��
��	��� �
�

���	
���� � ������� dl = dx � �
��� ���
��������� �	��	������ dxi�

i = 1, 2, 3� �	�� 	��	�������� ���	
���� 	�
��������� �� 	��	�����

����

E1 = (|dl| − dS)/dS . � �!"�

#
� ��	�� � �		��������� � 	������� $�
�%� 	��	�������� ���	
����

	�
��������� �		��������� � ��
�	�&���	� ����	�� '		����������	� |dl| =
(1 + E1)dS � (
������ � ��"� �	�(� )��� ������� � �	
��

(dl)2 − (dL)2 = 2E11 (dX1)
2 = (2E1 + E2

1) (dX1)
2 . � �! �

*+ ��	�	 ����(��� &�	

E1 =
√
1 + 2E11 − 1 =

√(
1 +

∂u1
∂X1

)2

+

(
∂u2
∂X1

)2

+

(
∂u3
∂X1

)2

− 1.

,��	��&��� �		��	����� �	�(� )��� �	�(&��� � ��� �
(��� ��
���-

���� ���� 	)
+	�� �	��	����� Emn �
� m = n ���	 ���+�� � ���	
�-

���� 
���%���� �������� �������	�� ���� %� 	)
+	� �	%�	 �	�+���

&�	 �	��	����� Emn �	 ��������� ��������� m �= n� �
���
�+(.� �+-

������� 	��	��������� (��	� � �
���� #	�	)��� ���+ �	%�� )��� ��%�

�
	����� ��� ���+	
 ���	
���� /���
�

0 ��������� 	�
��&���� ��(&�� ���� ���1���� � ���	
���� �

)(��� �&����� &�	 ��� &����� �
	�+�	���� 	� ��
���1���� +�&������	

������ �������� 2��
��&��� &���� (&����.��� � ��	���
�&���� ����-

����	� ��	
�� (�
(�	��� ����� ��
���
� 3 �4� 35�4� 35!4� 3 �"4�� �	��� ���+	
�
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�������� 	 
���� ����� �	���	������ 	 	� ��������� ����������

Emn =
1

2

(
∂um
∂Xn

+
∂un
∂Xm

)
,

εmn =
1

2

(
∂um
∂xn

+
∂un
∂xm

)
.

������

 ��� ����! ��� ��"#� 	� ��"������	� � ������	 ���$�	� xi ≈
Xi ����	%	� ��"# ��	���	��	 �������� 	 
���� 	�%��&�! �� � Emn ≈
εmn� ' (��� ��#%�! ε ��������� ������� ")����*	�  �+	 	 �� �����

���	���� � �������� )��� ��"#&$	� �,�����

ε =
1

2

(∇u+∇uT) . ������

-������� ��	�#$����� �	����� ���		 ������� ��! %��  ������	%.

��	� )�����	�� ������� "������� ������� �� ������	& � ��! �������

��	������ � ��	����� ���		 #��#����	� 
�� ���,��� ����� � ����	 �

��! %�� #�����	� �	����� ���		 #��#����	 ��%�� ��	����&� ���"�	

������#�*	� � +	����� ����� 	������� ��	����	��  ��%��! �#���

	��� � �	"#! %�� (�� ������	%���� ��"�� � ���"� ����	���� �������

������ ��	��"��  ��� ����! (�� �	���	��*	� � �������� �*�	�� ���	�.

�	 ���#+�	� ����	%��	� �������� /� ��	�#$����� (��� ���		! ����.

�� "�� �	 ����� ���*�	��! ������� ����������� 	����������� �#��.

���	*	& �+�	��

0���� ���	���� "	��������� (����� ������ ")����*		 	�	 ".

)����*		 �������	� %�� ��������� ���$�	� ��"#&$	� �,�����

ε11 =
∂u1
∂x1

, ε22 =
∂u1
∂x1

, ε33 =
∂u3
∂x3

. ������

1"�	���� ��������� εij 	 ���������#&$	 	����	� #���� γij! i �= j



��

����� ��	

ε12 = ε21 =
1

2

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
=

1

2
γ12 ,

ε13 = ε31 =
1

2

(
∂u1
∂x3

+
∂u3
∂x1

)
=

1

2
γ13 ,

ε23 = ε32 =
1

2

(
∂u2
∂x3

+
∂u3
∂x2

)
=

1

2
γ23 .


����

���������� ������� ��������� ������� 	��������� ����� ���� ���	 ���!

���� "�"

ε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11
1

2
γ12

1

2
γ13

1

2
γ12 ε22

1

2
γ23

1

2
γ13

1

2
γ23 ε33

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

#�������$ ����� γ12% γ13% � γ23 �������� $ ��&�������� "����������� 	�!

��������� '����� 	��������� ��(� $��$�� $  �������)��� �������� ���!

���� ������ *��  ��� ��� �������)��  ��� ���� ������� ����$&���� ��(�

�&� ���	������ � ���	��� ����

+��"� ��	��� �� 
��� � 
����% )�� (� �� "���������� ε11% ε22% ε33% ε12% ε13%

ε23 ������� ε �� $��$�� $ ������ �����% �� "���"� ��� ����� ���� ����)�!

�� �� ���, ������ ���, "���������� u1% u2% u3 ��"���� ������-���� u% "�"

.�� ���� ��"����� ��(�� /�� �����&	���� ��&�� ���� ��	����&	��� ���!

��)����  �� ������ 0�������% �������� �� ����� ��	�������������� ����

�� �� "���)��� "���)� ��� ��$���������, �������������	��� 1� �� .����%

��	��  )�����% )�� "�&	�� �� ��"�, .�������� 	���������� $ ������������

2����% ���������  ��	����� ���������� � � .�� 	�������������� �����!

��������	�� 3 ��-��  ��)�� .�� �����"� ��&�� ���� ���	�)���% �� "���!

"�% 	�$ ���� )���� ��"�$  ���"� ���� �����&��% ����,�	��� �	�����������

��"������  ����������  �����(���$ ��&	� 	��������$���

'�"�� �������% � �� (� �� "���������� ���$ 	��������� $��$�� $ ���!
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� �� ��� ������� �
���� ������ u� ��� � ��������� ������

� ������� �� ��� � ���� ��� �������
	
� � ���!�	 �����������" ����#

����
 ���
������� $� # %����� &�� '�� (	�� )�������� ��)��
� � *�+,�

'�� ������� 
�-�� (	�" )��������	 � 
����.��� ���


⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

R1 U3 U2

U3 R2 U1

U2 U1 R3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 0 , ����/�

-�

R1 =
∂2ε33
∂x22

+
∂2ε22
∂x23

− ∂2γ23
∂x2∂x3

, R2 =
∂2ε11
∂x23

+
∂2ε33
∂x21

− ∂2γ13
∂x1∂x3

,

R3 =
∂2ε22
∂x21

+
∂2ε11
∂x22

− ∂2γ12
∂x1∂x2

,

U1 = − ∂2ε11
∂x2∂x3

+
1

2

∂

∂x1

(
−∂γ23
∂x1

+
∂γ13
∂x2

+
∂γ12
∂x3

)
,

U2 = − ∂2ε22
∂x3∂x1

+
1

2

∂

∂x2

(
∂γ23
∂x1

− ∂γ13
∂x2

+
∂γ12
∂x3

)
,

U3 = − ∂2ε33
∂x1∂x2

+
1

2

∂

∂x3

(
∂γ23
∂x1

+
∂γ13
∂x2

− ∂γ12
∂x3

)
.
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∇× (∇× ε)T ≡ Ink ε = 0 . ������
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 ���� ���	�	���	 R1� R2� R3� U1� U2� U3

∂R1

∂x1
+
∂U3

∂x2
+
∂U2

∂x3
= 0 ,

∂U3

∂x1
+
∂R2

∂x2
+
∂U1

∂x3
= 0 ,

∂U2

∂x1
+
∂U1

∂x2
+
∂R3

∂x3
= 0 .

������

��	 ��������� ����� ���� �����  ������� 	!!����"	�����	��� ��� � #$%%&�

��� �'������� ��� R1� R2� R3� U1� U2� U3 �� 
��
(��
 ��'��	�	���	 !���"	)


�	�

���� �����	�
� �����
�

*���	������ 	 �	�����	������ � 	���	
  ������������ � ��'���+ ����

	 ��$� 
��
(��
 � �����	���	 �
 �����+ 	 �	�	+ ���� ,� ��������

���������	
 �� ��������� �
 � 	���	
 
����	-  ��	�+�
.	+ � ���	+

����+� /���	��� ��� ��+��	������  �����	� �������+ �����	���� �����

������ 	 ��'������'��� ,� �	���� �!����"		 � �����+ ����+ ����� �����

��� � ���	�� ��� 	  ����	����	�� ��	 ����� ���� '��	�	�� �� ������	 	�	 	�)

���		 ��������	
 	 �� � ,� ������ �	������ �����
.�- 	' �	�����	����	+

���������	- 	 �������	- ��������	
� ����� ��0
��	�� � !	'	�����- ����	

'���	
� 1�-���	������� �������	
 ��������	
 �� '��	�
� �� ���-��� �����	)

��� ����� 2 �� ������ ��� ���� ��������	�����
 ��� ������� �	���� 	�	

��'�����'��� ����� /���	��� ��� ��'����	��(.�
 �!����"	
� �������	�

�-���	
 '�����+ �����'��� ���� ��'�	���- �
 ��� �������+ 	' ��	�"�

	�	 ����	� 3��� ������ ��� ���	 �� ����� '��	��(.	� 	���	���� ������	�

	'��������� 	' ��'�	���+ �����	����� �� �	���� ��� 	' ����'� � �����

	' ������ ��  �	 4��� 	��(� �	������( �!����"	(� �� �
 4���� ���)

�� ����  �	������ �� ��'��� �	����� �	�� /����	� ��	���	�� �� �� ���



��

� �����	
������ ���� ���������� 
���� �
����� ���� �
 ������ �����

�������� ���������� ��� 
� ����
����  ��
��!���� ����� ������������

� ��"����#����� ���	�� 
����  ��
��!���� ����
 ���
���
	 �����
�����

 ��� 
�� ��������� ��
��������

$ �������  �� 
���
 ����� ��������� ��
������� � "����� ��� ����%

���� ��� ������ ���������  ��� � ��������� � ������� ����� ��������

 ������� ����
���� ������ ��	��� "����� ��� ������� ��
���� ���� �� �

 � 
����� ��� 
	 � � �������� ���  ��� 
�� ����	��� ��
�������� ����


��
	 
������ �������� &
��
 �
��
�
	� �
� 
���� ����� ��� �� ����	 
�����

� �������� ��� ����
��� ���� � ���	�������� '�(
��� ���� 
�����
 � #���%

 ��������� ������
	 ����
���� ������������  ��
��!����� ��
���� �
��%

���
 �����
����� � ������ 
� ��������� ��
������� ��� ��� 
���� ������%

��� ��������� '�� (
��� ������ � ������ �����
 � 
�� �
� � � ���������%

��� ������ ������ �
����
	 �� 
�
����� �������#�� ����� �����	���

� ����	��� ��� ����� ��
��������

)����� ��� ������� ��
���� �� 
� �������
 �����������  � 
����� ��

����
 ��
	 � 
�������� �� ���
�� ��������	��� *���
���� "�������
��	%

��� ����#��� ����  "������������ � 
����� ��������  ���!���  ��� ���

��������� 
����  ��
��!����� + ������ ����#��� �
�������
� �
�,

� -���� "����� ��� ����� ������ ��
	 ��������
��� �
�� �
��	�� ��%

����  � 
��� ��������
 � ������
��� ��� �����������

� +����������  ��
��!���� �� ���� �
 �
 ��������� �������
��� �

��� ���������

� ����� ����� ������ ���
���
	 ��������� 
	 � ���
����� 
	 "�����%

 ���� ��� 
��� 
���

� .��������  � 
����� ������ ������
	 � �  ��
��
 
���  ��������


�������������

/������� ��"����������� 
������� 
��� "��� ����
 �� � ������ ���%

���	� �� �����������  ��������� ����������  ������
��� ���� ����%



��

������ �	
��������� � ��������� 	
��������� ������ �����
�����

���
������ ������ ��� �
��� � ��������
�� ��
�������	���� � ��� ����!

��� �
�
�
��"�� #
	������
��� ���$
� ��� ��
 	
���������%
 ���
��%

�%�����"��� �� 	��������� �
	�
���� ���
�
��� �������� ��� ��� �
��
!

���� �
�� ����
��� ���������� �� ��
� �
������
�� � ���$�"&
� �
	��

�����
���
���� ���
���� '��
 ����� 
��� ����$
��
 ����(�	�� 	����!

����� �%���� �� ����� ���
�� ��$�� ���������� ��� �	�������
�����

)�
	�
 �
�� ��	 �������� ���
��
� ���" ����� � ����
 ���
�
��� ��!

��� ������ �� ���%� ��� ����� �%� �����$
�% ��� �� ��������
� �%�

����	�����
�� #� ����� �
�� �%��
��� ����������� ���" �
������� ��"

���� ����
 ������ 	
�����"&�( ���� *��� ����� ��
+��( ��� �����!

�� " �
�����
��� � ���
����� ��" ��
��" ��
� 	��������� ��
����� ��

��$�� ������ � ��� ���
���� �� ������� �	
���� �
�� ��(�	���� � ������

����������

,
����� �� ��� ��� ������% ������� ��� � ���
���� �����% �
������!

����� ��
	
�
��
 �������� �%�%��
� �
����%
 ����
���� )
� �
 �
�

�

����
 ��
	
�
��
 ��������� ������ �����
 ������%
 ���������� � ��!

�
�� � ��� +��� �����
���� ���������� ���

��%( ��	��� )��� ��� �
�!

�� ��������� �
����� �� ���� �
	������� � ������
���� ����
��� �	���

�� �����%( 	����$
��� � �
(����
 ����+�%( �
	�

- �
��� �������� �����
���� ��� �
�� � ��(�	��� ��������
 �����	��

�� ����
���( ����$
���� ��

� ���������" �
��
����� � ��(�	���� �

��������� �
��	������
����� �����
��� � ���$�"&
� �
	��� #
	��!

����
��� ���$
� ��� 	
���������%
 ���
��% ������% � ����� ��
+��(

��� �
�����
��� �� ����
��"" ��
��"� ������
��" ������ �
���� .�!

���� 	
������� �
 ������� �� �
�
�� � ������ ����$
���� ��
�� �����

������ ����$
��� � 	
������� 	������"� ���
�� ���
����� ����
����

/�� ������
�� ��� ���� ����$
��� � ������ �
�
 ������� ��� �� �� ��!

�
� 	
�������� 0�%�� �������� ��
	
��"&�
 ������+
��� ����� �%� 



��

������	
 �� 
����	�� 	����		�� �	������  ������� �����	�	�
 ��	���

�� ���������� ε � ��	���� 	������	�� σ� ���		
�  �������� ���� � ����

��� �!� 	����!��
�� ������		
�� !�!���	���

"�#��� 	�$	�� !�� !���$�����  ���	��� �#%���� 	��
���!� ����&	��

����	����&	�� �	������ ���������� '����	�!�& �	����� ����������(

U =

ε∫
ε=0

σ : dε =

ε∫
ε=0

σijdεij . '��)*(

+��!& !������ ,-. �#��	���	� ��	���	�� !�����	�� ��������	��� /�	���	� 

	����� � !�����!�� 0�� ��������	�� ���	� 	����  1�23� 1�453� 6 !����

!��� ����� ��� �	������ '��)*( 	� ���!�� �� ���� �	��������	��� �� ���
	�

������&	�� 
����	�� ����	� #
�& ���	
� �������	������� /�� ��� ��	�

���
 σ � ε ��� �!� !��������	
��� �� ���	�	�� '��)*( ���	� ����!��&

�������	�	�	�  �������	����&	�� �����

dU = σ11dε11 + σ22dε22 + σ33dε33 + 2 (σ12dε12 + σ13dε13 + σ23dε23) . '��)�(

7� ���	�	�� '��)�( ��	�� ���

σ =
∂U

∂ε
. '��)�(

8���&	�� ����	����&	�� �	����� ���������� U(ε) �����!� ��	��	��	��

��	����� ��	���� ���������� ε � 	��
���!� ������� ����	������� 9 ����

��� !����	
� !���� 0�� 
����	��

dUc = ε11dσ11 + ε22dσ22 + ε33dσ33 + 2 (ε12dσ12 + ε13dσ13 + ε23dσ23) '��):(

����� �����!� ���	
� �������	������

dU + dUc = d (σ : ε) .
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ε =
∂U

∂σ
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σ = C(x) : ε , *"�$$+

��� C ,�� ���
�� ������� �	������� ��������� ������  ��	������ ���
���

C �� 
������ �� 	��������������� ��������� � ����� ���������� ����� -��
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������ �� �������)�� ������
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������� � ��� ��������� �&'�� ��������

��� (���)�� σ = σ(ε)� 1���� 	���
���� �� ��'������� ������ �����������
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C ������� �
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������� ��������� ����������� �� ������ �� �������������� � ���� �������
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Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk , i, j, k, l = 1, 2, 3 , *"�$3+
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C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123

C2211 C2222 C2233 C2212 C2213 C2223

C3311 C3322 C3333 C3312 C3313 C3323

C1211 C1222 C1233 C1212 C1213 C1223

C1311 C1322 C1333 C1312 C1313 C1323

C2311 C2322 C2333 C2312 C2313 C2323
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.

������� �	������ ����� �������
�� ������ ���	�� C �����

�� ��
	����
���� ��� �������� ��	 �	��������� ���!� �"	�
����

��������# $��	���� ������� %&#��' �� σ� ������� %&#�&' ���
� ���

dU = ε : C : dε =
∂U

∂ε
: dε . %&#�('

)	�� �	��	��	!	 ��""�����	���� 

∂

∂ε

(
∂U

∂ε

)
= C , %&#�*'

����� ��

��� �	
�	���	� ���	�� 
	���� ����!	���

Cijkl = Cklij . %&#�+'

,������ ��	 �	�	�������	 ���	����� ����	 �������
�� �	
�	���

���	�� ����!	��� ������� �	 -&# .�	� ������ �		�������� 
�������


� ��
�
� 	���
� ����	��	���
� ��	�����
�#

�� �	!	� ��	�� �	������ ������� �� �����	� �	��������	� ���/

!�� �	��

 �		��	��� %&#�&' � ����
	���
 ��	�	��� ��
�� 	�0
�



��

�������� �	
�� �����	�����	������������	 ��������	 ����� �
	�	��� ���	�

�	
�	��� ��
��� σ � ε� �����
�� ������ � 	�����	 ���	�� � �!"# $��	���%

��� ��� ������ �	 $������ �� ���� ������	���� &����% �
� 
'��( ��������
)�

��( ����	�� *�������� Ox1x2x3 �����	�
��� ������+	��	

U =
1

2
(σ11ε11 + σ22ε22 + σ33ε33) + σ12ε12 + σ13ε13 + σ23ε23 . � ��"#

,�� ���	����� ��$���	��� �����
�( -
��	(���� ��	��	��#�

.�����+	��	 �	��� ������	����� � �	������������� � �!!# ����� ���

�����)� &�*�� ����$��% ��
���	��� �
	��'/		 ������+	��	

ε = C−1(x) : σ . � �� #

0�	�) C−1 ��� �	�$�� ������( �����
������ �������( * �	�$��� C� ,���

���	*� ��
�	��� �	�$���� �	��	����� ����� � ��		� ��*�	 �	 ���(���� ����

�	���� *�* � �	�$��C� . ����/)' 
��� �����	��� � �!!# 
��� � �� # �����
�

-
��	(���� �������	� ���

U =
1

2
ε : C : ε � ��1#

�
�

Uc =
1

2
σ : C−1 : σ . � ��2#

-�* ��	 �������
��)% ��*����
)��	 *�
��	���� ������3 ����
	( �	�$���

����
	( ��������� ����� 1 � &�*��� ���� ���$������� ���	���
� ��$���	��

�� ���
������	(� 4��
������� �$����	�% ��� ��$��	�*�	 ���(���� �������	�%

�
	*�������������)% ��*�$��	
) ��	
��
	���# �	
� $������ �� ������
	���%

� *�����3 ��� �$�	��'���� 5��	���% ��� *�
��	���� ����
	( ��������� ���

�	���
� ���$��� � ����	���	(� � ���$� � ���� ����
���	
)��	 ������+	���

�	��� �������� *�����	����� Cijkl ����� ��$��*��)% ������	�% � *�����
�


��	�*�( ����	�	� � �	$�
)���	 ����� ���
� ����
	( ��������� �
� ��*�3
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�
�
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�����

�
 ���# �����	���# �
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%
 �
������ � 
�
��

��������# ��
���� ��
��
��# ���� �
 
�
���� � ���&��� 
��� �
�


�����' ��
 ���	
 ���������# ������# �
��	�� � $�
� �	���� ���
 �����

(� %� #������������� �����&� �������	��' �
��
�&�� �� �
��# ������	�

	��
� ���	��
�
 ������� � 
�����)�� �	� ��� ��������� �������	� �

�
	�������		�����
� ��������
�� �
%
 
����� ��� ���
�' � �
�
��# ���

�	������� ��#�������� ��
����� ������# ��	 � �
�����)�� �
 �	
%
�

������� ��������
� *���' �������' +,�-' +,,-' +,.-' +//-' +001-' +00,-' +023-'

+020-' +02�-' +010-' +0�1-�

4	� 
������ 	���
� ��
��
�
� �����
� ����� 
���
 ��
����� �
�

��	� 5��� λ � μ� (
���' �

�
���� *0�,,6 �
%
 �������� �
�
��
��


σ11 = λ (ε11 + ε22 + ε33) + 2με11 ,

σ22 = λ (ε11 + ε22 + ε33) + 2με22 ,

σ33 = λ (ε11 + ε22 + ε33) + 2με33 ,

σ12 = 2με12 = μγ12 ,

σ13 = 2με13 = μγ13 ,

σ23 = 2με23 = μγ23 .

*0�7�6

8 ���
� �
��	�� �����
��� C � ������
� 9
��� �
%�� ���� ��������	�
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�� ����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ+ 2μ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2μ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2μ 0 0 0

0 0 0 μ 0 0

0 0 0 0 μ 0

0 0 0 0 0 μ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

�� �	��� �������� σ � ε� �������� � ��������� ����� ����� ������ ����

�� ����� ����� ������� ���������� � ������� ��� �������������� ��� �����

�� !��� �������� ����� ���	" #���� ��� !��� �������� ���������  ������

�������� �������� ����� �� ������� � ��$����%��" &� ������ '��� ���

������ ���� ��������� �������� ��� ������� ��� �� ������� � ��$����%��

��� ���	�� �� ���� ������� �� ������� � ��$����%�� ������" (�� ���������

��� ��� ������ ���������	
�� � �����	
�� �� ������� �������	� �����

������� �� ��������" #���� �������� ��� �� ����� ������� ���������� ���

$����%�� ������� ��� !�� ����� �� $������ )*"+�,"

-����� ������� .���� ����� �� �����	��� ������ ��!$$�%�����" /���

������� ��������� ���������� ������ ���� ���� ����� ��� x1" - !��� ����

��� ��� ������ σ11 �������� ������������ ��������� �� �������� � ���

���� 0��� � ���������� ������1����� E = σ11/ε11" 2������� �� ��������

$������ )*"+�, �����

2με11 = σ11 − λ

3λ+ 2μ
σ11



��

���

E =
μ(2μ+ 3λ)

μ+ λ
. ����	


���� ��� ��� �� ��� ��������������� ���������� ���������� ����

�� ��! "�#���$�!� ���  � ε22 = ε33 = −νε11� �"� �������� ν ��%������!

��##�$����� &������� ����' �(�� ���� ���"������� � ��"�

ν =
λ

2(λ+ μ)
. �����


) "���' ������ ����(���! "�! �"���' *��� ���� ���� ��� ��� ����

"�+��� ���%�

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
,

μ =
E

2(1 + ν)
= G .

����,


&��!���! G ��%������! �"���� �"���� ��������� � ���"��!���! ��� ��

�-���� ����!(���! �"���� � ���������+��' ��(�����' "�#���$���

��������� G = σ12/γ12�

.��%� �"���' �������� C � ����� �' #��� �(�� ���� ����(��

 ���% �"��� �������� E � ν ���

E

(1− 2ν)(1 + ν)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 1− 2ν 0 0

0 0 0 0 1− 2ν 0

0 0 0 0 0 1− 2ν

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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� ���� ��	
	�� �	���
 ������������C−1 � �
���	��� ��������� ������ ���	�

���� �� �	 ��
��	� �	
	� ����	��� E � ν� !�"�� �
���	��	 ������ �����

�	
	������ � ���
����# $�
�	

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11

ε22

ε33

ε12

ε13

ε23

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

E

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −ν −ν 0 0 0

−ν 1 −ν 0 0 0

−ν −ν 1 0 0 0

0 0 0 1 + ν 0 0

0 0 0 0 1 + ν 0

0 0 0 0 0 1 + ν

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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��#�� �  ��"	 (��)�

���� �����	� 
����

������ ����������� 
���� �����

*
���	��# �	�
�� ��
�"���� ����� 
���	���� �� �
� �������	 "
�����

+
	��	 ��	"� '�� ��$$	
	�,������	 �
���	��	 
�����	��� �����	���- ���

����
	���- ���
��	��# � 
���	�	 ����  � 

∇ · σ + f(x) = 0 . ���.��

��/���
�- '��  ��	�����	� �	 ������0	��� �	��� �	���
�� �	$�
��/

,�� ε � �	 ��
�� �	
	�	1	��# u = {u1, u2, u3}T � $�
�	 ��	�	���# � 
���	/

�	 ��2�

ε =
1

2

(∇u+∇uT) . ���.��
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� ������� 	�
���� ��
��������� � ������� ����� ������� ��������

����
 ������������ � ������������ ���������� � ������� ����!�"

��� 

σ = C(x) : ε . #��$%&

'�(�� ������ �
)����
�� �� ������� 
�������� ��� �������"

��� ���������"�����������	 ������� 
��
		 ����� *�	��� 
��"

��� ���������� ������+� ( ���� 	�
���� '�(�� �!�������� !�

���������"������������ ������� �������� ���� ��� (������� ���"

��� ���������� � ��������� σ � ε ������ � (���� �!(� 
��
		 �����

,�� ���������� ���
����(� (����� ����!� � ����� 
��
	���� �
�"

� ������� ( ������� �� ��)�� 	����!��� 
������ - ����������� 	��"

��!���� ������������ ���( ������� 	����!�� 
������ (���� �	
�

���� �������� �(�������

ē(i)(x) · u = ūi(x), x ∈ Γ
(1)
i ; #��$�&

ē(i)(x) · σ · n = q̄i(x), x ∈ Γ
(2)
i ; #��$.&

ē(i)(x) · σ · n+ κ(i)(x)
(
ē(i)(x) · u

)
= q̄i(x), x ∈ Γ

(3)
i . #��$�&

/���� ūi � q̄i� i = 1, 2, 3 0 �������� �
�(��� 	����!�� ������)���� � ����"

�� ���� ����� ��	�
�( ������������ ē(i) 0 ��� ��(����� �������

(������1 κ(i) 0 (2��������� 
��
		 #-��(�����(	& �������� 3�"

������ !� ��� ē(i) �	
� ���������� � ���������� � ��������� 	�������

��������� �� ē(1) �������� � ������������ ������� ������ n�

4������ Γ
(k)
i ��� ��� ���� 	����!�� 
����� k = 1, 2, 3� ��!���+���

����
+)��
 ������


Γ
(1)
i ∪ Γ

(2)
i ∪ Γ

(3)
i = Γ ; Γ

(j)
i ∩ Γ

(k)
i = ∅, j �= k, i, j, k = 1, 2, 3 ,



��

��� Γ = ∂Ω � ���	�

 ������ ���� Ω�

������� �� ��� ������� ����� �����
�� � ������� �������� �����

������ ������� ��	�
�� ���������
 ������� ������ ��������� 
 � ��!

	�� "������� � �� ���� ���������� #$�%&'� #$�%$'� � ���(� �������!

�� ���� "������
 ��"�� �������� ���� � Ω ���� ���)�� *"���� u�

ε� σ ���� ����� ������+��
 ������ �������� ������
 �� ������

Γ ≡ Γ
(1)
1 ∪ Γ

(1)
2 ∪ Γ

(1)
3 � ��� � *���"�� #$�%,'�

����� ������� ��	�
�� ���������
 ������� -�������  � ��� � ��	��

  ���� #$�%&'�#$�%�' ���� ����� ����
(��
 ������ �������� ������


�� ���	��� �������� � Γ ≡ Γ
(2)
1 ∪ Γ

(2)
2 ∪ Γ

(2)
3 � ��� � *���"�� #$�%.'�

������ ������� ��	�
� �  ��	����
 ������ # ��� �������� /,0'� ����!

��������� ��� �������� ��� �������� " ����� ��� � ������+��
� ���

 � ����
(��
� ������ �� �������� �� �
� ������ Γ�

1 � �������� " ���
 � ��	�"���
�"��� ������� ���������� 
 � *��!

�"�����"� �������� *���"��� #$�%,'  #$�%.'� 2���� ����� " ���
 #$�%�'

������
�� ��  �������) ������� ����� ���� "��"�� �  �� �)� ����!

��� ��� �  ��+��
� � �������� ����  �� 
��� �� ��*� ������� ����!

���� "��"��� ���� �� 1������� ��� � ������

1� � �� 3��  �"��
� ��4����� #� ��  ����'  �� F ������������ 


��� ����� 2���� ����� 3�  �� �  ������  �������� ���� ����"���� q

�� ���"� ���) ������� �������)���� �� ���)�" �� ���(�� "��������!

�
�) � �� �������)��� " ���
� ������� 
 #$�$�'  #$�$,'�

2������ ����� � ���  �� ��� ������� ���� "��"�� �� ��� �������

 *���"������� ��� ���)�� � ������+��
� ��� � ����
(��
�� 5�3���"

��(�� 
 �����)�� � �� ������� "���)	�) � �� ����� ��� ����������

 ����+)�  ������
 ������!*"��� u � ������!*"��� σ � "����!

�
�+� "������� #$�%&'�#$�%�'�

6"+� ��"�� ���  �� ���  �����) 3��� 1 ������ � ��� �� "������


#"������
 -��)�' � ���� 
 � ���"�)����  ������
 ����
(���σ  ��*��!



��

����� ε �	 
	����� �������������� ��������� �����������	� �� 	!	 �	�"

#	�� $�$���$ �	% ��	 ��	��$ �	������	��� �� ���&�'��$� ( ���!	� ��	�	��%

�� '����� ����������� u � ��
	������ ε �	�������	� ��������� �	�����"

�	��� ����	���  )���� ��

�������*��� ��������$� 	��	����*�	 ��"

��$+���� σ ���������$ ,�*����� " -������� .�� ��� ������� ���������

� ������# ��	�/�	���# ����	 ��/���'� 	��	����� ��������$�� �����	�

��	��� ����!	����

�&� �	�#	�� )��	 	 ���	*/�'��$ � �����	� ��	��� ����!	���� 0� 	�

�	�#	� ��������*% /������ 	� �	����	� � /������ (�	�� 	������*% ��	 	&���

��)����%  	�	�	� ��������	  	 ���� ����$�% �	 ��# �	� �� &�	 �	����	

�� �$  � 	� �/ 	��	���# 
	�����	�	 �

���	���� ��������$ � ����������$# �	���'��$ ��� ����+���� ������

�$ σ �	�����$���$ � 
	���� ������% � /���� � ���/	� ��
	������ ε ��"

 '�����$ �	 
	���� �������

1	�� 2�	!	 ��������$ 3��*� �	!�� &��* /������� �	 	��	�����	

[
(1− 2ν)Δ +

∂2

∂x21

]
u1 +

∂2u2
∂x1∂x2

+
∂2u3
∂x1∂x3

+
1− 2ν

G
f1 = 0 ,

∂2u1
∂x2∂x1

+

[
(1− 2ν)Δ +

∂2

∂x22

]
u2 +

∂2u3
∂x2∂x3

+
1− 2ν

G
f2 = 0 ,

∂2u1
∂x1∂x3

+
∂2u2
∂x2∂x3

+

[
(1− 2ν)Δ +

∂2

∂x23

]
u3 +

1− 2ν

G
f3 = 0 ,

����4�

!��

Δ = ∇ · ∇ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

� 	�����	� 5������

�������% ��	 �	������ ��)���$ ��������� 3��*� $�$���$ �	�	*�	

�����	� ����������� 	� /������� 6��������*�	% ��� �����	����* ��	��'

 �����' /�����% �	 ��	��$ ����7� �	�	*�	 ����	&��� 1	�� �	�����	� �



��

������	
� ���� 
 ����� ��� ��	���� σ � ������ ��
 �����
� ��
	
���� �
�

C :
(∇u+∇uT) · n = 2q̄(x) , �����

��� q̄  ����		�� ��!��� ���	
"	�# 	������	
��

$�� 	� ��	��� �
	��	�� ����	�	
� %��&� ���'� �������� ������	�� ��"(

!�� ��� �	������� "
���		�# �������� ��! !�! �	
 	� 
����&���� �����
�

�������	���
�

)����� 
����&����	
� ������*�	
�u � �
�� 	�
�����	�� ��!���(+�	!,



���	� �	�"��� ��-
�& ����	�	
� ���	����
� � 	������	
�#� $���� ��	���

��+����,

 ε ������������ � ��	�� �
�� ����������� �.��*�	
� ��!�	� /�(

!� ��'�� 0���	�	
� �������	���


∇×∇× (
C−1 : σ

)
= 0 ���1�

����	� .��& ��-�	� 
��		� � �"���� ����	�	
� ���	����
� ���2�� 3�!

�����&��� ����"����� -���& ����	�	
� 4��&����
(5
�"���� ��	��
���&	�

!����	�	� ��	���� 	������	
� σ� 3�! ��
��� ��-�	
� ��!�� ����"
 ��(

���
� ��.��� 6178� 61�8� 9�
 ����	�	
� ����� .��& ���
��	� � ��!������#



��

��������	�
 ��� ���������� ���	������ ��	������ � ����

Δσ11 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x21
= − ν

1− ν

(
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

)
− 2

∂f1
∂x1

,

Δσ22 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x22
= − ν

1− ν

(
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

)
− 2

∂f2
∂x2

,

Δσ33 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x23
= − ν

1− ν

(
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

)
− 2

∂f3
∂z

,

Δσ12 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x1∂x2
= −

(
∂f1
∂x2

+
∂f2
∂x1

)
,

Δσ13 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x1∂x3
= −

(
∂f1
∂x3

+
∂f3
∂x1

)
,

Δσ23 +
1

1 + ν

∂2ζ

∂x2∂x3
= −

(
∂f2
∂x3

+
∂f3
∂x2

)
,

ζ = tr σ = σ11 + σ22 + σ33 .

������

�����	�� �� 	� �	� ��� ���	������� �������� 	����� ������	� ������ 

��	�!	�� ��� �������
 �������� "�#��	���	 �� ������� $	�
 ��������� �

���� ������� ��#��	���	 �����	����� �� ���% &	� �����	�� ������ ������� 

	� $	� ���	� ��	���	������� ������� '����� �	��	 �	��	�	( �	� $	� ���)��*

�� ��� �#� �� ������ � $	�	 ������ �)���� �� �	���	�

" +��������� 	���� ������ �������� �	� ������ 	��� ��� ����	����

����	���� ������� ��,�	 ��
���	(�� � ����������� ���	������ -���� 	�*

� 	�� ��� ��	���	������� ���	������ ����� 	����� ������	� �������� ��

+�������	��(��
 +��������
 ����.���
 ��,�� ��������,�	( �	� $	�	

)���� �� ��,�	 ������	� � �)������� �����(	�	���

/�����	��(�	�� 	������ �����	������	� ��� �	�	������
 ������
 �����

������	� ��,�	 )�	( ���#��	����� ���������� ��	������ ')���� $	� 	��*

���� ���������	�� �� ������� ��	 ���	������ � ���������	�� �� 	�� �	�
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��! ������ �����
� ��� ���� � "�������
� � ���


��
�� ���������

������� ���� � ����������	

� �� �	��	
� �
�� ������ �����		��

�
 ��
 �������� ��� 
� 	�����	��� �����	
� � ��	��	��� ���	�
����

	�� �	���
� ��������

 ���� ������ ��� �����
�� ����		�� 	��� ��


	����
�� � ���	����	�� �����	

� ���	� �����
	� ��!��� �������		��

�
�
 �
���
"

���������	
��� ���� ��� ��������� �������� ������ ������
�� �����

����
������� ������� ��
�� ��� ������ 
���
������ ������� ���� ����

������ �� !"#$%& '��� ����� �
����� �� ����(��� 
��������(�� 
�� � ����)

����*���� ��� ����������� �� ����+� �� ������� 
���& , 
������ �����

-��� ����(�� �� �������� ����� ��
���	�� ���������  ��� �������
�� ��)

*�� 
������
������	 ����� � ��� *� 
�
���� ��������& '�� �����
� ����
��
�

� �
�������
�� ���������  ��� �������
�� ������� ���&

.
�� �����(� ���� ������
� �����
������ ��������
�	+ �� -�� ������)

���	
��� �*� �� ���
����� ��� ��� ��*�� �������	 ������������ �������&

/��*�� �
��� -�� ���
������� �����*��
�	+ �������� ���� �������	
� �

�����������	�� �����*����� 
�
������& 0���� �����*���� ����� ������)

���	 � ������� ����� � ���(�

� �� ������������& /������ �����������	��)

�����*������ 
�
������ ����� ���	��� �������� � �������� �� ��� �����

���������
� �� �������� ������ ��� ��� ������� �� 
���
����� ����*���

��������� � ������ ������ � ����� 
�
�������&

, ����+����� -���� ������� �� �
���� ��������*������ ��*�� 
�����	

��� �
�� ������� ������� ����� �"&12�3�"&14� 
���
����� �� ��� ����
������&



��

������ ����	�
���� ����
�

���� ��	
��	 ����� 	��������	 �� ������	 �	�� �	������ �� ��	��

����	��� ������	���� ���� ���	�	��	 ���	� ������	��� � 	�������� ��

��	�	�� �	������� � ������! � �����	��	 " �� �����������	����� ���#

��		�	���$ % &��� ��� �	� ������	��� σ(t, x)� 	�������� ε(t, x) � �	�	#

�	�	��� u(t, x) ������� �	 ���!"� �� �����������	���� "�������x� � ��"�	

�� ��	�	���� "�������� t$ '��"��� ��������� ��(	���� ���� f(t, x)� ��#

�	��������� ������"� q(t, x)� � ��"�	 �	"��� ����� ��� �	�	�	�	��� u(t, x)

����� �	���!�� � ����� 	�"�� ����	����$ )��	 � ���������	 ��	
�	� ��#

����"�� "��	����� ����� ���! ������	�� � �	�	� "�����	 ���� ��!�� ����#

����! � �	������	���� ���������$ *������	 &"��	���	����!��� ������

���		�	��� ����� 	�"�� ����"�	�����" "������"��� ����� ������ �����#

�	�� � +,-.$

% ����� 	�"�� ����������"	 ��� ���	���� ���������� "��	���� 	#

�"�	 �����	��� /,$�,0� ���		�����	 ������
	��� /,$�10 � ����� ��	 ����#

��� /,$�203/,$��0 �������� � ��� �	 ��	� "�" � �� ����� 	�"��� ��� �� � ��

��	�� "�" �������	�!���  �	� /���� ��	����0� "������ ���		��	��� ��(#

	���� ��������!� ρ �������� ���	����� � ��"��	��	� �� 	" �	��� ���	�

���! �����	� " �����	��� ������	��� /,$�40$

)����� 	�"�	 �����	��	 ������	��� ��		� ��

∇ · σ − ρ(x)
∂2u

∂t2
+ f(t, x) = 0 . /,$540

6� ��!��	 ������� �� �	�	�	�	��� � �"������ �� 	" �	��

u(0, x) = u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= v0(x) , /,$5,0

����� ���! ����� �� ���	�
	��� ����������"�$ 7	�!u0 � v0 3 �	"���#

���"��� �� ��!���� ��	�	��� � �"������ �����	����	���$
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����� ��� � 	
������ ����� �� �������� ������������ 	
������ ����

���� ����� ����� �������� � ��
�������� u� � ������� 	����� !"�#"$�

!"�#%$ � !"��&$ '�� 	
������� ����� �
��������� � ����

∇ · C : ε(u)− ρ(x)
∂2u

∂t2
+ f(t, x) = 0 . !"��%$

( ������ )�� ������ *�
���������� ����+��� 	�
	*�� ��� +	�	� 
���

����
������� ,������� ��� �� �����*� ���� ������� �
������ �����


�������� �
���
��������-� � �
�����-� ��
�����-�� .�� ��������� ���

���������-� /	��0��� � ����� ���)��� ��*
	��� � *
�����-� ��
�������

��*	� +-�� �
���������-� ���
���
� ����� �+
����

u = ũ(x) sinωt, σ = σ̃(x) sinωt, ε = ε̃(x) sinωt ,

f = f̃(x) sinωt, q̄i = ¯̃qi(x) sinωt, ūi = ¯̃ui(x) sinωt , i = 1, 2, 3 ,

!"��1$

*�� ω ����� ������� ����+��� � 2��� �������
	��� �-�	�����-� �����

+���� �� ��� ���������-� ��
�����-� ��
������� *�
����������� ���)�

�� ��*
	��� � *
�����-�� ��������� � ������� ������� � ( �
�������

��	��� 
������
������ ������ �� ��+������-� ������� �� ������� ����

+���-� ����+��� ������
�*� ���� !F = q0,1 = u0,1 = 0$�

3���� ����������� �-
����� !"��1$ � /�
�	�- !"�#"$4!"�#�$� !"��%$ �

��������� �������� �� �
����� ������ sinωt� ������������ 	
�������


�������� �� *�
���������*� ������� �
������� � ���	

∇ · σ + ρ(x)ω2u+ f(x) = 0 . !"��5$

6���� ���� 7������7��	��� �� �
�����-� ��*�� � '�� /�
�	��
���� �����

���������� � ��
�������� ������)��� !"�#"$� !"�#%$ � *
�����-�� 	����

���� !"�#1$4!"�#�$ �� ����� ���� /�
�-�
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 ����	
���� ������
���� ���
�
�� � ������ ����� ���
���

��
���� ������ ������ ��������� �����	�� !� �������� �����
���� ���

��� �
��� ����� ������������� � ������ "##$� "#%$� "&'$� "&($� "&�$� ")($� ")�$�

"(�$� "�'$� "��$� "�*$� "�($� "##�$� "##)$� "#)+$� "#*%$� "#*+$� "#�)$� "&'#$� "&'&$� "&'%$ 

������ ������	 ��	��
� � ����
�

, ��	
���
 ���
� ����
���� �
����	
���� ����
� � ���
�
�
�����

����
���� �������� �������
���� ������ ��
�
�� � �

�
����

�
	
��
�� ��� �������� �� -�� # & 

���� ���� � �	
����	�� 	����
 ��� ��	��� ���� � ������	 
���� �	
�����

,�
�
� ����������. ��� x ������
���. ����� �
��
� ����� ��
���

� ��	������ ��	��� O /	���
���� 	�� �����
��� ���
 �
	
��� ��
���

���	��
���� �
���
� 	
� 
�� ����� ,�
 ������
 ��
0
��� 1���� �������

�
�� ������.��� � �
2���������
 ��������
 ��
��� �������
��� �����

�� 2���3�
� �

�
0
��� u(X) 4�������� X ��	�� ��
��� � �
�
2��

��������� ��������� � ��������� x(X) 1��� ��	�� � �
2����������

��������� ������� �������
��
�

x(X) = X + u(X) .
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��� �	�������� ���
���

����� x� �� ��� �	����� ���
�� � 	
������� ����� ������ �	
������

���
������� ���
����X�  ���!��"�� ����#�� 	
�$��� u �  	
��

�%����� ��������!�� ���& 	
���
��������& ���
����� 	
�	�����'���

������� (������ �)� ��� �	������� ��� )��� 	���%��� � 
�%�� *�+�� �����

������� �
�� �
���� ,���� �)
�%��� ���
������ x ���� )��! ��)
��� �

������ ���������� 	
������

(���! E(x) > E0 > 0 - �����! .���� A(x) > A0 > 0 - 	��$��! 	�	�


����� ����� ��
���� f(x) - ������� 	�������! ��"��& ���� κ(x) -

�����! �	
����� ���������� κ0,1 - ������#���� �	
���� �	�
� �� ���#�&

��
����

/�������� ��� � ��������� ���
��#��� ��
��! %������ ���
����

��
%��

Ω = {x : x ∈ (x0, x1)} .

0% ��
������� �)$����� ����� ������!� ��� ������ ���
����� ��)
���

���� ��� x0 = 0�  ���� ������ %����� x1 �	
���� ����� ��
����

 ������ ����� ��%������� ����#����� ����
� ������ )��! ����

���� ����'��� 	
����!�� 	
�$��� u(x)� ����
��� ��
���!�� ���

	
����� σ(x)� ������'$� � �����& ��
���� � ��
���!�� ���
��#��

ε(x)�

,���� ��� � ��� � ��� �
&�
��� ������� ��
�� �	
������� �����

�
�� ������"���� �	�����'$� ��	
���������
��
������ �������

�� �	
����� ��
��� ����� ������� 
�%����! �� �
� �
�		�1

23 ����������� ������"��

ε =
du

dx
, x ∈ Ω ; 4*�563



��

�� ����	�
���� ����������� ������ �����

σ = E(x)ε , x ∈ Ω ; ������

�� ��������� ����������

d

dx
(A(x)σ)− κ(x)u+ f(x) = 0 , x ∈ Ω . ������

���� �� !���"�� ����� ���� � 	�!��#�"�� $���� ����#����� u ��

!��#�
�# ����%� � ������& ��
�$����� �'���������� 	�!!����"��
(��� ����)

����� �����*� ����	��

d

dx

(
A(x)

du

dx

)
− κ(x)u+ f(x) = 0 , x ∈ Ω . ������

+� ���
�*�� � ���	�	��# ���	�
�#& *����$��� ��
���� �� ���"�,

���� �� x = x0 � x = x1 #� �� ���	�
��( �� ��� ����

-� .�
���� /���,
�

u(x0) = u0 , u(x1) = u1 ; ����0�

�� .�
���� 1�2#���

−A(x0)σ(x0) = P0 , A(x1)σ(x1) = P1 ; ���03�

�� ����*�� ��	�
��

A(x0)σ(x0)− κ0u(x
0) = −P0, A(x1)σ(x1) + κ1u(x

1) = P1 . ���0��

4	��( u0 � u1 5 ��������� !������������ �#����� ���"��& P0 � P1 5 ��)

	����� ��
�� 6�#���#& $�� 7�� ���*	� ���#� �� ��
� ��( u0 = 0� +�� 7��#

*����$��� ��
� P0& P1 	�
 �� '��( ���#����� � ������� 	��* � 	��*�#



��

����� ��	�
������ ������ ���

P0 + P1 +

x1∫
x0

(f − κu) dx = 0 . ������

����� ���� 
�������� ������� �� 	��� 	����� �����	�������� � ���� 

����!� ���"��#������ $�%�� ����	 �� ��%��$ ���&� �	��%�!� ' �����	�	�

���!	 ��������� ������� ����� $�
�	 ��	 �(��$����������

)���$�	��$ 	��%� ����$������* $���� ����
�
� �	��%�! ��� ��������

���+��� ��
������� ' ,	�$ ������� ����!%���! σ(t, x)� ��(��$�&�� ε(t, x)

� ����$�-���! u(t, x) !��!*	�! (���&�!$� ���$����� ��������	� t � ��� 

�	����	������ ��������	� x� .������! ���	���	 ���+��� ���� f(t, x)� 
�� 

������ ����$�-���! u0,1(t) � ����!%���! P0,1(t) $�
�	 	��%� ��$���	�! �

���� ���&�����

/ ���	�$ ��� ����&��� �	�	������� ��������! ���������! ���"0� ������� 

���	�! � ��������� � ���	��� �����������

A(x)ρ(x)
∂2u

∂t2
− ∂

∂x
(A(x)σ) + κ(x)u = f(x, t) , x ∈ Ω , t > t0 . ����1�

2��� ρ !��!�	�! ��3�$��� ���	���	* $�	������ �	��%�!� 4���$�	�������

��������� ���"5� 	��%� ����������	�! � ��������� � ���	��� �����������

ε =
∂u

∂x
. ����6�

7�������� ���	�!��! ���"��� � 	��%� 
�������� ������! ���"��#������ ��	� 

*	�! � ���%��$ �����

8�! 	�
� �	��� �����+�	 (��$�������� ������� ������� ������� ���� 

����$� ������	 �������� ������! �� ����$�-���! � ������	� 	���� �	��% 

�!9

u(t0, x) = u0(x) ,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= v0(x) , ����5�



��

��� u0 � v0 � ��	
�
�� �������� �������� � �	
�
���� �

����������
� �

��
� ������
� �������� �������� �
���� ������� t0 �
��� ��� �����

����� ���� �� 
���������� 
���
����

!	
��������
� ��������� �������� �"���
�
 ������� � "����������#

u(t, x) ����� ��������� ���$

A(x)ρ(x)
∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(
A(x)E(x)

∂u

∂x

)
+ κ(x)u = f(x, t) . %&�'�(

)��� ��������������� ����
�����	�� 	
������� �"���
�
 �������� �


��� ��� ������ *��	+��� � ��	��  ������� ���,��� ����� 	� � ��������

"���������� �
��� ��� "���������� � ����

u = ũ(x) sinωt , σ = σ̃(x) sinωt , ε = ε̃(x) sinωt ,

f = f̃(x) sinωt , q0,1 = q̃0,1 sinωt , u0,1 = ũ0,1 sinωt ,

%&�'-(

��� ω � ���
  ������� ����
�� ��������# 	
������� ���
 ��� �������

����
�� �
�������# 	
������� ���� f = q0,1 = u0,1 = 0�

.
��� "
�����
�	� �������� %&�'-( � ��������� %&�/�(� %&�'�(� %&�'0( �


"��	��  ��	 1������2� �"��������� ��������� ����
�����	�# 	
�������

������� ����

ε =
du

dx
, x ∈ Ω ; %&�'/(

σ = E(x)ε , x ∈ Ω ; %&�''(

dA(x)σ

dx
+
(
Aρ(x)ω2 − κ(x)

)
u = −f(x) , x ∈ Ω %&�&33(

"�� ��	
�
�# � ������ ��"
� �������# ���
��� %&�/'(�%&�'&(� 4
������

u0,1 � P0,1 � � ������ ��"����� 	
�+��# "���������� � ��� �

���������5

�
� 6������# ���
��� �� ��������� ��� ��
� 	����
�  ������

7�
�� 
�������� ��
 "
�
���� ������� ��������� 
"������ ������
� "
5

������� �"���
� ����� � �
���� ������ *��	+��u �������� �
	
�� ���5



��

������� ε 	 
�� ������ ���
��� � σ ������� ��������� ��������� ���
��

�� ���� �������
� � ����������������� ���� ���
���

��� ����� ��� ��� 
��������� ���!������ ������� ������ 
��
��"

���� ������� ����� #������ ���������� � ��#������������ ������� �����

��
$���� 
��
���� �������� %
��� ��� x ����� ��������� ���� �������

���� ������� ������������� ������� � ���������� ������$��� ��$���"

��� & '��� ����� ()*+ �������������� $�� ,������ �������� ����� �����

���������
� ����


uy = zθ(x) , uz = −yθ(x) , -.�./.0

��� θ ������� 
��� �������� ��$���� ����
� ���x� y � z ������� ,�������

�������������

%�������� �����������

ux = ψ(y, z)
dθ(x)

dx
-.�./10

��������� ��������� ��$���� ������� �� ��� ��������� ���������� ��"

�������� σ12 � σ13� 2
����� ψ ��
$������ ��� ��#���� 
�������� � $���"

��! ���� �����! ����������� ��������� y � z ��� ���������! �����$��!


�����!� ���������! � ��������$����! � ����������! ������#���� �"

������ 
��
������ & ������������� $�� �
����� ���������ψ �������$��

��� � 
�� θ �������� �� ��$������ ���� ��� x� �� ���$��� '���� 
��

����� ,��� ��
$��� � ���
���� ������� 
��������3

ε =
dθ

dx
, M = kGJrε ,

dM

dx
= 0 , x ∈ (x0, x1) . -.�./40

& '��� ������ 
�� θ(x) ������� ��� ������� �
������� M(x) 	 ��
��"

��� ������ � ��$����� ��'�������� ��
$���� JR ������� �������$�����

�� ��,������ ����� ��$���� �������� ���� ������� kGJr �� ������� ��
"



��

������	 
��������� K ��� �����������	 ����������� ��������� ����

������ ������� ����������� �� � ������ ��!��� ��� ��� � "#�$%&'"#�%#&

 ���� (��� ��
� ���!��� �!���

θ(x0) = θ0, θ(x1) = θ1 ; "#�#)*&

M(x0) =M0, M(x1) =M1 ; "#�#)�&

M(x0) + κ0θ(x
0) =M0, M(x1) + κ1θ(x

1) =M1 "#�#)�&

� ��!���� � +��� ������ � θ0,1� ������  � ���� M0,1� � ������ � ��

���������� � +��
�� κ0,1 �� ����, ����
�� x
0 � x1�

������ ����	
 ��	�

-������� ������ -������� �������� �� ����������, ��+�����,� ������

(��� +��!��
��� .� -������� � ���� #/��� ���� 0� +��!+���
��� ��� +����

�� +�+������� ������� (���� ������ (��� ��� �����  ���!����	 �����

(��� !� !���� ���� �������� +���� � ��� �����  ���	 ����� +����

!���� ����� 1�� � ����� +�!���� �������� ��� �������  ��� !���� �������

+�� �����
���� (����

2�� ������ ���� ��� ��
���  ���� ���!� �+�������, ������ �  �,����

� !���� ���� ��� ����!��� ���� 34$5� 6�� ���� �� ��� ��� (������� ������

+�� ��� � !�� 7������ ����� ��,������, +��(�� � ��� �� ��������� ���

�� ��
���  �,�������� ,����������� �+����, ��������	� � �!���

� ��������+��� ���	����  ��������� 1����������� ��� ��� �����������

������� ����������� 8������� (��� +��!��
��� !�� ���������, "(���

9� �7���& � !��� �����, ��!�� "+�+���� ������ � � 3$$5&� :  �!��� ����

��(������	 ��	������ � 3#/*5 �����������	 +�!,�! ��+��������� !�� �+����

��� ����(� ����	 +������� "(���& � ������������ � �+����� ����������

�� � (������ � ������ �� �++���� ������ � +��� +��� �����	� 9��



��

��� ������	�
���� ��� ���
���� � ������ ������� ����� ��� ���������

	��
�	��� ��������� ����� �	����� ������� 	 �����
 ���	����	��������

��	���������� ����
������ � ���������� � ��������� ������� ����� ������

 �		
����
 ���	��� �!��� ���
��������� ����� 	 ��������
 	�����"

�
 	�

������
 ����	����#�� ���� �!��
�� ��������������� ���
��

$��� �! %��� ����� �������	� � ���	��	�� �!����� $	# x ���������� ����#

�������#��� ����� ������

&	�� '������w(x) ���������� 
��� ������ 	
������ �������#��� ��"

���( �� 	����	�� ������!�
 )�������( ������ ���
�����	# �*�( ������#"

��� ����
������ u(x, z) ����� ����������� 	������ ����� ������	� ��������

'������� ��������� z +�	# z ��������#�� ���	��	�� �!����, � �
��� ���

u(x, z) = −dw(x)
dx

z . +���-.,

/��#�� ����
����� w(x) +����
������, ����	������� � %��� 
������ 0��

'������ 	��!��� 	 ���
��#��� 	�	�����1��� ���������� � 	������	����

	

ε(x, z) = −d
2w(x)

dx2
z . +���-2,

3!����1��� 
�
��� μ(x) �������	� ����
 �������������� ��������� 
�"


���� �� %��� '������ ��'��
���� �� 	�����1 �����

μ(x) = −E(x)
∫∫
A

ε(x, z)z2dydz = E(x)J(x)
d2w(x)

dx2
, +���-4,

��� J 
�
��� ������� ����������� 	������� $	# y +	
� '��
��� +���-4,, ��"

�������#�� ���	��	�� �!����� 5�	�� �������� 	�������� 	��

F (x) = −dμ(x)
dx

, +����-,

�����	 ���������� 	�� ������	�� � ���*��� �����!�� � ���������
 ������"



��

����� z ��	�
 ��
 ����	�� ����� ���������� �����
 μ(x) � ������� ����

����� w(x) � ����
d2μ

dx2
+ κ(x)w = f(x) . �������

���� ������� �� !!�"���
 #$�#���� ��������% κ � $��
���
 ���$��������

��� $�$������� ����#��� f ���
��
�
������ &���� $���
������ �����
� μ ��

#�������% ����'(� � !���#�# ������� #�������� ����� $����
 ���

d2

dx2

(
EJ(x)

d2w(x)

dx2

)
+ κ(x)w = f(x) . �����)�

*�% �����+���% !���#��������% ������� ������, ����-�����, �
��� $�

��� ��������- #�����% ���� ������ �� ��	��� ���"� ����� x = x0,1�

.��	� ��� � ��% ��#��% $��������� ����#	���% #$�#���� �
��	�%, �$��

������� � $�����#��� $#��
�, ���� ��������� #�����% ���� � $���������%-

w(x0) = w0 , w(x1) = w1 �����/�

���� � $������������- ����-

F (x0) = F0 , F (x1) = F1 �����0�

���#
 ��
 ������ ���� 1��� ��)�� 2���� 
���, #�����% �� #��� �������

α =
dw(x)

dx
�����3�

"��
������ ����� ����� �  
�- 
����-

α(x0) = α0 , α(x1) = α1 �������



��

��� �� ���	
����
���
 ���������
 ���
���

μ(x0) =M0 , μ(x1) =M1 �������

����� ���� �������
���

���
���� �����
��
� ��� �	����� ������! "��"
��" �
� ��#��� �

������ ��	��� ���	$

F (x0) = κ0ww(x
0) + F0 , F (x1) = −κ1ww(x1) + F1 �������

�

μ(x0) = κ0αw(x
0) +M0 , μ(x1) = −κ1αw(x1) +M1 , �����%�

�����
����
���� &�
�� κ0,1w � κ0,1α ' �������
 #��((�)�
��� ��	������ ��� 

���	�

*��� � 	��#� ���
�� +
	����� 	������	������" �������
 ���,
��"

��	���! ���#�- �� ��" ����
��" ��((
	
�)�������� �	���
��" 

 ���,
.

��" �
�� ����� �
��� ��#���
 ���� ��
	)��

A(x)ρ(x)
∂2w

∂t2
+

∂2

∂x2

[
E(x)J(x)

∂2w

∂x2

]
+ κ(x)w = f(t, x) . ����/0�

�	� ���� ��
	)�" �	��
��" ���
	
���� �

��" ���#� �
 �	�����
��" ��

�������
�

1���� ���
	2��� �������
 ���,
��" ���#�- #�# � ��" ���
�� ��	�����

��
	,�"- ��������! � �	
�����
� ���#�
- �
�� ����� ������ 

 �������


�����"��
 
	
� 	���	
�
�
��" ��#��� �
	
�
�
��! � ������� �#�	���
!

��
# ���#�

w(0, x) = w0(x) , v(0, x) = v0(x) , v(t, x) =
∂w(t, x)

∂t
. ����/��

3 ����
 ��	����
�#� #��
����! ��	���! ���#�- �
���
����
 (��#)��



��

���������	
� 	�	����	� ��������� 	 ��������	
 ���� ���� �����������

�� � �	��

w = w̃(x) sinωt , μ = μ̃(x) sinωt , ε = ε̃(x) sinωt , �� �!!"

��������������� �� ω # $������ %������	
 ���%	 &���%�' ���% (�	���� ���

�����	����	�	 �������	'�	� ��	������	�	 �����	$��%	� ��	)��	'� '��

�'���' %	�����	$��%	� 	 �������'��	� ������*��	' �� �+,"� �� �+�"� � ��%�

)� ����� �������	� �	���	$��%�� ��������	'

d2μ

dx2
− (

Aρ(x)ω2 − κ(x)
)
w = f(x) �� �!-"

��	 �$��� ��%������ $������ 	� ���������	 ���	$��� �����	
 �� ��-"�

�� ��."� �� ���"#�� ���" 

������ ����	
��

/�������� ������� �	��
��
 �����	 ������� ��	�������� � 0��� ����

����� '��'���' ������ �����
 �������� 1 ������	$��%�
 ��$%	 ����	'�

�������� ���������'�� ����
 	�%��� ���%���$�� ���%�� �����	�� ��������

�� ����'	������ �� ���� ���������	'� ��%	�	 ����*	�	 ����')��	'�	�

$�� 0�	 ����')��	' �� 	����'���' ����������� ��	 ������$��� ����)��		

	�	 ��	)��	'� ��$�% �������� 2 �	��
��� ��	��	)��		 �����' ������	�

�����' 0���	' �������� �$	�����' �������	�������
 �����	�������� 	��

�����	� �� ����������	 

3���� ��%������ �	����� %����	��� Ox1x2x3 �	%�	������ � ����������

������������ 	 ��������	�������' �������� ���	���� ��%������ ����%��

������� Ω ⊂ {x1, x2, 0} � ���	��
 Γ ��� 4	� � -" 5�� ����$���� $�� �����

�	���' ����������� �������� ��)	� � ����%���	 x3 = 0 

2 ��	��)��	'� ������� Ω ��)�� ��������	���� %�% %�	���	��
��
 ����



��

��������	
 � 
������ 	���� n ����	� Aj� j = 0, . . . , n� A0 = Am� �������

��������� �� �����������	
Ω �������� ��
������ �����	����� 	 ���������

��������� ��
 ��

Γ = ∂Ω =
n⋃

j=1

Γ̄j ,

��� Γj �������� ��
����� ����	�	��
�� ����
�� 
�	���

Γj = {x1 = ϕj(ξ) , x2 = ψj(ξ) , ξ ∈ I = (−1, 1)}

� ��
������	 ����	�	��
	 !��
"	� ϕj 	 ψj� ��������	 �� ���
�����

�����
� Ī� #�	 !��
"		 ������������� �����������

∣∣∣∣dϕj

dξ

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣dψj

dξ

∣∣∣∣
2

≥ c > 0 .

$��	 ��� ϕj 	 ψj �������� �	������	 !��
"	��	 ξ� ����� Γj �������� ��
���

��� �	������ �����
��� %��� ��� &�� �	�������� ����������� ��� 
�'����

j = 1, . . . ,m� ������� Ω ������������ ����� ������ �����������	
�

���� ���� ���	
������� ��
�
��
����� 
������ Ω�



��

��������	
 ��� αj ��	 ����	�� Aj ����������� ��	���	 Γj 	 Γj−1�

�������������� ��� ���� ��� ��	���	������ ��� ��� �������� �� �	�� ��� 	

�������	�� ���� !�� �����������" 0 < αj < 2π� #��� ����
 �������������

�$���	 � 	��	%���
 ����	%�
�

&�'�� (�����	��'�� ��$�'�	�) $������ ���!��	�w(x1, x2) ���$����

��� ��� ������	���	 � 	��
��
 ����	� *����	�� ��� � ����	������ ��+

���� ������� �	� � �������' f ������������� �� �����,����	 ���$����

��-�� $��' �������	������ ��'�� ��������	�	 �����	�	 �����-��	��	�

&���� �������	� ����	�	 �� ���$���� ��-�� $��' ���	���� � �	��

τ

(
∂2w

∂x21
+
∂2w

∂x22

)
= f(x) . (���./)

0�������� τ �� 	��������� ���$���� ���������� ���11	%	����� ����-�+

�	� ���$�����

*������ !�� ���������	� ��-�� 1	�	����	�	 	 �������	����	�	 ��+

��������	 ��-�� $��' ������� ����� ������	� ������+1���%		 σ =

{σ1(x1, x2), σ2(x1, x2)}T � ����������		 �

σ1 =
τ

h

∂w

∂x1
, σ2 =

τ

h

∂w

∂x2
, (���.2)

��� h(x1, x2) ������� ��!	��
 ���$����� 3���%		 σ1 	 σ2 ��� ��� ���+

��%	��	 ����������� !	, �����-��	
 ���' ���
 x1 	 x2 �� $����� ��'

x3�

0�� 	 �� ����	 ������
 ������ � ������ ��2���� ������ ��1����%	


��-�� $��' �������� ���� !	� �$�����

ε =

{
∂w

∂x1
,
∂w

∂x2

}T

. (���.4)

���� ������ ��� �������, �������	� � �������		 (���.2) ����� $��' ����+



��

������ 	 	
����� ���


σ =
τ

h
ε . �������

� ����� ����
��� ������� � ������� ������
��
 ���	�
��� ������� 	� 

��!�
��� �
�
" 	
��� �����!
���

∇ · (h(x1, x2)σ) + f(x1, x2) = 0 . �����#�

$%� �& ��'� "�(��� &�������
 ��%	��) &��������� �%���
�) � 

&(� &����*� '%���� Ω �	%�
��� '+
(��
��
� ��
, ��"%����, ����
� Γ =

Γ̄(1)∪Γ̄(2)∪Γ̄(3)� -�!(�� �" .��, ����
� ����� �" ��'�� ���	�,Γj) ����


�
 �
�
�
��
��� (��& � (��&� �Γ̄(j) ∪ Γ̄(k) = ∅) j �= k) j, k = 1, 2, 3�� /� &���� 

*
 ��!(& �" �
&�
��	 Γ̄(1)) Γ̄(2) � Γ̄(3) �&�� '��� ����	%
�� �%
(����


��%	�� $���,%
) /
����� � 0���%
�� ��	
���	
��1

2� 	 �
�
�
�
���,

w = w0(x1, x2) , {x1, x2} ∈ Γ(1) ; �����3�

4� 	 �����!
���,

n(x1, x2) · σ = q0(x1, x2) , {x1, x2} ∈ Γ(2) ; ����56�

7� ��� ����&
 ������


n(x1, x2) · σ − κ(x1, x2)w = q0(x1, x2) , {x1, x2} ∈ Γ(3) . ����5��

8(
�� w0 � q0 9 �
����
 "�(����
 ����*�� &�������, ��
�
��� � ' 

�	�, �����!
���) n 9 
(������� 	�
���� ����%� � &����*
 Γ) κ > 0 9

�.���*�
�� ����&& ��������

0 (������
��� �%���
 ��%� ��
�*�� (%!�� '��� ('�	%
�� � ���� 



��

�� �����	
�

hρ(x1, x2)
∂2w

∂t2
− τ

(
∂2w

∂x21
+
∂2w

∂x22

)
= f(t, x1, x2) ������


� ������ �������� ρ ��������� � ������� x1 � x2�

 �� !�" ��� � � ���# ����$�%��# �������# &�' �������" ��(����$�

%����� �� ����������� � ������

w(0, x1, x2) = w0(x1, x2) , v(0, x1, x2) = v0(x1, x2) ,

v(t, x1, x2) =
∂w(t, x1, x2)

∂t

������


��!�$ �$�� ������$" (��$ ������� �)��%������� ��(����*�����%�

����(%�

+����������" %�������� '�����(����# �������� ��� %��%'� ���*

����$ �!�� �$�� ��%(�� �� ���� ����� ���������� ��������$# � ����

hρ(x1, x2)ω
2w + τ

(
∂2w

∂x21
+
∂2w

∂x22

)
= −f(x1, x2) . �����	


,���� w(x1, x2) - ������%�� �������� �������$" ω - ��� �������� (�����

�$�%!����$# ���!���� ��� (����� ��������$# ��������� .�������� �

(����$# �������$# �����	
 � '����(�$� %����� �����/
-������
 �������$

��%' � ��%'� � ����(� �� ��������$� ���(���� ���� ����f = w0 = q0 = 0�

������ ����	�
 �����
���
 � ���	�
 �
������������
 �������

���

0����$� ��%(��" ������� ���1� ������(���� ���(����" ���$������

������ �����!���$� �������� %��%'' ����� +(�������" ��������" (�"

��� �������$ ������ �����!���� σi3(x)" i = 1, 2, 3" ������%���# ����

�� x3 ����$ �%���

2 ����!����#" &� ������� �!�� ������������" ��������" �'��



��

���� ��	
�� ��� ��
���� 
������ ��
 ��� ������� ��� 
���� ����� ����


���
�� ��� σi3(x) 
�� �� ��������� � �����
� ����������
�� ����� 

�� ��� ����� ��
������ σ11� σ12� σ22 � ������������� ��������������

��� 	����� ������ ��������� �������� � ���
����!� " #��
 ����� ���	��

���������! 
���� $ �� ���������� � 
�������! %��
�

σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11(x1, x2) σ12(x1, x2) 0

σ21(x1, x2) σ22(x1, x2) 0

0 0 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. &'�'()*

" ���� �������� ���	�� ��%��
�+�� ����� ����,������ �� �����
��� ��

�	��������� 
������� 	���� -��� 
���� $ �� � ����� ���

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11

ε22

ε12

ε33

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1

E

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −ν 0

−ν 1 0

0 0 1 + ν

−ν −ν 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11

σ22

σ12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. &'�'(.*

" #��
 ����� ��
������� ε33 �� ����� ��� �	�	� ��#%%�+����� /����

����� ������� #�� %���+�� 
���� $ �� �������� �	 ������ � ��������!�

�������� ��� �� ���	 ���� ������ �� ������� ������! #������� 0�����

�$���� ! 	���� -��� 
���� 	������� � 
�������
 ����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11

σ22

σ12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
E

1− ν2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ν 0

ν 1 0

0 0 1− ν

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11

ε22

ε12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. &'�'(�*
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 �����
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�� ������ ������


	�������� �����	�� �� ��
������� ������� �����
��		εi3(x)� i = 1, 2, 3�

��� ������������� ����� �����  �� 
�!�� ���	��"�	� ����	
��� 	���� ���

�	�	���	# �����	���	" �� ����
����	� 	$ 	�	 %��&'��� ���
��� ������"

��������		 � (��
 ���������		� )���� ������ �����
��		 
�!�� ���	��&

� �	��

ε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11(x1, x2) ε12(x1, x2) 0

ε21(x1, x2) ε22(x1, x2) 0

0 0 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. *+�+,-.

/� ������		  ����	
 �����!����
 �����	�
� ���&�� ������ ��
���

����� �����!��	" �� ������� ��	�	��&��
	0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11

σ22

σ12

σ33

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
E

(1− 2ν)(1 + ν)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− ν ν 0

ν 1− ν 0

0 0 1− 2ν

ν ν 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11

ε22

ε12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. *+�+,1.

2��
��&��� �����!��	� σ33 ���!�� %��& 	�������� ��� %� ��	���	

�������������� ������ � �����"� /�	 (��
 �����'��	� ������ 3��� 	
��

�� ������	" �	�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε11

ε22

ε12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
1− ν2

E

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 −ν 0

−ν 1 0

0 0
1

1− ν

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11

σ22

σ12

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. *+�+45.
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 ��

����	�#� �����	����� � ���!� ������ ����
����	" 	
��� ���&�� ��� ��
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������	
�� x = {x1, x2}T � u = {u1, u2}T ������������ �������� ���	

������ ��������� � ������� ������������� ��������� ���������

� ������� ����� ������� �����������

���� ������	
���
 ����������
 �������

������ ��
�
��	
���
 �������
���

������ �� �� � !������ ����	� "������#��	 ��# � ��������� $���%

�������� �� �� � !������ ������� ���� � ������ ��&������ ������� �����

���� �������# ������	 �� ��W � �������# !�����	 �������� � �� %

��� ������� �'�� &������# ����# ���&����( !������ ��� ���������

�� ��� ������ !������ �������� ������ ��� ��������� ����� ����%

���� �&����� ����� )�� !������������� &���"�&� ������������ ���� �

������ ��� ��� �� ������ �� *����������#��� ������ ���������

+������� �� &���"�& �������#�( �� �� �������� ���( ��� �����%

"����� *�������� ����� ������� � ������ ������ ����� ��������#%

��� ���� &� ��(������ ���������� � ������� ���� ,��# &���"�&� �����

� ��� �� �������#��� �� �� δW ���������� ����� ������� &���'��%

���� � ���������( ����������( ������� &�� �������� �������������

����������� ����� ���	 ���# �	 � �&������ �������#�� &�����
�%

���� ���� ������� �������� � ������� ���������� -� '� &���"�& �'�

�*���������# � &%������. ���� δW = 0 �� �	 ��  ������� �����

�������#��� &�����
������ ����� ���������	� �������� ���������%

���� ����������� � ������������ ������� �������� � ���������� -����

 ����� &���"�& �������#�( �� �� !����������� ���������� ���������

��������

/��  �� &����� � ������� ��0�� &�����# !������ ��*���"�� � ��%

��� �&������ U(ε) �������� &���"���� ��&��'���( � &�����# �&�%

�����#�( !������ Uc(σ) ����������� &���"���� ��*���"�(� ,����	
��



��

�����������

U(ε) + Uc(σ) = σ : ε 	
�
�


����� ��������� U � Uc ����������� ��� � �������� ��� � � ����������

�������� ��� ���� �������� ����!�� ����!��U "������ ��� �� �� ���������

���"��� ���������� ε# � �� ����� ��� �������� ����!�� ���������� Uc

�������� �������� ����������� �����������

$�� �������!� ����!�!� ���������# "�������U(ε) � Uc(σ) �����������%&

'�� ������� ������% "����� �������� ����!���� �������%� ���! � ���!��

�# ����� �(��"��# ����������� ������� )���������

U(ε) = Uc(σ) =
1

2
σ : ε . 	
�
�*

+���,��� �������������� ��������� 	
��- � ���" ����� ������������

� ������������ 	
�./# �,������� ��� ��������� ����!��U ��� �"�������&

!� ��������� ����� (,� ������������ � ����' % �����,� ����"����,� ��

��������� ������� ������'���� U �����%'�� �(��"��

U(u) =
Gν

(1− 2ν)

(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

)2

+G

[(
∂u1
∂x1

)2

+

(
∂u2
∂x2

)2

+

(
∂u3
∂x3

)2
]

+
G

2

[(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)2

+

(
∂u3
∂x1

+
∂u1
∂x3

)2

+

(
∂u3
∂x2

+
∂u2
∂x3

)2
]
.

	
�
�-

0 ������ �(������ ����, "����� 1��� 	
�.2 ���� ��� ���������� ���



��

������� 	�
������ Uc ����� ���� �	� ���	����� ������

Uc(σ) =
1

2E

[
(σ11 + σ22 + σ33)

2

+2(1 + ν)
(
σ212 + σ213 + σ223 − σ11σ22 − σ11σ22 − σ22σ33

)]
.

�������

������ ����	
 ������	

��������� � ����� ����! "������ �#�	���$ % �����$��� �%��%���$  �	

	�&��%��� ��'����& ���� �  ��������� f(x) �  �%��#������& �����"�

ēi(x) · σ · n = q̄i(x) at x ∈ Γ
(2)
i , i = 1, 2, 3

% �� %���$ "" "�� ������ %�"���  ���������$ ēi(x) · u = ūi(x) �	��

� (��� Γ
(1)
i ������ Γ� ) ���& 
��������%"� Γ

(1)
i ∪ Γ

(2)
i = Γ ���! 	������

���%��! Γ
(3)
i = ∅ 	�$ i = 1, 2, 3 % ����%����%�� � �����(���$��! %%�	������

% ��%� �� *���� ��������! (�� ēi(x) $%�$���$ �����! �	����� � ������

���� +��� ���"���(�� ���� %���������  ���������$  ��	��%��� % %�	�

%�"���

δu = {δu1, δu2, δu3}T

���	  ���� %�(������$ ����& ����� %��# ���  ���(���$ ���	����� ��%,

�����-

−
∫
Ω

[(
∂σ11
∂x1

+
∂σ12
∂x2

+
∂σ13
∂x3

+ f1

)
δu1

+

(
∂σ12
∂x1

+
∂σ22
∂x2

+
∂σ23
∂x3

+ f2

)
δu2

+

(
∂σ13
∂x1

+
∂σ23
∂x2

+
∂σ33
∂x3

+ f3

)
δu3

]
dΩ +

∫
Γ

(n · σ − q) · δu dΓ = 0 .

�����.�



��

����� dΩ = dx1dx2dx3 � dΓ 	 
��������� ����� � ������� �������������

q(x) �������� ����� �������� �������!��� � �����"���� ����#

$������ �� ������ %�� ��� ���������� ���������� ���������� �

�����!� ����%�� ������� � ����������" �� ����

ē(i)(x) · δu = 0, x ∈ Γ
(1)
i , i = 1, 2, 3 , &'#'()*

����� ��+� �������� ������� ,����� � �������-�� � �������� ������.

�� � ������� &'#'(/*0

∫
Ω

[(σ11δε11 + σ22δε22 + σ33δε33)

+2 (σ12δε12 + σ13δε13 + σ23δε23)] dΩ

−
∫
Ω

(f1(x)δu1 + f2(x)δu2 + f3(x)δu3) dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē
(i)
1 (x)δu1 + ē

(i)
2 (x)δu3 + ē

(i)
3 (x)δu3

)
dΓ = 0 .

&'#'(�*

����� ������ �����!��� �����%���

δε11 =
∂δu1
∂x1

, δε22 =
∂δu2
∂x2

,

δε33 =
∂δu3
∂x3

, δε12 =
1

2

(
∂δu2
∂x1

+
∂δu1
∂x2

)
,

δε13 =
1

2

(
∂δu3
∂x1

+
∂δu1
∂x3

)
, δε23 =

1

2

(
∂δu3
∂x2

+
∂δu2
∂x3

)
.

&'#'(1*

2���+��� &'#'(�* �������� ����! ���-��� ���������� ������# 3�+�

�������� %�� ������������� ����+��� � ������ ������� �������� �

4������ &'#'(�* �������� ������ �����-��� �������� 
����� ��4����-��



��

U ���� ��	
����� ������� ��
������� σ ������ ����� �����	���� ε�

����� ��������� ����� ! 	���� 
���
����" � ����

δ

∫
Ω

U(u)dΩ−
∫
Ω

f(x) · δudΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ = 0 . �����#!

$�� ��������� ��������� ���%�����	 
�����
�	 �������"��� ��&���

'��� 
���
������"( ��� �&)�	�� � 
����*������ ��� 
��������"�(

�� ��+������� ����������( ������	� 
����� 
��������"��� ,������� ����

Π =

∫
Ω

[U(u) + I(u)] dΩ +

∫
Γ

J(u)dΓ . ����-�!

.������� 
���������� I � J �&)�	�* � 
����*�����* ��� ��������������(

� ���	��� ����-�! �
������/��� �����/+�	� ��������	�0

−δI = f · δu , x ∈ Ω ; ����-�!

δJ = n · σ · δu , x ∈ Γ . ����-1!

�����( 
�����
 �����#! 	���� 
������	��������"0

������� ��	� ���������	� �	��	
��� ���	���
 �����	�	 ���� ��������

���� �����	����	� �������� ��	 �	���������	� �������

δΠ[u] = 0 . ����-2!

'��� ���
��������� �&)�	�* ��� f � �������* ��
������� q̄i( i =

1, 2, 3 ����������� � 
�� ���"�������� �* ������� � ��
�������� �� ��	�3

��/���( �� �����������/+�� 
�������� 	���� &�" ������ � ����	 ����

−I = f(x) · u , ����-�!



��

J =
3∑

i=1

Ji, −Ji =

⎧⎪⎨
⎪⎩
q̄i(x)

(
ē(i)(x) · u) x ∈ Γ

(2)
i

0 x /∈ Γ
(2)
i

. �������

��	 
��� ��� ���������	� ��� ����������
� ������� ��������

���� �
��������� ������� 

������� ��	� ����� ���� �	
�	��� ���������� �����	�	 ����� ��������

������ ���������� 	����������� �������	� 
����� �	�	� �	���

�����	� ������ Π

Π[u∗] = min
u

Π[u] . �����!�

 	!�
��������	" "#$��%�� ���
�& ����
��&' � ����
��
����&' ����(

��)���� ��� u � u∗ �
��
�
����� � 
�*���	�� ui = u∗i + δui� i = 1, 2, 3�

+��� ��� ��$���
� �
���������, ������, Π[u] 
���
���� ������(

)���� u

Π[u] = Π[u∗] + δΠ[u∗, δu] + δ2Π[δu] , �����-�

��� δΠ � δ2Π 	��	,
�	 ����� � �
�� ��������� ���������� Π �
��
(

�
����� .����	 �������	 �������� 
��� ��� �
��	 ������
�%�&' 
���(


���� �������� δu � �� ����&' %��
�&' ���$���&'� � ������

δΠ =

∫
Ω

[
σ∗11

∂δu1
∂x1

+ σ∗22
∂δu2
∂x2

+ σ∗33
∂δu3
∂x3

+σ∗12

(
∂δu2
∂x1

+
∂δu1
∂x2

)
+ σ∗13

(
∂δu3
∂x1

+
∂δu1
∂x3

)

+σ∗23

(
∂δu3
∂x2

+
∂δu2
∂x3

)]
dΩ−

∫
Ω

(f1δu1 + f2δu2 + f3δu3) dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i

(
ē
(i)
1 δu1 + ē

(i)
2 δu3 + ē

(i)
3 δu3

)
dΓ = 0 ,

�������



��

δ2Π =

∫
Ω

U(δu)dΩ , �������

	
� σ∗ij = σij(u
∗)� i, j = 1, 2, 3� ����� ������������ 
������������� ���

�� ����� !�� ��� �	����"��� ����#$� ���� ����� �� �����%�� δui � ����

������� ���&��� ���� ��� σ(u∗) 
�� �� ��"�� '
���������� ��������

'�������� '��'	����� �� �� �� ����&��� � '"���� ������(��� ����#��� "��

����� �����%� δΠ �)��*���� � �'��� +���� ��	�� ��������' ���������

,���	�� U(u) ����� ������%�������� -'��%���� ��

δ2Π ≥ 0 . ����$.�

/ ��'"��� ��	
� ���� ���� � �������%� ��
�-�����������	� ���� -���

��������� ���������Γ
(1)
1 ∩ Γ

(1)
2 ∩ Γ

(1)
3 �= ∅� �� ��������� � '�������� ����$.�

����� ����� ������ ��	
�� ��	
� ��� ��� �����%�� δui� i = 1, 2, 3� �� 
�������

�� ����� �'�� � �)�����Ω� !���� �)��&��� ����� �����%������ ,���	�Π


����	��� ����	� �)�������	� ����������	� &��"��� �� ��(���� u∗(x)�

/ ������������ � 0��.1 ,�� '���� 
���� �� �� �)�)*��� �� ��'"�� /���

���������	� �������� ���2��� ���� Γ
(3)
1 ∪Γ

(3)
2 ∪Γ

(3)
3 �= ∅� / ,��� ��'"�� ������

%������ ,���	� '��'	�	� �������� ���� ���� � ������*���� 
�� ��

)��� 
�)������ � ,���	�� Π� ���� q̄i(x) = 0 �� Γ
(3)
i

Πw = Π+
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

κi(x)

2

(
ē(i)(x) · u

)2

dΓ . ����$��

3������� "�� �)*�� ������� �����%�����	� ��"������ � ������� �����

������	� ������������� �)�' 
���� � 021 4 0�1� 0��1� 0$#1� 0�21� 0�.�1� 0�.51�

0���1� 0��51� 0���1� 0��21� 0�$$1�



��

������ �����	
���	�� ��
	�
��

� ������	 
����� ��������� �������������� �������Uc� ����� �
���

���������� ������������ �������� ������������ ��������� �����������

������ � �������� ������ ������������� ������� !����������� "�� �����

��� ����� ����������� #�������� ���$���� ������� ��%�����& � ���������

��� �����&��� ��� ���$����% ������"���&% �� ������� Γ� � � Γ
(3)
i = ∅ ���

i = 1, 2, 3 !���� ����&����& σij � ���� ����������	� ����� �������� δσij�

i, j = 1, 2, 3 

'�������"���� ������$���& � ������& � ����������&% �� "���&% ����

���� Γ1
i ���"��&	��& ������������� ��������	

∫
Ω

[(
ε11 − ∂u1

∂x1

)
δσ11 +

(
ε22 − ∂u2

∂x2

)
δσ22 +

(
ε33 − ∂u3

∂x3

)
δσ33

+

(
2ε12 − ∂u2

∂x1
− ∂u1
∂x2

)
δσ12 +

(
2εyz − ∂u3

∂x1
− ∂u1
∂x3

)
δσ13

+

(
2εzx − ∂u3

∂x2
− ∂u2
∂x3

)
δσ23

]
dΩ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

(
ē(i)(x) · u− ūi

)(
ē(i)(x) · δq

)
dΓ = 0 ,

() )*+,

� ��������� ������ ���$��� �����#� δq = δσ ·n !���� �������������& ��

"���&�� ��� ������$���� ����� ���������� � ����

∫
Ω

ε : δσ dΩ +

∫
Ω

∇ · δσ · u dΩ−
∫
Γ

u · δq dΓ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

(
ē(i)(x) · u− ūi

)(
ē(i)(x) · δq

)
dΓ = 0 .

() )*�,

-��������� ����������� ����&����& ��������� ��� "���� ��� �� ���



��

������ 	
����
 ���	�
��
 ��	�	
��� ∇ · δσ = 0 � ��������
 ���	��

ē(i)(x) · δq = 0 at x ∈ Γ
(2)
i = Γ\Γ(1)

i , i = 1, 2, 3.

���� ���	�
��
 ������� ���	����� � 	���

∫
Ω

ε : δσdΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi

(
ē(i)(x) · δq

)
dΓ = 0 . �������

� ���
�����
��� ����  �
��� ���
����!�
 ����
��
 ������� ����"

��	��	�
� ����#�� 	������!�� ������
�!�� ��$��% ����� �	��
���

����	
���	�� ��� �&$�' ��������' � �
�
��� �����(
���% ��	�
�	��"

&)�' ���	�
���� ��	�	
���% � ��������� ���	���� *�� ������
�!���

����#�� �	��
��� �	���	
���� �
�
�
 ��+�

,(� 	��
�!% �� �����
����!�
 	���(
��
 	 $-
��� ���
����


� ���	�
��� ������� �	��
��� �
�	� 	����#�
� ������� ������
�!��

.�
���� Uc(σ)� ���� 	
��� ��
��&)�� �
�
��/

������� ��	� ���������	� �	��	
��� ���	���
 �����	�	 ���� ��������

���� �����	����	� �������� �	�	��������	� �������

δΠc[σ] = δ

∫
Ω

Uc(σ)dΩ−
∫
Γ

u · δσ · n dΓ = 0 . �����0�

*�� 1������	�� �� �	�
��� $$)
���� ����#��� ������
�!��

	������!�� ��$���

2���#�� �������� ���� ������
�!�� .�
���� 	 ���
��� �
���

�������� �
���
���	
�� 	��
��
� � ����#��� ������
�!�� 	������!"

�� ��$�� 	 ��
���(
���% �� 1���#�� ��������' �
�
�
)
��� �
 �
"

��&��� ��� �&$� � �
�
��� �����(
����

������� ��
� ����� ��� �	�������� ����
����� �����	�	 ����� ����

���������� ����
����
 	���������� ���	����	� ���������	� ������



��

��� ������ �������	��
��� ������

Πc[σ
∗] = min

σ
Πc[σ]. �������

�	
�� ���������

Πc =

∫
Ω

Uc(σ)dΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ �������

������
��� �� �����
��� ������� � �
����� 	
������
���� �����!
���" �#�$

����
���%� ��� σ∗(x)� &������
������ '��%� �������� ���(
�����)��� ��

�����%�� � �
��
*�� ��+� ,�� ��
	�)� �� �������� ����!��
������ ������

��������

δ2Πc = Πc(δσ) ≥ 0.

-�� ������������ ��*�������� *�!
� #��� �����������
�� �� ��	���"

%	
 .����
������
 ��������
 ����������
� � ����%�* �
��*" �� 
�Γ
(3)
1 ∪Γ

(3)
2 ∪

Γ
(3)
3 �= ∅� /�� !
" ��� � 	�� �������� *���*�*� ���
��������� '�
�%��"

	�������
����� ���
��������� '�
�%�� ����%�%� ���������" ����!
���� �

�����!
��� " 	��!�� #��� 	�#���
�� � ���������� Πc 
��� q̄i(x) = 0 ��

Γ
(3)
i 0

Πw
c = Πc +

3∑
i=1

∫
Γ
(3)
i

1

2κi(x)

(
ē(i)(x) · σ · n

)2

dΓ . �������

���� �������	

�� ��
��� � ��
�����

/�� !
 ��� � � ���	
�
 ��1�" ����*����* 	��!
��
 ����%�%� �
��" ��$

��*�)(
%� �#����� Ω � �������$%��	��� %�����
� Γ� 2��� �#3
*��
 ����

�����
	
�
�� � '��� �#����� � ���������) f(t, x)" �� �����
��
 	��!
���



��

���� ��	�
� ���� ���� ��� ������� ����� ����������� � ���������� �

1

2
∇ · C(x) : (∇u+∇uT)− ρ(x)

∂2u

∂t2
+ f(t, x) = 0 . ��	����

������������� �� ��� ē(i)(x) i = 1, 2, 3 !�"������� � "���# ��"�

x ∈ Γ ��� ������ n �$�����$��	 %��� �� �$��� ������� �� ��� ��&

��������� ��� "������� ���������# ������ �� �����'� Γ "�" !$�"'��

������� t � "������� x

ē(i)(x) · u− ūi(t, x) = 0, x ∈ Γ
(1)
i ; ��	�()�

ē(i)(x) · σ · n− q̄i(t, x) = 0, x ∈ Γ
(2)
i , ��	�(��

��� ����� Γ
(1)
i � Γ

(2)
i �����'� Γ = Γ̄

(1)
i ∪Γ̄(2)

i �� ���*� ����������#Γ
(1)
i ∩Γ(2)

i = ∅
��� �*�� ����"�� = 1, 2, 3	

� ������� � ��������"# �����'���# !��$����"# ����'�� +�&

������� ���	 ,��-� ��� ���������"�. "�����. ����� ����#�# $��$����

���� ���� ��$��� � ����* ������ "��������"# /������ ����

T =

∫
Ω

K(u)dΩ , ��	�(
�

���

K =
ρ(x)

2

(
∂u

∂t

)2

��	�(0�

/� ������� "��������"# /������	 1��� ��#����������� ����������� ��&

�� �������� "�" u(t, x) � ��"���� ���������� ����$������ ����"����

������ ��#���������� �������� "�" δu  � ��������� "��������"# /���&

��� T (t) ���� ���� ����� "�"

δT =

∫
Ω

ρ(x)
∂u

∂t

∂δu

∂t
dΩ . ��	�(2�



��

����� �	
���
� ����
�
�� ������� � ������� 
� δu � �
������� �� ���

����� Ω � ���
��� Γ� ������	 ��� �!"�� ����
�
��#

−
∫
Ω

[
∇ · C(x) : ε(u)− ρ(x)

∂2u

∂t2
+ f(t, x)

]
· δu dΩ

+

∫
Γ

[n · C(x) : ε(u)− q] · δu dΓ = 0 , ε(u) =
1

2

(∇u+∇uT) . �����$�

%�	���	� ��� ������� 
� �����! �������!

ē(i)(x) · δu = 0 �������

���
��
&' ������� �����(� �&���
��� � �!��� ���)�x ∈ Γ
(1)
i � i = 1, 2, 3� ���

��� �
���������
� ����
�
� �����$� �� ����	 � ����&�� *��	��� ��������

�	��	

∫
Ω

ρ(x)
∂2u

∂t2
· δu dΩ +

∫
Ω

ε(u) : C(x) : δε dΩ

−
∫
Ω

(f(t, x) · δu) dΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ = 0 .

�������

+� 
�� ��� �
���������
�� ����
�
� ������� 
� *�)������

�	 �
�������

t ∈ [t0, t1] 
� 
���,��� -�� ����
����� .�� ������/
�

t1∫
t0

∫
Ω

ρ(x)
∂2u

∂t2
· δu dΩdt+

t1∫
t0

∫
Ω

ε(u) : C : δε dΩdt

−
t1∫

t0

∫
Ω

(f(t, x) · δu) dΩdt−
t1∫

t0

3∑
i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(t, x)
(
ē(i)(x) · δu

)
dΓdt = 0 .

�������

.�� �!"�	 ,���	  � ������
�  �
�	����)��� ���
���� ����� �
�



��

��������	
�� �� �	��� ������� �	�	����� � ������� ������� �� �����
� t�

� �������	�� �����	��

t1∫
t0

⎧⎨
⎩
∫
Ω

δK dΩ−
∫
Ω

δU dΩ

+

∫
Ω

(f(t, x) · δu) dΩ +
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(t, x)
(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ dt

−
∫
Ω

[
ρ(x)

∂u

∂t
· δu

]t=t1

t=t0

dΩ = 0 ,

�������

��� ����
	��
�� δU � δK ���������� ��� �	��	�� ����
��� !
�����

������	��� U(u) � ����
��� "�
�����"� !
����� K(u)# �	�	

$� ���%

���� �����&� ���������

��

'�� �����	
���

�%�����

	� "�	��	� �	�	�	 �	�	����	��� ��� 
	%

�	��
$( � "�
��
$( ������)�
��(

u(t0, x) = u0(x), u(t1, x) = u1(x), x ∈ Ω , �����*�

�� �����
� ��+��
$ �
����	� � ������� ������� �	��
 
���

'�� ��+��
	� ����
��� ��$ f � "����
�
�$ ��	
��
� 
	����"� q̄i#

i = 1, 2, 3 
� �	���� �� ��
"��� ������)�
� u(t, x)# �� ��,
� �����# �	"

,�# "	" � � ������� ����-*� ��)�� ����
��	��
�� !
�����Π(t) � �����%

)��� ��
"�����

I = −f(t, x) · u ,

J =
3∑

i=1

Ji, Ji =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−q̄i(t, x)
(
ē(i)(x) · u

)
x ∈ Γ

(2)
i

0 x /∈ Γ
(2)
i

.

�������



��

������ 		��
 	 ����������� ���������� �����	�


H =

t1∫
t0

(T − Π) dt, Π =

∫
Ω

(U + I) dΩ +

∫
Γ

JdΓ , �������

������� 	���������� ����� � ��	�� � ������� ����!"� ��
 �����#������

���#�
� �$�� ����%��� �� �����#����� ���#�� 	 ����	����	�� �

δH[u] = 0 . �����"�

���� ����&�� ������� '�������� ������(

������� ��	� ����� ���� �	
������ �������� u(t, x) �
���	�	 ����� �	�

�	��� ��	�����	���� �������� ���	��� ����)*� � ��������� � �����

���������� ���	��� �����*�� ������������	� �������� u∗(t, x) �����

���� �����	����	� �	��	� ������	���� H�

+����� #�� 	 ����	����	�� � ,�� ��������� �����#� � ����	�
 	

�����%���
- ����)*� 
	�
.��
 ��%���	��� � � ���$� 	 ����
���
 ��#/

��� 0������	� ������	��� � �����#� � ����	�
 ����)�� ���� � �� �#��� 

������ ����������� ��� ������ � #��� ��&��$���
 ������������ u(t, x) 	

����������� H�

���$� ��� � ��
 �����#������ ���#�
� �$�� ���������	��� �%� ����

	����������� ��	��$������ ������� 
	�
���
 ���������� � �������� '�/

�������� 1#������
� #�� ����	�
 ����)*�� ����)�� &���� �� ������� ���� �

������������� ���������

v =
∂u

∂t
�����2�

&��������	��� 	 ��#��� � 	 ����� 	�������� �����	��� t ∈ [t0, t1] 	 ����	��/

��	�� �

v(t0, x) = v0(x), v(t1, x) = v1(x) . �����!�

3��� ������� �������������� ������#����� ,������Tc(t) � ��������������



��

������	
���� �����		 Πc(t) ����������� ���

Tc =

∫
Ω

Kc(v)dΩ, Kc =
ρ(x)v2

2
,

Πc =

∫
Ω

Uc(σ)dΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(t, x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ ,

�������

����
 �������	 ��	��	� ��� ��� �	��
�


Hc[σ, v] =

t1∫
t0

(Tc − Πc) dt �����!�

"�#�� $%�� ����"��	���
�&

������� ��	� ����� ���� �	
������ ����	������ ��
������� σ(t, x) �

��	�	���� v(t, x) � �
���	 ����� �	�	��� ��	�����	���� �������� ���	�

��� ����!�� � ��������� � ����� ���������� �	��	���� �����'�

������������	� ������� σ∗(t, x) � v∗(t, x) �������� �����	����	� �	��	�

������	���� Hc�

( ��� ���"��	��� � ��
����	� �	�
"	)�� ��� �
������	�

∇ · σ + f(t, x) = ρ(x)
∂v

∂t
�������

�
 �
�%�
���� �
 ��� �		 �
���#��	 	 � �������  
 �	�������	
�����

���
�	)��	�� � ��������	�  ������%" ��
�	)�%" �����	�" ����!�� � �
���*

#��	�+� ,���������%� �����	� � ����"����	�+ ����!�� �������� �	����

)
���� ��� �	��
�
 Hc�

-��	� ���)�� ����� )�� �$
 ��	��	�
 .
"	�����
 	 ������	�����%  

��"� ����"��	���
�% ��� ������
��������*���"���%+  �
��%+ /
�
) 	 ��

"���� $%�� ��������������� ��	"����% ��� ��0��	� �
)
����* �
��%+ /
*

�
)�  ����%� 0	�� � �
�������
���% � �	�
"	 ��



��

������� �	�

��� ����� ���������� ��������� � ���������� Ξ	

������� � ������� �� Ξ

u(t0, x) = u0(x) u(t1, x) = u1(x) �

v(t0, x) = v0(x) v(t1, x) = v1(x)

∫
Ω

ρ(x)
[
v0(x) · u(t0, x)

−v1(x) · u(t1, x)
]
dΩ

u(t0, x) = u0(x) v(t1, x) = v1(x) − ∫
Ω

ρ(x)
[
v1(x) · u(t1, x)

]
dΩ

v(t0, x) = v0(x) u(t1, x) = u1(x)
∫
Ω

ρ(x)
[
v0(x) · u(t0, x)

]
dΩ

u(t0, x) = u(t1, x) v(t0, x) = v(t1, x) �

����� ������ �! ����"�#���$% ������� �	& � �	' ����� ���� ���(��)

�������� �� ���������#�� ����� � ������� ���������� � �������������

���������	 
�*�����+� (� #��$��$ ���� (��� ���(( ��������! � #����)

��! ������$% �#�����! � ���! ����! �������! ������� �	�% ��� #�����!

(�����( ,��������� -�	�./0% ��(�����% ����� ���� ������ (���� (�������

���������� ������ �(���������� ����� Ξ # "��#������� ��$����� -�	�.102

Hu = H[u] + Ξ[u] . -�	�.�0

3��� ���� ������� � (��������� ��4������ ��������� � "������ -�	�'�0	

5��#�����$ ��� 6���� ����� (���������� ��� ���! (��� ������� � �������

������� ������� �	�	

5�# ����� � (�������$ ����#� ������� �	� "��#������ ��$�����H ���)

(����� � ����"�����������Hu �� ����#� � ������% #���� ��#��� (�����*�)

��� u ���� � ������ � � #���� ���������#��� (������� -(����� ����#�0% �

��#��% ���� ��#������ (���������#�� ������� �������� �� (�����*����U

� �#������ V 	



��

������ 	
���� � ������� ����� ������	�� 	 �������	���� �	
�����

��� ������ ��
� ��	����� � ����
 �� ��
���	� ��������	�� ��
���

��� �
� � 	�����	���� 	 �������	���� �	
������ � ���
�! � � "	�����

#$� ��	���� ��
����% ω ��
��� ���& ������% �������� �������

ω0 =
2π

t1 − t0
. "� ��'$

(���� 	�����	����)�� ���	����	������������� ��������!�� ����

���& �	�)	��
�� ����	��
&�� ���)��% � ��*��� 	�
 � 	�����	����

	

u = ũ(x) sinωt , f = f̃(x) sinωt , x ∈ Ω ,

ūi = ˜̄ui(x) sinωt , x ∈ Γ
(1)
i ,

q̄i = ˜̄qi(x) sinωt , x ∈ Γ
(2)
i , i = 1, 2, 3 .

"� ���$

+�� 	
� ������� ��*�� 	�
� � �������� ���)��� �����

��� � ��
 ��)� ���� �������� f = f̃ (1)(x) sinωt + f̃ (2)(x) cosωt� ��

,�� ������ �	
�	���  
��%��	�� ���� ���& 	���� � ���� ��������

��� � -��� "� ���$ ������ ��� 	��	������ ��	���� 	�������� ��
����%

f̃ = ˜̄qi = ˜̄ui = 0$ ���� ��
��� �
��&	� �� ω0 � ��
&�%*�� ���� .��
&��/

���� ���)� 

0�	
 ���	������� �������% "� ���$ � -����
� "� �11$ � �	�
�����

����	�)�� �� ����� �
�� sinωt� �����!������ -����
������ �
� ������

���	��� ���
���� u(x) �
� ��� ���

ω2

∫
Ω

ρ(x)u · δu dΩ−
∫
Ω

ε(u) : C : δε dΩ

+

∫
Ω

(f(x) · δu) dΩ +
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ = 0 ,

"� ���$

������� �����!�� "� �2�$ �
� 	�����	���� 	
���� �� �	�
����� ������



��

������	
������� ����	�

� ������
	
� �������	� ��� �	���������� �������� ����
 ���

Lh =
ω2

2

∫
Ω

ρ(x) (u · u) dΩ− 1

2

∫
Ω

U(u) dΩ

+

∫
Ω

(f(x) · u) dΩ +
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ = 0 .

� � ��!

"�#���$ �	��	����%� #�����# ��� �%�������%� ���&	��� �#���� 
��	

��� ���������	
� �����'(�� &�	��)

������� ��	� ����� ���� �	
������ �
����� u(x) �
����� �	�������

����� ��	�����	������ �������� ���	��� ē(i)(x) · u = ūi(x)� x ∈ Γ
(1)
i �

�������������� �	�� �������� u∗(x) �������� �����	����	� �	��	�

������	���� Lh�

*	����$ ���	 �������	�	

Lω =
ω2

2

∫
Ω

ρ(x) (u · u) dΩ− 1

2

∫
Ω

ε(u) : C : ε(u) dΩ .

��� �&�
����%� ���&	��� 
��	 ������
 ��#�����
���� �� ��	���+

��� � � ��!� , �
��
�
��'(�� #�����# ��	��
)

������� ��
� ����� ���� �	
������ �
����� u(x) �
����� �	�������

���� ��	�����	������ 	��	�	��� ���	��� ē(i)(x) · u = 0� x ∈ Γ
(1)
i �	� 

�������� �	�� u∗(x) � ����	�	� ω∗ �������� �����	����	� �	��	� ���� 

��	���� Lω�

-
� #�����#% �"����%  �. �  ��! ���
 &%
� &&(��% �	 ����	� ��	+

����%� ������ � �#����� ���	���� 	�	����� �
	
������� ����	'�
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���� ������		
� �������		
� ��	���


������ ������������ ����� �������		
�� ��	������

������ �	
�������� �
��
������� �������
 ��	� ��	���� � �
����

	� ���� �	� ��
������� ��
���� �
�
 � ������ ���������� ������ ����� 

������� �����
	!��" �
���� ��	��� ����# ����������
��� ��
�����" �
��

������� � ��
����� ��	���" �
 �
��������� $�� ����������� ���������

������� �������� � �������� #���#�#
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������� ������� �������� ������������ ������ �� ��� ����	 �� �����!� ��

�����"��#� �������������� ������������ �����	 �������	 ��$�� #���	 ��"

��!��� #���� ������������ ��� ��%���� ����� ������ �
������� &�� ���"

�� ���#����� �������� ��� �������� ��������� ��������� � � �����! ��

����� ����� ��
���� #���� ������� ���$��� ���������

'� #���� 
������������� �������	 ��� ����� ���$������ (����$� ��"

������ ��������������� 
������� � ������������ ���������� ��� 
�����"

��� ��������� ������������ 
�����
��� &��� 
����� ��$�� #��� 
�������	

��
�����	 
���� ��#������� ��������� ��������� ��������� ������%����

������ �
������ � ����$���! ��� 
�������� ������ ���������� U(ε) �


��� �! ���$������ (����$��

)��������� �
���� ���� ������! �� 
��������������! �#�����Ω � ��"

������� ��������� ���� ��
��	 � ������ � 
����� ����� � ��
��$�����	

���� Γ = Γ̄
(1)
i ∪ Γ̄

(2)
i 	 ������ ����� 
������� �#����������� *����� %���� ���"

$������ (����$� σ11(x)	 σ22(x)	 σ33(x)	 σ12(x)	 σ13(x)	 σ23(x)	 ������� ��"

��!��� ���
�������� ������� σ(x)	 �
���������� � �#����� Ω	 ��� ����"

��� ��������� x = {x1, x2, x3}T	 � ��� ����� ���$����� pi(x)	 i = 1, 2, 3	

������� ����!��� ���
�������� ������� p(x)	 ��������� �� ���%��� 
�"

��������� Γ
(1)
i � +�����
 ,� " *������ �������� �#�# ����� ������������

�������������	 ������� �������������	 ��� �������������� ��%���� u∗(x)	

ε∗(x)	 σ∗(x)	 p∗i (x)	 i = 1, 2, 3 ������ �������� �
������ ��$�� #��� 
�����"

�� �� ������� �������������� �����! �� �����������

Π1 =

∫
Ω

U(ε)dΩ−
∫
Ω

σ :

(
ε− 1

2
∇u− 1

2
∇uT

)
dΩ−

∫
Ω

f(x) · udΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

pi

(
ē(i)(x) · u− ūi(x)

)
dΓ−

3∑
i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

-.�.�/0
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ε23� σ11� σ22� σ33� σ12� σ13� σ23� p1� p2� p3� ������� ����	��� �
�� ������ u�


�	 ������	 ε � σ� 	 �	��� ��� ��	������ ������� pi� i = 1, 2, 3 
�����

��� ����	�����	�� � ��	������ � � �!"� #�� $��� ���	��� 
���������%

��� ���	��&���� �� �	��	
��	���� �	 $�� ����������� '���� �	�������

&�� ē(i) $�� �	
	���� ����� ����	���� � ��	��&���� ��&�	�� � ūi ��� q̄i (

��	��&��� ��	&���� ������)���* � �	�������*� 
�*�����)�+ �
�� $��+

������

#����� �	��	��� ��������	�	 ,�%-	��
��Π1 ����� �	���	� � ������%

��* �����

δΠ1 =

∫
Ω

(
∂U

∂ε
− σ

)
: δεdΩ−

∫
Ω

(
ε− ∇u+∇uT

2

)
: δσdΩ

−
∫
Ω

(∇ · σ + f) · δudΩ +
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

(
ē(i)(x) · u− ūi(x)

)
δpidΓ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

(
ē(i)(x) · σ · n− pi

)(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

(
ē(i)(x) · σ · n− q̄i(x)

)(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ = 0 .
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� ��������	
�� x ∈ Γ
(1)
i � 
 	������	
�� x ∈ Γ

(2)
i ��

σ = C : ε, ε =
1

2

(∇u+∇uT) , ∇ · σ + f = 0 ,

ē(i)(x) · u = ūi(x), x ∈ Γ
(1)
i ,

ē(i)(x) · σ · n = q̄i(x), x ∈ Γ
(2)
i , i = 1, 2, 3 ,

������

� ����� ��
 �����	
����	�� ����	���	
�� ����		�� 	� �	��	� ������	���


����

pi = ē(i)(x) · σ · n, x ∈ Γ
(1)
i , i = 1, 2, 3 . ����!�

"���	
#���
 ����� �	��
���� $�%��	��σij 
 pi 	�����������		� ����&��


� &���	�	
 ������ 
 ����!��

'��
� �(������ ���)
�	��	�� &����
� �(�(��		�%� *&	�)
�	��� Π1

���+#�+� � ��(� &���	�	
� ������ ����#
 ������� ,��
 -
	��������
�

&����
� &��&%�� ��	���	
�� ����	� 	� 	�������� #����� Γ
(3)
i � i = 1, 2, 3�

%��	
)� Γ� �� �	
 ��%&� (��� &#��	� �&��� ��
����
	�	
� �����	
����	��
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���
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�� ���0
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� #��	�� � ����1�� 4���� .��0



��

�� �����	��
� Π1 ���� �����	�
�� � �	��

Π2 =

∫
Ω

U(ε)dΩ−
∫
Ω

(
ε− ∇u+∇uT

2

)
: σdΩ−

∫
Ω

f · u dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

(
ē(i)(x) · σ · n

)(
ē(i)(x) · u− ūi(x)

)
dΓ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ .
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�	����& ������	����	 ����
�
!� � ���
�� 

���	 ������'��	��	 ��������	 �����(��

)����!"�� ����"��	� �����	��
�
 ������� ���� *��� ��
�	���
�� �
 

����& ������
 C−1 : σ ��� ������
�	& ε# � ����������		 � +
����� ,��
 	

	�����	���
�	�� �� %
���� %����� � %
�����	 ���	�������	 ������"��	&

� ��
����		 �������� - �������
��# �"� ��	� �
�	
�	����& ��	��	�# ������ 

�	���
���& � ������"��	�. u 	 �
�����	�. σ ���������� ������ � ���� 

�	��
���

Π3 =

∫
Ω

Uc(σ)dΩ +

∫
Ω

(∇ · σ + f) · u dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

(
q̄i(x)− ē(i)(x) · σ · n

)(
ē(i)(x) · u

)
dΓ ,

�������

��� UC ��� ��������� �����		 �
�����	&�

- ���& ������	����� �
��	���
�	� ����������� �����	������ �����	

���
�	�	��. ����������� ������
 ������"��	� u 	 ������
 �
�����	& σ#
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��� ���
�

�������� ��� 	�����
��
�� �	�����  ���� !�
����
��� �	��

σ =
1

2
C :

(∇u+∇uT) , ∇ · σ + f = 0,

ē(i)(x) · u = ūi(x), x ∈ Γ
(1)
i , ē(i)(x) · σ · n = q̄i(x), x ∈ Γ

(2)
i .
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�&� 	�����&� ��������

�� !��&��

������� '��*�	��� "���+,$� -��	�������
�� �	�� 	���
�.�
�� ���
� /���

ε = C−1 : σ

	����� �����
�)�	�� �� ��&��
�
�� ��
��� ��!��&���� ε &���� ���� �	�

��)��
� � !�
����
��� '��*�	��� "���+0$� %�	��  ���� ����������
���

���������)1�� ������
�� �&��� ���

ΠR =

∫
Ω

(∇u+∇uT
2

)
: σdΩ−

∫
Ω

Uc(σ)dΩ−
∫
Ω

f · u dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

pi

(
ē(i)(x) · u− ūi(x)

)
dΓ−

3∑
i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ .
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��� 
����&��� � 3�45� ��� ������	� ����� ���	���

	����� ���
��
�� �	�����6

Γ
(1)
1 = Γ

(1)
2 = Γ

(1)
3 , Γ

(2)
1 = Γ

(2)
2 = Γ

(2)
3 , Γ

(3)
1 ∪ Γ

(3)
2 ∪ Γ

(3)
3 = ∅ .
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�� � ΠR �&�
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���)��� u� σ � pi(x)� i = 1, 2, 3� 8�� !�
���� 
� ����
���
�� 9	�����&�
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���	�� �� ������ ��
���� ��������� � �
��	�	�� #�!$��%

� ������	�� �	������ pi(x) � ������������ � ��
��� #�!�&'%� �����(

���� �
���� ��
�� ��
�����		��� �
�	���� #�!�&&% � ��	����	��� −Π3!

)��� ����� ��� �
��	�	�� 
��	������ ��������
����� ������ � �
�	��	�(

�� �������� � 	��
���	���� �� *��� ��	����	� �������� � ��	� ����(

	���+	� *	�
��� Πc� ��
����		� � 
����� �!,! ��
��� #�!�,'%!

- ��
���	�� Π[u] �� ��	� ����	���+	� *	�
���� �����		� ��
��(

� #�!�.�%� ���������� �����
(��	���� u(x) ��/
�	� ���� ��� /� ��	��
	��

��	����������� ����+ � ������
������� �
�	��	�� ������ � ��
��� #�!�&,%

����	���+! 0
��� ����� ��������� ��	��
 	��
���	� � ��	����	��

Πc[σ] ����	 ��������
��+ �����
	��� �
��	�	�� 
��	������ � ������

�
�	��	�� �������! 1��	� �������+� ��� *�� ��� *	�
���Π � Πc ����	�(

�� �
�� �
��� �
� 
���	�� ����� ���
�� ��
������! "
��/
�����	��Π � Πc

�����	� � 2�.'3 � 	��������� �
��/
�����	��� 4
��
����5 �� ������+	�� 
�(

��	�� ��
�	��
��� ��	���+	�� �	���	��� ��� �� ����	���+	� *	�
���

� ��� � �� ����	���+	� !

6���� �/
����� /�� ������	�� ��� �
�	��� ��	����� ����	���+	� 

*	�
��� ������ �� �
�	���� ��
���+	� 
�/���! 7	� ����� /��+ �����	�

� �����+� �	������ 8��
�	�� � 
��	��/
��	�� ��
�����		�� ��
��(

�
������ ����� ��� �
�	���� 9�(-������ � 9��	��
� ( :� ��	�
�!

"
�	��� ��	����� ����	���+	� *	�
��� /�� �����	 	� ��	���

�
�	���� ����	���+	� ��
���+	� 
�/���! 0
��� ����� ���	� ����(

���+� ��� �
�	��� ��	����� ����	���+	� *	�
��� ������� �
������	��

�� �
�	���� ��	����� ����	���+	� *	�
���!

;
���� ����� �����		�� � ��	����� *	�
���� �/��������� � �	��� 2,�3!
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������ ����	�
����� ������

�����	 
�����  
��������� ������������ 
�����
�� 
������ ���� ���

������ � 
�����������	 ������ �� ��� 
����� �� !� "�#�$ �#�%� & '���

������ �� 
���
��������($ ��� �� ����( �
����(�)�( *����($��
�����$

���( � 
�������+ '������ ��*�������$ ���� �
����� ��������� ��� �� ��

���+ 
������� ��������(�+ �� ���	���� �����	 ������� ,�� �� ��������

���� '���� 
������ �� �����+��� 
�������

������ ���� &����� ������)�� ������� ��������	 � ������� �������

��(� 
������ 
��(��
∂u1(x)

∂x1
+
∂u2(x)

∂x2
= 0 , -�����.

∂u2(x)

∂x1
− ∂u1(x)

∂x2
= 0 -����/.

� ����������� x = {x1, x2}T� 0�����( �� �������

Γ = Γ̄
(1)
0 ∪ Γ̄

(1)
1 ∪ Γ̄

(2)
0 ∪ Γ̄

(2)
1 ,

Γ
(1)
i =

{
x : x1 = xi1, x2 ∈

(
x02, x

1
2

)}
,

Γ
(2)
i =

{
x : x2 = xi2, x1 ∈

(
x01, x

1
1

)}
,

i = 0, 1 , x01 < x11, x02 < x12 ,

-����#.


�(������+��	 �������

Ω =
{
x : x1 ∈

(
x01, x

1
1

)
, x2 ∈

(
x02, x

1
2

)}
, -����1.

�������( ������)�� �������

uj = ūij(x), x = Γ
(j)
i , i = 0, 1, j = 1, 2 . -����2.
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�����	
������� �	 ������


J =

∫
Ω

A(u1, u2)dΩ =

x1
2∫

x0
2

x1
1∫

x0
1

Adx1dx2 �������

�������� � ��	 ����	������ ��
	��� ������
���� ���� � ��������! �

�����" ��	�#�	���" ������� � �����$� ��� 	���������� �������� %���&A ��
�'

��� ���#����	! (������!� ��� ����  �	�  �	)��
�! *�����)�� ����� 

(�����	��


J [u1, u2, φ] =

∫
Ω

{
A+ φ

(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)}
dΩ �����+�

�  �	)��
� *�����)� φ�

,�� ����	�����" ��
	��� ������
� �����+� ��-�� (	� �
	! �����+� �

δA

δu1
− ∂φ

∂x1
= 0 �����.�

δA

δu2
− ∂φ

∂x2
= 0 , �������

��� δA/δuj� j = 1, 2 ��� ��� ���	
���	� 
��������	� ����
���	�� �� ���

��������� ������� � ������� 
����� ���

∂

∂x2

(
δA

δu1

)
− ∂

∂x1

(
δA

δu2

)
= 0 . �������

����� !�" #��" � �����$� ���
�� �
�� �� ��
��
�% "�
����% �����$�

� �������� ��&�� "�
�&���!� ���

δA

δu1
= u1,

δA

δu2
= u2 . �������

'������ #"����%

A =
u21 + u22

2
�����$�



���

�����	
����	
 �����	 �������� ���	 ��
	���������� �� ��
��  ��	
�� ����

������ ������ �������� �� �� !����������
" �	��#$�� �����%������

����%��& ���
� �	�'�	
��# !��(%�# φ∗(x)� (�
���� ����	
� 
�%��������


��(�� !��(%������

J [φ] = −1

2

∫
Ω

[(
∂φ

∂u1

)2

+

(
∂φ

∂u2

)2
]
dΩ

+

∫
Γ
(1)
0

ū01(x)φdx1 +

∫
Γ
(1)
1

ū11(x)φdx1 +

∫
Γ
(2)
0

ū02(x)φdx2 +

∫
Γ
(2)
1

ū12(x)φdx2 .

�������

)�� �
	�" *����� � �����	
����	
 ��
��+	����

∂φ

∂x1
= u1,

∂φ

∂x2
= u2 . �����,�

(�
���	 �	��#
 �' �����	��� �����-�� �������� � �����.��

���� �������	
�������� ������������

/�'�� ��
� ���
� 
����	 �	+	��� (��	��� '���� � 
	���� ������
�

�	�
��
	�"�� �������	��� 0	 
��"(� � ���
���
�	���� ����	� �� � ���

���(�� '����� �1� ���+��� � ����	 �� ��
� �	 ���	
� ���
� 
����	 �	�

+	��	� �� 	 	�� ������� ��
	���� �'�
������ � ����������� � 
	�� ��		


�	��	
���	(� ���
�	 �����%��

/��� �� �� �� ��	��� �
" �	�������	 ���%	���� ���� �	��� �����
��

�	(��� �	+	��� ��� �������	���� �1��
	�� 2������ 
�����
" '�(�#���

	
� �	 
��"(� � ��1��	 ������� !��(%��� �������#$�� ������	 �����	�

��� � �1��
�� �� �� (��		 �	��� �����	
���	��� ��'������ ��������� ����

���� �� 3
�� ������	 ��	��	 ��'���� �	�1������
" ��'��1�
(� 3!!	(
���

��� ���	���� ������
���� 4�(�	 ������� ������ �	��
� �� �	��	�����	

������
��	(�	� � ��(�	
��	� �� � ��1�����	 �	
��� 
�( 	 +���(� ���
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������	
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�

����������

�� �
	��
�� 
�������
�� ��
���� �� ����� ��� � �� ���!

�����
�� ��� �	�	

�"� ��
��
�"� �
������	 ����� �����
����� � �������!


�� �����	� ����� 
	��� ��������

�� ��#�
�� $�� %���� ��������

��

��#�
�� ���	���&'�� ��	�
�
�� 
	������� �	����
��� ������ � ������

�������� �
	��
�� ��
��
�� ������

�� (�
�� �� ����#� ������
�� �

#����� �	�������	
�

�� �������
�� �������� �������� ����� ��
��
��

�	�
������ 	 �	��� �	����
�� �"� �������	��� )�*+, (�
��
	� ���� %��"�

�����	 ������� � ���� ��� ���	���&'�� ����
�#�
�� � �	��
�� ��������!


�� � "�	
��
�� �"�	
���
�� �������� � ������� ��
��
�� ��� 
���
��
��

	�"���	������� ��	�
�
��

-���� ��"�� 	
	���������� ������� ��
��	
� "�	�
�� ���	��� 
	 ����

��� ����	 � �����
��
�� ������ �����
�� ������� 	��������������� �����!

��� � ��
��
�� ������ �����
�� ������� .�� %��� ���� 
�������� �	���!


�� ��
���� �����	&��� �	�� ����� �������	� ���
�� ��#�
�� /
�"�� ��

%��� �������� ��
��	
� 
	 �	��	���

�� ���
���	� ���	
��� 0�� #�
����

�������

�� �����

�� 	�"������� �	�������� 
	 �����	� 1���	 � 2	���!

��
	 3�� ��	 ������	 ��	�� ���
 �	�
��� � �	������� �����	 ��
��
��

%����
���� � ������� ���
� ��	�	� � ��� �
 �������� ��
��
�� �
������
!

��� � ������ ����

(������� ��� ��� %��� ���� �������� ����� ����&'	� ������	 ����
�

�������� ��� #�� ���������� 
�������
�� � �	�	

�� �	�	������ (�
	!

��� � ����� � ������ ���� &���
�� %�������
����� �����

�� 	�"������

���
 ������ �	����	&��� � �������&� ��#	� ����� 
� ����
�� �	�	��

3�� �����

� ��
������ � �����	� ��
��
�� � "�	
��
�� %����
���

4���� �������� ���� � ��� ��
��	 �����

�� ���
��� 
	������� � ���
��

����� 5��	"��	�� �������
��	� 
�� ��	�
�
��� 3����	!6	"�	
�	7 � �	��!

	���

��� �����������	�� �����������&'�� ��	���� �	�	� $�	��������

�&��& �	�	�� ������ ����"���� ���
� ��������������	� �	��	���

��



���

��������	 
���� ����������� � ��
���� ������� ��� �� �����	 ��� �����

������� ���������� ������� ��������� �� ����!������ ��
������� ��

�������� ������� �������� �������� "#����$�%��&� � ����� �����

'������� �� (��� ������� ������� ��&� ����� ��������

������ ����� 	
���

)���� *���!�� u∗(x)	 ����������� � ������� x ∈ Ω	 ��������� ��� ��

����� ������ �# ���������# ����!�����# ����
�

J [u] =

∫
Ω

F (x, u)dΩ → min
u

+��,��-

� %���
���� ���������

G(x, u) = 0, x ∈ Γ = ∂Ω , +��,�.-

%�� F � G / �������� *���!�� �������� x	 �%������ u	 �	 ���� ��&��	 � �%�

���������� ������������ ��������� x� 0������	 
�� ����� ����
� �����

����!�� ��&�� ���� ����������� � ����
� ���������!��	 ���� ��������

���� *���!�������

1 ������������ � ������� 2��!�	 �������%����� ��#�� �����&�����

*��� (�������� u∗(x) � ���� ����� �#�� ������������������ ��������

���� �� *���!�# ũ1(x), ũ2(x), ... , ũN(x)	 ��� ���������# �����������

 �# ������������������� "������� (��# ������������������	 *���!�� 2���

!�	 ����������� �� *�����

uK(x) =
K∑
k=1

akϕk(x) , K = 1, . . . , N , +��,�3-

%�� ϕk(x)	 k = 1, . . . , K / �������� *���!�� � ak / ����������� �� ���������

���������� ��� ������� 2��!��



���

����� 	
�
�����
�� ��������� ���	� �����
� ��������� ����
�� �
��

����� ϕk(x)� ������� ������������� 	�
����� ������ �� !��"

G(x, ϕk(x)) = 0 , x ∈ Γ ,

 ���#�� ��$
����� �������� �
$�
� %�����	� � �
�
����� %�����
�����

Bu(Ω)� 	�� ������ ��&��� u∗(x) �%�������� '��#�
� ��$
������� �$�
(

�
��� ��� � ���
 $ ����� ϕk(x) �� ��)�� ���� ���
)��
 �
� ������
�

���#�
� �����
�� ���	� �����# $ ���	� ���)����
 *�������� ���	�

���)����
 �������� � �
�� ���#���
�� ��� ���
� ������ u(x) ∈ Bu ��(

)�� ���� 
%%��������
�
 ������������# ���#��# �����
��# �����#

ϕk(x) � $
�
���# ��������� � ������ ����� ‖u‖Bu
� �%���������# � %�����
�(

���� Bu  + %���)����� %�����
�����  ��	������������ ������


 �
�)� �%�
#�(%���)��� ��	�� ���� �%���$��
�� ��� %�������� �(

��$���,�# %�������
�������� -��
 

. ������ ������� �� !�/"� �������
� � ������� �� !�0" ��� ����	�

����	� K � 1 ≤ K ≤ N <∞ ���� ��

J [uK ] =

∫
Ω

F (uK(x))dΩ . �� !�1"

*���� ���	����
��� �
�
����
� ����������
 �� !�0" %����
,
���� �

������������,�� ������������� $
�
�� ���$
�

J(a) → min
a
, a = a(K) = {a1, a2, . . . , aK}T . �� !!�"

+ ��$����
��� �������
� J ��
������ ������# %
�
������ -��
� ����(

��� ��	�� ���� �
#���� %� ������,�# ��������# �������

∂J(a)

∂a
= 0 . �� !!�"



���

���� �	
���
�� J [u] �������� ���������
�� �
������
 ������

�

u� � ������� ������� ����� � ��
��
�! ��"�#��������! 	���
�
��� ��$

�� ������ a(K) ����%��� ��&�
���� ������� �������� � ��������	%'��

�	
���� ũK(x) 
����

�� � ���������� � ���	���� ������� � ������� �$

"	� #��� ��������	%'�� #�� � �����(�
� � ��
��� ��	%'�� ����$

�������
���

J [ũ1] ≥ J [ũ2] ≥ ... ≥ J [ũN ] ≥ J [u∗] . �������

) �(���
�%� 
� � ���! �������

�!  ����� �(
 #��� 	����

��� ��

��
��� ��	%'�� �����������
���� �����

�� ����� #�� �� �������

� �������
�	 �� 	�����	� *�(� ���� 	�����

lim
K→∞

J [ũK ] = J [u∗]

����
�
� � �����������
��� ũK(x)� K = 1, 2, . . . �(�� 
� �!������ �

��&�
�% � 
���

lim
K→∞

‖ũK(x)− u∗(x)‖Bu
= 0 .

��� 
� ��
��� �	
���� ũN(x) ���� ���
������� � �������� ��!��'�" ���$

#��(�
�� +��������� u∗(x)�

,� ����� 
� �� �� �!������ ����� -���� ����
 ��	�
 ���$

 ���� 
 �� ������� �#�

 ��� 
�� � ����(�
��!� . +�� ��	��� �($


 ��������� #�������� /����������	%0�!������ ��&�
�� � ������$

������ 
� ��#�� ���� ������������ � �� 	�
�� ��������� #� ��
�!

�	
����� ����� #��������%�  ���

	% ��
���� 1���������
� ����

�	
���
���
$���
�����

�� ��#� +��! �	
����� � ���(� ��������	$

%'�� ��
�� �������� �����

" ��&�
�� ���%� #��&�  
���
�� ��� ��$

"����� -����� ���������

�! � �������  ������ ����� 	��	"����
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����� 	
��� ����������� � ���������� ������ � �������� ��
�����

���� � �����
������� �
�� ���
��
����� �����
 � ������ �
�
�
�
������

�������� !�� ������� ���� �����"��# $����
����% &����� ������ �������

�� �
������ ��'��" (������ ����� '
���
� ����� ����� � ��������������


����������
 � �����") ������ *�����
�� 
 �(� ���(��
������ ���
$
�

���
�%

+���" $����

 v0(x) 
 v(x) �������� � ������
 Ω ��
�������� (
�"����

���� ������������ Hv(Ω) �� ��������� ��������
� ���
������
�� 〈v0, v〉%
,�� ������� 
� ���������
� (
�"������� ������������v0 = 0 ���
 〈v0, v〉 = 0

��� �����(� -������� v ∈ Hv% .����� ���
� � Hv ����������� $����
��


ϕk(x) k = 1, 2, . . .% /��
 〈v0, ϕk〉 = 0 ����������� ��� �)��(� k �� $����

�
� v0 �������� ������� -�������� ������������Hv% ��������� ��� ���
 

$����
� v ����� ���

v = vK(x) =
K∑
k=1

bkϕk(x) !�%001#

��� �)�� �������"�� �
��� K 
 ������
���"�� ������
� bk k =

1, . . . , K �������� ������� � ������������ Hv 2%3% v0 = 0 ���
 〈v0, vK〉 = 0

��� �)�� K 
 bk k = 1, . . . , K% +���) 
�$�����
) � $����
����"�� 

������������ ����� ����
 � ��
(� 4��56%

	�������
� �����)��� �������
�

Lu+ f(x) = 0 , x ∈ Ω , !�%005#

(�� ����� ����" �������
� !�%005# ��
������
�Hv � �
������ ����������

L% 7�(�� $����
� u∗(x) ���������� ��'��
�� �������
� !�%005# ���
 ������

��)��� �����)�
� ������'��
�

〈Lu∗(x) + f(x), ϕk(x)〉 = 0, k = 1, 2, . . . . !�%008#



���

� ����������		 � ��
��
�� 	���� ����� ������	
�� ���	 ������ �	
���


�� ���	
��	� ���	�
�� ��
��	� ϕk(x) ∈ Hv(Ω) ����� ��	
�����	� ����

����
���� Hu(Ω) ������	�� ��
��	� u(x)� �� ��
��		 uK(x)

uK(x) =
K∑
k=1

akϕk(x), uK ∈ Hv(Ω) , �� !!"#

�$�� ���% 	����%����
� ��� ��	��	��
	� � ��&
�� ��'�
	( )���%K *

�	��	����

�� 
������%
�� &	���� ak * 
�	�����
�� ��+�����

�� ��,��	�

�	�
�� )
�&�
	� ak ��
� 
���	 ��� ��'�
	� �	��� �	
��
�� ��$����	�

&���	� ����
�
	�

K∑
k=1

〈Lϕk(x), ϕj(x)〉 ak + 〈f(x), ϕj(x)〉 = 0, j = 1, . . . , K , �� !!-#

������(+	� 	� ������
�$� ����
���� 〈LuK + f, vK〉 = 0 ��� ���	����%
�

����

�� ��������� bk � ������ �� !!.# 

/�� ����	&���	� ����& ����		 ����$���	� ��
� �������%� &�� �����

0	��� 	 ������	
� ��	����� � ��	
����� �	���� �	
��
�� ��$����	&��

��	� ����
�
	� 12-3 

� ����+�
	� ������
�$� �������� � 	�

�� ����� 4�������

������	
� 15.3� ��� ����	&
�� ���	�� ϕk(x) ∈ Hu(Ω) 	 ψk(x) ∈ Hv(Ω)

�$�� ���% �����
� ��� ����
�� ��
��	� u(x) 	 �������� ��
��	� v(x)�

��������� �����(+	 ������

u = uK(x) =
K∑
k=1

akϕk(x), uK ∈ Hu(Ω) ,

v = vK(x) =
K∑
k=1

bkψk(x), vK ∈ Hv(Ω) .

�� !!2#

� �����%���� �	���� ����
�
	� ��� 
������
	� ��,��	�	�
��� ak ����



���

���� ���	
������ � ��	�

∂

∂bj
〈Lu+ f, v〉 =

K∑
k=1

〈Lϕk(x), ψj(x)〉 ak + 〈f(x), ψj(x)〉 = 0, �������

	� j = 1, . . . , K� �������� ��� ���������
��� 
�
���� ������� � ��������

�  ��!� �����"�
� 	�#� �� 	�#���

������ ����	 
������ ���������

$ �
���� ����	� �������% &�������� � ���'� ��	%�	��� ���
����% ��(��

�'�� 
��!������ 	�
�����)�!�� ������* )�	���� +�

���
��� ���	(��


��������� ,+- � ���*��* #��#��
�� �� ��� ��)������* ����	 �����*

������� ���	�'����* .���������� � ,��.���� /�01� �203� ����������

&���� ����	�� ��)����������� � 
���������* ��%����� ��)����� ��
����

��(��� ��)����� )�	��� 	� ������% ��	��*� � ������ ��
��� � ����

����� + 
���	��� �4��� ���� 
 ��)����������� � ��)������ ��
�������)�

��	������% �����"������ ��������� ����	� ����� ��
��� ��)������
��

�
������ � ������ #��#��
��� 	� ��
���� �����'�����	�5������������� 
��


������ ���
��#�!�* 
�'��* 5�����

6 ��)�������* ,+- ��#��� ��)����� ��������� � ��
����� �����

	� /��3� /��3� /703� /0�3� /�4�3� /�183� /�1�3� /��73� ,�������� ����	� � �������

9����% � 
��% ��� ##�(��� � ����9��� :�����
�� /�42� �4;3� ������*

������� �% 	� &55��������� ����)� 
�'��% 
������
��% � 	��������


��% 
�
��� ���������� ����!������ ���
��#�!���� �������� � �� '� ������

��� ����9���� ����% ��	%�	��� ������
� �	�� ��)	����� !���� ��� �� ���

������ ��
� ��	���
��*� 6 ��% ��� ������ <�������� &������= �����
�

�� ���'�
��� �#����!�* �
��� ��������� /���3�� �	� &��� ����	 �� ������

��� 	� ��(���� 	�#�����% )�	�� ���*��* ������ #��#��
�� 
 ����9�"

���#�����% � ������%#�����% &��������
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������� 	��
����� ������ ��� 	���
���� 	���� �����������������

�����
���� ����� ���� �� ������ 	�����	� �������� 	����������� �����

 �� !���� 	�����"����#$ %������������ �� ���� &'� ��
��&��� �����

���� �� ������ ������'� ������ �����( �� 	�
)�( �� 	������ ��� ��

������������ �&���������$

���� ���� ��	
�	���
�
	�	�� �
��� � �
�����	�� ����	������
��

*&��)����� ������'� ��	����� ����� ������'� �������� ��)�� ����

� ��&��� +�,-( +��-( +..-( +./-( +01-( +2.-( +1�-( +1�-( +1.-( +��2-( +�.1-( +�3,-( +�44-$

5�&' �'6��� ��������'� ���&������ �����
� ������ ������'� ����

�����( ��������� ��������7 
����� �	�� ���$ %��� 	���)���� �	���

 � � ��� 
����� � 	�6��� ������ ������ �������� Ox1x2 !��$ ���$ �$/#$

8��)� ��� � � ��
���� �$0$( ��	�6)�������9������������ ����6��� ���

�	�����6��6 ������� 	�����"���6 u = {u1, u2}T( ������� ��	�6)����



���

σ = {σ11, σ22, σ12}T � �����	�
 ����	
���

ε = {ε11, ε22, γ12}T =

{
∂u1
∂x1

,
∂u2
∂x2

,
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

}T

.

����
�� ��� � �������������� f = {f1(x), f2(x)}T �	������ � ��	����

� ����� �
� ��� �	��� !�"# ������� ��� � 	!���� ��$�# 	��
��

	������ � �	��"�%
� �������
� � ��	�
�&����' � ��	������' ("���

�	��� �!��	���% � )��� ��$ ���� ��� � ������	��� �����
� ��������

�������* � ������������ �

u = 0, x ∈ Γ(1) ; σ · n = q̄(x) = {q̄1(x), q̄2(x)}T , x ∈ Γ(2) (��+�,*

� �	����� Γ = Γ̄(1) ∪ Γ̄(2)� -�� ��	
���	��� "��� ��!����� � �	������

���'�

������������&�� ���	��
 
���� ����"�%' .��
����� 
���� �%�� ����

�� � �	�
�	� .��� �	���� !�"� (�
�# ��	�
�	# /��+0*�

�������� 	
	
 1 ������������ � 234# ������ Ω !��
�
� ����
 ���

����� ����	��
%
� �	���
� � ����"�%� .��
���% �	��!������� ��	�


%� 1���&� ����	�# .�� .��
���% 
���� �
��� 	!�%� ��	
%#  ���� 	!�


�	% � �%�� ��	��"���%
� �	�
%
� �����
�# � 5 ���# ���	��# �	��!�����

�%
� �	��%
�� 1 �"����� �	�
�	# !���� �%�	�% �	�������%� .��
���%�

6���� ������ Ω �������� �	�
�������%
 
�������������
# ����	%�

	!��� � �	�������%� .��
���% � �	�
�������%
� �	�
�� 7�� �������

�	�
������� 	�����	�� �	���������# � ����	�� ����� 	��	� �	���������

� ���� �	�������� �	���� Γ# ���� �������� ��&�� �	��� 	���� ���'

.��
����� � Ω ()��� ��$*� 1���	������� ���' �	����������� � Ω ���	�� ��

��	���������

6�"�� ��� ��	 ��% .��
�����# ��&�
 "����
M+MΓ# �	������� �����

"�
 ����
� �	����������� 1 ���� �"�	���# ����"����� �	����������� 8 N �



���

�������	 
 ���
�	 
���� �������������
� 
�����	 
 ���������	 ���Δi�

i = 1, . . . , N 
 A(j)� j = 1, . . . ,M +MΓ ��������������� ����� MΓ ��������

���
������� ���
� A(j) � j = M + 1, . . . ,M +MΓ� �����	� ��
��������

����
  ���
!	 Γ̄(1)�  �� ���������
� ����	 �����

"���� �� �� ���
�	 ����� � ���� ����
�� �������� ������������	 ��

������# ������� � 
�������
 k = 1, 2, 3� $���������� ����������
� Ak =

A(j) ��������
������ ����� �������	�
 
������� ���
�	 k %������� Δi 


 �������	� 
������� j %��# ���
�	&

j(i, k) = jik , '��()�*

�� �������� %�� �� ���
��� ����������� ���������
�� +�������	 �����
���	

���
�	 Ak � ��������# ����!

 ����

x1 = x1k = x
(jki)
1 , x2 = x2k = x

(jki)
2 , '��()(*

 �� x
(j)
1 
 x

(j)
2 �������� �����
�����
 ���
� �  ��������# ����!

 � ����,

������

 � -������# '��()�*�

��-
��
���� ��
� ���� ����
�Δi � ���
���
� �������������	�
� ���

%�� �������� �� .
�� ���� /����� ��������� �
����� �
��#�	0 ���
��	0

-���!
#� ������������ �����
�����
 %�� � ���� ����
��&

g1 =
x22 − x23

2S
(x1 − x12)− x12 − x13

2S
(x2 − x22) ,

g2 =
x23 − x21

2S
(x1 − x13)− x13 − x11

2S
(x2 − x23) ,

g3 =
x21 − x22

2S
(x1 − x11)− x11 − x12

2S
(x2 − x21) ,

'��())*



���

��� ����	�
�

2S = x11x22 + x12x23 + x13x21 − x12x21 − x13x22 − x11x23 ������

�������� �����

�� �������� �����
�� Δi ��� ��
 !�� � ����"���"� #��$

����	��� 
�%��
�� &�"�!�
�"�	�� �'  ��"��
�� ��� L( ��"��
��) ��
�(

 � ����� ��������) 	�� �
� �������� ��
��
*�� ��
 !���� �� ����
��(

+��) g (��
 !���)  ���"*� ����� �"����� ������"�	�� �� �
��"�"���!��

,�
 !�� g1(x) "��
� 
��� 
� ���"�
� �"������
� � A2A3 �g1(x12, x22) =

g1(x13, x23) = 0� � ��������� ������ �� ������
��� %
�	�
�� � �����
�� Δi

�"� ��"+�
� A1 �g1(x11, x21) = 1� -
�����	
*� �������� �"������� � �"�(

��� ��
 !��� g2,3 ��+� � "�%
�!�� � ��"����
�� � �
�� ���. 1 → 2) 2 → 3)

3 → 1 /"��� ����) ����� ���' ���' ��
 !�� "��
� ���
�!�.

g1(x) + g2(x) + g3(x) ≡ 1 . ������

g(��
 !�� ��0
� ��� � �����"�
!�"����� �� �"���"�
����

*�  ��"(

��
����
∂g1
∂x1

=
x22 − x23

2S
,

∂g1
∂x2

=
x13 − x12

2S
,

∂g2
∂x1

=
x23 − x21

2S
,

∂g2
∂x2

=
x11 − x13

2S
,

∂g3
∂x1

=
x21 − x22

2S
,

∂g3
∂x2

=
x12 − x11

2S
.

����1�

2�� �
���"�"���
�� �*"�0�
��) �  ���"*� �'���� ����
������
*� ����
�(

+�
�� �� g(��
 !��) 
� �"������
�� �����
��) ����%
� %
��� ���������

�
�����	�� �� ��"����.

∫
Δi

gi1g
j
2g

k
3 dΔi =

i!j!k!

(i+ j + k + 2)!
2S . ����3�



���

�������	
��	 �����	� ����
����	� ���������� � ������ ����� ����

��������� ���
���� ����� g������		

u1 = b1g1 + b2g2 + b3g3 , u2 = b4g1 + b5g2 + b6g3 . �� !"#$

%��	
 �&����
' ������ ����
����	 u �� ���������	�� Δi ����������

� (����) ����
����
	' �����*� 
���� &*�� ��&���* � ������ b =

{b1, b2, b3, b4, b5, b6}T +�� ������� 	� �� !"#$ 	 ������� g������	�' ����
����

�	 ���(	� ���
���� Δi ����* ����������� ����	$ ����*

u1k = u1(x1k, x2k) = bk, u2k = u1(x1k, x2k) = bk+3, k = 1, 2, 3 . �� !",$

-��&* ������	������ ������*������ ����� ����
����	� �� ���. ����


�����' �����*� 	
�)� �&�	� ���� A(j)' ��� �����������)�	� ����
���*

bk 	 bk+3 ��	. ���������	��� �����* 	
��� ���� 	 �� �� ������	�' �����

���������� /��&����*� ������ a ∈ R2(M+MΓ) �������*. ����
����� 
����

&*�� ��������� ��
�������
	 a2j−1 	 a2j' ����)�	
	' ��������������' �����


����	 u1 	 u2 � ����� A(j) 0���	���' ��� a2j−1 = a2j = 0 �� ����	 Γ̄(1)

����	�*' ��� �����* �����*� ����
����	' j > M  

0���������� ����������	� Ak = A(j)' � ������
 �����	���� �*(�' 
����

&*�� �*������ ����� �����*� 
���	�*

D(i) ∈ R6×2(M+MΓ) , i = 1, . . . , N ,

�����*� ���*��)� �������*� ������* b ������� ���
���� Δi 	 ���&����*�

������ a � ����������		 � ���
���� �� !"�$ +�
������* ������ 
���	�*

D(i) ����* �	&� ��	�	�� �	&� ���) 0�
��	
' ��� � 
���	��D(i) = {dij}

dk,2j(i,k)−1 = 1 , dk+3,2j(i,k) = 1 , k = 1, 2, 3 . �� !12$
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��������	�
� ����� �
�� �
���
	�� ��
�
���	�

� ���� �����
� ������� 	
����� �
�
�
�
��� u(i)(x)� �� ����� �� �
��!

����� ��
�
��
 Δi 	���"�
��� �
�
� 	
���� a 	 ����	
���	�� �

ũ = u(i)(x) = G(i)(x)D(i)a , x ∈ Δi . #��$%�&

' 
� G(i)(x) ∈ R2×6 ( ��������� ������� ��
 �)�
� ���������

G(i) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
g
(i)
1 g

(i)
2 g

(i)
3 0 0 0

0 0 0 g
(i)
1 g

(i)
2 g

(i)
3

⎫⎪⎬
⎪⎭ , x ∈ Δi #��$%$&

� �������!���
����� ��������� g
(i)
k (x)

g
(i)
k =

⎧⎪⎨
⎪⎩
gk(x) , x ∈ Δi

0 , x /∈ Δi

, k = 1, 2, 3 . #��$%*&

+�� ������� �� ��� ��
������� �,�����  �� ��" �-� ��
�-������ Δi�

i = 1, . . . , N � +�� ������
�� ��� -��,����
 ���� ����� x
(jik)
1,2  ��"�� ,��

���
�
�� �� �������
 x1k � x2k� ��� � 	 ���	�
��� #��$*$&�

.��
���� ��� ����
 ���,��"
��� -��������)� �
��
��	���� �
�
�
�
!

��� �� �
"��
�
����� -������� ��" ��  	�� ���������)����� ��
�-��!

����	� /�� ,� 
� ��������  ���
 ������� #��$%*& �����-���� �  ��  ��-��

��
�
���	 � ��������� ������ ����	� ����
� �
 �����  �� ������� �� ���

�� �  �� ��
��
�����

0
��������� �� ����
 �� ��
�
��
 Δi� ��-�� ,�� ���"
 ��
 ���	�
��

	 	
������� ����


ε̃ = ε(i)(x) = E(i)(x)D(i)a , x ∈ Δi , #��$%%&



���

���

E(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂g
(i)
1

∂x1

∂g
(i)
2

∂x1

∂g
(i)
3

∂x1
0 0 0

0 0 0
∂g

(i)
1

∂x2

∂g
(i)
2

∂x2

∂g
(i)
3

∂x2

∂g
(i)
1

∂x2

∂g
(i)
2

∂ x2

∂g
(i)
3

∂x2

∂g
(i)
1

∂x1

∂g
(i)
2

∂x1

∂g
(i)
3

∂x1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

����	
�

������� ��������� ������� �����������

������ ���������� �� �!��� ��"��#���� σ(i) ��#�� $��% ���#�� &�'

��( ������)���� (�!��� *�!� ������ �� �$��(��

σ(i) = C(x)ε(i) , x ∈ Δi . ����	+�

,�"������ ������� ������� �"������� ��� ����������� �(����"���� ����'

����� "�� "���!�� ��"��#����� ��������� ����� ��-

C =
E

1− ν2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ν 0

ν 1 0

0 0
1− ν

2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. ����	.�

��!�� �$��(��� ������)���� ��#�� ��"��#������ � "����� ������ �(��

���%

σ̃ = σ(i)(x) = S(i)a = CE(i)D(i)a , x ∈ Δi , ����	��

��� S(i) / ������� ��"��#���� ��� �������� � ����!��� i�

0�� �"������ ��"��#����'��������������� ��������� ����  ������

���$��%��� �����&��� ���!��� ��"��#����� ���������� � "����� ����



���

������ 	�
� ��	��� �

S̃ =
N∑
i=1

S(i)(x)D(i) , Ẽ =
N∑
i=1

E(i)(x)D(i) , G̃ =
N∑
i=1

G(i)(x)D(i) . �������

����� �
��� ������������ ��������� ��!������ � �����"���� #���$

%
�� � �	���
� Ω ����&%"�� �	�#��

σ̃ = S̃(x)a , ε̃ = Ẽ(x)a , ũ = G̃(x)a . ����'(�

��	�������� �)���� ����
 	�
� ���&*��� �� ������ ������� ����$

�&�� ������ ��
���������� ������ �!��&��������� � �#���� ��+� � ��$


��� ,�
�� �	�&������� � �
�� �#����� - ���
��
�
��� � !��&��� ����'(�

������ ��
���������� ������ Π ����
 	�
� ����
������ � ����

Π =
1

2

∫
Ω

σ̃Tε̃ dΩ−
∫
Ω

fT(x)ũ dΩ−
∫
Γ(2)

q̄T(x)ũ dΓ ����'��

� #�������� !&������� ���
���
� �	.����� ���� f � ����*��� ���&#��

q̄� /����% ����'�� ����� �������
� ����"�% !��&�� ����'(� ����&%"��

�	�#��

Π =
1

2

∫
Ω

aTS̃T(x)Ẽ(x)a dΩ−
∫
Ω

fT(x)G̃a dΩ−
∫
Γ(2)

q̄T(x)G̃a dΓ ����'��

��� ����*�
����� � ��
�*��� !���

Π =
1

2
aTKa− Fa . ����'0�

1���� ������� ��
��� ���
���
�

K =

∫
Ω

ẼT(x)CẼ(x)dΩ ����'��



���

� ����	
 ������ ���

F =

∫
Ω

G̃Tf(x)dΩ−
∫
Γ(2)

G̃Tq̄(x)dΓ �������

��	 	�������� ��	 �
��������	� �������� 	���� �	���������	�  ��
!�� �

 �	" #$� ��!	
��"� �%
������& �	���	 ��
�� ��
�"�����& '��	�% �	����

(��� �
��&�� �	 ���"���� �	� )���� ��	 �	���*��� 2MΓ  ��"���	� ����	+


� a 
���% �'�, � ��&�� � 	*�	
	*�%"� '��	��&"� �� ��
�"�����&� ��*��+

�%"� �� ����� !
����% Γ(1) � '
������� ����-��� �	 �		�������',��� ��
	��

� ��	���% *	���% �%�� '*����% �� "��
��%K � �� 
��"�
 '"��������& *	

2M × 2M � .���	!���	� 
��"�
% ����	
	� a � F '"�����,��& *	 2M � /���+

�����%� ����	
 a �
	����% ��
�"��
	� ��	*���& �� '��	��& "���"'"�

)'����� �	���������	�  ��
!�� Π(a)0

∂Π(a)

∂a
=

{
∂Π

∂a1
, . . . ,

∂Π

∂a2M

}T

= 0 . �����1�

2��	��� �����1�  ����������	 ������	"' '
������, �
�*��������	"' � "��+


���	� )	
"�

Ka = F . �����3�

#	��	 *��� *
'!', )	
"'��
	��' #$� *�& ��*��� ��	
�� '�
'!	����

�	�	
�& ���*'�� �� ��
����	��% �
�����	� 	��'�*���% � 
��*��� ��1�� 4

��!	
��"�� 	������	"' �%��� ����"��������� � 	�
�*��&,��� �		��	����&

� �	��	��� '*	�����	
&,��&� � �	 �
�"& ��� '
������& 
���	����& �%�	�+

�&,��& �
��������	� /�	�	
	�� '��	��& 
���	����& �%�	��&,��& �	��	 �

*	�	��������	" ��
����	��%� �
������� �)	
"'��
	����	!	 � ���
&����+

&� 5
�  �	" '
������& �	�"����	��� '*	�����	
&,��& ����!
����	�

6��������� 
������� "��	*� �	����%  ��"���	� ��&���	 � 	�	�����%"�



���

��������	� 
�������� � 
�������������������� ��������� � ������� �����

������ ����	 
������ ��������

����� ���������  ��	����� !�"#$ %�� ��&'� ����(�� ���	���� ��)

��(���) &������ ����� � ������ ���������� #��� ������ ���%����	� &���&�

���	)���* ����*� ���&��*&� �� ������� %�� �����%���� ���)�� � �+#�

,��* 	����� ������� � ��	� ��� �������� ��������) ������ ���������� &��

����� �������-� ��������� ����������� .��&��� ������ �%������ ����)��)

& ��������*��	� ��������- �� ��������  �����*����� ����������� �������

��� �������) ��)���� � ��������	�� �������	� �� ���(��� �����������

���� ����������	  ���� ��������*���� ��������)� ������ ��&�� ������ %��

���	���� ��) ��(���) ������ &������) � ��	�/*- ��& �������	�� ��)	��

	������ � ������ ����������� !�	� 0�123$�

��������	  ���� �����������) ���� 	���� ��������*��� ��������� ��)

����&�� ����� ������ ��������� ������'����� 45667 0�283� #��� ������ %��

������� �%�%/�� ��) ��(���) ���������������� ����� !�	� +��� 0��93$�

:����%��- ��.��	���- � �����&� �"# 	�'�� ����� � 01�3� 0�9�3� ;�	

�� 	����� ����� ��	����* ������������ ����	�/����� 	����� ��������� ���

������*��� ����������   ��	 	����� !� ������� �� 	����� &�������  ���

	�����$ ���*&� .��&���� �������� �� ���(��� ����������� ���� ���'��

%��* ���&������������� <�������)  ��	�� &��������� ����� �� ����������*�

��� ����� ����&���� ����	����� ���&� �	��*(����) ��) ������������� ���&�

�� ��������- � �����������-/�� �%=�	����  �����*���� &������	����� ���

(���) ����)��)� �����	��� � ����	����	 ������ ���*&� ��) ����	������ ����

����������� �� ����������� �������� �����  ��)�� �  ��	� ����������*��

���������������� ������ 	���� %��* ������� & ���	����	�

�'�� ��	����*� ���� ���	���) �� ��� ��� ���	�� �������� 	������ �

�"# �������	� ������� 	��*(�� ��	 ����� ����%������&�� ��������� � ����
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�
��� ���� ��� ������ ������
� �����	� �� 
��������	� ��

��� �������� �� ������������ �����������	� �� �� ����� ������ ���

����  !�� 
������ � "����	 
��#��#�� �#�� ������� ������! �� �����$

��!� ���� � ��"�� ���� ��%��� "����� ������ #��#��
�� 
 ��
�������

 ���%� ��
�� 
������	 
�� ��!�



���

����� �

���	
 �����	�
��������������� �		��	�����

���� ���	���� �
��

�����	
� � 	�� �	� �������� ���� �������� 	��
�� ��
����	� ����

���
��
���� ��� � �� ����� ��� ��� ��	�	�� ���
���� ��	�
�� 	
����	

����� ��	������ ���� ����� � �������� 
���� ���� ��	�� � ��	�
	�
�!

"
� �� ������ #	� ���$�� � 	��� �	� �� ��% ��
 �� ��
��	� ����� ���%��

� ���	
����� ���	������% 
�&���� $�� 	��
�� ��
����	� � ��������

'�������( ��
����
����� ��	�
�� ���� 
����	
��� � ���� �! ) 	� � ���*

������ ��	���� ��	�
�� ��	������� 
$����	�� � ��������	�� � �	��*

	������ ����������% �
�+�����% �
��+��%� �������	 �
���� ���
��!

,� �� �� �+���	� ����	�� ���������� 
�&����- .���� 
$��� ��������

#	�� ���
���!

������ ������������� ������� � ������	� ��	���

/+���� ���� ��� ��$�� ���	� �����	� 
�&���� $��� 	��
�� ��
�*

���	� � ���� ���	������% ����	��	�����% ����+��! "� ��
��������� �*

��	������ ����+�� h(x)� $���� � ����	�
�� ����	� Ω� ������	 � ��


���� 0����
 � ��
��	���	� 	���� x ∈ Ω!

1����	
�� $��� �������� ����
��
������� ���	������ ��	�
� ���

���� ��� � 
$���� �!2! ��� ����
������ �$�	
������ 	��� $��������

��	��
	� �������	� x1x2� �� #	� ���$�� � 1��! �!�! 3	� 	��� ��
������ �

����	� Ω ����	�
�� ���	������� �
���� Γ0� ��
������� ��� ���
���	

x1 � x2 ���
	���� ���	��� ���
���	 Ox1x2 � 	���% {x01, 0}T � {0, x02}T ��*
�	��	�	�����! 4���� ������ ���	�
 ���
���	 x = {x1, x2}T! "
�������	���



���

��� ��	�

�� �
�
�� 
������� ������
� � ��� 
� ������

Γ1 =
{
x : x1 ∈

(
0, x01

)
, x2 = 0

}
, Γ2 =

{
x : x2 ∈

(
0, x02

)
, x1 = 0

}
�����

���
��� Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2� ���
��
� 
�����
�� ��	�
� 
� ���� ��
���

��	� !�" �#����"

σ22(x) = q1(x1) , σ12(x) = q2(x1) , x ∈ Γ1 ;

σ12(x) = q3(x2) , σ11(x) = q4(x2) , x ∈ Γ2 ;

σn1(x) = q01(x) , σn2(x) = q02(x) , x ∈ Γ0 .

�����

$�"��

�� 
������� q01 � q
0
2 ���� 
 ��	�
� � #�	�� �#���	
� �����

���� ���� ��	�
	�
	� ����	� ���	 ���������	� �������� �������

%� ������& ��"�����
���

���� 
������� ����
����� ��	��' ���



���

�����	
�� �������� ����� ���	�

∫ x0
1

0

q1(x1)dx1 +

∫ x0
2

0

q3(x2)dx2 −
∫
Γ0

q02(x)dΓ = 0 ,

∫ x0
1

0

q2(x1)dx1 +

∫ x0
2

0

q4(x2)dx2 −
∫
Γ0

q01(x)dΓ = 0 ,

∫ x0
1

0

q1(x1)x1dx−
∫ x0

2

0

q4(x2)x2dx2

+

∫
Γ0

(
q01(x)x2 − q02(x)x1

)
dΓ = 0 .

�����

������� qi� i = 1, ..., 4 � q01,2 ������ ��� ������� ���  � �� ��������

� !��"��� ����� ��
���������

#������ ��$�%�����&��!��"���������� ����%��% ����������� �'���$&

���� ��� �$�������% ���"% ��������%"� (����

Δu1 +
1

1− 2ν

∂

∂x1

(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)
= 0 ,

Δu2 +
1

1− 2ν

∂

∂x2

(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

)
= 0 .

���)�

#���������" � *�" $��"��� ��+�"��"� ����"�� ��� f1(x) = f2(x) = 0� ,

$�"�
�	 ����"�� ����- �����.���/ 0�.� ���1��� ����� ��� ������% ��



���

�����	
�
� Γ1 � Γ2 ���� ���� 	��
���� ����� ����������

2G

(1− 2ν)

[
(1− ν)

∂u2
∂x2

+ ν
∂u1
∂x1

]∣∣∣∣
x2=0

= q1 ,

G

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)∣∣∣∣
x2=0

= q2 ,

G

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)∣∣∣∣
x1=0

= q3 ,

2G

(1− 2ν)

[
(1− ν)

∂u1
∂x1

+ ν
∂u2
∂x2

]∣∣∣∣
x1=0

= q4 .

�����

���� � !
�� ��"���� !�
�	�# �
�
�� ���$� � ����� 	 	��� �������
�����

%��!&�#

u1 =
N∑

i+j=0

u
(ij)
1 xi1x

j
2 = P

(N)
1 , u2 =

N∑
i+j=0

u
(ij)
2 xi1x

j
2 = P

(N)
2 , �����

�� �� ������ ������
�  ������ N ≥ 0�

��������� �	
	 '� �� �	������ ������� ���� �
	���� 	 	���  �(

� ���������	

P (x1, x2) =
M∑
k=1

akx
p(k,1)
1 x

p(k,2)
2 ,

��� p(k, l) )  ������ ��������# xl* l = 1, 2 	 k( ��������� � ak* k = 1, . . . ,M

) �������� �� ���� 	��� �	����� �� �������� +������ ��������
 �
	�
  �(

�  ������# 	 �� ���������* 	������� 	 ��������� ,  	�- �������*  ������

���������� ������
 ���������� � !
! 
! �
���
� ��  ������# ����(

�����	* 	!�-������ 	 ��������* �� � ��

N = max
k≤M

{
d∑

l=1

p(k, l)

}
,

��� D )�
����� �� %��!&�# �d = 2 	 .�� ��������



���

���� ���	�
��� ���� ���� ����������� � ������
����� ������ ��� ����

	� ���� ����� ������� �������� 
���� � ��������������� ������ � �����

�������� � � ���������� !�	��" �#��� ���	�
��� ����$��
�� ������������

� ����%�# ���� ������ &������ �������� ������" ���� �� ���#
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��� �� �	��
	�� � s ≥ 1 ����� "�	#

��
	��$� "����
 ��������� �	����
��	%� ���$���
 	�������	%& ��	"��$u

� σ�

'� �
��	���
 ���� ! �������� (�� "����	�	�% ��	����� σ � σ0 �
�	% ����

����
 ������ �
 ��"��(�	���� �%�� ������ �	������� ��(�" ���% 	��� �	
#

������� 	
 	�"����%& (
��& ��
	��%Γ ���
��� Ω!� ) *��� ����
	��� ��"���

��������	�$ u � ��	��� 	
����	�$ σ �(��
��� 	��
�����%�� ������		%#

���

) *��$ ��
�� �������
�
���� (�� ��������	� �
�	% 	��� 	
 (
���

Γ1 �= ∅ ��
	��% Γ � ��"��� 	
����	� q̄(x) �
��"�����
	 	
 �����$ (
#

��� Γ2 = Γ\Γ1� +�,��	%� ���% ����������� �f(x) ≡ 0� x ∈ Ω!� -����
�
��#

� �������
 �	�����#�������	��
��	
 ����������"
 ��
��(��"�$ �
�
(�

������ ����������

����� ����� �	���
 �	
	�		��� u∗(x) ∈ W1,s(Ω) � �	���
 ���
��	�

��� σ∗(x) ∈ Ls(Ω)� �����	���
���	 ���	�
������ �������	���� ���� !�

�
���	��� 
�����	���

∇ · σ = 0, x ∈ Ω ����.!

� �
������� ��������

u = 0 , x ∈ Γ1 ; ����/!

σ · n = q̄(x), x ∈ Γ2 . ����0!

+�	��	
 ��� �����
 �	�����#�������	��
��	%& ����	�1�	�$ 2� 3 �
#

"��(
��� � ���� (�� ��
�	�	� �����	�� �
�
		%� � ��"
��	�$ 
�����
�#

(��"�$ ������ �
��	��� *"���
��	�	%�� �	����
��	%�� ����	�1�	���

�� ��� *���� ������ 	��
�����%� ��������(��"�� � �����%� ������		%��



���

�����	
	��	� ����������	 � ������ ����
���� �����	�� � ���� ��������

�	��� �����	����� ����� � ��	�������� ����	����� � ���	����� � ���

��
�	����� !�	��	������ " ���	� � �	��	����	 #�������� ���������

�������� � ��$���� �	������� �	�	� ������ ����
����% &������' ��� #���

����� �	�(� �������� � � ���
�� ��	���� � �	�	�������	���� �	�	� �	���

�	������� ����� !��% )�*'�*+,"%

���� �������	
 �	��������� ������
���
	

-	�	��� ������.� �������	������ �������	�

Φ(s)[u, σ] =

∫
Ω

(ς : ς)
s
2 dΩ ≥ 0 , !/%/0"


�� ������ �$���� �	���(��� 

ς = σ0(u)− σ , ς ∈ Ls(Ω) !/%/�"

������ � ������ !/%�1"% ������	��� ����
�	����� �	������� !/%�+" � ����

Φ(s) = 0 .

����� ���������� �	�	����� s ��	����� ��	 � u ∈ H1(Ω) � σ ∈ L2(Ω)'

������� �������	������ �������	�

Φσ = Φ(2) =

∫
Ω

ς : ς dΩ ≥ 0 , !/%//"

������ �������� ��	��	������ ������������ �	���(��� � �����������

������.��� % 2�
�	' ������$���� !/%�+" ��(�� ���� �������	�� � ��������

����� �

Φσ =

∫
Ω

(
σ0(u)− σ

)
:
(
σ0(u)− σ

)
dΩ = 0 . !/%/�"



���

�����	
��� 
	��	 ��������	� Φσ �� �������� ��	�������
� �
�
�	�

�����
� �������	��
� �
��
� 
� ��	������� �����	�! "�� ������� 	� ��
��

���� 	���#�	����
� � �������
� �����		 ς $ �����	
��� 
	��	 ���
����

�	�

Φε =

∫
Ω

ξ : ξdΩ ≥ 0 %&!&'(

� ����
�
� 
	��	 ���
����	�

ξ = ε0(u)− ε(σ), ξ ∈ L2(Ω) , %&!&)(

����� ���* �
���
 �
#��$ �
#�� ξ = 0 +, Ω!

- �

�������		 � �
������	 %&!�&( 	 %&!�'( .�
� ����
� �
��� ���� 	��

�
���
��� � 	���#�
��	�������	����
� �
����	�
��� %&!��(/%&!�0($ %&!&�(

�����
 ����
�� %&!&�( �����*1	� 
����
�

Φε[u, σ] = 0 . %&!&�(

2�����	�����
$ ���	 �
���� ����#
��	 ����
� C(x) �������� 
#���	����
�

�����	�� 	 ��������	�
 �������	� %&!&�($ �


Φε =

∫
Ω

ξ : ξ dΩ =

∫
Ω

(
C−1 : ς

)
:
(
C−1 : ς

)
dΩ

=

∫
Ω

ς : C−1 : C−1 : ς dΩ ≤ ∥∥C−2
∥∥
L∞

∫
Ω

ς : ς dΩ ≤ cΦσ = 0.

2��#	� ������ �������	���� �����	
���
� �������� �����	
���

.���#��	����
� 
	��	

Φ[u, σ] =

∫
Ω

ϕ(u, σ)dΩ ≥ 0 %&!&3(



���

� ����	���
� �	��������� ������

ϕ =
1

2
ξ(u, σ) : ς(u, σ) ≥ 0 . ������

��������
	�� �����		���
 � �������	�� �	�����
	�� !��"# Φ �

	����$���
	���
 !%	�$�� ϕ& ������� ��������� ��� �������  �����

u ∈ H1(Ω) � �	'��� σ ∈ L2(Ω)& 	����"%� ���%�� �' ���� ��� %�(�)

� ���� ����	���� �	���� �!��"�$��U � 	�����	�� UC & ���� ��� 		�*

ϕ =
1

2
ξ : ς =

1

2
ς : C : ς = U(ς) =

1

2
ξ : C−1 : ξ = Uc(ξ) ≥ 0 , ∀x ∈ Ω .

+%	�$��	�� �	��������� ������ Φ ���� "��� �#�
 �����
'� �	  

�	����,��!!	$���
	�� !��"%���� �  "��� !%	�$�� ������ 	�����,

	�� Φσ ��� ������ �!��"�$�� Φε  ���� ��� �� �

Φ[u, σ] = 0 . ����-�

. %���" 	�� 	�� � ������& �	����,��!!�	$���
	�� '����� ������

��� ����	��	��) ������/����-� "��� �#�
 � �	� � '���� "�	�"�'�$���

0��� ���
	�& ��� ��	� u∗(x) � σ∗(x) ����"# ������/����-�& ������ �%(,

�� %�& �� !%	�$��	�� Φσ �������� � ��� "�	�"��
	��� '	��	�� 	� ���"

��	�� ����  �) ��"(	�� u � 	�����	�� σ�

�%��
 ����"���� ����� ���%���"# ��"(	�� u � 	�����	�� σ ���

����	��	��) ������/����-�� 1����& "��	� �!��"%���� ��
 ���%�(� "�	�,

"�'�$��		# '�����& � �'�		# �   �		#"� !%	�$��	���"�Φσ& Φε � Φ*

������ ���� 2���� ���� u∗(x) � σ∗(x)& �����# "�	�"�'��%�� !%	�,

$��	�� ������ 	�����	��

Φσ[u
∗(x), σ∗(x)] = min

u,σ
Φσ[u, σ] = 0 . ����3�



���

������ ���� ����� u∗(x) � σ∗(x)	 
����� ������������ ���
������

����
� ����������

Φε[u
∗(x), σ∗(x)] = min

u,σ
Φε[u, σ] = 0 . ������

������ ���� ����� u∗(x) � σ∗(x)	 
����� ������������ ���
������

�������� �!
�� ����
�

Φ[u∗(x), σ∗(x)] = min
u,σ

Φ[u, σ] = 0 . ������

"���� �������#	  �� ������$ %��� ���&��� �
'�'������ ���� �����	 �!��

��� !�(�!�'����

)�!�# *����'��#��$ '�
���+���
��$ u *�� ��$��!$ ��������� �!��'�+

$� ������ �� Γ1 � ��������$ ���
��$ σ $'�$��!$ ��'��'�!��� � ������ ��

 �!�� ������ Γ2	 ' !���'��!�'�� ! ��������� ����,� � ����-�� .����	 
� �+

!�'� ���/ *����	 ���	 ������� !��'���	 �/ �����!�# 
 �� ���� ������� u∗

� σ∗	 ��0�� ��# 
��� �!�'���� �!����'���� ! *���(#� !�����(�/ ������+

����/ *��������'

Δσ =
Φσ

Ψσ
, Δε =

Φε

Ψε
, Δ =

Φ

Wσ
, ������


����� ����� ���'��# ����!����#��� ��������#��� ����
���� %��!#

�����������#�� ���
������ Ψσ � Ψε

Ψσ =

∫
Ω

σ : σdΩ ≥ 0 , Ψε =

∫
Ω

ε : εdΩ =

∫
Ω

σ : C−2 : σdΩ ≥ 0 , ����1�



���

������	� 	 
����� ������� ��
������� σ �

Wσ =
1

2

∫
Ω

σ : C−1 : σdΩ ≥ 0 , ������

������	� �������� ��
������� �
������ �����

���� ����� 	
���  ����

������ �����
�� ���
���
������ �������
���
�

 �		������ !�	����"� �������� �	������ ��������#�� $��%#�������

Φσ& Φε ��� Φ �� �	���� ������  ��#�& �'	�����(���	� � ������� ���� )

���� ������� �" ������!��	� ���!����� ����! 
��	%��� ��
��������� 	�*

	������ �
����+ ��� �x = {x1, x2}T�� ,�������& 
��������"� ����& �	�����
�� 
������������ �

��%	���#�� ������	��"+ $��%#�� ui(x) � σij(x)& %�%

� -�./& -�0/ � -1�/�

�����
�� ���� 2���
�������	�& !�� �
����� ���� �������� �"
�%���

������������ �'��	� Ω 	 %�	�!��*�������� �����#�� Γ� 3� %����� %���


�������& �����" �����!�"� �	����� ����4� � ������ 	 ��%����� $��%#���

q̄(x) � 
������������ $����� 5�� 
��	���"& ���	 
���
�������	� ��%��&

!�� �'6���"� 	��" ��	��	�����& %�% � $������ ����0�� 7��
�����" ui � σij

�

��%	�������	� 
���"�� 
���������

ũi =

Nu∑
k+l=0

u
(kl)
i xk1x

l
2 , i = 1, 2 , ����.�

σ̃ij =

Nσ∑
k+l=0

σ
(kl)
ij xk1x

l
2 , i, j = 1, 2 , ����0�

��� u
(kl)
i � σ

(kl)
ij 8 ������	��"� %��$$�#����" %��
������� 
���������� �

��
������� & 	������	������& Nσ � Nu 8 	��
��� 
���"+ 
����������"+


��'������� ũi � σ̃ij�



���

��� ��� ��	
	�
	���� �������� ��������� �	 	��	�	��	� ��������� ��

����������� � �	���	������� 	
��������� �� ���������� ����� ������

� ���	���� ����	����� ����! �	��	 �	��	 ���	���� "�# ���	������ ���$

"������% ����������% � ���������% � Ω �	��� �		��������&��
	 ��"	��

�������% ��	
	����	� Nσ � Nu�

' ����	� ���(! � ��������� ��������� ����	����� �	
�� "�� ��������$

���� �	�	��	�����	

∂σ̃11
∂x1

+
∂σ̃12
∂x2

= 0 ,
∂σ̃12
∂x1

+
∂σ̃22
∂x2

= 0 , x ∈ Ω . ���() 

*# ��������% ���(! � ���() ������� � ��	 �	+,,�-����� σ
(kl)
ij �	����

�	�������� ����%��� �		��	.�����

(k + 1)σ
(k+1,l)
11 + (l + 1)σ

(k,l+1)
12 = 0 ,

(k + 1)σ
(k+1,l)
12 + (l + 1)σ

(k,l+1)
22 = 0 , 0 ≤ k + l ≤ Nσ − 1 .

���(� 

/�� ,�����	����	% ������� Nσ 	"��� �	�������	 Mσ �	+,,�-����	�

σ
(kl)
ij �#������	 ����	

Mσ =
3

2
(Nσ + 1)(Nσ + 2) .

0��� �		��	.���� ���(� ���	������ �	 ����	 ��#�������1 �	������ σ
(kl)
ij

����.����� �	

M 0
σ =

1

2
(Nσ + 1)(Nσ + 6) .

2����������� ���� +��1 �	������ ���	�#����� ��� ��	�����	����� 
�����$

��1 ���	��% � ����������1 ����� �

'�	�� 	������� ��	 ��������	� �	�������� ������Nσ #������ 	� �	$

�������� ��	�	� ��	
	�
	����� Kσ� �� �	�	��1 �������	����� ���	��� �

����������1� � ���������	% ������� ��	
	����� � +��1 ���	���1Jσ� �	
��



���

������	
��� �
�	���� ��������������� ������ 	���������� ���
�Nσ�

Nσ ≥ Jσ, M 0
σ ≥ 2Kσ(Jσ + 1) .

���
������� ����� ���� ��
����� �������������� ������ ������� Nu

��
������
���� ������������� ũi�

Mu ≥ 2Ku(Nu + 1) ,

�	� Ku � ���
� ������ ��������
������ �� ������ ��������� ��
���� !"#�$%

����	�
���� Mu � ����� ���
� ��&''�������� u
(kl)
i

Mu = (Nu + 1)(Nu + 2) .

(��
� �	��
��������� ��������� ���������� !"#)*% � �������� ��
����

!"#�$% � !"#�*%� �
�	���� +�	��� ��+��
����� ������+���� ��+������ ���,

�� ������ a∗ ∈ RN ������+������ �
�	���� '��������
�

Φ1(a) = Φσ[ũ, σ̃] → min
a∈RN

, !"#�-%

Φ2(a) = Φε[ũ, σ̃] → min
a∈RN

, !"#��%

Φ3(a) = Φ[ũ, σ̃] → min
a∈RN

. !"#�"%

.	��� a ∈ RN ���� ������ �������� ����������� ��������� �+ N ��+�,

������ ��&''�������� u
(kl)
i � σ

(kl)
ij � ������� ������� � ��������� !"#)/%

� !"#)0% ���
� ��1���� ��� ��������� ���������� � �������� ��
����#

(��
� �������������� �� ��
���� Ω� +�	��� !"#�-%�!"#�"% ���	���� � ��,

����+���� ������������� ���	������� '���

Φi(a) = aTK(i)a− 2
(
F (i)

)T

a→ min
a∈RN

. !"#�)%



���

����� K(i) ∈ RN×N 	
�	���	 ����������  ����������� ������������

�������  F (i) ∈ RN ���� 
������ �������	���� �������� ��
��������

��� ����� i = 1, 2, 3�

������� a(i)� ��� �!"#� ����
����
!"#� $!��������Φi 
 $���

�!�� %���&'� �����	��	 ��� ��(��	 ����!"#� ������� ����� 
 ����
���

��
 �  ������ ���)��&*

K(i)a = F (i), i = 1, 2, 3 . %����'

������ �����	
�� ������

�� ������
� � ����������� ������

� ������
� ������� ��������� ������  �+ ��	��!������� !��!���

������� %��� ,�� ���' �

Ω =
{
x : x1 ∈

(
0, x01

)
, x2 ∈

(
0, x02

)}
. %���-'

.������������	� ��� ���������	  �������	 ������� ����!���� ���������

����	����� ��
�� q0(x2) �������������� �� ���" Γ1 � ���������� x1 =

x01� /���  �#������ 
���� ���	 Γ3� ��� x1 = 0� 0�������� ��+�� Γ2  Γ4

������� �
�+���� �� ����! ���

/��� �+�� ��� �������� !���
	 ��"� 
�

u1|x1=0 = u2|x1=0 = 0 . %���1'

σ22|x2=0 = σ22|x2=x0
2
= σ12|x2=0 = σ12|x2=x0

2
= σ11|x1=x0

1
= 0 , %���2'

σ12|x1=x0
1
= q0(x2) =

6q0

(x02)
2

(
x2 − x22

x02

)
,

∫ x0
2

0

q0(x2)dx2 = q0 , %���3'

4������ ��(��� u∗i  σ∗ij ���������!���	 �������� ��
����� $���

�!��� %��&2'  %��&1'� 5������	� ��� ������ �������
 ��	 ������#���

 ����	���� �
	 ��� Nu = Nσ + 1�



���

���� ���� ���	
��
���� ������� ��������

������ ���� � �����	����

 � ����
���� ���� �����	�
� ������	�

�
� ������ 
 ���
���	 �����
� ������� ������ ����
�
�	��
 � ���	�����!���

�� "	���� #�	� $� ������ %��"	 &���
��!��� ����
'� (	������
 K(i) 


�	����� �
�� F (i)� $����	'� �	#�	��� � �� 
) �
�	*��+ )� �� ������� ,���

-� 
)-	(��. �	(	���	�.��* �#
-�
 ���
��	�
*� ��	 ����	�� ��"����!���

����
�
�	��
 � "���/.! �
����.��+ ���
��	�
*�

0�	 �!/
	 -	)��)�	���	 	��	��
�	��
	 
 ���	�
��.��	 "����	��� -��

�
 ��-����1  �
�� "����
�� x01 = 1 
 ������ x02 = 1� �� ��. 2�� E = 100


 ��%&&
'
	�� 3������� ν = 0.3� ��	#��� �
�� q0 = 1�

4���	�� -��
 "���	 	��  �� )� �� ���5��� � ��)�
����
 "��
���
��.�

���
 �""����
��'
��
 ��	"	�
 Nσ� � ��-�
'	 ��� "�	 �����	�� ���	�� Nσ

�	��
)������	 � %�
 ����	��+ 
 �����	�����!/
	 �-/
	 ��)�	�����
N �	��

���� "��	����+ "����	���� a �

6�-�
'� ���
,
��� ��	"	�	* ���-� � N "� ����#	�
! � ��	"	�
 ������	�� Nσ  ��

"�
�	�� ���

�
Nσ � 7 �8 �� �� �� �� �9 ��
N �89 ��� ��8 �7� ��� ��9 �8� �98 �7�



���

������	 
�	���� Wi(N) = W (ũ, σ̃) �� ����� ������� ����	�	�� ��

���� ���� ��	 ������� 
�	���� ���	�	�	��� ���

W =
1

2

∫
Ω

σ : ε0dΩ . ����� 

!�� "�#�� ���	�$ �% ���� ���� ���&�#	���	 %���	��	W1 ����'��� �(

��� 
�	���� W "�������� �&���	� ��� ��	��	��� ������� Nσ� ) �����	

�� 
����� %���	��� 
�	���* W2 � W3 ����������	 � '���+(���������	 ���(

��	 �����	����	��� "�������� ������� 	�� ����Nσ ��	�����	����

���� ���� ��	
��� ��	��� Wi ��� �
����� ����� �������� ������� N �

,������$ �"	�$'	��� -���.�*

Δ1 = Δσ(ũ, σ̃) , Δ2 = Δε(ũ, σ̃) , Δ3 = Δ(ũ, σ̃)

���/��� ��#��"� +�����	�������"� �+���"���� ������"�� 0������	$(

��	 ���	���$��	 �'�&�� Δi� i = 1, 2, 3� �����	�����/1�	 ������" ��������

��	�����	�� ��� -���.�� ��Nσ �� ���� ��� ���'��*� '���+���* � '���+(

���������* �����"�� �����	����	���� 2�� %���	��� &�%�� ���� � ����� �



���

���� ���� ��	
�����	�� �	������	�� 
����� Δi(Nσ) ��� ����� ��������

��������� ��	�
������ 	��� ������� �������������Nσ ����	��

������	 ��	����Wi� �������	�
��	 ���	����
��	 ������Δi � �	������	

�� �������	�
��� ��	��	�� 	���� ����	�����	!

δ
(ij)
W =

∣∣∣∣Wi −Wj

Wi

∣∣∣∣
��	����"�	�� " ������	 #�# ��� ������� �������������Nσ = 16 $N = 397%�

&�����	���	 �	�	�	'	��	 " �	�	���	 �����(	����� ���� ��"��

u2

(
1,

1

2

)
� 0.0696 .

)��� � #�� � #�# ��� "	����	 ������� ��� ������! ��	����W � ������	��!

" ���! ������! �������	� " �� "�	�� ��� )��� � #�* ������"��"�	� ��	���

����� ��� ���! ��	���� $��� +��� #�� � ,������ #�#%�

+����	�	�	��	 ��������� ������! ��	����

Ue(x) =
1

2
σ : ε0 $#��-%



���

�����	� 
�

������ ������� Wi� ������������� ������������ ������Δi �

������������� ������������ ���������� δ
(2i)
W ��� ����� 
�� 
�!�

������ � 
 !
Wi "�"!�#� "�"!�$� "�"!�$"

Δi, % "���
% "���
$ "���%�

δ
(2i)
W , % "�
� " "��


��� ������ 
�! �� Nσ = 16 �&����'��� �� (��� 
�)� * +�,��������- ���.

�� &������ +����+������ &������� �������� ������� �����&����� / ����,�

�+�'��, � &�0�+�����+ ����+1 x = {0, 0}T � x = {0, 1}T�

���� ���� ����	
�
�
�
 ��	���� �
	��� Ue(x) � Ω ��� ������ ����

234* �&/����� �/�� �����&���/��� ������������ ��������, ���.

���� 4�� ���- 	��� +�'�� ���� �����&�/��� �������� ������� ������

ϕ(ũ(x), σ̃(x))� //������� / 5��+��� 6
�
$7� 8�� +�'�� /����� �� (��� 
�� ���

������ 
�! � Nσ = 16 ��� 5���	�� �+��� +����+������ &������� / ��, '�

�����,� ��� ���	����������� �������� �����- ������� 6
�)"7� ���&�����

�� (��� 
�)� 8�� ����� ���&��� ����� 5���	�� ϕ ���&�/�90�� �� ������.
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���� ���� ����	
�
�
�
 �
	�
���
���� ������ ϕ(x) � Ω ��� ������ ����

����� 	
�
��� ��
� �������������� ��� �����
��� � ��������� �
��� �

�	��
��	�� ���� ���� �������� ���
���� �	�����
���!� 	
�
���"

���� �����	
�� ���� � ������
�� �����
���

#
���	� �� ��� ��� �
	� 
 	���� � �����$
�� 
 ������
��  ���
����%

� ��	�!�� 
�	�� ��������� 
$
 � �
���������� �
�
� ��!�� ��������
%

���
 	
�
��� � �� �����
� ��� 	��� �	��� � ������
& '(�� ))*� 
$
 ����%

+��� ���	 � � ���	�� � ������$�
�� � ����	�
��+ �	�����
�� � ,���%

��& � ��
��� ���
���� 	
�
��� ��� 
�	�� ������& ,�	 � ��	����	��%

�
����	��� � ������
�� � �"�" -������ 
 
��� � �������� 
 �� ��	������%

� � �	������� ��������+��� ��� ����� ����� '�)*" ���
����� �	
�!�����&


�	�� � �� ����
����� � ���$�+ ��	��������!� ������� � �������%

����������� � ���	�������& '��.*" /���� ��
���� ����
 
��� ����	
�%

��& ��������� '0� �1(*� ����	 & � � ������������ ���� ��&�� ������
�� 


������ ���
����& ��� 2�������
���� 
�	�� � 	������ � !	����� �

��������"



���

��� ��	
������� ���	���	
�� ���� � ����	������	 ������	� ��
�

����������	 �
�������� �
������� ����
�
 � !���������
 	�	����"

������ ����	
����� ������ ������

#���	
��	 ������$ 	�	������ ����	�$%�$ ��
���$ 
����& Ω � ����

���� Γ" '�������
����
� ����(���� ��� ��
%��� �
���)�
�� ��*
�	��
�

����
 	�	����� 	
(� ��& �������
 � ���� ��������

∫
Ω

[
1 +

1

2

(
∂w

∂x1

)2

+
1

2

(
∂w

∂x2

)2
]
dΩ ,

��� w(x) + �
�
��� �	�%���� 	�	�����"

,
���� ��
�� �
!**����� ��
�
���
���&�
�� τ -.
!**����� ���(��

��� 	�	������ ��� � ������� �"/"0� �
������&��� !������ 	�	����� 	
(�

��& �������� � ����

WM =
τ

2

∫
Ω

[(
∂w

∂x1

)2

+

(
∂w

∂x2

)2
]
dΩ . -1"/�0

2�������� ���	
�������) �
������ �����
 	�	����� ����� *
�	��

�
 -�"�3�0" 4 ���&�� 5�	 �����
�������� �
 
�6�	��� ��
�
�& ρ � 
��

%��� h �� ������ 
 ��
����������) �

����� {x1, x2}T� ��� !
	 h = 1"

,
�&�
 
��
�
���� ���
��� ����)�� -�"�170 � 8� 	��� -�"�390 ����	������

$�� � ����
	 �������" ,���	 
����
	� ������� ������ 	
(� ��& ��������

�����$%�	 
����
	

ρω2w + τ

(
∂2w

∂x21
+
∂2w

∂x22

)
= 0 , x ∈ Ω;

w = 0, x ∈ Γ(1);

n(x) · σ = 0, x ∈ Γ(2).

-1"/10



���

����� σ = {σ1, σ2}T 	
�	���	 
������ ����	����	 � n ��� 
����		 �������

 ������� Γ�

����� ����������
��� ������� ���������������! "���#�$ ���������

����������	 %���&'( 
 �����!)�* �����������* �����

ΦM =

∫
Ω

ϕMdΩ = 0,

ϕM =

(
σ1 − τ

∂w

∂x1

)2

+

(
σ2 − τ

∂w

∂x2

)2

.

%&�'+(

,�
����
� %&�'+( ������������$ #�� �������� ����
�	 %���&'( ������

���� 
�������� 
�!�� 
 ������� Ω "� ���!#����� ���� ����� �������-

��#�$ �����
�	!)�- �������
� ���� ����� .���� ����$ #�� ���������

ΦM 	
�	���	 ��������������� ��� �!��- "��#���	- ���	���* ������

w ∈ H1(Ω) � 
���� ������ σ ∈ L2(Ω)� / ����)�! ����� �������������

����������	$ ���
�	 "���#� %&�'&( ����� ���� �
�����  �����!)�* 
���� 

������* "���#� 0�123 ��*�� ������w∗(x) � σ∗(x)$ ������ ������ ���
���
� 

�	!� ���
����! ��
��
���	 %���&4($ �����#��� ����
�	 �" ������� %&�'&( �

�����
�	!� ������� ���������� ΦM 3

ΦM [w, σ] → min
w,σ

%&�'�(

��� �"����������#���� ������#����

WM [w, σ] = 1 . %&�''(

. ���#��$ ���� "���#� %&�'&( ����� ������� w∗ � σ∗$ �� "��#���� ������ 

���� ΦM ��
�� ���! 3

ΦM [w∗, σ∗] ≡ 0 . %&�'1(

5��� ����"��$ ������� ���������������	 �������
� "���#� ������� 




���

�����	
��� ���� ������
���� ����
��� λ � ���� w� σ� ���

ΦM =

∫
Ω

ϕM(w, σ)dΩ → min
w,σ

,

ϕM = ς · ς , ς = σ0 − σ , σ0 = τ
∂w

∂x
,

∇ · σ + λw = 0 , λ = τ−1ρω2 , WM = 1 ,

w = 0, x ∈ Γ(1), n(x) · σ = 0, x ∈ Γ(2) .

������

�� �
!
�� ��
��� ��	��� ������� "���
��� �
��	 #��$�� �"������� �

���	
�
 ��%�� � �""�������&
� �
���
����
 �&�$��w� σ1 � σ2 ��
����
�'

���� "���������(���� �&�$� ��

w̃ =

Nw∑
k+l=0

w(kl)xk1x
l
2 ,

σ1 =

Nσ∑
k+l=0

σ
(kl)
1 xk1x

l
2 ,

σ2 =

Nσ∑
k+l=0

σ
(kl)
2 xk1x

l
2 ,

����)�

*	
 Nw � Nσ  �� +�� ��
"
� �� "����� "���������

,���
 "�	������� �""������$�� ����)� � &����
�� ������
�� � *��'

�����
 &����� �� ������� &	���
����
��
 -��� ������!
��� � ��	�� ���
x

-�����
���� &�����+� ��� ��
 �-���$�
��� � �����
  �� +�� ���
���'

�� ������$� �� w(kl)� σ
(kl)
1 � � σ

(kl)
2 ��	�*� ������ � �����
����&+.�� "�'

�������� ����� �&�+� /����� �����!�
� �������� �N '�
���� �
��� "��'


���� "����
���� a � ���
*���& "
���
 ������!
��
 � &����
��� �������

ΦM ����� "�
	������( � ��	
 �&�$�� �� N "
�
�
����0

ΦM = ΦM(a) . ����%�



���

��������	
 ���	�� a ������	�� �� ��������� ���	��
 ������
� ������

�������� ��������

∂ΦM

∂a1
= 0 ,

∂ΦM

∂a2
= 0 , ... ,

∂ΦM

∂aN
= 0 . �� !"#

$	� ���	��� ��%�	 �
	& ��������� � ��	����� ����

Ka = 0 , �� !�#

��� K ∈ RNxN �����	�� ��	�'�� (	�� ���	��
 � (�����	���

Kij =
∂2ΦM

∂ai∂aj
, i, j = 1, . . . , N . �� !�#

)	��	��* �	� � ������������ �������* ���������� �� ���'��� +����&�

	��� �	����� � ,#* (�����	
 ��	�'
 K ������� ������
 � ����	����
��

������� λ - �	����� �	 (	��� �������* (�����	
 ��	�'
 K �������
�

.������ �� !�#* �����	���� ������	 �	 λ � (	� ��	�'� ����	 ���������

�	��	��/

K(λ) = λ2K(2) + λK(1) +K(0) , K(0) , K(1) , K(2) ∈ RN×N �� !0#

1���	����
� ����� λj* j = 1, 2, . . . , 2N ����	 �
	& ������
 �� �������

detK(λ) = 0 . �� !2#

3���	��* �	� .����� �� !2# �����	�� ��������� �	����� 2N �	����	��&��

�����	� λ 1��	��	�	������ ����	����
� ���	�
 a(j) ������	�� �� ���	��

�
 �������� �� !�# � λ = λj 4�%�� ������	&* �	� ���� ���	� a �����	��

	���
� ��	�����&�
� �5����� �������� �� !�#* 	� ��������Φ(a) � .��

���� �� �,# ���� ���� 



���

������	
 �� ����	�� ��� �	��� ��� ��������� �	����� K(λ) 
��

�
��
 ��������� � ������������� ����������	��� ��� �	� ����� ��

�������� ����� 	�� ��� �!�� ��	����
 "�#$%& ������� �� ����������

��' � �	� ��������� ����
(���' �����# )��� ��	���
 �	�����

ωj = (ρ−1τλj)
1
2

������������ �� ��� ���� � �� �������� �����	�� a(j) ����� ������

����
*� ��� ������!��
� ���������������	����� �	�	�� "�#�+&# ,��

�� ������ �	����� ωj � ������ a(j) �����	��
� �� �� ����� �!��

�	�	�� � �� ������' ��� 	��
' �� �	��#

)��� ���������	��� ���������� 	��������	��� "�#�-& � �	*� ����

��(����� �	��� ����� �!��� �� �	����� ωj� ���������
*.� ��	���

��* "�#$%&� �����  ��� ������ ����������� ������	��# /	��� � �	����

��������� �� ������' ������� a(j)� �	�( ��	���	*��
 �����������

������	��# ,��� �	�� ��(�� ������*�������	�� �	 �����# 0�������

��� 	�	�������� �!�� �	�	�� � ��� ����' ��� 	��� ��
 ������ �����

��� �� �	�� ������	��
 � �����	' ���������������' ������� 1���

�
 2��3# /	��� � �	���� ���������� ��������	���� ��� ��(��
 "�#�-&

� ����� ����� ����	��� �	���� ���	 �!��
#

4�����
 �	 ��� ��� ��������� ��	���
 �� ������' �	����ωj � ���

*� �'	�������� �����	� �	� ������	�	��
 � ������ "�#��&� ����������

�� �	���

λ̃j = Re(λj), ã(j) = Re(a(j))

����� ���(��� � �	���� ��� ��(����� �!��
 ���� ��	��� �	�	��� �	�

���  ��� ���	�	�� ��(� � ��' �����	' ����� �	���	# 5���*.�� ����

���� �	�( ��(�  ��� ���������	� ��
 ����� �	����	 ��������' ����



���

�����		
� ���	���

ΔM = τ−1ΦM(ã(j), λ̃j) < μ , ������

��� μ � ����������	�� �����������	�� ���� �	�! ����"����#$%&�� �� 	����

���	��� '�� (��) )	�)��  ���� �������		��� #	� �	�� Im(λj) ��������

	���	�� �*�	"�� "� ����� ���	���

������ �����	
���
 ��
����� ������ � ��������
��� �
�����

'�����%�����$�) 	�"����
� ���*����	
� �������� +,-. 	� ���)���

��	����	�� $��$��� )�)���	
! #�	�)�%&�� (������ ��"$% �������Ω � ��/

�$���)� x01 � x
0
2� .����)� "�����	�� �
���	� ��"!  �� ���	*������	
� ���

(������ Γ = ∂Ω �������%� � ���)� x1 � x2! "�" (�� ��"�#�	� 	� 0��� ��1�

'�������������!  �� "�(22�*��	� 	�����	�� )�)���	
 τ � ������	���	��

����	���� ρ ���	
 ���	�*��

���� ���� ����	
������ �����
� Ω�

����
� ���� 0���)����) �	� ��� �������		
� "�����	�� "�$���� )�)/

���	
 � ���	� 	
) ����$��)! x01 = x02 = 1� +�)���	� 2�"���$���� ��



���

��� ���	��
� ������� ��� ����� ��������� ������� �������� Γ = Γ(1)

�Γ(2) = ∅� ������ ��� ��������� �������
 ��������� !���"�� w� σ1 � σ2 �##�����
���$�� #�����
�
� � ��%

�� �������
����� �����&���' ����(�� )��� ��#��� #�����
�� � !��
���

����(� ������� ���� � �����
 �����$*�
 �����	����


Nσ = Nw + 1 ���++�

� ��������� � #�����&����
 ������
�
�

,���� �-*�� ����� ���-����� #���
����� ����#��� � !��
��� ����(��

��-� ��'� #��-��&����� ��-������� �������� � !��
�� �����

NT =
(3Nw + 7)(Nw + 2)

2
.

��� ������������� ��������' ����������� ������ #�����$�� #����

#��������� �����&���' ����(� � ��������� ����.�� ���-����
� #�������� �

���$ ��/!!�"���� #�� ��&��
 
���
� /�� 
����������� 0���� �����	�%

�
�� �����	���' �#��������� #� �����$*�' !��
���1

Ne =
(Nw + 1)(Nw + 2)

2
.

��� /�' ������' ������ ���-�� ��#�������� #������� ���������1

x1 = r cos θ , x2 = r sin θ , ���+.�

��� r � θ 2 ���������� � ������� ���������� ������������ ��� #�������

�� 3��� ��.� )���� #��������� ����&���' ���+.� � !��
��� ����.�� #�����%

��� ��������� ���������

w(r, θ)|r=1 = 0 ,

������ ������� #�����
�
 ���������� ������
��������� !���"�'



���

sin(θ) � cos(θ)� ���� ��	 
�����	��� ��� 
����� �����	 ����� �����

����� ��� �������������	 �����	��	 �����	�����	��� ����	���	���� ���

���� �	��� �	� !����� �	"��� Nb = 2Nw + 1 ���	 ���#	�
�! ������"	����

$��	���� #�� ������	 %	����� n · σ = 0 ��
 �	 ���	�  ��� �����	����	��

���� ��� � ��&���

'�	�����	����� ��		���

Nv = N 2
w + 3Nw + 5

��� ����! �����	���� ��� �	"	��� ������������ ����	�� �����	��� ()�*�+�

��� ����"	��� �	
�������� ����� #���	����� ��������� �����

�#	��� �������� ����	���� 
��	��� &���#�� , ��� ���#�	� 
���� �	� ����

����	��� ����	���#��� �������	���� ��	� �	
������� ����	�� 
���������


��	��� &���#� ���	�  ��� ��&�	�	�� �� #	���	 �	&�������! ���&���#� ��	-

���.�� � ��&���

/	���� &���#� �������	� 
��	 ���� �	� ���� (��� 0+� ��� 
�����! ��
-

��� �	�	�	.	���W �������� ����	���#���� �������	���� ��	� 
��������1

w(x1, x2) = w(−x1, x2) = w(x1,−x2) .

,����� ��� �� ����� (00+ ���	�	��	� �	�	�	.	���� 
�����	 ����	���#��

�������	���� ��� x1 � ��������	���#��� �� ����"	��� 
 ������ ���1

w(x1, x2) = w(−x1, x2) = −w(x1,−x2) .

��� ��	��	� ���&���#� (��� 000+� !���
�	��� ��	���.		 ��������1

w(x1, x2) = −w(−x1, x2) = w(x1,−x2) .

2�������	���� ���	� �	�	�	.	��� �� ����"	��� 
 ���� 
�������� !���
-



���

�����	� 
��
�������� �������������� ������� ���������

λ∗ ���� ��������� Reλ− λ∗ Imλ Δ� �
5.783 � 5.8 · 10−20 3.1 · 10−11 7.9 · 10−21

14.682 ��� ��� 2.2 · 10−19 1.1 · 10−8 5.7 · 10−17

26.375 �� � 3.9 · 10−13 1.3 · 10−5 2.5 · 10−11

30.471 � 4.0 · 10−12 4.2 · 10−5 1.9 · 10−10

40.706 ��� ��� 1.9 · 10−11 9.5 · 10−5 1.0 · 10−9

49.218 ��� ��� 4.4 · 10−10 4.5 · 10−4 8.5 · 10−9

57.583 �� � 1.4 · 10−7 7.3 · 10−3 1.9 · 10−6

70.850 �� � 3.1 · 10−6 3.3 · 10−2 2.2 · 10−5

74.887 � 7.1 · 10−6 4.9 · 10−2 4.3 · 10−5

76.939 ��� ��� 9.2 · 10−7 1.9 · 10−2 6.4 · 10−6

����!��� "�������� ��" ��������� #� $%

w(x1, x2) = −w(−x1, x2) = −w(x1,−x2) .

&���������'��� "������(����) #
��*$ �������� ������ ��) �""�������+

	�� "���� "�����,���� � ��"�)-���� �����"�!���(����� ��������� ���+

������ .�"������ ���'�� /����� 0���	�� x2j1 x
2k
2 ( 0������ #
��*$ ��"��'+

!�1��) ��) �"�����) ��������/��� "�����,���� w #��" �$� 2 3��� ���/��

���"������ σ1 � σ2 (������ ��"�)-���� σ �"�����)1��) 0���	�)�� x
2j+1
1 x2k2

� x2j1 x
2k+1
2 � ����(����(�����

4!(������ /�� !���/� � �����(����� ��������)� ���������� �����(�� ���+

������ !����"������ "� ������� ����� �������/����� ��5���� 6��7� &��(��

���)�' /����� ������� )(�)1��) �(�������� ������ 0���	�� 8�����)

Jk(
√
λ) = 0 , k = 0, 1, 2, . . . ,

� ����(����(�1,�� ��"� ��� "������(���� ( "��(�� �(�� �����	�� �����+

	� 
��� 9������� /�� ������� /������ ����� �������'�) � �(�� ��!��� ��+

"�� ��������� ( ���� ����������



���

�����	 
	�	�� ���� ��� ����������� ��	���� ���	��������� �
	��

���	����� ����
���� � �� �� �
�!���	���	 ��!���	���	 ������� � ��
��

���	!��� �	�!
��" #���	��Reλ−λ∗ � Imλ $�
���	
��%�&�	 �������� ��!�

���	���$ ����	�� ' � ����	 �������	����	 ���	�
�����	 ���!��ΔM (��	��

�� ���	���� ��!���	��� ��
�� )' ��
	�	�	���	 � ��
�%�	 (*"+�)' �
��	�	��

� ��!���	 �
� �����
������ ��	�	�� ��������� Nw = 15" ,��	��� ������

����� �����%� �������� �����$ ��!���	���$ ������' ����
� �����	��'

����� �	������ ��!���	���$ ����	�� λ∗ �������� !����	" -���� ����	

���	����' ��� !��� ���%�	�� .� ��!���	���$ ���' ����
�	 %����	���
��

�	
��	����% (*"+�) �
� �����
������$ ����	��$ ��
��	�
�� μ = 0.01 �

Nw = 15"

/	������ ����� ����� Imλ � ���	�
����� �������	���� ���
	����

��� ΔM �� �
�!���	���$ ��!���	���$ ����	�� %�	�������' ����� ��
��

�	�
 Nw 
���	�' ��� ��� �������� �� 0��" *"1 � �� 0��" *"2 �� �	
��$ �
	$

��!���	���$ ����	�� (�������' ��
�$��%����
�� � ��
�$��� �
���	

�����	����	���)' �
	������	���$ � ��!���	 *"."

������ ���� 0������
�� ����
���%� ��������	��%� �	�!
��%' ���

�
	��	��%� �� ����%
%" 3
���	��	 �
����� �	�!
��� ����� �������� �

��
��	�
��	���� ���	"

x1 = x01 cos θ, x2 = x02 sin θ (*"+1)

-�	�%�&�	 ����	�� ��!
��� � ����	���� �
��	
	4 x01 = 1 � x02 = 0.6"

�
��������� �	��� 
���	�	�� �	
	�	���$ ������ �
�	�%� �����% �

��!���	���$ ���	!��� ��������	��� �	�!
��� � ����	�	 �� ��%$ ��
��	��


��	��� �������$ �!�����	���$ ����	
	��������$ %
���	�� (%
���	��

5���	 6��7)" ,�����' 
	�	��	 ��� ����	�� �	 ���� %� � �
���� ������' ���

��� �	� ���������� ���	�������� �	���� 
���	�� �%���� 5���	"

8�� � � 9
��	
	 *"* �� �
%���� �!�����' ����� %����	���
��� � ����



���

���� ���� ���	
� �
�� Imλ ��� ������� 	
 ����	������	��	� 
����� Nw ���

�����	� ���������

��� ���� �
�	�
������ ��
��������� 	����� Δ 	�
����	� �	��� ��� ������� 	



����� ����	������� Nw ��� �����	� ���������



���

�����	� 
��
�������� �������������� ��� ������������� �������� �������  ������!�

Reλ "��� ��������� Imλ
10.846 # 1.4 · 10−9

20.952 ### 9.4 · 10−8

33.938 ## 7.4 · 10−7

35.331 # 7.1 · 10−5

48.869 #$ 2.0 · 10−4

54.110 ### 6.0 · 10−4

67.523 ## 1.1 · 10−3

70.977 # 6.7 · 10−4

77.306 # 4.4 · 10−2

90.038 #$ 5.4 · 10−2

����� %��&����� ��&��&���� � '�������� %���&�� �� (���%�� �
��)! � ����*

+,- &���.���� �
�/0! ��������� ����%�� � ����������,��� ����������*

	�� �
��0! (%��	�� w1 σ11 � σ2� 2������&�� ��������� ������� ���������,��

���� ��������� ���� ��� &���� �� 3��� 
�)!1 �������� ������ ��.�� ���,

��������� �� ������ ����&������ ���.�1 ��� � & 4������ 
�
�

4��&�� �����, �����&����� &������ λ̃ = Reλ � �� ������ ����� Imλ1 ��*

��������%-+�� �������, ����������	��1 ���&����� & �����	� 
��� 5�� � ���

��%��� ��%'��� ��������1 ��.�� �������, ���������� &����%- �������,

���� ������1 � ���.� ��� (���1 ��� �������, �����&����� ����� %�%�6�����1

���� λ̃ �����&���� ���,6�� 7��������,��� ��'��6����, Δ ��� ���������*

���� �������� ���,6�1 ��� ��� ��%'��� �������� &���������� � ��� .�

������,- ����������,��� ������.���� Nw� 8���� ���.� �������,1 ��� 
�

��� ���� ���%����1 %��&���&���-+�� ����&����&% �
�/�! ��� (������&��*

��� �������� �
�/�! � �������� ��������� Nw = 15�

4�&������ ������ %������������ ����� ω̃(m) =
√
λ̃(m)1 ���������,��

�� �������&�'� ������ m ��� ��������� ����& �# * #$! ���������1 ��������

�� 3��� 
��9� ������ ω̃ ��'%� ���, ���������� �� ���'� '��(��� ��� ����*

����� ����� m � ���� ����� 2����1 ��� �����-���� �������� ���������



���

������	 
����� ������������ ��������� ����� ����
� ���� 
 ������ ���


�� �������	 ��� � ��������� �������� ��������	 �� ��� ����  ������


 � ������� ��������!�  �� �������� ��"������ ���������" ������

� �����������#�" $��� � ��!�� � �" 
����������

���� ����� �	
������ ����	�� ω ����������	� ��
���� ��� ������� ��

�	����	�	�	 �	��� m�

%&'(  �����!� ������������� 
������  �������"  ���������" ��

)��� � �� ���������� ��
�����" 
������� *������������! $��
+�!

ϕM(x) � �������� ,-�./0 ��! $��
+������ ΦM ���� ���� ������� � 
��

���� �
������� ��� ��������  �������	 � ���!�#��  ���)�����

 ��������! ��!  ��������  ���+������� ������ , ������������ �����

��� ,-�.�00� 1����+������! $��
+�! ϕM(x) ��� ����������  ���"�

�������  �������� ������� 2���������	 �� ����	 ����� ���
�� �������

������ ���� ���������" 
������� ,�� 34	 Reλ = 48.869 � �����+ -�50�

'�!  ������������� �  ��
����+�� ,-�.60  �� Nw = 15	 ��
�����! �����

����
�! �)��
�  �
������! �� 2��� -��� ����
� 
 ���� � �������� ����"

��
��������" ������� �� �����+ ��������



���

���� ����� ��	
��
� ����������	
� ����	
 � ����������	�� �����
��

������ ���� �������	
� ����� � ����������� �������
�� ������ ���

�
 �
����! ����	��� � "	��
��� �����
�� #�!���� �� Γ = Γ(2) 
� �	���

���
� ����� �Γ(1) = ∅�� $� ��%��� &�	���� ����'�( ��� �����
� ��)�� ���%

 	���������� � �����*+�� �
��

σ1 cos θ

x01
+
σ2 sin θ

x02
= 0 . ����,�

-����� ����� ������������� ����� � ��������� �������
�� ��)���! 
���

��%��! )
�����
 � ��	�
���%��� ���
 �
���
� 	���	���	� �  ��������!

"���
��! .�/�

0�	����	� ���! ����
 ������( ��� 
 �  	
��	� ��1 �ρ = τ = 1( x01 = 1(

x02 = 0.6( Nw = 15�� 2
 � 
  	
��	��� ���

��  �	��� �����
 
��� λ̃ =

Reλ 
 �����
! Imλ  	
������ � ����
3� ����

4�	����	��! ����������%* ����
 � "	��
���
 �����
��
 #�!����(

 	������������ � 0	
��	� ��5( � ���

� �� ����
 -
	
��� � 0	
��	� ��1(



���

�����	� �
�
�������� ������������� ������������ �������� ������� ��������


Reλ  ��� ��������� Imλ
3.490 !!! 5.2 · 10−12

8.905 !! 1.3 · 10−11

11.466 ! 9.4 · 10−9

16.864 !" 7.1 · 10−8

23.571 !!! 6.6 · 10−7

28.273 !! 1.3 · 10−6

32.690 ! 4.2 · 10−6

39.545 ! 3.2 · 10−4

43.267 !" 3.5 · 10−4

47.218 !!! 4.2 · 10−5

#$�#��# ��% ��� ���� ���������% ���$���$&'(�# ������)*��& �����$�+

��)���& ���$�����& �������'% $ ������ ������� ���$���$&�� ����)��&

���& ���������
 ,�� #$����� ���� ���-� �������� $ .�/


���� �������	

�� ��
��� ��� ���������
�� ��
���	
��	�

0 ���� ������� ��&-����# ��������� $����	������ $���$� ����� ��+

������	�� �
�1�
2
 3�������� &��$�# ��-�� ������) �������������% ���

$ &��$����#� ��
42� � ��
45�

ē(i)(x) · u = ūi(x), x ∈ Γ
(1)
i ; ��
46�

ē(i)(x) · σ · n = q̄i(x), x ∈ Γ
(2)
i . ��
4��

7��) ūi � q̄i% i = 1, 2, 3 1 8�������� ������(���# � ��8�&��� ���$���$����


���� 8����	� Γ
(1)
i � Γ

(2)
i ������#'� ��&8 ��&8�9

Γ
(1)
i ∪ Γ

(2)
i = Γ, Γ

(1)
i ∩ Γ

(2)
i = ∅, i = 1, 2 , 3 .



���

�����	
� ���	���� ��� f(x)� �
� ������
�
����� �
�������	
 �	����

��
��� Ω�

�
�������� �
�
�� ��� �  �	�!��	
�� Φσ �������		�� �  ����"

� #����$� %���� ��&�������	�� � ����'���	�� ���������� ������(�	��

� 	
���)�	�� ���'	
��	� �
� u∗� σ∗ � u� σ� �����������		�� � �* ��	�+�	�"

���

u = u∗ + δu , σ = σ∗ + δσ .

,���
� ��)	� �
�������
	���  �	�!��	
 �+���� 	
���)�	�& Φσ[u, σ] 	


�
��
!�� 	��'����	�*  �	�!�& δu � δσ � ������������ �

Φσ[u, σ] = Φσ[u
∗, σ∗] + δuΦσ + δσΦσ + δ2Φ , #��-�$

��� δuΦσ � δσΦσ ���.��� ������� �
��
!����  �	�!��	

Φσ ��	������"

	� u � σ/ δ2Φ ������� �����& �
��
!��&�

0	�������� �����. �
��
!�.

δσ0Φσ = 2

∫
Ω

ς : δσ0dΩ

�� �
���� � ������
�  ����� #���1$� ������ ����.(�� �
��	���


δuΦσ = −2

∫
Ω

∇ · (C(x) : ς) · δu dΩ + 2

∫
Γ

n(x) · (C(x) : ς) · δu dΓ ,

δσΦσ = −2

∫
Ω

ς : δσdΩ .

#��-�$

2
� ���	� �' ��
�	�	�� #��-�$� ������ �
��
!�� δuΦσ � δσΦσ �
�	� 	�.

�� .��* δu � δσ� ��� ����	�.��� ����.(�� ��
�	�	��

ς = 0, ∇ · (C(x) : ς) = 0, x ∈ Ω;

n(x) · (C(x) : ς) · e(i) = 0, x ∈ Γ
(2)
i , i = 1, 2, 3 .

#��-1$



���

�����	
������ ������� ��
	��� ���


ς(u, σ) = σ0(u)− σ = 0 , ������

������� �	������ ����	��� ��
���
����� ������
�
 Φσ � 	����� �  �
!

�"#�� � �
�"����� ����$� � ������� 
 �
�%� 	�����#� �����&����

�
	�	����

∇ · σ + f(x) = 0 ������

����
	��'� (���' ������� ��
	��) ���)�) ������ �(�� �����

*���
� 	
��
���

δ2Φσ[δu, δσ] =

∫
Ω

ς(δu, δσ) : ς(δu, δσ)dΩ ������

������
����
 	 �	��� � (���%������ �(����������' ����# (��#��!

 �
��� � 	#�
%��� �������

+���� ��(��� 	����) �	
��
��"#) ������
�Φε ≥ 0 		���#) 	 ���!

���� ������� ����� �� �	�� � 
,���'�� � ������
 ����	� � �
"���� 


��)��	�����#- (�����.��� u∗ � 
(��%��� σ∗ 	 ����	����	�� � /
�
!

"�) ���� 0� �
� (��	#� 	
��
��� 1�� � ������
�
 ���'� 	��

δuΦε = −2

∫
Ω

∇ · ξ · δu dΩ + 2

∫
Γ

n(x) · ξ · δu dΓ ,

δσΦε = −2

∫
Ω

ξ : C−1(x) : δσ dΩ .

����2�

3���	��� ��
���
����� ������
�
 Φε� �
�%� �
� � ��� Φσ� �	������

	�	� ������� �����&��� ���
� (����� (���(��
�� 	 ��� �� 	���

ξ(u, σ) = ε0(u)− ε(σ) = 0 . ����4�



���

�����	 
������	  ����� ���������������

δ2Φε[δu, δσ] =

∫
Ω

ξ(δu, δσ) : ξ(δu, δσ) dΩ ≥ 0 . ������

� ������ ������ ���! ����"�����#�$ %��������� Φε 
&������&! ����'

���'�� � �(�� )�%������� ξ$ ����� *���*����� ����' ���*�����& ���'���

� �(�� ��*�	����! ς � � ���������$ ����+���Φε )�	 )
������+� �)����)��+�

�'����*��+� ���� �*������ ��*�	������ �����	���� ����� 
�)

Φε =
(1 + ν2)

E2

∫
Ω

[
ς211 −

4ν

(1 + ν2)
ς11ς22 + ς222 +

2(1 + ν)2

(1 + ν2)
ς212

]
dΩ . ������

,)��� E  ��)��� -�+�$ ν  ��.%%������ /�������� 0����������������

%���������� 
 %������ ������ ���)��� �' ��+�$ ��� ��������� *���) ���1

 ���&� ������ �+������� ����
����
��

4ν(1 + ν2)−1 < 2 ,

��� ��� 
������� ��.%%������� /������� ��2�)���	 
 ���)�34�� �����
���

−1 < ν < 1/2.

5(�(4�	 .��� *�)2�)$ ����� 

���� 
 ������������$ ��*�����$ *��������1

������ ����!��
� �������������&2 �
�)������&2 %����������


Φς = c2
∫
Ω

[
ς211 − 2aς11ς22 + ς222 + b2ς212

]
dΩ ≥ 0 , |a| < 1 , ������

)�	 �����&2 �2 ����
�	 �������������� .�
�
������& ������ ���3 6����

,)��� a$ b � c �������&� 
�4���
���&� *����	��&�� � ���������$ %���������

Φ 
 ,�)��� ��" *��������	 �' ���
����	������ �

a = ν, b =
√
2(1 + ν) , c =

√
E−1 .



���

������	
��� ����	�������� ��������� ����� ���� ��������� ��� ���	��

�������� ��	���������� ����������� �����

���� ����� 	 
��		��	
� ���������� �������

 �������	� ���	��� !���
	 "�# � ����	������ Φ$ ����	 ������	�����

��� ������ ������%��	� u∗(x) 	 ������ �����&��	� σ∗(x)' �	�	�	�	��(%	�

����	����

Φ[u∗, σ∗] = min
u,σ

Φ[u, σ] = 0 , Φ =
1

2

∫
Ω

ς : ξdΩ , )"�*#+

��	 �����	
��	�� )"�,-+' )"�,�+' 	 )"�,�+�

.���������� 	������� � ������ )"�*#+ � �	��

Φ = Wε +Wσ − 2W,

Wε =
1

2

∫
Ω

σ0 : ε0dΩ , Wσ =
1

2

∫
Ω

σ : ε dΩ , W =
1

2

∫
Ω

σ : ε0dΩ ,

)"�*/+

���Wε 	Wσ ����(��� 0����	��	 �������		 	 �����&��	� ���������������

1�� �	��� 	� �������	� )"�*/+' Wε 	 Wσ ���	��� ������ �� �������	
���	�

���	
	� σ0' ε0 	 �	����� ���������� σ' ε' ��������������� 2 �� &� �����'


��� W ��������� �������		 ε0 	 �����&��	� σ 	 ���� �� ���	�	� ��

������� �������� �����	��� )��� 3�*45+�

6�����	�����	� ������� 0����		W �� 
����� � �
���� �	�����	
������

������7��	� )"��#+ �������(� ����
	�� �����(%�� ����&��	�

W =
1

2

∫
Ω

σ : ε0dΩ = −1

2

∫
Ω

∇ · σ · u dΩ +
1

2

∫
Γ

q · u dΓ . )"�*4+



���

�� ���	
�
� ��	
�	��� ������ 	��
�� ��� 	����
��� ��	�
��	�

∫
Ω

∇ · σ · u dΩ = −
∫
Ω

f(x) · u dΩ ������

����� �������� ����	����	� ����� !�� 	�"
�� �	�#��	�$

�������� ��	� %���&� '
��&� W ��������� 	 ���� ��	
� ����	�
�

��(�
������# ������ 	
�)
�( ���$

W =
1

2

∫
Ω

f(x) · u dΩ +
1

2

∫
Γ

q · u dΓ . ������

*������� ��� '�� �	�#��	� ����	����	� �� � ��( ��	
�	��
�( ����#


���"�
�# � ����	����	��� ������� +����#��
� �������� ����� �����,��

-	�#��	� ���� ��"�� ���, ������
� ����� !� �������� �.��������	�

�

	 /�0��1�2�


����� ��	� ��� ����� �	
���	����	 ������	��� ����� ��������
	�

u� ����	
���	��� ��
	�
�� �����	�� ����3� 	 ��
����
�� ����� 
����

��
	� σ� �������������	� ��
	�
�� �����	� ������� ���� ���
�� ���

��
�	��
�� 	 �����
	����
�� �
���	� 
����	�����
 

Φ[u, σ] = Π[u] + Πc[σ] ≥ 0 . ������

���!��������" 4��������� ��	
�	���� ���� 	 �
��&���,
�� ������� 5��

��
������ ��� �� � ��# ���������� Υ ⊂ Ω � ��������
� &�����# &��
�6�#

∂Υ � � ��( ���������( ����# ������!�
�# u 	 Ω� ����	����	� ����� !��

�
��&���,
�� ��	�
��	�

∫
Υ

(σ : ∇u) dΥ =

∫
Υ

f(x) · u dΥ+

∫
∂Υ

n · σ · u d∂Υ . ����0�



���

����� 	�
������� ������ � ������� ������ � �������� ������� �����

��� ������ � �������  ��!���� Φ 	���"������  ��#�

Φ = Wε(u)−
∫
Ω

f(x) · u dΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

+Wσ(σ)−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ ≥ 0 .

���$��

%�	��&'�� ����(��� 
�� 	���) 	���!���&�) *����� Π[u]� �	��
��

���) �  ��#��� ����+�� � 	���!����#� �' ������) ����+��� ����++� �

�",�) 
�	������&�) *����� Πc[σ]� ���
��) �  ��#��� �������� #�(�

	��
������& ��������� ���$��� ��� �  ��#��� �������

-�� ���
��� �' ��������� ������  ��!����� Φ� '�
��� #��#�'�!�� �

���������#� ������� ������� ����$� � ����.� *��������� �'�����#�) #���

#�'�!�� 	���!���&�) *�����Π ��������&� 
�	����#�) ������� ��!��

u 	�� ������/ ���������/ � 	���#�,��� ������ � 
�	������&�) *���

��� Πc ��������&� ��'���)  ��!�� σ� �
���������0,�) ��������#�

������0 ����$� 	�� ������/ ���������/� '�
��/ � �	��(���/ ������1

min
u, σ

Φ[u, σ] = min
u

Π[u] + min
σ

Πc[σ] = Π[u∗] + Πc[σ
∗] . ���$��

2 
�	����� � ����#� ��'��(��0� ���
�0,�� �������� 
�� #��#��&�

�/ '����)  ��!������ Φ� Π� � Πc �	����
���� 
�� ������ ��3���1

Φ[u∗, σ∗] = Π[u∗] + Πc[σ
∗] = 0 . ���$��

��������� �	�	 -�� ���
��� �' ���$��� ��� ��,��������� #��#��&�

�/ '����) 
�� 	���) 	���!���&�) *����� Π � 	���) 
�	������&�

�) *����� Πc �������� ��3& ��"/�
�#�#� �������#� ��,��������� ���

3��� '�
��� ���)�) �	�������� 4�� ����� ���"� 	������& 
���������



���

�����	
 �
����	�� ��������� ��� ����� ��	 ��
��	� ����� ����� ��� � ����

���
 �� ��! 

"��	� #���
������� ��� #�	��	$
��%
 #��& #
�
�
'
�	� ��& ���
�%

����� ���$�% �%�� ����
�% � #���'�� #�	�(	#� �	�	���� #����� #��
��

(	������ ��
��		 �)
��
�� � *!� ����� ��� #��& ��#�&$
�	� ����� �%�� #��

���
�% �	��
��� �� �����
 #�	�(	#� �	�	������� #����� ��#���	�
�����

��
��		 �)
��
�� � +! 

,���������%� �
���� ����$���-	��& � ����
�
 � . � ��$
� ���$
 �%��

#�	�
�
� ��& #����
�	& ���	�(	������ #�	�(	#� �� ./! "������� �����

#������ #����%� ����(	���� ��$
� �%�� ��&�� ��#�	�
�� � �	�


Φ̃ =

∫
Ω

[
1

2
σ0(u) : ε0(u)− σ : ε0(u) + h(x, σ)

]
dΩ ,

��
 u &��&
��& �
������ #
�
�
'
�	� #�	 �����	�
�	& �� +0! 	 σ &��&
��&

�
������ ��#�&$
�	� #�	 �����	�
�	& �� +�!� �� .�!1 h(σ) 2 �
	��
����&

����(	& ���	�&'�& �� σ 3����	
 ���(	��������	 Φ̃ �����	�
���� �
����� u


���

δuΦ̃ = −
∫
Ω

(∇ · σ0(u) + f(x)
) · δu dΩ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

(
n · σ0(u) · ē(i)(x)− q̄i(x)

)(
ē(i)(x) · δu

)
dΓ = 0 .

4�� #�	���	� � �
�������� �����
�	� 5���
 � ����	��%�	 �����	&�	 �� +�!�

�%��$
��% �
�
� �
���� #
�
�
'
�	� u� � �����
����		 �

∇ · σ0(u) + f = 0 , x ∈ Ω ;

e(i)(x) · σ0(u) · n(x) = q̄i(x) , x ∈ Γ
(2)
i , i = 1, 2, 3.



���

�����	
 ���	��������	 �����	������ ����
���	�

δσΦ̃ = −
∫
Ω

(
ε0(u)− ∂h(x, σ)

∂σ

)
: δσdΩ = 0

��	���
� � ���������� �������	� ������

ε0(u)− ∂h(x, σ)

∂σ
= 0 .

��	�������
 ����	
H �� ���� ���! "�� #�� �������	� ������������� ����$

�� %��� � �	�� &'(�)*( +��	� � �����!

h(x, σ) =
1

2
σ : C−1(x) : σ

	 �������	����	� 	���,��� Φ̃ ��������� ����	������ #���,��	"�����

�-	 �	 Φ(

.����	������
 �������������� ������ ���	�		 δ2Φ �����	������ u 	 σ

������� 	� +������ '(� 	 �������������	/ ������� ������ ���	�		 &δ2Π ≥ 0

	 δ2Πc ≥ 0*! � ��������/ � ������� �(0((

���� �����	
	��� ��
������� 	����

1234 ������
�� ����	�� #�����	���� ����������	� ����	 ����,��

#���,		

W (u∗, σ∗) = Wε(u
∗) = Wσ(σ

∗)

���������� � ����,�� ���� 56)7( ��	 ����	  ���� ���������� ��
 �� �/

������	��/ ���������	� u(x) 	 ����
���	� σ(x)! ������� ��,��  ��� ��$

��"���! ����	���! �� ������ ������ 8	�� &9�,��	�� '(�* ��� ��	 �	���	�

� ��"���� ��-��	� u∗(x) 	 σ∗(x)( 4���������� ������ ����	 ��"����� ��	$

 �	�����,� ��-��	
 ������������ � 5��:7(



���

� �����	��
� ����

ūi (x) ≡ 0 , i = 1, 2, 3

� �	���� ������� �� �� ������ �		���������
� ������ �	��	����� ���� 

�����
! �� ���" #���
���" �	���"�	��$" Γ
(1)
i � %	#��� 
� �
�
�
��&
	��	!

�	���
�	��
 ���'�� ������� ��	

Πc(σ) = Wσ(σ) ≥ Wσ(σ
∗) = W (u∗, σ∗) .

� �	 (� ����$� ������
� ���'�� )��
�������	 ����(��
�

max
u

(− Π(u)) = Πc(σ
∗) = Wσ(σ

∗) ,

��	 ��
�	�
� �

− Π(u) ≤ Wσ(σ
∗) = W (u∗, σ∗) .

%��
� 	*���	���	������ �������$ ��	�����

������� ���� ��� ����� �	
���	����	 ������	��� ����� ��������
	�

u(x)� �������������	� ��
����
�� ��
	�
�� �����	�� ������� 	 �����

����� ��
����
�� 
�����
	� σ(x)� ����	
���	��� ��
	�
��� �����	�

������ � 
�����
	��� �������	�� �������	� ��������

	� ���
�	 �������

�
���		� ����

�� � ����

−Π(u) ≤ W (u∗, σ∗) ≤ Πc(σ) . ���'+�

,�	*	�	�� ���
 	*-����$ �
�� 	�������� 


q̄i(x) ≡ 0 , i = 1, 2, 3



���

� ����	
� ������ �� ����������	���� ���������� ���������� �� ������

�� ����� !����"� Γ
(2)
i � ��

Π(u) = Wε(u) ≥ Wε(u
∗) = W (u∗, σ∗) .

#� ����	
 ��$�� � ��$�� ��������� ���

max
σ

(− Πc(σ)) = Π(u∗) = Wε(u
∗)

� ��!��

−Πc(σ) ≤ Wε(u
∗) = W (u∗, σ∗) .

%
�������
&��� �������
��� �
��	���� �������

������� ��	� ��� ������ �	
��
����� ���� �	�������� σ(x)� ���
���
��

������� ���������� ��	������ ���
��� ����� � ������ �����	������

���������� ���� ����������� u(x)� ������������� ��	������ ���
��

�� ���'�� ��	
����
� �������� ������

−Πc(σ) ≤ W (u∗, σ∗) ≤ Π(u) . ��$(�

) ������������ � *
!������� ��� !�� ����������� �	��"�� u(x) � σ(x)

�������� ��
������
&���� ����������"���� ��+,� � ��+��� ������ ����-

����"�� ��$�� �������� � .��	�
����� ��������"�� ��(�� ���
� 	���
����-

����� �!��������� ���'�� ������ ���,� � ����!��������� �	��"����
�Φ/

Φ3(a) = aTK(3)a− 2
(
F (3)

)T

a→ min
a∈RN

. ��$0�

1���& a ��
����� N -������ �������� �������� ����������� ��������!� ��

���������� ��2���"������ u
(kl)
i � σ

(kl)
ij �K ∈ RN×N ��
����� �������������

��
�����
&�� ������
����� �����"�� )����� F (3) ∈ RN � �
	��� �!����-



���

����� 	
���� 	
���� 	
��� ������������ �������������� ��������� ūi(x)�

q̄i(x)�  � �!� �"#����� ��������$% ���� f(x)� &����� a∗� ������'���%(��

�������� � Φ3 � ������� 	
�)* � ������� �' ������� �������� �� ������

K(3)a+ F (3) = 0 . 	
�)�

+����$'�� �������� �������'���� ' � �� ������' ��� 	
�)�� ��� ' �,

��� � � '���� 
���� ' � � ������' ��� 	
�)* �� '�� ���� -���� ��������

��������������� ���� ��' ������� ���' � � � � ������(����� � � ���!�,

����.

Kuau + F u = 0 , Kσaσ + F σ = 0 . 	
�)�

/���$ au ∈ RMu � aσ ∈ RMσ � Mu +Mσ = N ����%��� ������ �� ��' ����,

��� � � ������� ������(�� ���$�� �' �������������� ��-���������� u
(kl)
i

��� σ
(kl)
ij � ��������������� 0 � "��� ��� ������� � ������ � 
�
 � 
��� ��!,

�� ���� �������$ ������������ -���1��������� ������ ��� ��������� ��,

��� 1� ������ �������� 2 ������� ���� 1� ������ ������� � ������(�����

	
��� ����%��� ����������� � ������������ � �������� 
�
� �� ��� �%"��

���������� ������(���� � � ���!���� ��� ������� 	
�)� �������� �������

3����� � �� ���� ��� -������ �$��� ������� ��4���� au � aσ ��� ������

	
�)�� ��!�� ��� ' �$� ��� �����%(�� ������4���� ��� �������

Π(au) = −W (au) = −Wε(a
u) , Πc(a

σ) = Wσ(a
σ) ,

Wε = (au)TKuau , W = − (F u)T au = 0 ,

Φ3(a
u, aσ) = Wσ(a

σ)−Wε(a
u) ,

	
�)5

1�� �����%(�� ������������ ������ ����1�� -���1�� ' � %��� ��� !�����

Wε(a
u) ≤ W (u∗, σ∗) ≤ Wσ(a

σ) . 	
�))
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�����	
���� ��
 �����
�� � �������
�� ������ 
 ������ �������� �����

����� 
 � ���������

 � ��� �! ��"� �� ��������� ���#�� ������� ���

�� ��� ��$�� ������
 �� �� %�
! 
 �������
!� &����������%


'��	�
��(
 ������)�
� 
 �*�(
 ��� (����� ���	� �)�
� au 
 aσ

�
�� ���#��  ���� �������
�+ � �
�

Πc(a
σ) = −W (aσ) = −Wσ(a

σ), Π(au) = −Wε(a
u) ,

Wσ = (aσ)TKσaσ , W = − (F σ)T aσ = 0 ,

Φ3(a
u, aσ) = Wε(a

u)−Wσ(a
σ)

����,,�

�

Wσ(a
σ) ≤ W (u∗, σ∗) ≤ Wε(a

u). ����,��

������ ���� -������ �$������)���� � .�
 � ����  ��� ���� ���

���
�����+ ��/ ������
 ����������	� �*�
���
� ����	�! '��	

� 0���

� ���
 ��� ��	��+��� ����	�� �����
�� �� � 0
�� ����� /�(������� ��

��� (��� x1 = 0 
 ��	������� �� ����� x1 = x01 = 1� (������
���

���������� 
 ���
	��� 
 �������
� 
 q0(x2) � 
����
�����+� q
0 = 1

� ���������

 � 1�� ���! ����2�� 3��	
 (��� ���$���� �� ��	��/�(� (�( �

�����
�� ������� 4����� x02 �����
�� ����� �
�
*5  ����
 ����	���
 �����

�����	� 
/�������	�  ���
���E = 100 
 ν = 0.3� .��
�� 
��+�� ����


� 1�� ���� ���"�� 
 ���"�� ���/��� ������)�
 Nu = Nσ + 1� 6����� ��

��� /�����  
�
 
/�*

 ���#7� ��/������ �� �� ����+�� ����
�� �

�
�!��� ��	$��
��(
� ������
! ���#��� 8��� ��
 � �����
��� � �����

�
�� ��� � ���� ��� (�����! �������
�� ����������
 '��	�
��(


�*�(
 ���##��

3�� ����)�
� '11(�
�����
 ��	��
� � 0
�*� ���� ���!���� �
  ��

�

 (����! /����
  �	�� $��+ �(����� � ���� ����
� 4�������� ������

�
�� � (����
���Ox1x2 � %���� � ���
�� /�(������	� (��� �����
��



���

��

O′ =
{
0,
x02
2

}T

.

���	�
	�� ������ ������������� ���� ���� ��������	� � 	��� ������� ��!

��"�	�� O′x1x2 ���"#$�� ����%��

u1|x1=0 = u2|x1=0 = 0 ,

σ22|x2=± 1
2
= σ12|x2=± 1

2
= 0 ,

σ11|x1=1 = 0, σ12
∣∣
x1=1

=
3

2
− 6x22 .

����&��

' ���%� ���( 
�� ���� �%�����	� � ���������	�� �������

Ω =

{
x : x1 ∈ (0, 1), x2 ∈

(
−1

2
,
1

2

)}
, ����&)�

� ���*� ���	�
	�� ������ ����&�� ����#��� %������	� ��������
	��� ��!

	�������	� ��� x1( ��+�	�� �������������� %�"�
� ,��������%���� ���-�!

���	��� �������� 
��	����.

u1(x1, x2) = −u1(x1,−x2), u2(x1, x2) = u2(x1,−x2) ,

σ11(x1, x2) = −σ11(x1,−x2), σ22(x1, x2) = −σ22(x1,−x2) ,

σ12(x1, x2) = σ12(x1,−x2) .

����&��

' ������������ � /����� ����&��( ��*	� �����"��� ����	������	��

����������-�� ���)��( ���)�� � %���%���������� ������ ����� �"	�
��	�( ��!

����� �����"�	� � �����-� ���� 0�� �%	�
���( 
�� ��	���( ������� ����!

���#� � 1�� �����-� 	� ����#� 	� ��+�	�� � ���� ���� ����#
�	� �%

���	�	� ���)�� � ���)��� 2���� �����*���	�� %	�
�����	� ��	�+��� ��%!

��� ������� � ���	�	�� ���3���



���

�����	� 
��
������� ���������� ������� � ��������� �����������

���������� x2 � ����� 
���

u1 u2 σ11 σ12 σ22
������� � ��  �� � ��  �� � ��

!����� xi1x
2j+1
2 xi1x

2j
2 xi1x

2j+1
2 xi1x

2j
2 xi1x

2j+1
2

�����	� 
��
����� ��"##�	����� �������Mu � ��������� Mσ �� �������$ �

��������������� ������� Nσ � ����� 
���

Nσ �
 �% �& �� �� �� �' �( 
)

Mu (� �)� �
) �%� ��% ��� �() 
�) 
%�

Mσ 
) 
� %) %� &
 &( �� �& �


*�� �� ���� �������� � ��+�� ���� ������� �������������,� ���-

������� .
�%�/0 .
�%�/� 1�����+������ �����Nσ � ���������2$�� ����-

 ������ ��+������� Mu � Mσ ���� �����������0 ���������� � ���-

��	 
���

3�� ����� ����� �� *��� 
��
0 ���������� +�� �� "��,�� ������-

��� Wσ .����4��� �����/ ��������� 2�����0 � ����������� � "��������-

���� ���������� "��,�� .
�('/0 ��� 2��� ��� ��+�������N � 5 ���� �

�� "��,�0 +�� �� "��,�� W (N) = Wε(N) .4���6��� �����/ ���������

����� � ������ N � 7�� +�� ��� ������$� �����$��� � �����������

"��,�� ��� �4���� � ����������� �

Φ(au, aσ) = Wσ(a
σ)−Wε(a

u), Δ1 = 1− Wε(a
u)

Wσ(aσ)

� ��2�������� �	��� ������������ 2��2,�� "��,��W (u∗, σ∗)0 +�����-

��� ����0 ��� � � #���2� .
�((/�

8������ ���,������ 6������������ ���2 ���� ����������	�� ���

Nσ = 20 ������� � �����	 
�'� 3�� �����0 �� ����� �4��� �� ��-



���

���� ����� ��	
��� 	��
����� Wε � ��	
��� ���
��	��� Wσ �� �
���	��� �


���	
������ ����	�� N � �
��	
	 ����

������� 	
�
������� ������� ��������� ���������N � ���������� u2(1, 0)�
������ �������� Wσ� �������!��"�� ����"� Φ � �������������

���������� Δ1 # ����� 	
$


N u2 Wσ Φ Δ1, %

%&% &
&'(' &
&%)� 2.24 · 10−5 &
&')%

�� *����� ������� ������!�#����� # ������ "������ ��*��������� #

+��,�� -	
%%.


������ ���� /�" � # ��*�*,��� ������ �������� �*���*�,0

�������,0 �������, -��
 1��
 	
	.
 2������!��"�� � ,�,��� �������

#����� ���� ��� x01 = x02 = 1� E = 100� ν = 0.3
 3������ ��������# ũi � σ̃ij

# +��,��4 -	
%'.� -	
%�. �#����� ������������ Nu = Nσ + 1� "��*� !����

Nσ ����������


5�� ���0������ �++�"��#����� ������4 *#,�������4 �����" -	
�&�.�

���*,0��� ,���#�� �� #�����4 "��4 ���� ��*������0��� # ����#����#�� �

������ 	
%
 3����� x1 = 0 � x1 = x01 ���������
 3��*,0��� ����������



���

������ �	
 ���� ������	������ ���� ���
��

u1(0, x2) = u1(1, x2) = 0, u2(0, x2) = −u2(1, x2) = u02/2.

������ ������� ��
�����	����� Ω �������� �� ���������  �	���� �����!

���� ����������
 u02 = 0.07 ��	� ������� �������� �����" �������# ��

������� ������� x = {1, 1/2}T � $������ %�& '��� ���	�(� %��)� *�� � �

���������� �������+ ����� ��������(�� '%�,&) ����������
 �� ��� �����!

����� 	���"��- �	����������- ��������" '%�,�)�

�	
 ����	�������
 ��������� � ���" ������" �����+ ���	� �������

Ox1x2 ���������
 � (�����	���" ���� �	������

O′′ =
{
x01
2
,
x02
2

}T

.

 ������� ��������� O′′x1x2+ �������� ��	���
 ������

u2|x1=± 1
2
= ±u

0
2

2
, u1|x1=± 1

2
= σ12|x2=± 1

2
= σ22|x2=± 1

2
= 0 , '%��.&)

$�
�����	���
 ��	����

Ω =

{
x : x1 ∈

(
−1

2
,
1

2

)
, x2 ∈

(
−1

2
,
1

2

)}
'%��./)

� ���" ����" ������� 
�	
���
 ����������" ��������	��� ����- ������!

�����- ���" x1,2+ � �� ����
 ��� �������� ��	���
 � ����������
- �� 0��!

��	� '%��.&) 
�	
#��
 ��������������� ��������	��� ��� x1 � �����	���

���������� ��������	��� ��� x2� ��"������	���� ��	
 ����
����" � ����!

������" ��	��� �����
���
 ���"����� ��������� '%��.1) �+ ������������+



���

�����	
�� ������� ������� ��������� � �� ������� x1�

u1(x1, x2) = u1(−x1, x2), u2(x1, x2) = −u2(−x1, x2) ,

σ11(x1, x2) = −σ11(−x1, x2), σ22(x1, x2) = −σ22(−x1, x2) ,

σ12(x1, x2) = σ12(−x1, x2) .

�������

� ����� ������ ��������� ������� � ������� ���� ���! "��������!�

� ��#��$� ��� ��� ���������	
�% "����� ũ(x) σ̃(x) � &�����% ���'(� 

���'�� �)�� #!�� *���*��������! � �������%� +������ �� ��*��� "�,

��-���� ������! "������ � ���!�� ��*� ����.� ��� ��*��� ��%���

������! �������

/�#��$� ���
0������ ��"����� "�����
���� � ��"��-���� ��������� �������

x1 � x2 � 1������ ��(�

u1 u2 σ11 σ12 σ22

0������ x1 ���� ������ ������ ���� ������

0������ x2 ������ ���� ������ ���� ������

2��! x2i1 x
2j+1
2 x2i+1

1 x2j2 x2i+1
1 x2j+1

2 x2i1 x
2j
2 x2i+1

1 x2j+1
2

3�� $���� 4&&��������� "����-���!% ���������% $��� ������!

#!�� �!"����! ��� ��*����!% ���"���� "������ 5 ��������� ���������

������! ��*������� N �������� ���� �)�� �)�� "���� ���"��� Nσ

������������� �� ����

6�� "��*�� �� 7��� ���' � ������ � 7��� ���� 4���)�� ��"��-����

Wσ(N) = W (N) ��"�.��� ������ �������� ���) �*�����	
�� &���$���

��������� ��*������� ������!N � ���������� � &����� ������� � �

����� ��� 4���)�� ��&���$��Wε(N) �"��������� ������ 8 ����� �#!,

��	
�� &���$��� 1������� 4��% ������� "*����� ������ � �����������
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�����	
��	  �
���
�����	 ������
����� ����� ���

Φ(au, aσ) = Wε(a
u)−Wσ(a

σ), Δ2 = 1− Wσ(a
σ)

Wε(au)

��
���� ����
 ��
� ����������� ��� ����� �
���������� �����
�� ���

�� ����! �����"#

���� ����� �	
��� �
�������� Wε � �	
��� 	����
	�� Wσ ��� ��	���� ����
�	����

����
�� N � ����
�
 ����

$���
���� � �
��������! ����� !����
����	%! ������
��	%�

���������� �� Nσ = 32� �����
������ � 
����� &#��# '
�
 �
��

��

�
� ����
�� ����� ��%��
����� ����
 �� ���
�����	 
�����
� ���

�� ������ ������# (�"�
�
������ �
���
������ ������
������ �������

���
� Δ2� ���������� ��� ������ ��
���� ����
���� �
���
����� ���!

���" �������
 )��# *��� &#��+ � 
� ���� ������� ��� ���
��
�
��	%" ���

����
� Δ1 )*���# &#�+#



���

������� 	
��
������� ������� ��������� N � ������ ���������Wσ�

������� ��!�� ����!� Φ � ������������� ���������� Δ2 " ����� 	
#


N Wσ Φ Δ2, %

$%$ �
�#	� 1.31 · 10−5 �
�	�	

���� ���� �	 
��
�� �����	���

������ �	��	������� ������� ��� �
������	�	 �������������

������

&�������� !��"'( ��)� '� �)� '�'��� ����"����� ���'�)����� " ��*

)��� �
+
� ��)��� �� ��!����,  ����, Γ
(3)
i � i = 1, 2, 3 ������ Γ -Γ

(3)
1 ∩ Γ

(3)
2 ∩

Γ
(3)
3 �= ∅.� !�! " /��'�� -�
01.�

ē(i)(x) ·
(
σ · n+ κ(i)(x)u

)
= q̄i(x), x ∈ Γ

(3)
i , κ(i)(x) > 0 , -	
���.

�

Γ
(1)
i ∪ Γ

(2)
i ∪ Γ

(3)
i = Γ ; Γ

(j)
i ∩ Γ

(k)
i = ∅, j �= k, i, j, k = 1, 2, 3 .

2�)� � ����������� �� ���, '���"��, ��!�( ����� " ��,��)���� ��*

���3���� u∗(x) � ��������� σ∗(x) " ������� Ω� ���������� ������ ��

!����� /'�!������ ������� ��!�� ����!�Φ " /��'�� -	
�$. �� �����*

 ����, -	
0�.� -	
0�.� -	
�%. � -	
���. )�������� �"���� ������������ ��� ����


4���� ��!������  �� )�!��������� ���� ��)� � ����������� �� )"� ����*

"������ ��)��)� �� �)�' " �����3����,� � )'�'( " ���������,� �����

��"��� �� ��)���"������ "��������
 5����"�������� /'�!������ �������*

 ��!�� ����!� Φ ����� �������"���� '�'��� ������W ��  ����� �����



���

���

Φ =
1

2

∫
Ω

ξ : C : ξdΩ

= Wε(u)−
∫
Ω

f(x) · u dΩ−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

+Wσ(σ)−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ + 2Ww(u, σ),

����	
�

�� Ww ������� ������� ������ ������������� ���������� ������� ���

���

Ww = −1

2

3∑
i=1

∫
Γ
(3)
i

(
ē(i)(x) · σ · n

)(
ē(i)(x) · u

)
dΓ . �����	�

����� � ������ �����	� ����  ������ ��� �� ���!���u ��� � �� �����"

#��� σ� $���� �%�� ��� � ����� ��� ���� &�� ��#� %'�( �� ��#� �� ��

&���� �� �������� �  ���&���� �%��#���)����� � �� �� ��*��

+���#�� �����,����'� ����,��� �����'� �� '����� ����,�� ������"

�� ������&���� �)�%���

������� ��	� ����� ���� �	
�	��� ���������� u � ���	����� �����

���� σ �����	�	 ����� �	�	��� �	�������� ������� ���	���� ���-	��

���-�� � ����	��� ������������� ���������� u∗ � �������� σ∗ �	�����

���� ������ �����	���  ����������	� 	!�"�� Φ � �		��������� �

Φ[u∗, σ∗] = min
u,σ

Φ[u, σ] = 0 . �������

#	��
��������	$ �'�� �� ����,����� Φ &� ��������(�' ����,��

��������� u∗� σ∗ � �. �����,�� δu� δσ � ����������� �

Φ[u, σ] = Φ[u∗ + δu, σ∗ + δσ] = δuΦ + δσΦ + δ2Φ . �������



���

����� 	
������ Φ[u∗, σ∗] = 0 ��� ������ 	������ ������ �� �	
����

��� �������

����
��� ������������ ������ �������
! "�	�#� �
	�
$�� %��&$���

�
�
 ����'(�

δuΦ = −
∫
Ω

∇ · (C : ξ) · δu dΩ +

∫
Γ

n · ξ · δu dΓ ,

δσΦ = −
∫
Ω

ξ : δσdΩ .

�������

���)�# �#� 	
��# ��� �

*�� ��� ���# �#���� � ����� ���� �	
������ +
�	
�)
 � ,-��	
 �

��������#� �	
����#� ������� ��� .�- �
	�
$�����- �
�
��! ������ ���

��	 %��&$�- �
"	�)���- χ ���
�����#-! �
"	���	! �� %��&$�- �
"	�)��

��- /
&�����
 0�1�2 ����� 3�� ��	
���

χ = diag {χ1, χ2, χ3} . �����4�

5���
 	
�������#- ����	 �
"	�)���- �#	
)
��� ��	�� .� %��&$�� ����

�� 3�� ��	
���

σ = ∇× (∇× χ)T − η, η = diag

{∫
f1dx1,

∫
f2dx2,

∫
f3dx3

}
. �����6�

����� ��"����
����#- ����	 η(x) �"	�������� � "���3� ����	
��� �

�
�
���- ��7����- �
�	��&� f(x)� 8���
���� �
"	�)���� �� �����6� � "�	�

�#� �
	�
$�� δσΦ � ����	�	�� ��
)�# "� �
���! "������ "�	�� �
	�
�

$� ���������� ����	
 %��&$�- �
"	�)���- χ9

δσΦ = δχΦ = −
∫
Ω

∇× (∇× ξ)T : δχdΩ

+

∫
Γ

[
(∇× ξ)T : δχ− ξ : (∇× δχ)

]
dΓ .

�����1�



���

����� 	
���	� � ����	� �	���� �������� ������� ��	
�	����� ���	�� 

���!�	����	��� �	"�� 
��# ����$��� �	�#�	 ����� ����	� %��� ξ ���

∇× (∇× ξ)T = 0, x ∈ Ω ; �����&�

∇ · (C : ξ) = 0, x ∈ Ω ; �������

n · (C : ξ) = 0, x ∈ Γ
(2)
i ∪ Γ

(3)
i ; �����'�

ξ = (∇× ξ)T = 0 , x ∈ Γ . �����(�

)��	�� �	������	��� ������ � 	
����� Ω �� ����	�� ���	���!�� ε =

C−1 : σ *����������� �	����	+ �����&� ���

∇× (∇× ξ)T = ∇× (∇× (
ε0 − ε

))T
= ∇× (∇× ε)T .

)��	�� ����	���� 	��	�����#�	 "�	���������	"	 ����	�� ��*� $���+σ0 �

	
,���	+ ���� f -����������� ��������. �������

∇ · (C : ξ) = ∇ · (C : (ε0 − ε)
)
= ∇ · (C : ε0)−∇ · (C : ε) = ∇ · σ0 + f .

/��	��! �	����� �����'�  �� ��� "�������� 	"���������� �� ����	� σ0 �

��������� �����(� 	���$��� ���	�� �	������	��� �� ����	�� ε �� "����!�

Γ�

)���� ��	 �����!�� δu � δσ �� Γ
(3)
i  i = 1, 2, 3 �� ���� ���" � ���"	�

����� �����!�. �� �	����� ����(�� � �		��������� �

ē(i)(x) · δσ · n = −κ(i)(x)
(
ē(i)(x) · δu

)
, x ∈ Γ

(3)
i . �������

�	"�� ��	�� �����!� δ2Φ �	$�� 
��# *����������� �����.0�� 	
���	�

δ2Φ[δu, δσ] = Wu(δu) +Wσ(δσ) + 2Ww
u (δu) ≥ 0 , κi > 0 , �������



���

��� Ww
u ��	��
�� ������� ������� �������� �������

Ww
u =

3∑
i=1

∫
Γ
(3)
i

κ(i)(x)

2

(
ē(i)(x) · u

)2

dΓ . �������

��	���
��� ���
��
�
������� ���� ������ ��	���� ����!��" �
� ��	����

��������
 � ���
��
�
������ ������� ����#���

Ww
σ =

3∑
i=1

∫
Γ
(3)
i

1

2κ(i)(x)

(
ē(i)(x) · σ · n

)2

dΓ = Ww
u . �����$�

%����
�� δ2Φ = 0 ����
 ���
� 
���� � 
�	&'� 
����" '���� ��� �����(��


�)��� ��*����(�� ε0(δu)" 
�)��� ����#��� δσ" � 
�'#� '�����
�

ē(i)(x) · δu ��'
��� ���������� � Γ
(3)
i ��� i = 1, 2, 3 ���� �	��

� ��)�	&
�
� ��	���� +����#� , -�	��� �'����	�
� ���
��� �����.

�� 
����� �������
� � �
���� �����(�� ��	��
�� ��	�#�
�	&� ������	�.

���

/�	������ �
���#���� ��#� �*����	�����
& �	� *�'(���	��Φσ

� Φε" 
�' '�' �� �'����	�
� *�'(���	� Φ�

������ ���� %�����
��� �������� '������ )�����" ����0�� ���.

���� � ������� ���" � �	� �������� 
�	� ��'�������� � ��'	���'��

������� ��� x ∈ Γ2 ���� %��� ����� 1��
���� � �����'����(���� ����.

��
�� )���� �	������� �0��)��2 x01 = x02 = 1" q0 = 1" E = 100" ν = 0.3"

Nu = Nσ + 1�



���

�����	�
� ������ ������� � ����

u1|x1=0 = u2|x1=0 = 0 ,

(σ22 + κu2)|x2=x0
2
= 0 ,

σ22|x2=0 = σ12|x2=0 = σ12|x2=x0
2
= σ11|x1=x0

1
= 0 ,

σ12|x1=x0
1
= q0(x2) = 6

(
x2 − x22

)
.

�������

� 	������� ����������� ���  �����! �"��#�#� �������� �
$��� ��� κ =

100�

%�� ���&!����� �  ��!����!� �����������#� "�����"� �'������ ��(��

��	�!
 $
�� �
"�����
  �����	�
�� !�"����� Nσ "���������)�
*

�""��������� ���+��� ���+,�� -��� ������!������� ��������� ���������

���,�� � #����	�
* ������ �������� ����	�������� ����	� �����������

���.�� "������! � �!��� ������
* ��#�$���	���* ��������� "� �����#��

  ������� ���.���

/�� ����� �� 0�� ���(� "��$��1���
� ���	���� ����#�� ��"��1����Wσ

�"��2��� ������ � ����#�� �� ������� Wε �2!��*3"���!����� �������

����!���� ����)2�&!�� ��� ��������!)N �����!��!� � �"��#�� ����#��

W (N) �2!��*��
� ����
�� �����!� ����!���� �����!�&4��  ������� �!

N �

5!��! �!��!�!)� 	!�  ������Wε(N) "��������� �� 0�� ���� �-����� ����

�����!� !��#� �����!�&4��  �������� -���!��� 	!� ����	�� � "�!������

����	� �"��#�#� �������� �4�!����� �����! �� ��2����� '�� �� ������

 ������Wσ(N) ��1�! ��1�!) � ��	�!�� ���*��� #�����
 !�	��� ����#��

W (u∗, σ∗)� !�#�� ��� ����	���W (N) 6 �� ��1��� #�������� ��� � "������ ����

7����� !����� ����!) 	!�3!� �"���������� � "�������� ����#�� �� �������

Wε(N)� "�!��� 	!� �!� �����! �! �!��2���� ��1�� ���	������ �"��#�*

������� ���"������ ������ 8�#� E � ���  �����!� �"��#�#� ��������



���

���� ����� �	
���� 	����
	��� �
������� � ������ �	
���� �� ��	����

���
�	���� ����
�� N ��� ���� �  �	��
��!���� ��	�!	�
� ! "���
�
 ��#�

�����	� 
���
������� ������� ��������� N � ���������� u2(1, 0)� ������ Wσ� Wε

� W � ������� ��!�� ����!� Φ � ������������� ���������� Δ "
����� 
���

N u2 Wσ Wε W Φ Δ, %

#$
 $�$#�% 9.7054 · 10−3 9.7059 · 10−3 9.7023 · 10−3 6.71 · 10−6 $�$&'�

κ(� )��� k → 0 ��� k → ∞� �� ����"����"*+��� ���� ��� *���"�� ��

,��*�� -
��
%( ��"���+��� " �.���.����

σ22|x2=x0
2
= 0 , u2|x2=x0

2
= 0, -
��
&(

����"����"����� / ���� ��* �� �������"!� ��.� � ��������	�� ��������+ ��0

��"����"*�� *���"��� ������ 
�
 � ��*����*+��� ,*�!	��Wε(N) .��10

�� ���� ����� "������+��2 -��� 3��� 
��
(� 4�!����� ����������� 5��!0

������!� �����1������ ������ �� Nσ = 14 ��"�.��� " �����	� 
����



���

������ �����	
	��� 	���� � ������� � �����
	����� 	��	���

���

��� ���	 
	�����	  �������� ���������� ������ ������  ������	��	�


	����	�� ������ �	 �!�"����!� #�������!� $��	��!� ����% � ����� !	&

'�� ���( ��������� �� �� 
	������� 	��	�����(�	 
���!�)���� � ��
��'�&

���� �		��������	� ��	!� �	#	� �$��	�	���� *���#��������� 	����� ����


	�$���� ��� 	
��������	#	 ��
� #�������� +$����� ūi(x) � q̄i(x)� ,	 ����

�������� $
�$#�� $��	�� ����%� ������ �� ���	�	�	� ����� #������ ��&

��� �	 ����#��� *���#�������	� 	"���� Φ �� !	'�� ���( 
���������  ���

�$!!� �$� �������!�� +$����	���	�

-	��'�!� ��	 ���	#	 �	�� ����	'���� 	�!	'�	� ���� ������( �	
	���&

���(��� 
���
	�	'����� .�� *�	#	 ���! ���"������� +$����	���

Φw = Φ+ Ξw ,

Ξw =
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

1

2κ(i)(x)

{
ē(i)(x) ·

(
κ(i)(x)u+ σ · n

)
− q̄i(x)

}2

dΓ .

������ 

/��� Ξw  +	�!$�� ������ ���( �� ��	 ��	�� ��� #�������� $��	�� 0�������

����%� � ��
�������  ����	� �����#���(�	� +	�!��

��� � ��� ������ !���!������ ����1 � !	'�� ���( ���� �		�����$2)��

+	�!$���	�� � ��� +$����	���� Φw3 ����� ���������(��� ���	� 
���&

!�)���� u∗(x) � ����	� ��
��'���� σ∗(x) !���!����$2)�� +$����	���

Φw[u∗, σ∗] = min
u,σ

Φw[u, σ] = 0 ������ 


�� 	#���������� ����% � ����� � � ����4 �



���

������	�
 �������� �	���� Ξw � ���� ���������� ���������

Ξw = Ww
u +Ww

σ − 2Ww

−
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ + Cw .

������ 

!���" Ww
u # Ww

σ � Ww $ %�����# ��������&� � ���
���' �����( # �����) �

�����* # ���+��+�+���,

ūi(x) =
q̄i(x)

κ(i)(x)
, x ∈ Γ

(3)
i , i = 1, 2, 3 ����)( 

�����+�� ����-&
� ����
�����
� � ������
 �������,

Cw =
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

q̄2i (x)

2κ(i)(x)
dΓ ����)� 

�����+�� �������"�. ���+�+�.�

/ �-�+�
 ���
��& ����* # �������� �����0 
���+ �&+" �����������

��������
 ������


Φ = Wε[u] +Ww
u [u] +Wσ[σ] +Ww

σ [σ]− 2W [u, σ]− 2Ww[u, σ]

−
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(3)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ + Cw.

����)� 

������������
 ����� ��+��"� ��

�W +Ww ������' %����. �� ���
�1

�& ����)� � /�-��� ����+�������
 �� -��+�
 %�����W � ���+���+��� ��



���

�����	��
 ���

2W =

∫
Ω

f(x) · u dΩ +
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ +

3∑
i=1

∫
Γ
(3)
i

(
ē(i)(x) · σ · n

)(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

����� �������	�� ��������� ���	�������

2W + 2Ww =

∫
Ω

f(x) · u dΩ

+
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ +

3∑
i=1

∫
Γ
(2)
i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ .

�������

 ��!���"��� ��� �"#�$���� ��� %��#��� � &�#
��� ������� � �#����#��

����" '�������� �	 ��#�
������ � ���#�$����( 
���&�)�#�����"� &��!*

)����� %��#��	����!�� ���+!� 
�$�� '�����	, � ����

Φw[u, σ] = Πw[u] + Πw
c [σ] + Cw . �����-�

�

Πw[u] = Wε[u] +Ww
u [u]−

∫
Ω

f(x) · u dΩ

−
3∑

i=1

∫
Γ
(2)
i ∪Γ(3)

i

q̄i(x)
(
ē(i)(x) · u

)
dΓ

�����.�

�

Πw
c [σ] = Wσ[σ] +Ww

σ [σ]−
3∑

i=1

∫
Γ
(1)
i ∪Γ(3)

i

ūi(x)
(
ē(i)(x) · σ · n

)
dΓ . �����/�

0#�
� ��	��#���� �� �#���)�
 Γ
(3)
i ( ��#������
"
� ������� ���#�'!��



���

q̄i� �����	
���  ���������	�� Πw  �
����� ������� �
������ � ����� 

�	�� ��� 
!
!����
" �
��
" �
����	��#�
" $���%		 ����&��� 
!�������
" 

��'���� ��&� ( �
 �� ����� �����	
���  ��������	��Πw
c ������� �
��
"

�
�
��	���#�
" $���%	�"� �����
" �
����
" ����&)�� 	���*+�� 	���%�� 

�� �
 %���	��� Γ
(3)
i � �
�
��� 
�������*��� ���������	��	 ūi� '�������	 

�
����� �����,�� -��%	�	 ��
��	� ���	 q̄i(x) ≡ 0 	� ����
����#�
� ūi(x) ≡ 0

�� Γ
(3)
i ��� i = 1, 2, 3� �
 $�	 �����	
���� Πw 	 Πw

c �
������ � �

������ 

*�	�	 �
����	��#�
" 	 �
�
��	���#�
" $���%	��	 �������	  ��'����

��&�

( ��'��#����� ��"��	���#�
� �
�� ���������	" u∗(x) ��� '���+	 �	�	 

�	'��		 �����)� ��	 
%���	+��	�� ���.,�� ���.��� 	 ���)�� ���
�	��� � �
�
�#*


!
!����
%
 ��	��	�� �	�	���� �
��
" �
����	��#�
" $���%		 �/�
����

��� � �����	
���
� Πw 	' ������	� ��������� -�"��	���#�
� �
�� ������� 

�	" σ∗(x) �
��+����� �� 
��
� ��	��	�� �	�	���� �
��
" �
�
��	���#�
"

$���%		 ���
���� ��. � �����	
���
� Πw
c 	' ������	� �����&��� 0����*���

������


Φw[u∗, σ∗] = Πw[u∗] + Πw
c [σ

∗] + Cw = 0 . �����.�

�������	
  $�
� ���+���

/��	� �� 
!��'
�� ��� $�
 !��
 ������
  ��'���� ��.�� ����
�
��	�


����	 $���%		 �
��
 �
��+	�#� ���	

q̄i(x) ≡ 0 �����)�

��� ��� +����" Γ
(3)
i � ( +����
��	� ���	 ���������	� �� %���	�� Γ

(1)
i ���

i = 1, 2, 3 	�+�'�*�� �
 �������	� ������ 	 �	���� %���	�� �
+�
%


'��+��	� ����%
" $���%		� '�������
"  ���� 	 (	�����
��	� 
��
��	��

−Πw(u) ≤ W (u∗, σ∗) +Ww(u∗, σ∗) ≤ Πw
c (σ) , �������



���

��� u(x) � σ(x) � �	
������ 
���������� � ��
������� 
�� 	����������

�� ������� ������ � �������

 ��	!	�	� ��"� ���#����� ����$�� �#"���� �
��#��"�#�� � 
	#����	��

��� �����%&� q̄i(x) ����%�' �� Γ
(2)
i � 	 "'!�� �	
������ 
	"� 
���������(

� ��
������( �&�� ��������' �"���'��� �#��	�	���� )���������&��

	*��&�

−Πw
c (σ) ≤ W (u∗, σ∗) +Ww(u∗, σ∗) ≤ Πw(u) . ����+��

������ ���� ,"� ���	����*�� �#	(�# -��&*�	��"� Φw� ##�������

-	���"	( ������� &���#�� %����� �-	���"��	#����� # 
������ ��� ��	#� ����

�����#���� %���. � ���������� ��"	#���� �����/�� 0����� !�"� #�
	"�

���� � ��%"������ ��
����� 
	"��	���".�	�	 
��!"������ ���$1�� ���$���

2 ����	� �"���� &	����	������ %����� ������%�*��

Φ4(a) = Φw(ũ, σ̃) = aTKa− 2 (F )T a→ min
a∈RN

����+��

���
������ �� �#� ��%�#������ 
	������� 
	 ���"	��� � -	���"	( �������

3�& &�& �"���'��� ��#���#�

Wε(a
u) +Ww

u (a
u) = W (au) +Ww(au) ,

Πw(au) = Wε(a
u) +Ww

u (a
u)− 2W (au)− 2Ww(au) ,

Πw
c (a

σ) = Wσ(a
σ) +Ww

σ (a
σ)

����+��

�
��#��"�#� �"� ��4���� au � aσ %����� ������%�*�� ����+��� #�"�����

Wσ+W
w
σ �Wε+W

w
u ��' ����'' � #����'' 	*��&� 	��	( )������� %�
��

����	( �	#����	 �
����� �"	� � 2��&"��	#�&�� 	��	#���� # �		#��#��

�

Wε(a
u) +Ww

u (a
u) ≤ W (u∗, σ∗) +Ww(u∗, σ∗) ≤ Wσ(a

σ) +Ww
σ (a

σ) . ����+$�



���

����� 	�
�� ���� ��������	� ������	�� � �	���	����� ���
�	�������

������� ���

Φw(au, aσ) = Wσ(a
σ) +Ww

σ (a
σ)−Wε(a

u)−Ww
u (a

u),

Δw = 1− Wε(a
u) +Ww

u (a
u)

Wσ(aσ) +Ww
σ (a

σ)
.

������ 

��� !��� � "��� ���#� ��!����� ���
�$Wσ+W
w
σ �Wε+W

w
ε �%��&	�& !

%������ ���	!�	�	!�� � ���
�	�������� �!�$�	!��� ������ � ���	������'(

�� %����	����	����� ������
� �����& ������ � )��������� *�����

���
�� ���&���$ Wσ + Ww
σ �������& ���& ��& 	��� � ����
�
� ��(

�!��& ���	�� �������	�&� ��
�� ��*�����	� N !�*���	��	� +��
��

������,��$Wε+W
w
u ����	�� ���	�� !�*���	��,�& -��.�& ��*���(

��	� ���	��' N �

���� ����� �	
���� 
�
�
�
	�� Wε +Ww
u � �	
���� 	����
	�� Wσ +Ww

σ ����
		��

����
��	� ������ �
��� � ��	���	�
� ��	��
��� ��� ��	���� ����
�	���� ����
� N
� !���
�
 ��"�

/���	��'� %����	����	��� ������
� �����& ���Nσ = 16 �����	�!��(

' ! 	����.� ����� 0��� ����*�	�� �	� 	���� *����� ��!���	�$ ����
�$



���

�����	� 
��

������� ������ � ��������� N � ���������� u2(1, 0)� ������ Wσ�

Wσ +Ww
σ � Wε +Ww

u � ���������� �� ���� � Φw � �������������
���������� Δw ! ����� 
�"�

N u2 Wσ Wσ +Ww
σ Wε +Ww

u Φw Δw, %

��� #�#$�% 9.7035 · 10−3 #�#�%$#� #�#�%
�� 4.64 · 10−6 #�#$

������W+Ww �� �&���� ! ����!��� �����'� (�!����' )��*��' +
���$,�

-�!����� ��*������!� ��(���!�����. ! �����	�. 
��� � 
��
 �� ���!���

.����� ��!��(���� ��*������!� ���*�����. (!*�� !���	������� ��(.�/

(���� ���*0(�!��.�� ! ���� ��(����
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���	
 �	����� �������	� �� 	��	�� �����	�
�������������	�	

�	
�	
�

��� ���	� 
��	���� 	�
������ ��������� ���������	 ���� �������

����	��� �� ��� ����� ����� ������� � !�� �������� ����!���	� �����"

� ����� 
��	������ ��#��$���� ��#��!��� ��������" ��� $��� �
%$����&

	��� '���� ��
������ (��)*+� ,���� �$��#��� #��� ��� ���$��������� ��	�� 


����" �$#�� �%����	%���� 
������	 ���� -�����!��� ��. �������!�&

���� �
������� �
���$�	 
��$��/��� �
��"���� ������� ��.���" � 
��&

	���� ������ �� 
������	� ���������%���� ���$������� �����#�0�� ������

����!��� 1�������	 	 ������ 	����0������ 
������	�� �����

���� ���	�	 �	���	�������� ����	��������

������ ��������� C0 �	���	�������� ���� ��

2��������� %
�%��� ���� #��������� �������%� �$���� Ω� ������


������	��� ��$�" �����%��� ��� � 
�������"���� ������ ��� 1�� 
�&

��#��� �� 2��� ��3� �!������� !�� 1�� �$���� ������ 	��$��/������ ���&

��0��� ��M ���%��� ��� 1�������	� �� %��$��	�� 	�
������ ���%����

������%�0�� 	 ������" ��/��� ��$�� ���%��� ����� ��$� ��/�� �� �����0�

Γ ��$� 	���� �$��" �����0�" ��	�� �	%� 1�������	 	 Ω� 4�%���������

	��� ���%��� ����	 	 Ω 
�
���� �� �	#����

5���!� ������� 	 ���� !��$� 
��$��#�� ���#	����%� 6%��0�� �
�0�&

�� ��� �%��!��&
��������� ��� �
��"��� F (x1, x2)� ������" ��/�� $�� 

#�
���� ����%���� �$��#��

F (x1, x2) =
M∑
i=1

Fi(x1, x2) '7��+



���

��� Fi(x1, x2) ��	���
���� ��
���� �����	���� ��
������� ������Ni ��

�	����
������ Δi� ��� ����

Fi(x1, x2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
P

(Ni)
i (x1, x2), {x1, x2} ∈ Δi

0, {x1, x2} /∈ Δi

. �����

 ��� ��!��
���� �
���� ���
�������� �� ���	�����!�� Fi(x1, x2)� �

������� "���!�� F (x1, x2) ��
#�� $��� ���	�	����% � ������� ����	�� �	�&

���
�#�� � ��#'
�������� �	���!���

(��$� �$������� '�� �
����� ���$�� ���
�)�����g&"���!�% ���������

"�	��
�% �������� *�	���+�� '�� "���!�� � 
���,-�� ����

g1 =
x
(23)
2

2S
(x1 − x12)− x

(23)
1

2S
(x2 − x22) ,

g2 =
x
(31)
2

2S
(x1 − x13)− x

(31)
1

2S
(x2 − x23) ,

g3 =
x
(12)
2

2S
(x1 − x11)− x

(12)
1

2S
(x2 − x21) .

�����

.��� x1j� x2j ��
�,�� ���	�������� ��	+�� �	����
�����Δi�

x
(jk)
1 = x1j − x1k, x

(jk)
2 = x2j − x2k, j, k = 1, 2, 3 ���/�

0 	�)��!� ��#�� ���������,-��� ���	�������� �)
�� �
� �	���!�% ��&

	�� �	����
����� �� �� ���	������ S ��
���� �
�-���, �	����
���% �$&


����

*��� ��	����	� Ni = N )�"���	����� �
� ��� �	����
������� 1����

)������ "���!�, P
(N)
i (x1, x2) 
���,-�� �$	�)��

P
(N)
i (x1, x2) =

N∑
j+k=0

ajkg
j
1g

k
2g

N−j−k
3 , ���2�



���

��� ajk � ��	
������ ����������� �����	�	���� ������ ������ ���

������� � �������		 � �����	��	 �����������	 !���������	� "# $%

��������� �����& ���	��� �����	 N "�� � ����	���� '()*� '�#$*% +	���

����� ,� ���	 N ≥ 3 � � �����,����

g1g2g3

(
gj1g

k
2g

N−j−k−3
3

)
, j + k ≤ 0, ...N − 3 "# )%

���������� ����� ���- �� ������. ��������	�� 	� ������������� ��

��	�- �� �����	� �����������	 /��	� ����
��� ������������ ��������0

��
��� ��
���	� �������	���	- "# $% �� ��� ,��	 � �������		 �

P
(N)
i = P

(N)
ic + P

(N)
i0 ,

P
(N)
ic =

N∑
j=1

(
ajg

j
2g

N−j
3 + aj+Ng

j
3g

N−j
1 + aj+2Ng

j
1g

N−j
2

)
,

P
(N)
i0 = g1g2g3

N−3∑
j+k=0

djkg
j
1g

k
2g

N−j−k−3
3 .

"# �%

1���� aj� aj+N � aj+2N � djk � ��	
������ �������� !��	��� P
(N)
i0 ��
�0

����� ��������& �����	�&� � �����	� P
(N)
ic ������� ���2��&� �� ���

����� ��������-�	� �������� aj� j = 1, ...3N 	�����
�-�� ��� ����0

��,��	� �����	& �����������	 ��� �����		F (x1, x2)� �����������& � ���0

���� "# �% 

/����� �������	� �����	�� ������ ������ ����������� ����	���� ��

����& ������ A1A2 ��������	��� Δi 	 Δi+1 "�� 3	� # �% 4� ��& �������

�����	� P
(N)
i �������
���� � ���������& ���	���5

P
(N)
i |g3=0 =

[
a2Ng

N
1 +

N∑
j=1

ajg
j
2g

N−j
1

]
g3=0

. "# 6%

!����������� ,� x
(12)
1 �= 0� ����� ����
	� �����	��� x2 	
 �������	�



���

���� ���� ��	 
���������	 Δi � Δi+1 � ����� ��	��� A1A2�

g3 = 0 �����	
�� �����

x2 =
x
(12)
2

x
(12)
1

(x1 − x11) + x21. �����

���� ��������� ����� � ��������� ���g1 � g2 �� ��������� ������ ��� ���

�����	
�� ���������

g1 |g3=0 = xt, g2 |g3=0 = 1− xt, xt =
x1 − x12

x
(12)
1

. ����!�

" � ��� #����� ����!�� ����� ����� ���� ���$ ��������� � �����%

����� �

P
(N)
i |g1=0 = P

(N)
i1 =

N∑
j=0

bj1x
j
t(1− xt)

N−j , ������

&�� bj1 '� ���� ���� ���� ��� ���������	
�( ��������� aj� )�� ���%

���� �� ����!�� ��������� ������ ������� ��$� � ������� ����A1 � A2

���� *��� ����� +���� ������ #���,�� #��� Fi(x1, x2) �������� #���%

�- ���.� �� ���&� ����&�$����� ������
�& ����� A2A3 ���� ���$



���

������	
���	 
 ��
����
�� �

P
(N)
i2 =

N∑
j=0

bj2x
j
t(1− xt)

N−j . ������

����
	������ ���
�� �������
���� ��� ������� Fi � Fi+1 �	 ��� ��!

������ ����� A1A2  �
�
	����� �����"#�� �	
����
	�

bj1 = bj2, j = 0, . . . , N . ������

$��
�� �������
���� ��� ���%�& 
��������& ���� ����� �%�� '��� �!

��(��� 	�	�%�(��� '�	)��

���� �����	
 ���	��	����
 ������

������ ��
�����	� ���	�	��

*��� �������
��& 	�������	���� %�	���� ���(� ������	�����

���	��� �	��� �������"��� � ��+���" )	�	( ����� ����%���� ,��� �) �	!

��& ���(��&  ������
 �	)�
	���� ����%������ -�%����	 � ����� �
�!

������ ������ ���� ������� .�/01� 2���
�� 	�	����(���� ������	
��!

��� 
��& '	)����& ������� ���  �% ����%�����	 '�� �	� 
 �	'�� .�301�

4�� 
������� ������� ���(��� �(��� 
)����	 ���� �������

������� ���� ��� �	�%  ������	 
 �
�� 
��� � ��������� �& � ��!

�	��" )	�	( ����� ����%���� ����
	���& ����������	������ ���	�!

�	�� 
��% �����	� *����� 
��%� ��������
�"� ������� 	�%�����(�!

���� � 
�(����������� ��������� (�'� �	���  �� �������� ������ )	 5��!

��
�(��� ��'&��� ��+��� �� �������" ������������#�� �) �� ��	
�����

�	��	�� ��� 
��& ����%����&  ������
 � ��������� �������� (������%

����%���
	��� ��� 
�(������� �	����� ���������

6	������� ���)
����� ����%�����Δ1 ��	)	���� �	 6��� ��� � ��!
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�������� {x1i, x2i} 	
� �	��� Ai� i = 1, 2, 3 � ��	�	��� ���	���� ��	�	��

� �� ��	�	��� �������� �	�����
�	���� ��� ����	���  !��"�� F (x1, x2)� 		

�	��# � ����# ���������#� �����	 ���	�	�� �� $��� %�� �	������� �

�!&����� �����	����	���� ���	�	�� � ��&��� !��	 �	!
�������� '���	(

��� ��������# ���������# � �		���	 ����� �	!
������� )��	��� ��

��!��	*� ���&	 ������� �	�������  !��"�� F (x1, x2) �� !���	��� )%��*

�� �	!
������	 Δ1 � ��	�!�+	� ���	

F (x1, x2) =
21∑
i=1

fiφi(x1, x2) . )%��,*

'�	���  !��"��  ��� φi(x1, x2)� i = 1, . . . , 21� �  ��!�	 )%��,* ��������

��������� ����
� ������� ���  �"�	��� fi - �	���	����	 ����	��� ��(

���	 ��	�	����  !��"�� F � .�� ��
�� ����� ����� ������ �����  !��(

"�� φi(x1, x2) � ��&�� ������������ g( !��"��� ��	�	���	 �  ��!�	 )%�%*�

���� ���� ��	
������ ��������

�	��������	 !������ ���  !��"��F � !���# ��	�	���Aj �� j = 1, 2, 3
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����� 	
�� ��


f1+6(j−1) = F (x1j, x2j), f2+6(j−1) =
∂F

∂x1

∣∣∣∣
x1=x1j

x2=x2j

,

f3+6(j−1) =
∂F

∂x2

∣∣∣∣
x1=x1j

x2=x2j

, f4+6(j−1) =
∂2F

∂x21

∣∣∣∣
x1=x1j

x2=x2j

,

f5+6(j−1) =
∂2F

∂x1∂x2

∣∣∣∣
x1=x1j

x2=x2j

, f6+6(j−1) =
∂2F

∂x22

∣∣∣∣
x1=x1j

x2=x2j

.

������

�����
� ������� � ������� ����� ������ ����������� ��� � ���

f19 =
∂F

∂n(1)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x12+x13)

x2=
1
2 (x22+x23)

, f20 =
∂F

∂n(2)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x13+x11)

x3=
1
2 (x23+x21)

f21 =
∂F

∂n(3)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x11+x12)

x2=
1
2 (x21+x22)

����!�

"���� n(i) #�� i = 1, 2, 3 ���� ��� �������� � ����������� $�� ��	��

gi = 0 ����������� Δ1�

%���� �	����� ������� � ��� �&�
� ���'��� g()���*�' � �� #���(

�������
� �
�&���'+

�������� ��	�

g1 + g2 + g3 = 1 .

�������� ��
� "������ )���*�� gni (x1, x2) �i = 1, 2, 3, n ≥ 1� � ��

#��������
� �� n − 1 #����� ��� �������� ���
 ��� � � 	�' ����� �

������� gi = 0 ������������



���

�������� ���� �������	
�� ��	
��	� �����
�

G(1)
m =

m∑
j=j0

bjg
j
1(x1, x2), 1 ≤ j0 ≤ m,

��� bj � ������	�� ���������� ����� x
(23)
1 �= 0 
 x

(23)
2 �= 0� ���


∂kG
(1)
m

∂xp1∂x
q
2

= 0, p+ q = k, k < m,

��� ������	�� �
��
	�������  ��!��
" p 
 q� �� ��� 	�
 ������ �� k#��

�	���� �����

 G
(1)
m ���$� 	���� �����

���������	
���� %��&� ���� ��� '�� ���"����� ��
(�� '�� 	�
 ������

� ����� �
��

∂kG
(1)
m

∂xp1∂x
q
2

= (−1)q
(
x
(23)
2

)p (
x
(23)
1

)q
m∑
j=k

bj
j!

(j − k)!
gj−k
1 (x1, x2) = 0 .

)�������������
m∑
j=k

bjg
j−k
1 (x, y) = 0.

*	��� ����� '�� ����� ��  ��
�
� �� p 
 q� +�����
!��� ���"���� �	����#

�
�� ���$� 
 ��� ��
���
������ �����
"

G(2)
m =

m∑
j=j0

bjg
j
2(x1, x2) , G(3)

m =
m∑

j=j0

bjg
j
3(x1, x2) .

,�$�� ������
�� ��� &� 
���� �����

 φi � ���-�� '�
� ���"����

�	�$�� ������ ��"��� φ19� φ20� φ21� .� 
���� �����
� φ19� � 	
��	�� ��#

$�� &��� �	������� � ������-�� �
��

φ19 = b19g1g
2
2g

2
3 = b19φ̃19 . /0�123



���

����� ��	
�
�� ��� ���� φ19 �����
��� � ��
������ ������ � ������ ������

 ��	!�� F � �� ���	� ���� �� "��# 21 ������$ �� �
��� ���%� 
 �������

∂φ19
∂n(1)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x12+x13)

x2=
1
2 (x22+x23)

�= 0.

&�����
� �� ����
���� ��� ��
����� f19 ��� "��$ '
�����$  ��	!�� ������

'(� �
��� �����!�� �� �����%)�� �(�
����� �����
���� ��� �����������

	����
��( b19*

b19 = 32
S

L2
23

. ����+�

,��� L23 "�� ����
 ������( A2A3� -��	!�� φ20� φ21 �
#������ !�	�����	�$

������
���	�$ ����	���

φ20 = 32
S

L2
31

g2g
2
3g

2
1 = 32

S

L2
31

φ̃20; φ21 = 32
S

L2
12

g3g
2
1g

2
2 = 32

S

L2
12

φ̃21,

.�� L31 � L12 ����%��� ����
�� ������ A3A1 � A1A2� ���������������

,
�
��� �����  ��	!�% φ1 � �����%)�� ����

φ1 = b1,1g
3
1 + b1,2g

4
1 + b1,3g

5
1 + b1,4g2g

2
3g

2
1 + b1,5g3g

2
1g

2
2

= φ̃1 + b1,4φ̃20 + b1,5φ̃21 .

����/�

0������� ��� ��� �����(� ��
����� φ1 � ���1��
# A2 � A3 � ��
����� ���2

�
���$ ����������$ � ������$ ���	� ������( A2A3 �
��( ���%� 3����(�

������� � ���1��� A1 ���%� �����%)�$ ���

φ1(x11, x21) = 1 ,

∂φ1
∂x1

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

=
∂φ1
∂x2

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= · · · = ∂2φ1
∂x22

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= 0 . ������



���

������	
 ����	� φ̃20 	 φ̃21� � ���� ���� 	� ������ 	 ������ ���	�����

��� � ����	�� A1 ����� ���� ! ��"�#$� !������� % %� ���	��" �������

#�� �	������ �	���"�

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 1 1

3 4 5

3 6 10

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
b1,1

b1,2

b1,3

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1

0

0

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

&% �'(

��
 ��������	
 �)��	�	����� b1,1� b1,2� b1,3 *�+�� φ̃1 	"��� ������#	� �	�

φ̃1 = 10g31 − 15g41 + 6g51 . &% ��(

,����	
 &% '-( �������
�� �)��	�	���� b1,4 	 b1,5 � ����������		 �

b1,4 = −30
x
(23)
1 x

(12)
1 + x

(23)
2 x

(12)
2

L2
12

, b1,5 = −30
x
(23)
1 x

(31)
1 + x

(23)
2 x

(31)
2

L2
31

. &% �%(

.�
 �������	
 ����		 φ2� �����	" �� � �	��

φ2 = (x1 − x11)(b2,1g
2
1 + b2,2g

3
1) + b2,3g2g

2
3g

2
1 + b2,4g3g

2
1g

2
2

= φ̃2 + b2,3φ̃20 + b2,4φ̃21.

&% ��(

,������ �����	
 � ����	�� A1 	"��� �	�

∂φ2
∂x1

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= 1,
∂φ2
∂x2

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= · · · = ∂2φ2
∂x22

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= 0 . &% �/(

0������	�

φ̃2 = (x1 − x11)(4g
3
1 − 3g41) &% �-(

���������
 	� �	���"� &% �/( 1�)��	�	���� b2,3 	 b2,4 �����
��
 	� �����	




���

�����	 
 ���
��
�� �

b2,3 =
12x

(23)
1 L2

12 + 14x
(12)
2 S

L2
12

, b2,4 = −12x
(23)
1 L2

31 − 14x
(31)
2 S

L2
31

. �����	

������� φ3 ���� ��� �������� ����� �!��

φ3 = φ̃3 +
12x

(23)
2 L2

12 − 14x
(12)
1 S

L2
12

φ̃19 − 12x
(23)
2 L2

31 + 14x
(31)
1 S

L2
31

φ̃21,

φ̃3 = (x2 − x21)(4g
3
1 − 3g41) .

����"	

#�� ��������� ��$����% &�����' ���
��
�()�% 
���� ����$
�*+

��� ���
����� �����	, *����!�� ���*��
��, ��������, &�����(φ4 
 
�*�

φ4 = b4,1(x1 − x11)
2g31 + b4,3g2g

2
3g

2
1 + b4,4g3g

2
1g

2
2

= φ̃4 + b4,3φ̃20 + b4,4φ̃21 .

����-	

.������
 ����� �!��� �������$�
����, ��� � *�� &�����'φ1, φ2, φ3, ����+

!��� ���*�()�� 
�������� *�� &�����' φ4, φ5, φ6/

φ4 = φ̃4 − x
(12)
1 (3x

(23)
1 L2

12 + 2x
(12)
2 S)

2L2
12

φ̃20

−x
(31)
1 (3x

(23)
1 L2

31 − 2x
(31)
2 S)

2L2
31

φ̃21, φ̃4 =
1

2
(x1 − x11)

2g31 ;

�����	

φ5 = φ̃5 −
(3x

(23)
1 x

(12)
2 + 4S)L2

12 − 2
(
x
(23)
1

)2

S

L2
12

φ̃20

−
(3x

(23)
1 x

(12)
2 − 4S)L2

31 + 2
(
x
(31)
1

)2

S

L2
31

φ̃21,

φ̃5 = (x1 − x11)(x2 − x21)g
3
1 ;

�����	



���

φ6 = φ̃6 − x
(12)
2 (3x

(23)
2 L2

12 − 2x
(12)
1 S)

2L2
12

φ̃20

−x
(31)
2 (3x

(23)
2 L2

31 + 2x
(31)
1 S)

2L2
31

φ̃21, φ̃6 =
1

2
(x2 − x21)

2g31 .

������

�	
�� φ7, . . . , φ18 
�������� � 	���
�
� ������� �������������� �������

������ ����������	� �� ��!"����� #������
����� 
�������

$ �% �&� ��� '	
�� '��&( φi &�)
� #��������* � ���

φi = ai,1φ̃i + ai,2φ̃19 + ai,3φ̃20 + ai,4φ̃21, i = 1, ..., 21 , ������

+�� ai,1 = 1 #� i = 1, . . . , 18  ai,1 = 0 #� i = 19, . . . , 21�

������ �����	� 
������� ��� ����������� ��������

,!� #������
� &����( )������� -��+� -!�&�
��� 
�#�&��� � ����"��

#!����+� 
�#��)�

�+� ������
� �!� ��
����
�+� &�����!�� 
��%���&�

�("�!�* �!��	� � 
��+��!(

I ijx1x1
=

∫
S

∂φi
∂x1

∂φj
∂x1

dS, I ijx1x2
=

∫
S

∂φi
∂x1

∂φj
∂x2

dS,

I ijx2x2
=

∫
S

∂φi
∂x2

∂φj
∂x2

dS

������

�!� i, j = 1, . . . , 21�

$ ���������� � '��&	!�� �����.�� -� 
��+��!( &�)
� #�!	"�* � ��/


�& ���� 0�+!��
� �!+���&	 ���� &����� )�������K(i) �!� ��
�+� ��
�"/


�+� -!�&�
�� �#����!����� ���

K(i) =

∫
S

(
E(i)

)T

CE(i)dS, K(i) ∈ R42×42, E(i) ∈ R3×42. ����1�

2���* C � &����� &��	!�� 	#�	+���� ������� %(!� �����
�� 
�#�&��� �!�

��
����
�+�  �����#
�+� &�����!� '��&	!�� �����.�� 3� �
�!�+ � '��/



���

����� 	
����� ������� E(i) ����

E(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂φ1
∂x1

0
∂φ2
∂x1

0 · · · ∂φ21
∂x1

0

0
∂φ1
∂x2

0
∂φ2
∂x2

· · · 0
∂φ21
∂x2

∂φ1
∂x2

∂φ1
∂x1

∂φ2
∂x2

∂φ2
∂x1

· · · ∂φ21
∂x2

∂φ21
∂x1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. 	�����

����� ����������� ������ 	����� �	
����� �  ������ 	����� !������ ���"

���# $�������� K
(i)
11 ����%����& ���

K
(i)
11 =

E

1− ν2

∫
S

[(
∂φ1
∂x1

)2

+
1− ν

2

(
∂φ1
∂x2

)2
]
dS. 	�����

'�����(�& �#��$���� 	��
)� ��& *�(�����  ������ φ1 �  ������ 	������ �#"

��$���� ��& !������� K
(i)
11 ��$�� *#�� ������������ ��� ����� ����+�����,

K
(i)
11 =

2G

1− ν

(
I1,1x1x1

+ a21,2I
20,20
x1x1

+ a21,4I
21,21
x1x1

+2a1,2I
1,20
x1x1

+ 2a1,4I
1,21
x1x1

+ 2a1,2a1,4I
20,21
x1x1

)
+G

(
I1,1x2x2

+ a21,2I
20,20
x2x2

+ a21,4I
21,21
x2x2

+2a1,2I
1,20
x2x2

+ 2a1,4I
1,21
x2x2

+ 2a1,2a1,4I
20,21
x2x2

)
.

	���-�

.���%��# I1,1x1x1
� I20,20x1x1

� � � � (����&� ������ �� �(���#/ ��������� ����+�������



���

� ����� 	
	��������� �����	���
��

I1,1x1x1
=

5

7

(
x
(23)
2

)2

S
, I20,20x1x1

=
1

18900

2
(
x
(12)
2

)2

− x
(23)
2 x

(31)
2

S
,

I21,21x1x1
=

1

18900

2
(
x
(31)
2

)2

− x
(12)
2 x

(23)
2

S
, I1,20x1x1

= − 1

504

(
x
(23)
2

)2

S
,

I1,21x1x1
= − 1

504

(
x
(23)
2

)2

S
, I20,21x1x1

=
1

75600

3
(
x
(23)
2

)2

− 2x
(12)
2 x

(31)
2

S
.

������

������ �
����	�� I i,jxkxl
� i, j = 1, . . . , 21 � k, l = 1, 2 �����	��� ���������
�


��  � !����
�� �	���"� #������ ����� $��% �� ������
� ����$
��

�$�	&���

������ C2
���������	�
�� �� ������������ ���	����

��������	 ��
��
� �������� � ���
�
���� ������� ����� ��������

�� �������� ������������ ����������� ������� ����� ���������

������������� �� ������ 
�	 �����  �� ������ ������
���� �� ����� 


�	 ������ ������
��� �� ��� ��������� ��������!

"�� ���� �������� � #$%&'� C2 �������� ����� F (x1, x2)� ���
�����

� �������	� ()!*+  ()!$+ ����� ���� ����
����� �������� 
��	��� ����

��� (,, ������� ������+ 
�	 �-��� �����	���� �������	�! .�	  ���

���� ������	 �����  ���� �� ������
��� 
� ���������� ���	
�� ���-�

������� 
����� ���� ��
��� � ���/��� ���
��� ������������ ���  ��

��������� �� 0�! )!)! 1�����
��� �� ������ � ������� �����������
∂F

∂n
����������� �������� � ����
�� ������ (���������� ����/��� ������

��� �� 0�! )!)+�  ������ ���������� ������
���
∂2F

∂n2
� 
��� ��������

������ ���
�� ������� ����������� (��������� ������+ 
����� ����

����� ��
���!
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���� ���� C2���	
�������

�����	
 ��	
���	��� ������
 �����	��� ��� �������� ������� φi�

i = 1, . . . , 55 � ����	
 ���� �� ���� �����
	�� φ1  � ��
  ��	! "� �������

�� �� 	�����	   	�#��	A1  �  �	
� ��� �����	 ���� �	 ���� �� � ��$��

���������
�! %�����
 φ1  ��	��$&	
  ��	

φ1 = b1,1g
5
1 + b1,2g

6
1 + b1,3g

7
1 + b1,4g

8
1 + b1,5g

9
1

+b1,6g2g
4
3g

4
1 + b1,7g3g

4
1g

4
2 + b1,8g

4
1g

2
2g

3
3

+b1,9g
3
1g

2
2g

4
2 + b1,10g

4
1g

3
2g

2
3 + b1,11g

3
1g

4
2g

2
3 .

'(!)�*

+
	�
� �� ����	��� ������� �  �	� 		 ����� ����� �� �	 	���� �����,

��  ��$��	�-��   	�#���� A2 � A3� � ���	 �	� �	 �  ���	 ���
��-��	

����� ����	 �� ������	 A2A3 ���	� 	��� �� �� ���$  ��� 	� �� ��



���

�����	��
 ���� ������ � ������� A1 �
��	 ��������� ���

φ1(x11, x21) = 1;

∂φ1
∂x1

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

=
∂φ1
∂x2

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= · · · = ∂4φ1
∂x42

∣∣∣∣
x1=x11

x2=x21

= 0 . ������

��� �����	��� �����	�� ���� 	�� �� !�	 ������� ��"�����
#$ ���������

�#	����	 �" %��
��# ������ &	�'# ���	� ��(%%�)���	#b1,1� b1,2� b1,3� b1,4� b1,5�

*���� ������� (	�� ���	�
# ���������� &��	 %���)��φ1� ���	��	�	������

(	�
 ��(%%�)���	�
 �
��	 ��������� ���+

φ̃1 = 126g51 − 420g61 + 540g71 − 315g81 + 70g91 . ������

*���
�	�# b1,6 � b1,7 !���&��	�� �" �������

∂φ1
∂n(2)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x13+x11)

x2=
1
2 (x23+x21)

=
∂φ1
∂n(3)

∣∣∣∣
x1=

1
2 (x11+x12)

x2=
1
2 (x21+x22)

= 0 ������

���

b1,6 =
630c1
L2
12

, b1,7 =
630c2
L2
31

. ������

,��� !���
�	�# ci ��� i = 1, 2, 3 ��	 

c1 = x
(23)
1 x

(12)
1 + x

(23)
2 x

(12)
2 ,

c2 = x
(23)
1 x

(31)
1 + x

(23)
2 x

(31)
2 ,

c3 = x
(12)
1 x

(31)
1 + x

(12)
2 x

(31)
2 .

����-�



���

������	

∂2φ1
∂(n(2))2

∣∣∣∣
x1=

1
3 (x13+2x11)

x2=
1
3 (x23+2x21)

=
∂2φ1

∂(n(2))2

∣∣∣∣
x1=

1
3 (2x13+x11)

x2=
1
3 (2x23+x21)

= 0 
����

�������� �� ������� A3A1 �������	�� �������� �������������� �������

��������� �� !��������� b1,8 � b1,9" �� ������� �������" ���

b1,8 =
1260c2 (c2 + 2c3)

L4
31

, b1,9 =
1260c22
L4
31

. 
��#�

$������������� ��������� b1,10 � b1,11 ��%��	��	 �� !������% ������� �� ���&

���� A1A2 � �����

b1,10 =
1260c21
L4
12

, b1,11 =
1260c1 (c1 + 2c3)

L4
12

. 
��'�

(����� )� �������% *���+�� ��,�� ����� ���������������

-������" ��� !����� ��������� !������ ���	��� ���!��� �����,�� ))

�������� .������		 �������	 *���+�	" � ������/

φ55 = g31g
3
2g

3
3

�� ���	�� �� ��,0��������� ������	 � 	��	���	 ���������� *���+��� ���&

���� �����

���� ��������	
������� ������ � ���� 
������� ���������

������ �
������ ���

1 0��� !�����" ��������� ��������� ��2���	 ����� �������� ������&

��+�� *���+������ 0������������� �2���� Φ" ���������� � ������� ����" ��&

��,�����	 � �����% ��������% �������% ����� ������ �!�������� 3���&



���

����� �	
���
� 
� �	��
������
������
�� �����	������� 
�����	�
��

��
��� uk(x1, x2) � σkl(x1, x2) �k, l = 1, 2�� �������� ���	� ���! ���� �� ���

�� ��
����� �"��	�� Ω 	 �	��
����
��
��  ��
���� Γ� #� �$��� 	����
�

�
� �� ���
��Ω ����
�  ��
��
�� �	����� ���%&� � ���%��! � ������ ��
�

��� ūi � q̄i ����'�	� ����
������ (�$� �������� ���	�! ��� �")��
�� 	���

��	��	���'� �f(x1, x2) = 0��

* 	������	���� 	 �������� ���! ������ ������ ���� �	�� ��$�� "��� ����

����
� 
� ��� 
�����	���� ��������� ��
�	�����
� ������+�
�� � 
����$��


��! � � ������� ���,%�� -�� ��	��

� � ��.�
�� /��� ���	�	���! 	�������

���� ���	����

�� ���
�! �����

�� �������� ���,,�� ��/����! 	�+�	���'�

��� 012 �� ������! ���
 �� ������ ����
��
���
 ��� ��.�
�� ������ �

������+�
���! � �� ����� � ��� �� � 
����$�
����

-�� ��.�
�� ������ � ������+�
���! ��$
� �����
��� �� �����! ����

	�

�� � ������� ��,�!  �� ���	�� �����	������ 
�����	�
�� ������+�
��

� ������� ����34�! ��
���

ui = uci + u0i ,

uci =

Nu∑
j=1

(
u
(j)
i gj2g

Nu−j
3 + u

(j+Nu)
i gj3g

Nu−j
1 + u

(j+2Nu)
i gj1g

Nu−j
2

)
,

u0i = g1g2g3

Nu−3∑
j+l=0

u
(jl)
i gj1g

l
2g

Nu−j−l−3
3 , i = 1, 2 ,

�3�5,�

������	� � 	������	���� 	 �������� �3�%�� * 	����� ��
��
�� �����	������

����34�! 
�������
�	�� ������+�
�� �"�	��������	� ����������	� �	������

�� ����3,�� -�� ����
���� �3�5,� 
��"������ �	���������� ������! ���	�

��

� ������� 3���! ���"�  ���
�������� 	���	��� 
�������
�	��� 0�
���������

��� ��
���
���� ��� /��� ������ ������	� ���
�� ����
�����
�� /
�� ��

Π! ��������

�� �������� ����6&�! ��� Πw � ����36� �	�� ���
���'�	� ��

�
���
�� *�
�����	�� �	����� ����&4�� (��� �"�����! ��		�����������



���

������ �	
���� � ������� �������� �������������� ���	�����

Kuau + F u = 0 . ������

���� Ku 	���� ����������
� !
�
"���� �
 
!��������
� �����#��

"����
���$ au 	���� 	���
�
� !�
������ !�������
	$ �
��
%��
 ��

��
!���������� �
&''�#����
	 u
(j)
i � u

(jl)
i $ F u &�
 	���
� 	��(��� ��� �

��������� !�����%���� �

�	����	���
�

)��
���� ���
�� �
������ &������
	$ 
!������� 	 ������� ��*� �
����+

�� 
��
	��� ����� ����������
�
 !
��
�� � �� ����������� ����� 	 ��!�+

"����� ,����
$ �!!�
�����#�� ��!�"���� �� &��� ����� �
�"�� ��
+

	���	
�� �� �
� �
 �!�#��� ��� ��"&��������� ���
	�$ �
 � ���	����

��	�
	��� ����-� 	����� ��"�
�
 �����
� �����

.
�!
����� σij ����
�� ��!�"��� σ 
!�����/�� �� ��"�
�
 ���+

��
� ���� �����/%�� 
����
�

σij = σcij + σ0ij,

σcij =

Nσ∑
k=1

(
σ
(k)
ij g

k
2g

Nσ−k
3 + σ

(k+Nσ)
ij gk3g

Nσ−k
1 + σ

(k+2Nσ)
ij gk1g

Nσ−k
2

)
,

σ0ij = g1g2g3

Nσ−3∑
k+l=0

σ
(kl)
ij gk1g

l
2g

Nσ−k−l−3
3 , i, j = 1, 2.

������

0
��� !
�����
	�� �!!�
�����#�� ������ 	 '
����� ����-�$ ���	���� ��	�
+

	��� ��
	���	
�/�� ����
����
 �
��$ ��� &�
 ���
 ������
 	 ������� ����

1�"&��������� ���
	�$ ��!�����$ �� �����
� ���
	 ��
���"����� ��

2��� ���$ ����/�� 	 �

�	����	�� �

(σi + σi+1) · n = 0 , g3 = 0, ������



���

σi � σi+1 �����	
� ������������� 	������� ��������� ������ �

	����������� Δi � Δi+1� 
��	��	
	����

��
�� 	����� 
�������� ������	� 	����� �������� � �����	
�

���������� ��� ���� � ��	���� 
	����� 	����������� ��	��� !	�

	����� ��� �
����� ��� 	��� ������	�� �������� �������	
� � "	��


	������ #������������ ��� ������ ��� "	�� ����!� �����	
� �$%��

������	����� ��	� ������ "�����Πc� ������� � ������� &���'() ���

Πw
c � ������� &���*')� �
�� +�������
��� �
����� �������	
� �� ����,

��� -���� �$������ ��

��	�������� ����!� 
����	
� � 
�
	��� ������

����$���!�
��� �������

Kσaσ + F σ = 0 . &*�.*)

/��
� Kσ �����	
� ������	���� ���������� ��	�� �� ����	����
	�� aσ

�����	
� ���	���� �����
���� ������	���� 
�
	��%��� �� �����������

��"��� ��	�� σ
(k)
ij � σ

(kl)
ij � F σ �
	� ���	��� �$�������� ����!��� ����,

��%����� � ��0�� ���������

+ 
���� 
 	��� !	� ������
�� ������� "����	� 
����� 
 ������
��� 	�,

�� �  ����� ��	�� � ����	����
	�Kσ ����	 $�	� 
��0��� ��������� ���

	��� !	�$� ������	� "����	���� ��!�
����� 1	�$� ��$���	� ��!�
,

��	����� 	����
	��� 
����������%�� 	���� ��	�� �� ���� �����	�

������	�!�� ��� ���� Πc 
�����%�� �$������ 2�$���� ��	�� �	���,

�� !�� � ����� ������	����� ��	� ������ "����� Πc � 
�
	����

���� ��� ���� Πs
c 
�����%�� �$�����

Πs
c = Πc +

β

2

NS∑
i=1

∫
Si

((σk + σk+1) · n) · ((σk + σk+1) · n) dSi. &*�.�)

/��
� Si �����	
� 
	������ �$%�� ��� ���� 	������������ �� ��	���� ��,

�����	
� �	����������� NS 3 !�
�� ���"����	�� 
	��� � ���!�,



���

������	�
� ��	�� β > 0 � ���
�
� 
��������	� ��	���� �
��	���
�	�Kσ


��������	�� �� ���
��� �������� �����
����Πs
c�

�
����
� 	��� �����
��� ��� �
�������� �!"����	 � �������!�

	�#� $�� �� ������ �
%�
 ��	 �	�
"
� 
&'������� 	�
�� 
&
&(���#� )��*

��
	��� ��� ������	� �
�����!+ �� )��� ,�� � �����
�
%��� �	
 ���
*

��� -,���. ����/��	�� �� ���%�!+ ���+0

(σi + σi+1) · n = Δσ �= 0. -,���.

1����� �����#(�� �
	������

Ξ̂S =
κ

2

∫
S

(
u+

Δσ

κ

)2

dS ≥ 0 -,��2.

� �
&���� �"
  �����
���� Φ̂� 
���������
�� � ���������+ -���3. � -���4.�

�
 �!�������
�� 	
� 
 �
 	���"
� ����Δi � Δi+10

Φ̂S = Φ̂ + Ξ̂S ≥ 0. -,��3.

5��� κ �����	�� ����!� 
��������	
� %��	
�	�� 6 ���	
� ���&������

-,���.� ��������� -��78. �
%�	 &!	 ���������
 �����#(�� 
&���
�

Φ̂ = Π̂[u] + Π̂c[σ]−
∫
S

ΔσudS , -,��4.

"�� Π̂ � Π̂c ����#	�� �
	������ �
� � �
�
���	�� �
� ����"���� ��� �	�+

���+ 	���"
� ��
��

9��� ����!	 �
����� -,��2.

Ξ̂S =
κ

2

∫
S

u2dS +

∫
S

ΔσudS +
1

2κ

∫
S

Δσ2dS ,



���

�� � ��	��
 ����	��� ������ ���������� ������ �
		� ��

Φ̂S = Π̂[u] + Π̂c[σ] +
κ

2

∫
S

u2dS +
1

2κ

∫
S

Δσ2dS. ������

��� �	��� � ���� ��!�"
 �����
 ��	�#��!����$ ������	��� ��	��%&		

"��'	��	 ��� ����������� ΦS

ΦS = ΠS +ΠS
c , ΠS = Π+

1

2β

NS∑
i=1

∫
Si

u2dSi,

ΠS
c = Πc +

β

2

NS∑
i=1

∫
Si

Δσ2dSi, β =
1

κ
,

����(�

����	 �)*	���	��� ������ ��� �	+ ,�	
	���� -�	�! β . ��,�����	�� ��/

��������� �������0 ���'��"$ Δσ(x) ���	��� ��	�+������0 ������	0$

�)�����	���0 �� �"�
 ��
���	��� �����'	��0 �� 
	',�	
	���"+ ���/

����+ Si �	����

1�� ��� ���	�����

ΞS =
κ

2

NS∑
i=1

∫
Si

(
u+

Δσ

κ

)2

dSi ������

����)	�$  �	������
 �
"��	$ ���	#���� Ξw  ���
��	 �������$  ����� 
�/

��
� ���� ����������� ΦS ��+������  ��
��+ �	+ ������ �	��	
" ��2�

1���
 �)�� �
$ ����������	 ��	��� ������� � ����2(� ����	���" �  ,��


�����	�

-���	��	 	���#� ��,�����	��� β �	 ���'�� ��&	��	��� ����! ��

�	3	��	 ��+����0  ����� �	���� ����#���� � 
�'	� )"�! ")����  ����	�/

���� �� ��	��%&�
 ������
4

Φ(u∗, σ∗) � 1

2β

NS∑
i=1

∫
Si

(u∗)2 dSi +
β

2

NS∑
i=1

∫
Si

(Δσ∗)2 dSi . ������



���

����� u∗ 	 σ∗ 
��
��
 ��	��	������ �����	�� ���	��	����� �����

ΠS[u∗] = min
u

ΠS[u], ΠS
c [σ

∗] = min
σ

ΠS
c [σ] ��� �!

��
 ����"��� u 	 σ 	� #���$� ���%&! 	 ���'�!�

������ ���� (�
��$)�����
 $��$)�
 �����	�� 	���� ������� 2l×2h 	

��	�	��$ ���*	�$ ���� +	�� ��%!� ,���
�����-��#���	�������� �����
�	�

�����	�� ��	�������
 ��$������	 $������	
�	 �	��"��" $��$)���	 �����-

.�� ����
������ �����
�	�!� ,����� ��.������" �	����� .����	��� Ox1x2

�����*��� � ������" ���.� �����	�� 	 ���x1 ����������� �������� � ��	��"

2l� (�������)����
/ ��� �����	�� �����	� 	� ��$� ����	���� 	��������� ��-

���	����� 0��$�� 1�)� ����� E1 ��	 x1 < 0 	 E2 ��	 x1 > 0� 2�3##	�	���

($������ ν 
��
���
 ��	��.���� ��
 ���	� �����	�����

���� ���� ��	
�������	 ��
����������	 ���������

(����	�� ���������� ����
)	�����
 ��	 x1 = ±l

σ11(±l, x2) = q = const, σ12(±l, x2) = 0.

4�$)	� ������� �� ��)�$����5

σ12(x1, ±h) = σ22(x1, ±h) = 0 .

6 ��
�	 � �	�����	�" �����	������ ��	 x1/ ����� ��������	���� ����.�



���

�����		 
��� ��� �x2 ≥ 0� ���� ���� � �������������� �����	��� �����
 

�!� ������"#

u2(x1, 0) = σ12(x1, 0) = 0, u1(0, 0) = 0 .

$�% �&�� �����
�!� ������"� ����
� ��������'�� ������ (��&'������

)������
��&�" �*�+&� Φ[u, σ] )&��������� ���� ������!� �������
���

��% &���!� ��������! ����������� )������
��&�� �'��&� ����,���

���� ���� ��	
������ �	���� ������
	��� �� ���	���� �����	����

-����������% � )�� ������� �������%'�% ��&����� �� ���� ��.� $�%

�������% ��&�� �+����

Ω = {x : |x1| < l, 0 < x2 < h}

���
��� �����% �� 2M ×M �����&��!� ��%���������&��� ���M > 0 %��% 

��% ��������� ��&�� /���� )��� &�0�!" ��%���������& ������%��% ��

��� ���������&�� 1�������! ����� ��&� ���

x
(i,j)
1 = −l + i

M
l, i = 0, 1, . . . , 2M ;

x
(i,j)
2 =

j

M
h, j = 0, 1, . . . ,M .

����2�

/������������% ������ Nu� &�& �����" ������� �����&����'��� �� 

����% ��% ���� ��������!� )������� � ��%��� � Nσ �����*����� Nσ =

Nu − 1� 3����	��� +���������!� �������
��&�� � ���������!� ������ 



���

�� ���� 	���
��� ���
 ��
����� � �� �����
 �	������ l = 1 � h = 1�

����	����	����� ����� ���
 � E1 = 1/2 � E2 = 1� ������ ���� !�
����
 �

ν = 0.3� ��������" 	�����# �
���$�� � q = 1%

&
�'��� ���� 	�������� �� �
$��'��( �������# ������)���� Nu =

3, 4, 5, 6 � $�
'���# �
�
����
 �����M = 1, ..., 16% *�'��� ����'����� $�
+

'���� ������# ������� ����
	����W ∗ = 1.4974343%

,������" ����"����� ���� ���
�
 ��������'����# ������ Φ �	������

	
)��# (
�
����������# �(������� 
�������
% -��������� ����"�����Φ

�� ��������� � ��.��� '���� �������# �	���� N ���
$
�� �
 &��% /%0 	

���
�����'����# ��
�� �� �
$��'��( �������# �����'���
Nu% 1�������

'�� '�� ���"�� ����� Nu� ��� ���"�� $�
'���� ���� ���
�
 Φ 2��������

��� ���
��	�# �
$�������� N3%

���� ���� ��	
���	� �	���������
�� ����
� Φ �� ���	�	�� � ������ �����	�� �������

N ��� �����	�� �����	 � ����	�� Nu �� ��������!	�� �����	��

4	���������� � ���� ������# �������W � $
�
�
���# ������ 	 $
	�����+

��� �� '���
 �������# �	���� N ��� Nu = 5 ���
$
�� �
 &��% /%5% 6������

�����
 ��Wε(a
u) = W (au) ������ 	�$�
��
�� � N � ��)�� �
���
���	
�"+



���

�� � ���	�
�	 ���	� ������� ��� 
������ ����	��� ��	����� � 
� ��	�� ���

��	���� �����	���Wσ(a
σ) ����
���� �����	
 � ��	
 ����
� � ���	�
�	

�	���	� ������� ��� W �  
����
	����� ����	!���
� ��	���� Δ = ΦW−1
σ

���
���	
 ����	���� ��
���	 �	��!	 10−7 ��� N ≈ 30000�

���� ���� ��	�
����� ����� 	��	��� ������ W �������� � ����
��������

����
�� �� ������� � ������ �
����� ������� N ��� Nu = 5�

"��
���
� ��	��	
��	���� �!���� ϕ(x1, x2)� ���	�	�	���� � �����	���

#���$%� ��� &������ ����
����
�	���� ��������
� ������	�� �� '��� (�$ ���

M = 6 � Nu = 5� )	 ���� ������
����
� ��� ��������* ��	��� ���	�
��

������	����� �	!	���� +
� &������ ������ � ���* ��*��� �� ����*�	��,

	� ����� ���	�
���
� ����� ��������� 
���� � ��������
��� x = {0, 1}T�
��
���� �������	�
 ������	 ���	�� ��
	�������

������ ���� '�����
��� ������������* ���
�����* ������* ���,

�
���� ������	��* ��-	��	���� ������ �� ������� ���������� � ����	����

2l × h � 	�������� 
��-���� #��� '��� (�.%� /����� �	���
���� ���
	��

��������
 Ox1x2 ���	-	�� � ��	��	� 
���	 �
����� � ������ 2l � ��� x1



���

���� ���� ����	
�
�
�
 �������� �
	�
���
���� ������ ϕ(x1, x2) �	� M = 6� Nu = 5
��� �����
	������ ��������

���������	� 
��� ����� ��� �������

���� ���� ���
��
�� �	���������� � ��	���� ������� � ��	���� ���!����

������	� 	������	� ��� x2 = h ���	���	� ����������		�� 	����� ��

σ22(x1, h) = q = const , σ12(x1, h) = 0 .



���

������� ����	�
���� ���������� �� ����	 ��� x1 = ±l�

u1(±l, x2) = u2(±l, x2) = 0

� ������� ��������� ������ ��� x2 = 0�

σ22(x1, 0) = κu2(x1, 0) , σ12(x1, 0) = 0 .

����� ����� ��� ������ ��		������� ������������ ��� x2� 	���� ����	���

������ ������� �����	��� ������ ����� ���� �x1 ≥ 0 ��� ������
�! ����

����"! �������!

u1(0, x2) = σ12(0, x2) = 0 .

#����� 	���	���$�� ��%&� ��'����� �������	���� ������������ �(��!

����	���"!� ����	�
���) � ���������)%

*�������+��	�����) ������ ����
�� �(����� Ω �� 3M × 2M ��������"!

���	������������ �������� �� ,��% &%-.% *��������" ����� ����� ����

x
(i,j)
1 =

i

3M
l , i = 0, 1, . . . , 3M ;

x
(i,j)
2 =

j

2M
h , j = 0, 1, . . . , 2M .

���� ����� �	
������� �
���� ������������ ��� ������
��� � �	��
	
 ����



���

��������	�
��� ������Nu �Nσ ���	�� ���� ������� �	� ��� ���������

�� � ������� ���� ��������� �������� ���� � �	����	�
��� !���	�������

�	�	����� !��� ��!�	��" ����	 ��	���� � �� #����	 l = 5 � h = 1�

������������� �����
 $��	 % E = 1& ���''�(���� ��	��	 % ν = 0.3&

�������
 ���#��) �	������ % q = 1� �����
 �������� ����	��� % κ = 0.1�

*	 ��� !��� ���������  �	��� ���  ��	�� �	�	������ ����M =

1, ..., 8� +� #�� ���� ����� ��	 ���� ������) ������� ��	����� W ∗ =

10.186�

,�����	�
�	� �#�!�	 Φ � �	������� ��  ��	 ������) ��!���N ����

�����	 �	 *�� ���� ��� �	��� ��- ������) Nu� .�	 ���� '���(���	�	 Φ

������� ����� �!��	���) '���(��) ��������
�� �!��- �	�	������Nu �

N �

���� ����� ��	
���	� �	���������
�� ����
� Φ �� ���	�	�� � ������ �����	��

������� N ��� �����	� �����	�� Nu � !������ ��"�

���!��/���� ������- ������)Wσ� Wε � W �	� '���(�� N ��� Nu = 5

���	�	�� �	 *�� ����� 0�����  �� ��� �	���) ���	�����(�� � ������ ���



���

������� Nu �	
��	���� W ≤ Wσ ≤ Wu �������	��� �
� ��� ��	
���Wσ

� W ������� �
��� ���
�������� ���������N � � � �
	�� ��� Wσ(N)

�������� �����	� ��	��� �� ��
���� ��	
���W � �
��	
	 �� �
���

�����	 !��� "��� ��#�$� %�� �&	 ��	�����' � 
��(	�	 ��)�� ���	(	��	 ��*

��	
��� ���	��	��� ������ � �����+	��� �	&(� ������	���� 	���
�

��
���, ��(��	* C � ��������	�� ��
����� ��������� κ�

���� ����� �	
���� Wσ Wε � W �� ����	
	�� � ������ ��
�
	
� ������� N ��� Nu = 5
��� ���
��
		�� ������	� 	� ������� ��	���	���

�����	�'��� ���
	+���' Δ ��&	 ���&�' � ���	��	 ��	�
��'��*

��	��� ���	��� 
	+	��� (�� ��
��������, ��(�� �
� ���* ��
�	 �
�	��,

��
����	��*� �+���� Δ (�����	 ����	���� ���
�	 �	�'+	 10−3 �
� N ≈
15000�

"���
	(	�	��	 ������� ��	
�	��	���* �+���� ϕ(x1, x2) �
	(����	��

�� "��� -�#- �
�M = 4 � Nu = 5� .��������� �
��	
� -�#� ������� ϕ ����/

�� � ���� ���(�� �� ������	��	� ��'�� ����, ��
	����	* (��, ������,

��	� � ���
(������ x(1) = {5, 0}T � x(2) = {5, 1}T�



���

���� ����� ����	
�
�
�
 �������� �
	�
���
���� ������ ϕ(x1, x2) �	� M = 4 � Nu = 5
��� ���
��
�� ������� � ��	���� ��������

���� �����	�
	 
 ������
� �	��


����� �� 	
��	���� �	��	����� � ������ �����	 
������� ������

��� ������� �	��	���
	 ����
������ ���	����� �������� 
	�����	 ����

������ ������� !� ����� �������"��� ������ ��������� � 	�	��	#��


��������������	���� 	����
���	#�� ����������� ���
#�� ����
��� ���

���
	 $	������ 	�������� � 	������������ ����������
�� 
������� ����

�������� �� 	�	��	 �	�	
�������
 ������� %&'&(&')*( �� �	��+��� �#��
�

������������ �� ���� ������� �����"� ���������� ����������� �	���	���

���
�� �����
� 

,	��	#������ �������( ����+������ � �	�� �( 	 �	
+� ��	��	#�� �����

�	 
������� ��������( �	��	���	��	� �	 ������ -.!/( ������"� ����	�

�	�� �	������ ���	����� 	�	��	#�� � ��������� ����
 %&�0* !� ���� #���

����� ���� ��������	�� ��������� ������	���� � �
	���� ����
� 

1�
������ �� ���� �������� ��
	�	�� � ����+���� �	 ������� ������� �	�



���

����� � ��	
����

������ ���� ���������� ������������� ���������� ������� �������

�� � ����	���� 4l×2h � 	�������� ���
���� ��� ��� ���  !	�� ���	�"��

��	
���# ���	����	��� ��������	���� ����	���# $������ �������"	� %

�	�	���	 �������� � ���	�����%�� ������	���� �������� � ������ 4l ����

�	� ����	�� ��%	� 2l &������� �����%�	��� ���	����� ���%�	����� �������

��� �����$�	 �����"	���	 ��������	  '����� �	$����%�� ����	�� $��������

Ox1x2 ����	
	�� �� �	%�� $����$	 ��	
��� � ��� x1 ������	���� ��������

� ������ 4l

(���� ��)�� )��� ���%�
	�� ���	����%���� � ������� �����"	����

�	*������%������ ��������� ������+ $������$,�� � ��	
����� -���� ���

�	����# ��)��$�,�� .���$�%� � ���%� /�01# 2���		%� � �� /3#�1# ���%�%��
�	

���	�������� ���+�� $ %�����	��� ��	�	������ ��%��%	��� ��� %����	���+

� $��	%�+ ��	
�� � %������	���%��
��� ��%	�+������� '	�$���$� ����	�

��%���� ���%�
	�� ��	,�������� $����� �����# ��� ��+�"�	��� ������4	�

���# �%���%��
�+ ����������	 +���$�	�����$� � %����,���� �	��	����	�

�$�+ �����	���% ����	��	��+ �	� ���# ������	�# /�001 

���� ����� �	
��� 	����� � �
�������



���

������	� 
�	
�
�	
 ����	��� ��� x2 = ±h �������

σ22(x1,±h) = q = const , σ12(x1,±h) = 0 .

�

��������		
 ������ ��
�
	� ������	� 	� 	������	�

σ11(−l, x2) = σ12(−l, x2) = σ11(3l, x2) = σ12(3l, x2) = 0 .

��
�
	� ������� ����� ��
�
�	� 
� 	�����
��

σ22(x1, 0) = σ12(x1, 0) = 0 , x1 ∈ (0, 2l) .

� ���� � ���������� ������ 
�	
������	
 
�� x1 � ��	�� x1 = l� �
���


���� ��� 	 �����

Ω = {x : |x1| < l, 0 < x2 < h}

������	� �
��� �������������� � ����
� �����!"� �
�
�	�����	� ���#

	��	� ���
��� $��% &��% '%()*�

u1(l, x2) = σ12(l, x2) = 0,

u2(x1, 0) = σ12(x1, 0) = 0 , x1 ∈ (−l, 0) .

+� ���� ���	��	� 
���	���	��� ������ ��	�����,�� $�%'�* -�����#

��	�	� ���� 
�����	� �
��������� ��� � ������� '%(� ��� -�
� �����
�
	#

	�� 
,�	�� -	����� $�%(.(* 
���!�� �������������%

� ��		
� ������� ���
����!�� �����
��	�� ������ ��� �
����	
 	�

&��% '%(/ � '%(�% 0�� ����	���,�� �
�
�
������� -�������	�	� ���� �����%

1�
�� �
����� ����! ������ 
������Ω � �����! 
������ ������ 	� 2M ×M

���
��
��	��
�� ��� M > 0 2 �������� �����% �
��� -�
�
 ������ ���
#



���

���� ����� �	
��� Omega �
������ � �������� � ������� ����

������	
 ������� �� ��� ���������	
��

���� ����� ����������� ������
��� ����� � ������� ����

���	���	������ �������Nu� 
�
 �����
�	���	����� �������� �������

��	��
��� ��� ���� ����������� ��������� 	 ����� � Nσ ���� �������	�

Nσ = Nu − 1�  ����!"	� #��������� �������	���
	� 	 �����	������ ��$

������� #��	 ��#����% ��	�� �����	�� 	 �� �	�	�� ���� l = 1 	 h = 1�

��������������� ������ &��� 'E = 1( 
��))	�	��� �������� ����� ν = 0.3(

��������� ������� �����
	 ' q = 1�

*������ #��	 ��������� � ���	����	 ��������	 �����
�	���		Nu =

3, 4, 5, 6 	 ���	����	 �����	��	 ��������� ���
	M ≤ 18� +����� ���$

������ �����	� ������� �����		 ����������W ∗ ≈ 5.633�



���

���� ����� �	
�����
��
� ��������
� ����
 � ����� ����

������	
�� �������������� �������
� ���������
� ��������
� � ���

������	����� ���������� ���� ����� ��� ! ��" �������
� �������� �����

����� M � ������� �������������� ���������#�� Nu� $��������
 ����	

��	�������� ���� 	 %��� ������ �������"���" &������� ��� '!�

��	��������� � ���������� ����������  ���( �������	����� &��#��

Δ(N) = ΦW−1
σ ������� �� ���� ���) ��" �������
� �������� Nu� *�������

��� �������� &��#������ Φ �����+����" ���	����� ��������!� 	 �� 	���"

� ����� M �������������! � , ��� Nu�������������! �������

-	���������� �#��� ����.�� %���.��W � ���������� 	 ����� 	 ��	������

��� �� ����� �������� �	�/��
N ��� Nu = 6 ������
 �� ���� ����� 0���.�"

��&����#��Wε(a
u) = W (au) ��������� 	��������� � ��1�� ���������	����"

	 �����	� ��1��� .����#
 ����.�� %���.�� �� ������ ��+����� 	 �� 	���"

� %���.�" ����"1���"Wσ(a
σ) ��������� �/
	��� � ��1�� ���1��� 	 ����

��	� 	������ .����#
 W � *�����������" ��.��+����� %���.�� Δ �����.���

�������"� ������ ��	�� �������� 0.46% ��� N ≈ 40000�

������������� ��������� %���.�������� �+�/� ϕ(x1, x2) �������	����

�� ���� ���2 ��� M = 12 � Nu = 6� ������ ��� &��#�" ϕ /����  ���

�( 	�(��� �� ���(������ ��+� ����� ���������� � 	��+��
 ���3��
 �

����������� x = {0, 0}T� 4���������� �������� ������������" %���.����
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���� ����� �	
���	��
�� �
����	������� ������
��	� Δ �� ����
�
�� � �����
�	���
�� ������� N �� �����
� �	���
�� Nu !���
����
�� ��	��"�

���� ���#� $�%�	���

�� �&�
�� %��%��� �
����� �� �����
��� ���� �	���
�� �������
N ��� Nu = 6 !���
����
�� ��	��"�



���

�����	 �
���� ϕ ����������� � ���	 ����� �������� ����� ϕ ≈ 674 � ����

�������� �� ������� �� ���� ���� ����� ������  ��������� �!������ �������"�

���� ����� ���	
������� 	������� ���
���������� ������ ϕ(x1, x2) 	
� M = 12� N = 6
�
������
��� �������

# $�%"& ���!
���" �������� ����%�'���!& ��
���	 �!%� �(���������

�� � �����������" ����� )��� ���� ���*+� ��� ����� ��%����� �� ����������	

� ��� '� ���%��M ��������������� ���������� ������"��� ��' � ��������

��%,�!�� � �������%,�!�� ��'�%������!�� %���"��� -��!� ���� ����!

x
(i,1)
1 ��� i = 1, . . . , 2M − 1 � x

(1,j)
2 ��� j = 1, . . . ,M − 1 �!%� �!����! �����

������� ����! �������" �%� ����& �������%��

Φ1,i =

∫ h

0

∫ x(i,1)

x(i−1,1)

ϕ(x1, x2)dx1dx2, i = 1, . . . , 2M

Φ2,j =

∫ x(1,j)

x(1,j−1)

∫ l

−l

ϕ(x1, x2)dx1dx2, j = 1, . . . ,M

�!%� ����%�����%,�� ����!  ���  ����  %" ���& i � j�

-���� ������ �%���� %���%,��	 �
���� ϕ(x1, x2) ��� ����%��� ��



���

���� ���� �	� M = 12 � Nu = 6� 
�	� ������� ϕ � ���� 	������ ������

���� ����	� ����� � ���� ����� � ������� �� ����� 	 ����	��� ���!

��� �����"� #�� ������� ϕ � ������ ��������  $����� �������"�� ��%���

� ��� %�  	���� ������"��� ������� ϕ  ��	���� � ���� ���� 	 �$�

�	���	�� ϕ ≈ 1406�

���� ����� ���	
������� 	������� ���
���������� ������ ϕ(x1, x2) 	
� M = 12� Nu = 6
����	��
������� �������

&��� ��	�%���� �����$ ��� ����	� ���� ����� � ���� ����'���(�

)�� 	������ ����$ *�� ��� ���������$ σ11� σ22 � σ12 �����	 ��	�%����

σ  $�����*� #	����$� ���� �� ��� ���� ����� +���� �������" ���%���

�� ������ ������� ��	�%����  ��	��������  �	,��$ �	�-��$� ��� ���!

������$ ���*� 	�	$ $  ������ �����x = {0, 0}T� .�	���	� ���� x1 → +0�

x2 = 0� �� #	������ ���� �� σ22(x1, 0) = 0 ���%��  $������"���  ��  	���

�� σ22 ��	������ � ������������� �� �	�#�� ��	 ������� &	� ���������

������	� ���� ������"��� ������� σ22 � ����� ����� ��#� ����� ���!

����� � ����$ N 	���� � �����#�� σ22 ≈ 26000 �	� ���$/ �	���	/�

0������� ��� ���*�*��� �����$� ������ ������� σ11 � σ12 �� �������!



���

������	 Σ12 
����� ��� ���� ����� ������ ��������

���� ����� ����	
�
�
�
 �����
�� ��	��
�� σ11�

�����
� ��������������
� ������� ���������� ������� ������� ����

����� ��
 ����� ������� ������ �� ������� ς � !"��#�� ς11	 ς22 � ς12	  ��

������ �� $��� ���%&���'� (�)���� ��������� ������ ϕ *�
� $��� ���+,	 -��

."��#�� ������ � �"�� ��)"	 �� ����������
 ������ 
���� �����������

����� ������ �������� /��
� ����	 
���� �����)��� ��������� �������

��� �� ������� ςij � �"��������� ������� Ω�

0"��������� ������������ �������#�� 
���)� �������� -��
����	

 ��)��������  -��
 ���)��� ������� �������� ���)�
���� ����������

."��#�� ������������ ��� ��� �"������ �����
������� �  �����
�#�� *��

���)�
����,� 1� ���"��� ���2  ��)������� 
��������� "
�������� �������

�������  ���������� Δ  � �������� �  �����
������� ��� ���� Nu )��

�)� ��������� ������

1� ���"��� ���3 �������� �����)�
���� )�� ����
����� �����  ��Nu= 6

*������ �����, � ��������� M ���������� �� ��������� �����)�
����



���

���� ����� ����	
�
�
�
 �����
�� ��	��
�� σ22�

���� ����� ����	
�
�
�
 �����
�� ��	��
�� σ12�



���

���� ����� ���	
������� ���	����� ������� ������ ��	
������ ς11�

���� ����� ���	
������� ���	����� ������� ������ ��	
������ ς22�



���

���� ����� ���	
������� ���	����� ������� ������ ��	
������ ς12�

���� ����� ������� Δ(Nu) 	
� M = 12 ������������� ���	��
�!����� �����"�



���

��� ����	
������� ��	�� ��
M = 12 
 Nu = 3, 4, 5, 6� ��� 
��� 
� �	���

����
�� 	���
�� ����	��

 ��	�
 �������	 ����
	����� ����
	� 	�����	�

�
������� ������	�	� �� 	�� �� ���������	��  �! �����
�

���� ����� �	
��� Δ(N) �� ���
����
�� � ����������

�� ������

"��	������� ����
���	� ������# �����

 W (N) �������� �� $
�� ���%

��� ���������# ��	�
 ��
 �
��
������# �	����
 ���
����Nu = 6 &����'

	
���� �
�

( ��� 	���� $
�� ��)*+ 
 ����	
������# ��	�
 ��
 �
��
��'

����� ������	�� M = 12 &����,��� �
�

+� -����	������� ��
�
���	


������	��  ����,�� ���	�	�	

 � 	����	
����
�
 ���	�����
�
 ������'

�
( ��
�������
  ������� &��)%)+� .	���
	������ �����,���	� �����

Δ

��� ����	
������� ��	�� ���	
���	 ������
� ����� 0.033% ��
 N ≈ 40000�

!	� �	���
	������ 
�	��������� �,
/��  )0 ��� ����,�( ���( ���������� �

����1�2 ���������# ��	�
 ��
 	�� �� ������	��� ��
/�
���
�M 
 Nu�



���

���� ����� ��	�
����� ����� 	��	��� ������ ��� �������� ����� �
����� �������
N ��� ��������� ��	�
���� ����� � ����
������� ����� �� ����� ��
���

����� �

�����	�
���� ������
������� � ��
��	�
��� �
��
�� ��


��
�� �
������������� ����
�����	�

��� ��	
����� ����������� ������ ������� ����� ������� ������

��������� 
������� 
���� �	��� ��!
	� �������� ����"��� ������� �

�	��� ��
���� ���� �������# � ������"��# ����
 ��
 ������� $��

���
��� � 	 ���������# 
���	
 !%

��� �������� �������	��� ��	
���&�#� �� $����
�� ���������

������� ��� 	
������ ���!
 	��&��� �! �����
����	��! �	����	
 �

�
� ��� �� �����
���� �������� ������� ��� ��� ��� ��� ������% '������

�� ������� 
����� �����!
 �	���� ��	
� 	���� ���������� ��������

� �������% (�� ��� ��������	 � ������� )%*%� ���	
�#��� ����� � ����

������ �����# +#�����,������� �	���� � ������������� �
� ���	��	
 

���������� 	������ ��
���� ���� ����� �# � 	�����# ���� �� ���



���

�����	

 ������� ������� 
 ���������� � ���� �
�

 ���� ������	

�

�� �
� ��� ����
��� �������� ���

� ��������� �� ���
�	
�����


 ��
�����
���
� ������  ��
 ����� ����� � 	��! ����"�
� �������


����
�����
� ��� �������� ����������� 
 ������
����  ���� #�$�%&'��(�)�

*����� � ��� �
������� �����
� �� ����
 ���� �� ���� �� ���
� ���	
+

�
������ ������� ������
 �� ��� � ���� � ����
 #%&�)�

,�������� ����� �� ���� -���� '.$� �����
����� �� ����
���� ��+

�������� �������� � ����
�����
!  ���� 
 ����
� ������� ������+

��� ��
 �
/���� �"�
�� ������ -���� �����0�� �������� ��
 ����+

��� ��
-
������� �������� ������ ���

 ����-���
 � ������� ���
����+

��� �������
�
����� �
����� � ��������� �
����	
������ �����+

�
� 1,�23� *�
��� 
����������
� ����� ���
�
 ��/�� ����
 � �� �+

��� #')� #&$) . #4()� 5��
�	
����� ���
��� � ��/���"���� � ������0
�

-����� ��������������� �� ������ ����+�
������� ��
 �
/�
� ������

���0�
� 
 ������ �����/�
�� ���!���� � ����� �������� ���
���
+

����� �����/�
� ������� ���������
 �����
����� ����� �����
�����


� � ���-�� �������� �
������� ����	

 �����
����� ���-�� ����������

*����-���� ������ ���
��!���
����� �� ����
���
� 
 �
���
���
�  �+

������ ��������

���� ������	� 
����	 � ������ ���	
������ � 	���� ���

�������� �����	� 	 ������	����� ������� 
���� 5 ������+

"�� ������
����� �
����� �����
 ���

 ����-���
  ��� �������� � ��+

	
������ � ������
��� ������ � ���� 
�������!��� ��� ��
���
�  �����

*���� ����� ������-������ �
���� �����
��� Oxy� 6�������
� ������

�����/��� �������
 ����-�-� ��� 1 ����3� ���
��!0-� ������-�����!

� �����

Ω = {x, y : x ∈ (−l, l) , y ∈ (−h, h)} 1'�%3



���

� ����	���
 2h × 2l ���� 
�� ����� � ������ �����

 2l ����	��� ��
���

����
� � �� ��	�� ��� 2h ����	��� 		 �������� ������ �	�������� �
��	��

�� ��
��� � �	�����!��� ����	 "����#$��!�
��� %�!x "�����	�!�� ��������

� ��
���
 2l&

Γ±
y = {x, y : x ∈ (−l, l) , y = ±h} . �����

%�! y ����
�	���� �	�	�
�� ������ ����
&

Γ±
x = {x, y : x = ±l, y ∈ (−h, h)} . ���'�

���� ���� ��	
�������	 �����	 ������

(�	�"���$�	���� ��� ��"��)	���*�	+���
�������	 �������
	 ����
 �"
*

����	��� ��#�	����
 #����	�
��
 �	��

 #"�#$���
� ��	�	���	 � $���	 ��

�� "�	������	���	 ��	�! � ���� �������	�
� 

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+ fx(x, y) = 0 ,

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+ fy(x, y) = 0 ;

�����

ε0x =
∂u

∂x
, ε0y =

∂v

∂y
, ε0xy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
; ���,�



���

ξ = ε0(u, v)− C−1(x, y) : σ = 0 . �����

�	
�� u(x, y)  v(x, y) � �
��
����
 �
�
�
�
�� �	��� ���	������ x  ���

����� y ����	����� ��
� �����
����
���! ε0x" ε
0
y  ε

0
xy ����#��� ������
����

� �
����� 	
$����% ε0(x, y)" σx! σy  τxy ����#��� ������
���� �
�����

�����&
�� σ(x, y)" fx  fy ����#��� ��	����� ������
���� �
����� ��'�


���� ��� f(x, y)" C(x, y) � �
���� ��	(�
� (��()����

*�
	����&�! +�� ������� ���� Γ±
y ��)�(&
�� �����
	
�
���� ����

� � �����
���� �

τxy = ±p±x (x), σy = ±p±y (x), y = ±h . ���,�

-� ���%
�� ���� ���� Γ±
x )���+��
 (����� ��)(� ���� ��
	������
��

��� � �����&
�� !

σx = ±q±x (y), τxy = ±q±y (y), x = ±l , ���.�

��� � �
�
�
�
�� 

u = 0, v = 0, x = ±l . ���/�

�	
�� p±x (x)! p
±
y (x)! q

±
x (y)! q

±
y (y) ����#��� ������
���� ��
0�
� ��)�(���

��������	
������� � ��
��������� 1�� ������
�� ���
��

����&
��� 213! ���+��� ���
�� ���%� ���(�� ���
�%������

4�
�)! ���(&	��0��� � ���	
�
 ����� *��
�%������ 4�
�)�Π[u, v]! ���
�

	
�
���� $���(��� ����56�! ����&�
��� � ��
	��&
���� ����% ��
	(#��



���

�������

Π =

∫ h

−h

∫ l

−l

[U − fx(x, y)u − fy(x, y)v] dxdy +

∫
Γ

JbdΓ ,

U =
1

2
ε0(u, v) : C(x, y) : ε0(u, v),

Jb =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−p±x (x)u − p±y (x)v x ∈ Γ±
y

−α± (q±x (y)u + q±y (y)v
)
x ∈ Γ±

x

.

	�
��

��� U � ��������� ������� ���������� � Jb �������� ����������� �������

� ! ���
 "���������� α± �������� ��#$ ��� α± = 1 ���� ����� %������ �

�����&����! 	�
' �� ����������%()�! #����� ! �������! Γ±
x ��� α± = 0

���� �%��� � ���)���� 	�
* ��� ����#������� 


+������ ������&��� � ���� ������)���, � Ω$ #�# ������������ �

�%�#��� ������������ #�������� y-

ũ =

Nu∑
k=0

u(k)(x)
yk

hk
, ṽ =

Nv∑
k=0

v(k)(x)
yk

hk
. 	�
��

+���� Nu � Nv � ������� ������������ ! �����#������, ������)���,$ u
(k)

� v(k) � ��������� � �%�#��� #�������� x


. ������������ � �������, �
/$ ���%���� � ������)���� 	�
�� ���&� 

����������� �������� � ������� � %������� 	�
*$ ���� ��� ����%����%(�

� ��������#� ������
 0�%��� %������ 	�
1 � 	�
' ����(��� ���������� �� �

�������%(��� � �����������, �����


2���� ���������#� �����#������, 	�
�� ��� u � v � ����%�% 	�
�� �

��������%� �� #��������� y$ �����������%( ������( Π ��&�� ���������� �



���

����

Π =

∫ l

−l

A (x, a(x), a′(x)) dx+B− (a(−l)) + B+ (a(l)) ,

A =

∫ h

−h

[U(ũ, ṽ)− fxũ − fyṽ] dy

−p+x (x)ũ(x, h) − p+y (x)ṽ(x, h)− p−x (x)ũ(x,−h) − p−y (x)ṽ(x,−h) ,

B± = −α±
∫ h

−h

(
q±x (y)ũ + q±y (y)ṽ

)
dy , a′ =

da

dx
.

��	
��

����

a =
{
u(0), u(1), . . . , u(Nu), v(0), v(1), . . . , v(Nv)

}T

, a(x) ∈ RMu,

������� ��������������� ��������� ����������  �� �������!Mu = Nu+

Nv +2 �� ��������� x ∈ (−l, l)" ����#�� � ��$���������� u(i)(x) � v(j)(x)

������������ ��	
%�	

&��������� Π � ������� ��	
�� ��������'��  ����� �� ������� a � �(�

������ ���� ������ a′	 ����'� ������ ���� �
	
)*�" ��������������� �

�� ���� 
	*	" ������ � ����� ��������� +�(���,� � -����� �����(� ���

�����
d

dx

∂A(x, a, a′)
∂a′

− ∂A(x, a, a′)
∂a

= 0. ��	
��

./#�� ���������������� ������� ����� �/���������� �����������

������ ��������� ��	
�� ����� 2Mu	 +�/� �#�������� (����'��� �(���

��'���� ��	0� ��/� ����!#�� ���������� ������

[
±∂A
∂a′

+
∂B±

∂a

]
x=±l

= 0 , α± = 1 ��	
��

���,�� /��� ��/������ � ����� ��	
�� �  �������� �� ���� (����'���



���

������	
���� ������� ��� x = ±l�
���� ����� ��
��
�� �� �����
� �
�
� �� ����� ����
� �� 
�α+α− = 0� ��

����
�
��������� ������� ����
�� �������
� � ������ 	����� �����	���

 ������ !��"# ��� !��$�#� % ��������� �� 	�
�  ����
��� !��$�# ����&��'���

� ���� � ���������� �������� ��� � ���
����

P+ − P− +

∫ h

−h

∫ l

−l

fxdxdy +

∫ l

−l

(
p+x + p−x

)
dx = 0,

F+ − F− +

∫ h

−h

∫ l

−l

fydxdy +

∫ l

−l

(
p+y + p−y

)
dx = 0,

M+ −M− + l
(
F+ + F−)+ ∫ h

−h

∫ l

−l

(fyx− fxy) dxdy

+h

∫ l

−l

(
p−x − p+x

)
dx+

∫ l

−l

x
(
p−y + p+y

)
dx = 0 .

!��$(#

)�
��� ���������'��
 ���� P±� ��������
 ���� F± � �����'��
 ���
���

M±� ������
 �� ������ ����� x = ±l �����
����
���� ��
�
�� � ���� *

�
 !��$(# � �����
������ �

P± = ± ∫ h

−h q
±
x (y)dy , F± = ± ∫ h

−h q
±
y (y)dy ,

M± = ∓ ∫ h

−h q
±
x (y)ydy .

!��$+#

)���� ��� � ���
���� ������� ���� ��� ,�� ������� �� -��� $�� �� �����*

��� � ���
��' ����� .
�� ���� /�� �
��	��� ���&�� ���� ������ 
���

���������'��� �����
���� '��
 �����	��
  ������ !��0#�

1������ !��$(# �������'�� 	�� � �
��� '� ��� �
�������
 ����������

������
 ������ '��� � �� �
���� �� 	�
 ��� ���
�
�
��� ����&
��� �

���
������ �
�� ��� �
���� � ��������� Oxy 
��� α+α− = 1�



���

��������	
������� � ���
������� ������	 
���
�
� �	�����

������� �������� �������� � ������ ���� �� ��	�������� 
����  ��� �!�

	�������� �� 	���"���� ����� !�!��
� #$%� �	�!���&'�� 	�� ��������

��(���� )������ ���"�� $�	����������� �������Πc[σx, σy, τxy]� �������� �

*��
��� +����,-� �����!� �� �	������ ���� 	�� �������. �!�����. +��/-

� !���&'�
 ���

Πc =

∫ h

−h

∫ l

−l

Uc(σx, σy, τxy)dxdy +���,-

! 	�����!��& ������� ��	�������

Uc =
1

2
σ : C−1(x, y) : σ. +���0-

1		��)!�
���&'�� 	��� ��	������� �
�&� !	��������& !���)����

σ̃x =

Nσ∑
k=0

σ(k)x (x)
yk

hk
,

τ̃xy = p0x(x) + p1x(x)
y

h
+

(
1− y2

h2

)Nσ−1∑
k=0

τ (k)xy (x)
yk

hk
,

σ̃y = p0y(x) + p1y(x)
y

h
+

(
1− y2

h2

) Nσ∑
k=0

σ(k)y (x)
yk

hk
.

+���/-

2�!� σ
(k)
x � τ

(k)
xy � σ

(k)
y 3 ������!���� *��)��� ��	������� )�������� x4 Nσ

3 !������!���&'�� !��	��� �		��)!�
����� 5�	������� τ̃xy(x, y) � σ̃y(x, y)

	�"���&�!� �����"��
 �!�����
 +��,-� �!��

p0x =
1

2

(
p+x − p−x

)
, p0y =

1

2

(
p+y − p−y

)
,

p1x =
1

2

(
p+x + p−x

)
, p1y =

1

2

(
p+y + p−y

)
.

+���6-

#�����"�
!� !��"��
� )��� �����"��� ������)� q±x (y) � q
±
y (y)� �������



���

�� ���	���
 Γ±
y ������� ��������� � ������������ �

q±x =

Nσ∑
k=0

q(±k)
x

yk

hk
,

q±y = ±p0x(±l)± p1x(±l)
y

h
+

(
1− y2

h2

)Nσ−1∑
k=0

q(±k)
y

yk

hk
,

������

��� ������ ������������

q+y (h) = p+x (l) , q+y (−h) = −p−x (l) ,

q−y (h) = −p+x (−l) , q−y (−h) = p−x (−l)
������

����������� �� �	������
 ���	������ � ��	����
 �	��������� �Ω�

!� �� �
 �	������
 ���	�"� # �����"��  ��������� ���	������

σ̃x(x, y) � τ̃xy(x, y)# ����� ����� ��������	��� �	������� ������ ���$�� !�%

��������� �	�����������# ��� �&'����� ��� ������� ��������� ��%

��������� y(

fx =

Nσ∑
k=0

f (k)x (x)
yk

hk
, fy =

Nσ+1∑
k=0

f (k)y (x)
yk

hk
, ����)�

��� f
(k)
x (x) � f

(k)
y (x) "������� *�� +���

,&	���� ����	� �������� �� �	������� 	��������� �����#  ���	�� ���%

���� ��-���������� ��	���������� �� ���	������ � �	��+��� ��������

����� ������������ .��	���� /��� ��������� � �	�&������ σ̃x# τ̃xy �

σ̃y �" �	������� ����0� � *�	��� ����� � ��������# ��� ������ 	���������

���������� �	� �&�
 y ∈ (−h, h)# ������� ,!1 ��Nσ ≥ 2 �����������

*�� +�� ���	������ σ
(k)
x # τ

(k)
xy # σ

(k)
y ��&�	����� �" ���
  �.**�+������ �	�



���

������� ykh−k	

dσ
(j)
x

dx
+
j + 1

h

(
τ (j+1)
xy − τ (j−1)

xy

)

= −p
(j+1)
x (x)

h
− f (j)x (x) , j = 0, . . . , Nσ ;


�����

dτ
(k)
xy

dx
− dτ

(k−2)
xy

dx
+
k + 1

h

(
σ(k+1)
y − σ(k−1)

y

)

= −dp
k
x(x)

dx
− pk+1

y (x)

h
− f (k)y (x) , k = 0, . . . , Nσ + 1.


����

������ ���� ������������� ������� ��������� ������ �!������ "��#$��

τ (j)xy (x) ≡ 0 , j < 0 , j ≥ Nσ ,

σ(j)y (x) ≡ 0 , j < 0 , j > Nσ ,

pjx(x) = pjy(x) ≡ 0 , j < 0 , j > 1 .

%�&�� ��#���!�� '!� ��� ��������� 
����� �� ��#��'������ ���������

����� �� !� ��!� k = 1, . . . , Nσ + 1� �� �! ��!� �����(��� �!����!�����

"��#$�) σ
(k−1)
y (x)� * ���� �'������ ��������� 
����� ��� j = 2, . . . Nσ ��+

(��!�� �� �����'��#� �!����!����� τ
(j−1)
xy (x)� ,���� -!� �� !���#� !�� ��"+

"����$������� ��������) ��!��!�� � ���!��(����� 
����� � 
����� #�!����

������! �! #�-""�$���!�� τ
(0)
xy � σ

(j)
x � j = 0, . . . , Nσ� .!� ��������� -#����+

���!�� �������� ���������� � ����� ������'��� ��'���� ���#� � �� �!

��!� �����!������ � ���� ��������) ������� ���

∫ h

−h

σ̃x(x, y)dy +

∫ x

−l

∫ h

−h

fx(x1, y)dydx1 +

∫ x

−l

p1x(x)dx1 = P− ,

∫ h

−h

τ̃xy(x, y)dy +

∫ x

−l

∫ h

−h

fy(x1, y)dydx1 +

∫ x

−l

p1y(x1)dx1 = F−


���/�



���

� �����	� 
�
����

−
∫ h

−h

yσ̃x(x, y)dy +

∫ h

−h

(l + x)τ̃xy(x, y)dy

+

∫ x

−l

∫ h

−h

[(l + x1)fy(x1, y)− yfx(x1, y)] dydx1

+

∫ x

−l

[
(l + x1)p

1
y(x1)− 2hp0x(x1)

]
dx1 =M− ,

������

����	������� ���	������ ���� {−l, 0}� ���� P−� F− � 
�
�� M− ���

�� ������� � ���
��� ���� �� !� ���	��� ��"��#	# �$ 	����	��%&�"

��������" �	����' ������

(��������� 	����)���# �������	�# ���� � � ������ 
��� ��� ��$��)��

�� 	 *�
�&�% ��" ����+�' ��*�#,���'� ��*��
��� σ
(0)
x � σ

(1)
x � τ

(0)
xy � -��

��$����� �**���	�
�+�� σ̃x� τ̃xy � σ̃y � ���
��� ����.� $���	# � ������

����+�� *������" *���
����

b =
{
σ(2)x , σ(3)x , . . . , σ(Nσ)

x

}T

, b(x) ∈ RNσ−1, x ∈ (−l, l) , ������

� ��,� �� *����' � ����' *���$�����" b′� b′′�

/ 	����	��� 	 ����
�' ��0� �������	��� ��*�#,���# σ̃x� τ̃xy � σ̃y ���,�

�� *�����#�	# ��,� �	����#
 �� ��*�#,���# ������ �	�� ��� ��������

1	����# � *���
�&���#" ���.� � ��*���������' �����+�����' $����� ����

���%	# ���������� � 	����	��%&�
 ����+�������

2��	���
 3� *�����,���# ��# σx� τxy � σy � ���
��� ������ � *�����

�������
 ��� *� ��������� y� 4���� *����% ��*���������% 3�����% Πc



���

����� �	
	����� � ���	

Πc =

∫ l

−l

Ac (x, b(x), b
′(x), b′′(x)) dx ,

Ac =

∫ h

−h

Uc(σ̃x, τ̃xy, σ̃y)dy ,

������

��	 Ac ����	��� ���	���� ���������� ��	
��� ��
��	��� �����

���� ��
���� ��  �������!�� �"�"##� ���	� �$�� ��	�	� � ����	�	

%&' (�
�� ) *��	
  	��	
���� ��
���

d2

dx2
∂Ac

∂b′′
− d

dx

∂Ac

∂b′
+
∂Ac

∂b
= 0 ���+,�

�
� �-.	���	��$/ �
�� �$/ -������/ ���0� ��� α± = 1� ����
$	 �����

�	
	����� � - 	��� 
	1	��� ����	�$ ������ � ����2� ��	�-�.�� ��
���

σ̃x(b) = ±q±x (y), τ̃xy(b
′) = ±q±y (y), x = ±l . ���+"�

3��� α± = 0� �� ��	�-�.�	 	��	���	��$	 -������

[
d

dx

∂Ac

∂b′′
− ∂Ac

∂b′

]
x=±l

=
∂Ac

∂b′′

∣∣∣∣
x=±l

= 0 ���+��

�����$ �$�� -����	���
	�$� %�.�� ��44	
	�!����$� ��
���� Mσ =

4(Nσ − 1) ����	�$ %&' ���+,� ���� ���� 	���� �������� �$�	��.�/ ��


����	��� ����#� � ����5�� ��	�� 
�	�  ���- �
�� �$/ ��
�� 	��� ���+"�

��� 	��	���	��$/ -������ ���+��� ���	�$/ � �	���
 �
�	���$/ �
�	�)


�� b �
� x = ±l�

���� �����	 ��
����������������������� ��������� �����

6��	�
�)��44	
	�!����$� ���/��� ������$� � ���/ �)+ �������	�

�!	���� � 	����  ���	��$/ 
	1	��� a∗(x) � b∗(x) ��� ��
������
-�.�/



���

������ 	
� ����� � ����� � ���������������� ������������� �����������

��� ���� � � ����� � ������������� �� ������ ���� � � ������ !�" #��

 � �"�$��� � ��$%� � ��&� ���� '���� � ���((��) $������� ������*��� +����

'��"*���� � ,����������"�- �.�#"� Φ ��/�� #��+ 0��%���� ��� % � ����

�����������1 ��������1 �� ���- � ��%� ����� 0� ��1 0����*�� +��- �

%�0� ���� +��- ,�����- � ���������1 �����) ����� � ������������ �

Φ[a, b] =

∫ l

−l

ϕx(x, a, a
′, b, b′, b′′)dx = Π[a] + Πc[b] ≥ 0 . �����

2%��+ 0 ������+ ,����������"�- �.�#"�ϕ ���%���� "�" '��"*�� "���%�����

x

ϕx =

∫ h

−h

{U(ũ, ṽ) + Uc(σ̃x, τ̃xy, σ̃y)− 2Ue(ũ, ṽ, σ̃x, τ̃xy, σ̃y)} dy ����

� 0 ������+� ,����������"�- �.�#"�

Ue =
1

2
σ : ε0.

	������� +��� ������� +��� �.�#"� ��/�� #��+ $�%���

Δ =
Φ[a, b]

Wσ[b]
, Wσ[b] = Πc[b] , �����

�%� ,������ ��0��/����Wσ ���0�%��� � 0� ��- %�0� ���� +��- ,������-Πc

� '���� � ����� % � ,��- ��������"�- $�%����

!���� ����) ��������� �� ���� ��3�) ��(�) ���� 0�%0�%��� 0�% %�-�����

������� ��� � %����������� �*��"� ,������ ������ ����� #��+ 0��%���� ���

� � �%����� ��%�

Wε[a
∗] ≤ W [u∗, v∗, σ∗] ≤ Wσ[b

∗] ���&�

� ,������- %�'����*��

Wε[a] =

∫ l

−l

∫ h

−h

U(ũ, ṽ)dydx . ���3�



���

����� u∗	 v∗ 
 σ∗ ������� ������
������� �������
� ����� � ��������� ��

�����	 
������ ����� ���� !����"
������ #���



Wε[a
∗] = −Π[a∗] ����$ 

�� !
%�
�����& �'��

� (��
� �����
 %)�
 �!*%�
�����) � +��$,	 +�$�,�

������ ���� -���&��
& ��������*� !�&��
����*� %���*	 ������

��������*� �� ����& ���"� x = −l 
 ���*����*� �� �*��& x = l� .��

�*�
� �����) %���
 �y = ±h ���%���) �� ���*��
� /��
��)� *����
�

&��*� %)�� !���������) ���

τxy = 0, σy = 0, y = ±h , ����0 

σx = 0, τxy = q0(y), x = l ,

u = 0, v = 0, x = −l
����1 

� ���
���� ���*����

q0(y) =
6F+

8h

(
1− y2

h2

)
,

∫ h

−h

q0(y)dy = F+ ,

��� F+	 ��������� � ����2 	 �������� !�!������ �
��� !
 x = l� 3%4�&�)�

�
�) ���*����*�� �fx(x, y) = fy(x, y) ≡ 0 �

5!*�
� &���
�� %���
 !��!��������� �������)& 
 
����!�)& � &�6

�*��& 7��� E 
 ��#88
"
����& 9*������ ν� : ������ ������ ���&��
��6

���� !������ ��!������� �������
� %���
� : #��& ��*���	 �!������;
�

������'��
�	 �)�����)� ���� ����� �'
%�
 ��8�&�"

 ξ	 
&��� !�6



���

��������	�
� ��

ξx = ε0x(u, v)−
1

E
(σx − νσy) = 0 ,

ξy = ε0y(u, v)−
1

E
(σy − νσx) = 0,

ξxy = ε0xy(u, v)−
1 + ν

E
τxy = 0 .

������

����� ε0x� ε
0
y� ε

0
xy �����	�� ��������	�� 	������ ���������  �!� ����"

�	������
� � ����#�� ������

$����%����"�������������� ���	���� &��� ���
���	�� ���������"

��� ������'��� ũ� ṽ� ����������
� � ����#�� ����(� � Nv = Nu − 1� 

�����%��� ����)� � ���

σ̃x =

Nu∑
k=0

σ(k)x (x)
yk

hk
, τ̃xy =

(
1− y2

h2

)Nu−1∑
k=0

τ (k)xy (x)
yk

hk
,

σ̃y =

(
1− y2

h2

) Nu∑
k=0

σ(k)y (x)
yk

hk
.

������

*�����	� Nu ���������	 �&'�� +���

N =Mu +Mσ = 3Nu

��	���
, ��������
,� ��&����
, � ��� �������
, ���	��� a  b�

-�	�����#� ����������� ������'��� ũ� ṽ  	������ �����%��� σ̃

��� .	�� ����+ 	��� #��#/��	 ��%�� ���	 � ����'�� ��!��� a∗(x)

 b∗(x) #������� 0����� ����1�  ���1(�� 0	� ��!��� #�����	�����	 �#'�"

�	����
� #����� ����(�� � 	��%� ��	��	����
� #����� ������ �� x = l 

���1�� �� x = −l� 0	 #����� ��/#	 &
	� ��������
 ��� .	�/� �������



���

��� [
d

dx

∂Ac

∂b′′
− ∂Ac

∂b′

]
x=−l

=
∂Ac

∂b′′

∣∣∣∣
x=−l

= 0 , x = −l ,

∂A

∂a′

∣∣∣∣
x=l

= −∂B
+

∂a
, x = l ,

�����	


��

A =

∫ h

−h

U(ũ, ṽ)dy , Ac =

∫ h

−h

Uc(σ̃)dy ,

B+ = −
∫ h

−h

q0(y)ṽ(l, y)dy ,

U =
G

1− ν

[
(ε0x)

2 + (ε0y)
2 + 2νε0xε

0
y + 2(1− ν)(ε0xy)

2
]
,

Uc =
1

2E

[
σ2x + σ2y − 2νσxσy + 2(1 + ν)τ 2xy

]
.

�����	

����� ������� ���������������� ������� ��� ��� �	! ����"	 ��#��

Nd = 2Mu + 4Mσ = 8Nu − 2 ,

� $���� ����#�% &���#�� # &��#�����% ����"	 � �����	 ����

Nb = 8Nu + 1 .

' &$���� ��% ���% �������������% �������� F−! P− � M−! ������� #�()

����*� # ����&�� ����+	! �#� ��(�#������ ������� �,����#����% �����)

����������% &��#����� ��� �	 � ����"	 ��
&� ,��� �����#���� � ��#�������

$����� 
����$��% &���#���

'���&*-�� ,�(��(������ 
�������$����� � ������������ ��������� ,�)

�� #�,���� # ������ �������. ����� ,���� 2l = 10 � �� #����� 2h = 1! ��)

�&�� /�
� E = 104 � ��0�������� &������ ν = 0.3! #��1��� ���� F+ = 1�

2��$��� ,��� #�������� ��� ��(��$��% �������� ��������Nu�

��� ��#�1���� 0������#����� ��
������ ���&)��������(����! ������)



���

�����	� �
�
������� ���������� ������� � ��������� �����������

���������� y ��� �������� ������	�� �����


u v σx τxy σy
������� �� y y2j+1 y2j y2j+1 y2j y2j+1

�� � � !��� ��"��# $������%� �������� �������� ������ "�����
 &�� �

� '�����( �
� � �
�#  ������� $������ ���������� ����������� ��� x

�# ����� ����"��# �)�� ��� ��	������� (������������ �������#

����� ���� ��������� � �����	 �
*
 + ���������# !�� "����� ��������� �

�" ��$ ����� ��� �" ����( ������	��# ������ ���� �� $� ���� �������

� ������% ����� ,��$���
 '��(����� ������)��� �$��	�� ����-

��� � ��������� ���������� � �����	 �
�


&�� ����� ����� �� .��
 �
�# ����������� !�� �� ���������

Wσ(Nu) /����)��� �����0 ���� � $�����# �� �� "������ !�� �� ����-

��	�� Wε(Nu) = W (Nu) /�$�������� ������0 ��"������
 ���� ������

��(������ � ����������� � ������ �
�


1������ ��� ������ (������������ ����������	�� ��� Nu = 9

������� � �����	 �
�
 �������� �)���# ���$���� � �� ����� �"��"-

���� � ����)���

Δ1 = 1− Wε[a
∗]

Wσ[b∗]
,

������ � ��"�� �
2
# ������"������ ����� ����� ����� ���	���
 '-

����� !�� � ��$���� � ����������� � $��$ � � ��� v(5, 0) �����

�������� � ������� ��������� vB ���$���� � �� ����� $������� �����#

������ � ����$��� /�
���0# � ��� � ������ ���������� E# F+# h# l �

������� ���	�� ������� � ����� JB = 1
6 
 ��� ����# ��� ������

$��$ � � ��� ����)# �� ���������$%� �������# ���� ���� ���"�� �

���$)���  ����"� ,��$��� � ������( �������( �����(




���

���� ���� ��	
��� 	��
����� Wε � ��	
��� ���
��	��� Wσ �� �
���	��� �

�������������� ��	�	��� Nu ������� ���
����� � �
��	
	 �� �

������� 	
�
�������� ������� � ���������������� �������Nd� ���������� �����
vB� ���������� v(5, 0)�������� ����� ����Wσ� ��������!�"��� ������ Φ

� ����"�������� ��������"�� Δ1 # ������ 	
$


Nd vB v Wσ Φ Δ1, %
%& &
	&&& &
	&�	 &
�&$� 2.19× 10−5 &
&$&'

���� �����	
�� �����
�� ��	��� �����

(�� �����!�"��) *���!� ������������ ����!��� ������ ��""����#�+

�� ������ �#� ���� "�������� ����� ,���������� � ������!��� "������

�����- .'%/
 0���12��� ���� !���� ��"������ ��1 ������ ��� "����� 3�+

��� .44/
 5� ������ �� #��2!��� # �����!�"��� 1��#����� ����� ������+

���12��� !���� ����������� ��#������� �������� ������!���� "�!����


6��!������ "����������� 1!���#�2��� #������ ��������� "�#��� �� "��+

��!�"��� � �����!�"��� "�"������ ������ ���� ##����� �������� .'�/
 7

������ ��������� �����#�!��� ������������ �"����*12�"�� !���� ���+



���

������	
�� �	���	�� � ���������� ������� �
��� � ����� ����
�
���

����� ����������� ������� ��	���� �
��� �������� 
�
�������� ��!

"���# ���
������ �
�
� ��� ������ �
����� ���������# 	 �
��
 ��!

��#��# ������ ��������� $��% �
������% ��"���� � 	������ �����
��� 

�������������� 	
�
 ���������� &�	�� '�()�

*���� �������� ���
������� ��
	����� ��� ���������� ��
���% �!

��	�	
�� �
 �������� 	������� ������+���#% ��������
����� �������%

���������+�� �	���	�� ������
��� � �
�������� 	 ��
�	��
����� �
!

��
	�����% ���� ��������� ,���� '-(.)� /
��
������# 
�����������# ��!

���% �����������# 0������	��� '-1)% ��� �������	
� 2 � 3������ '�4�)%

����� �
��
���
�� �������!5��������# ��� ��% 	����
�+�# 
�
��� ����!

����� �����# ��� ��
	�� �
����� ���������#� 6
 ���	� �����
��!

������ �������������% ��� �
���� ������ �	����� ��������� ������ 	

	��# �������% �� ����� 	������ ���������	
��� �� �������% ������

�
��� ��� 
���������� �
����
��	 ���
 ���������
 0
��
� '--�)�

7�����% �������� �������!����������
����# ��� �� � �� ���� ����!

��������
���% ���
���� 	 �������+�� �
�����% � �
�
�
� �
 ���	�����

��
����� ������ �����
��#% ������� ���� ���������	
�� 	 �
����� -�1�8

��% �
���% '-94) : '-9�);� <��� ���������� � ���������� ���� 8�
��
;% ���
!

�
��
� �
 ,�� 1�- �
���
�� ���
�� 81�-;  ��
����# 81��;% 81�.; � 	�����


�� �
������=

τxy = σy = 0 , y = ±h , 81�1�;

σx = τxy = 0 , x = ±l . 81�1�;

>�
	����� �	������ 8-�91; ��� f ≡ 0 �
��
�� 	 �����+�� 	���

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+ ρω2u = 0 ,

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+ ρω2v = 0 .

81�1(;



���

����� ρ 	
�	���	 ������ �������� � ω 	
�	���	 ����
����� ����
���

�� ������� ��	 ���� ������
��� �����
������ ������� ������ !��

��������	 u(x, y)� v(x, y) � �������" σx(u, v)� τxy(u, v)� σy(u, v) ������

����	#���	 σ 	
�	���	 $����� ����
���"% ��������� ��
����
�����

&�� ������ 

!�����#���"� ����
���"� �������	 �������� ����� �'�� �"�� ����

���" � ������
����� ��������������(�� ����������� ũ � ṽ �� ���
���

��	 )* +,-� ��������� �� ��
� ����(��� .�������� �$������
���' 


������� + � )/����� + 0- 1�	 �������	 ��
����
����� ������" �"��

�
���"% ��$$����(�����"% ���
������ �������	 ������� �����������

&���'��

Kx =
ρω2

2

∫ h

−h

(
ũ2 + ṽ2

)
dy )* *2-

����� ����(������	 &���'�	 A(ũ, ṽ)� �������	 
 $����� )* **-� ��#�"

�"�� ��
�����
��" ��������� 
��% ����
����"% $���(�� u(j) � v(k) ��

���
����	 )* +,- ��� j = 0, . . . , Nu � k = 0, . . . , Nv 3��
����	� ����'���

�"� )* +4- � )* +*-� �'�� �"�� ������" ����� #� ������ ��� ����� 


������� * + 

5���������
�"� ��%�� �����#���"� 
 '��
� � �� ������� �����

'�% �������� ��
�� �� ����'����$$����(������ $������
�� ������ 

6$��������� ��������� ������ ��������(��7 ����� ����� �����
�����

�"� ����������	 u∗(x, y)� v∗(x, y) � ����� ����	#���	 σ∗(x, y)� ��
���
�

�	���� ���
����	� ��
�
���	 )* *�-� '������"� ���
�	� )* *�-� )* *8- �

�������������� $���(����

Φ[u∗, v∗, σ∗] = min
u,v,σ

Φ[u, v, σ] = 0 ,

Φ =

∫ l

−l

ϕx dx , ϕx =

∫ h

−h

ϕdy , ϕ =
1

2
ξ : C : ξ

)* *0-



���

��� ����	��
	����	��
 ������

Wσ =
1

2

∫ l

−l

∫ h

−h

σ : C−1 : σ dydx = 1 . ������

����	��
 �����	��� ������	�� ������ ������	���� ��
���	���� �	�	�


	�	�� �	!�"��
 �#����


u = − 1

ρω2

(
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

)
, v = − 1

ρω2

(
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

)
. ����$�

%�&!� �	���� !	'��
�(�� ε0) ��	!	��* '��
��� ���$+�) 
�,	� #*�� �*���

,	� �	�	� �	���� �����,	�� σ � ����	�����  '��
��� ����$�

ε0(σ, ω) = − 1

2ρω2

{
∇ (∇ · σ) + (∇ (∇ · σ))T

}
. ������

-��	 .��&�) �	���� !	'��
�(� ε0 
�,	� #*�� ��!����	� � �	���� /���

ξ �� �����	��� ����$� �	!�"��
 �#����


ξ(σ, ω) = − 1

2ρω2

{
∇ (∇ · σ) + (∇ (∇ · σ))T

}
− C−1 : σ . ����+�

-	���� �����(�� '���(������ Φ !��,�� #*�� ����� ���" �� �	�	���0

δΦ =

∫ h

−h

∫ l

−l

ξ :
(
C : δε0 − δσ

)
dxdy = 0 .

-��	 ���	&��������� �� ����
 �  ��	��
 ������	�*1 �	�	
	�	�� ����$�

� &������*1 ����� � �����,	���1 ������) ����2�) .��� '���(����� 
�,	�



���

���� �	
	���� ��	������ ��
���

δΦ =

∫ h

−h

∫ l

−l

[
1

ρω2
(∇ · ς) · ∇δσ − ξ : δσ

]
dxdy

+

∫ l

−l

[
τ 0xy(u, v)δu+ σ0y(u, v)δv

]y=h

y=−h
dx

+

∫ h

−h

[
σ0x(u, v)δu+ τ 0xy(u, v)δv

]x=l

x=−l
dy .

������

��	�� �
���� �	
	�	�	��� δu � δv ������� � �
������ ��
� 	��� δσ

� �����	������ � !�
����� ����"�# $$

δu = − 1

ρω2

(
∂δσx
∂x

+
∂δτxy
∂y

)
, δv = − 1

ρω2

(
∂δτxy
∂x

+
∂δσy
∂y

)
; ������

σ0x# σ
0
y# τ

0
xy % $�����	��� &	��	�
�'	�$�&� �	���
 ��
� 	���

σ0(σ, ω) = C : ε0; ����(�

ς ����	��� �	���
�� �)��$� ��
� 	���# ��
 	���� '	
	� �	���
 �)��$�

�	!�
���� ξ �� �
��	��� ����*� ��	������ ��
���

ς(σ, ω) = C : ξ . ����+�

,��	&
�
�� �� '���� �	
��	 ��&	��	 ������&� ���	&
� � !�
��-

�	 ������ � �'����� &
��'��	 ������� ������ � ����(�# ����'	� ��
 	��	.

δΦ =

∫ h

−h

∫ l

−l

η : δσdxdy +

∫ l

−l

[
τ 0xyδu+ σ0yδv

]y=h

y=−h
dx

+

∫ h

−h

[
σ0xδu+ τ 0xyδv

]x=l

x=−l
dy .

����/�



���

����� 	�
����������� ������ 	����� ���� 		���� ���

η(σ, ω) =
−1

2ρω2

{
∇ (∇ · ς) + (∇ (∇ · ς))T

}
− ξ . ������

� ��
�����	����� ���� �� ������! 
��	�� ����"��� ������� ��  ��	#

����$ ����%� ��&�� '��� 
���'����	�� ����	����	 ()�� �'�����

− 1

ρω2

∫ l

−l

[
τ 0xy

(
∂δσx
∂x

+
∂δτxy
∂y

)
+ σ0y

(
∂δτxy
∂x

+
∂δσy
∂y

)]y=h

y=−h

dx

=
1

ρω2

∫ l

−l

[
∂τ 0xy
∂x

δσx +
∂σ0y
∂x

δτxy − τ 0xy
∂δτxy
∂y

− σ0y
∂δσy
∂y

]y=h

y=−h

dx .

������

������� ���� �� ������! 	������ ��
�$&���$ σ̃x! τ̃xy � σ̃y!  ��	���	�#

�$()�� ����"���  ���	�$� �� �������* '���� 
�� y = ±h! � 		���� 	

������������ 	����� a 
�������* 
��������	! ���

a =
{
σ(0)x , . . . , σ(Nσ)

x , τ (0)xy , . . . , τ
(Nσ−1)
xy , σ(0)y , . . . , σ(Nσ)

y

}T

����+�

� a(x) ∈ RMσ � ,���������� -��� 	������ ����

Mσ = 3Nσ + 2. ������

.���� 
�������	�� �

�������/�� ������ 	  ��	����$ ����%�0������! 
�� #

"����$ ���� ()��  ��	����� 1����� � ��/������ Φ ������������ 	������

a

∫ h

−h

η̃(y, a) :
∂σ̃

∂a
dy

+
1

ρω2

[
∂τ̃ 0xy
∂x

∂σ̃x
∂a

+
∂σ̃0y
∂x

∂τ̃xy
∂a

− τ̃ 0xy
∂2τ̃xy
∂a∂y

− σ̃0y
∂2σ̃y
∂a∂y

]y=h

y=−h

= 0 .

����2�



���

����� τ̃ 0xy	 σ̃
0
y 
��
��
 ������������ ������������������� ��������������

�� ������� ����
����� σ̃0 = σ0(σ̃, ω) � η̃(y, a) = η(σ̃) 
��
���
 ��������

������������� � ������� � !"#$!

%����������&�� ����������'� �������'� ������
 ��������
 �� �������

���� ��������� � ������� � !"($	 �������
 �� �������� ������' � ! �$	

� !""$ � � !"�$	 ��� ∫ h

−h

[
σ̃0x

∂

∂a′
∂σ̃x
∂x

]
x=±l

dy = 0,

∫ h

−h

[
τ̃ 0xy

∂

∂a′
∂τ̃xy
∂x

]
x=±l

dy = 0,

∫ h

−h

[
τ̃ 0xy

∂2σ̃y
∂a∂y

]
x=±l

dy = 0.

� !� $

)�������
 � !� $ 
��
��
 ������� �������'�� ����� �������� �������

����� ��������� σ̃0x(±l, y) � τ̃ 0xy(±l, y)	 �'*��
&�* �� �����+�! ,���� �����

�����'* ����������'* �������'* ������� � ������� � !� $ ����� ����� ���

����������'* �������� ����+�� σ̃0x � τ̃ 0xy-

Mn = 4Nσ + 6 . � !�"$

,��.' ��������� ��������� ������� �������'* �������	 �������� ���

���������&� �����+����� ��*����! /���� 0�� ������
 ���� ���

∫ h

−h

σ̃0x(y, a(x), ω)y
jdy = 0 at x = ±l , j = 0, . . . , Nσ ,

∫ h

−h

τ̃ 0xy(y, a(x), ω)y
kdy = 0 at x = ±l , k = 0, . . . , Nσ + 1 .

� !��$

1������	 ��� ����� ��������� ����� ����������� Mσ ������� �������'*

���������� a	 ��������� � ������� � !��$! 2���'� ��������+�����'� ���

�
��� ��������� 3����� � !�4$ ��������� � �.&�� ����������� ����������'*



���

������	
 ��������� �������	 ������ �

Me = 4Nσ + 2 ������

��������� �������� ������� ������ ��� ��! �� ���"#�� "�"

∫ h

−h

σ̃x(y, a(x), ω)y
jdy = 0 at x = ±l , j = 0, . . . , Nσ ,

∫ h

−h

τ̃xy(y, a(x), ω)y
kdy = 0 at x = ±l , k = 0, . . . , Nσ − 1.

����$�

%�� ���������� ���"� � ������������ �! �������� ������ � ������&

����'�� ���������� ���"#�	 ��������	 ��������'�� ������	 y�

(����	 ������#���'��	 ������" �!��'���� �	 ������ �)�"����&

��� ������#���'��� �������	 ����*� ��'

Nd = 8Nσ + 8 ����+�

"�����	 �������� � �)��� ������ ��������� ������	 ������ � ����$��

������ ���� ,��������� ��������	�� )��"�
 "������ ��"�!��� ��

,��� ��- � ����������� ���������� ��������� ����.�
 ������ � ��������!�&

���  ���� ��)������ ���� "��)���	� /!��!���� �������� ��&

���� ��'0

E = ρ = 1, ν = 0.3, 2h = 1, 2l = 10.

1 �������� �������� )��"�
 ������� ��� ��!���� ��� �� ��� ����
 �

�����
 �!��)�� � ������'�� "��)����� %�� )��"� �)����� ���	������


"����� ���������� � �!��)� )��"�
 ���������� � ����� ��-� 2�����'

�����"����#�	 ��������	 � ������	 ������� ��"�	 �
 "�" �"�!��� �

��)��# ��-� (�����'�� ������� ������� ��� � ����� ���	��� ��������

���������� ��� "���������
 ��������� � 3�)��# ��*�



���

�����	� 
��
������� ���������� ������� � ��������� �����������

���������� y ��� ���������� ������	�� ������

u v σx τxy σy
������� �� y y2j+1 y2j y2j+1 y2j y2j+1

���� �������� ��������  ���!��� ����"���� ����������# ���$

���	������#  ������� � ���� � %
���& �' �����������' (� ������

������	������� �������� )�� ����"��# �������� *�� 	���� �����

Mσ = 3N + 3, Md = 8N + 10, Nσ = 2N + 1. %
�+,&

� �� ���� ��� *�� �������� ��� ���������# ������� ���

Mσ = 3N + 2, Md = 8N + 6, Nσ = 2N + 1. %
�+-&

������ ����� ���� ��������' ������� ������� ����������' ��������$

�� � *��� ������ .������ ����������	��N = 1 ��� �����������

/�� ���� ��������' ��� "���� �������������� ����������	�� � ����$

� ��
�' ���(��$������	������� ���#�� ��� ��������� ���������

���"��� � ����� ��������� 0� ����� 1�� ���������� ������1���'

��� ������������ "���� Reω1 � Re σ̃�

2������� σx' ��"������ � ����������� � ����������"����  ���$

��� %
�3,& %Wσ = 1& � ����� ��"� ����� � ����������� "������ Reω1

������� � �����	 
�
� 0����	� � ����# ���������# "����#ωB1 −Reω1

��������� �������� #���! ���������� ��� *��� �� ����� �����1

� �����1 �����(� ������' ��������� � ����� -�3�� 4����� "���� ���$

������� "������ ���� �� ���� ������ �	���� ��"���� �!���� /��

����� �� *��� �����	�' ���"��� *��(�� Wε > 1' Wσ = 1' W < 1 ������

�� ( � �� ( � ���(������� �!���� Φ ����1��� ����������� ������



���

�����	� �
�
�������� �������� ���������� ���������� σx(0, 0)� ������������

�������� ����������� ������� Reω1� �� ������� �� ������� �����  ���!���
ωB1 = π/l� ���� ����� ����������� ������� ω1� ���������� "���#��

Wε −W � "���#�� ������ Φ � ������ �
�


σx Reω1 ωB1 − Reω1 Imω1 Wε −W Φ
$
�%�& $
%'�$ 1.17× 10−4 5.75× 10−5 1.07× 10−9 1.34× 10−9

(�����)������ *!��	�� ��������� ������ ϕ(x, y)� ��)����� � +�
�,-�

���������� �� (��
 �
%
 .�� ��)�� �� ���!���� "�� *!��	�� )������� �/

�� � )����#��� ����� ���������� �������� � !#����0 �����0 �����


���� ���� ����	
�
�
�
 �
	�
���
���� ������ ϕ �� ������� Ω ��� �
	���� ������
��

������� ���
���� ����� � �	��
	
 ����

���� ������	��
���� �	��	�

1 ������������� ��)0�)�� ������������ � "��� #����� ����)��/

�� ����)���23�� !�������� )�� !��!#�0 ������ �������!� ���)� �������



���

�����	
� � �
� �	����
��
 �
���
����� ������� �
�
�
�
��� � �	����
�

��� �� �	���� �	�	�
��� ������� 
��
 �	��
�	 ���
�
���!� �
�
��� 	��� �


!� "���
# $%&'( )���
���	� ����
�	 ������
���� "���
�
���	�*��� ��	��

�
��� ��	
��� �	"	�� ������� �� ��+�����
����, ���	���� �����
�������

��� ��	��� �� �����"����
���� ��������	�*��� �	����
��� ������ 
���

�
�"� �	����
����� � "
����	����� �	���������
���
 	��������	���#(

-����
�	�
�*����* +��!� �
��"	 �	����	
��� � ���, ��� "���
�
���	�*�

��� ����"�� ����
�� ./0 � "�	 �	�	 �
�* 
, �
� �����
��������� ����"��

� �	��	������� ��"��"
( 1���
 ��!�, � �	��	� !����
�� ������� �
�
���

����� �������* ����
 ���	�
��� "�� ���
� �	����
���, 	 �	��
 ����
��

"���
�
���	�*��� ��	��
��� �
���!� ����"�	 "�� ���
� �
�
�
�
��� �	�

"�� ����������, �	� � 	����������� 	���(

1�	����
���
 �	��	������
 �������� $23' � �
��" ���
!���

"���
�
���	�*��� ������ 
��� $44, 2�4' �����"�� � �	������� ������

�
���� ��	��
���� "�� �	���"
��� �	����
����"
��������	���� ���
�

����!�� 	���( )����
��������
 	�!������ "���
���!� � ��
��
���!�

��"
�����	��� ��	���
���� ���
���� �	"	�, 	 �	��
 	�	���	 ����"���

���
	��� ����!�� 	���, ����"	���� � +��� !�	�
(

������ ������	
���� ����������� ������

5	�������� ������
 �"����"��
 ����!�
 �
�� �	���#, �	���	���� ����

���!��*��� ��	��* Ω � !�	���
� Γ ���( 5��( 4(4#( 6�
"
� "
�	����� ����
��

����"��	� Oxy � �	�	��� O, �	������
���� � ��
"�
� ����
 �
��!� ��	�

	��� � ��*� x, �
��
�"��������� +���� ��	� � �	��	��
���� � ��������

�������� �������, �	� ���	�	�� �	 5��( 4(4( -���* h � l �������� �������

� "����� ��	�����, �����
����
���( 7�����	 ��	����� ��������	 � �	��	


"����
 �b = 1#( -�
"���	!	
���, ��� �
�� �	��"���� � ������� �	����
����

"
��������	���� ���������, ������	
��� "���
���� ����
��� ��	��
���



���

������ �	��
����� ������� ��������� ������������

���� ���� ���	
��
���� �����

���� ����� ����� l �����
� ������� ��� ��  !���! h� �� ��	�"#����$

��������� ����� �����"��� %��
� ���� 	�����#���� �	��! ����" ������$

������ ��� ������ ������ &�	������ ��� ����� 	�	������
� �
��� ���$

�� �!�� ����  ��� ����� �'�''�� � �������� �
����� #��������( EJ

�J = bh3/12��

)������ ��� ����� ����������� � 
������!� �
��������" " �"(��" ����*�$

���!�� ���� �"�� ��" 	���+�	� �������� 	����� 	����+������� %���
���

����#����!�  ������ ��'�� )�������" ���#�� ��� ����+�� 	�����,����

�	��! �(��" 	���$��������!�� 	�����#���"�� ���''��

&� ���� � ��*���� 	���$��������!* �		�������+��� 	������ ���������

	����!* ������� ��" ������! ����������� �� �����(,��� 
������!�� ����$

 �"��� -�����,���" �� �� �� ���( ����� �� �! ���(.

u(0, y) = v(0, y) = 0 . ���/��

)�����!� 	���������!� ��� x � �����! �� ��
����� ����

τxy

(
x,±h

2

)
= σy

(
x,±h

2

)
= 0 . ���/0�

1��	��������!� ���! 	����#��! � 	�� ��� ���+� ��� ������( �����

σx(l, y) = qx(y), τxy(l, y) = qy(y) . ���/��



���

������� 	
����� ��� �fx(x, y) = fy(x, y) ≡ 0� �� ����	���	 � 
�����

������ ���� �����	�	��� ��	 �	���	 �����	��� ���� ���� ����	!

���� � 
���� � �		��������� �

σx(l, y) = 0, τxy(l, y) =
F

hb
=
F

h
, �"��#�

��� F  �� ��� �������	$ �	������	$ ���� ��� %��� &���� ' �(���	 ���
��!

����� � (�������� �"�&&� �Nu = Nv = 0� )(��*�� �����+���$ u � v ,���� �

�	���	 	� �		������� x� �� ��

ũ = u(0)(x), ṽ = v(0)(x) . �"����

-����� (�������$ �"�&.� � /�	 ��(��� ���� ���

d2ũ

dx2
= 0,

d2ṽ

dx2
= 0 . �"����

- (���	 ��������� (��	��$� ��0���� ������ �"���� �	�(����� �

u = 0, v =
F

Gh
x . �"��1�

%�0���� �"��1� �		�������(�� ����	( �����( �	� ��$����� ���������	�	 ��!

�� ���� τxy = F/h� �	 ��������� (��	�� �"��.� �� ��� � 
���� y = ±h/2
�� ���	�� 2�� �

������ ���� 3� Nu = Nv = 1 �	�	����� �����+���$ ũ � ṽ  �� 2�� 

����$��� )(��*� � y� �	�	��� 	�(� 
��� ������������ � ����

ũ = u(0)(x) +
y

h
u(1)(x), ṽ = v(0)(x) +

y

h
v(1)(x) . �"��4�

' /�	 ��(��� (������� �"�&.� 	��	 ��,������ �� ��� ��,������� �	���!



���

�����	

h
d2u(0)

dx2
+ ν

dv(1)

dx
= 0 ,

(1− ν)h2
d2v(1)

dx2
− 24νh

du(0)

dx
− 24v(1) = 0 ;


����

h
d2v(0)

dx2
+
du(1)

dx
= 0 ,

h2
d2u(1)

dx2
− 6(1− ν)h

dv(0)

dx
− 6(1− ν)u(1) = 0 .

������

��	
�� ������ ���	���
 	�
�� � �	
������ �����  �������� ������

����������� ��� ������  
��
��� �
� 	�	
��  !" ������ ����
 ��
#

	����� � ������ ��$$����%��#���� �������& ��
���
��� ������ ���

������	
��' $���%�� v0� (��� ������� )
 	�	
�� � ������� �������'

*������� ���&
 ��������' ��$$����%��#��' ��������

+		��
��� �������� ������ ����� ��������� , 	���� 	 ��������� �	��-

����� ���./�� ���.0� � ���.1�� ������� ������2���� v(0)(x) ����
 ���

v(0)(x) =
(1− ν2)F

EJ

[
−x

3

6
+
lx2

2
+

h2x

6(1− ν)

]
. ����/�

+�3���� �������� ����� �����/� ��� ���	���� ���������' 
��' �� ��-

�������' 	���' ��
 	����&2�� �	���������� �������� �
�������� �� �����

����4

vc(x) =
Py

EJ

[
−x

3

6
+
lx2

2

]
. ����0�

, �
����� �
 ��		���	���� ��3���� *�������� $���%�� � $������ ����/�

���� ���	�
 �
 ��)$$�%���
 5�		��ν� ,��� �
��
�
#� �
� ����������

�
 v(0)(x) � ����� ��& ��	
��� �� ��� ���&�

dv(0)

dx

∣∣∣∣
x=0

=
F

Gh
. ������

!�� 	����&2�6 ����������6 ����
���4 l = 10� h = 1� E = 106 � F =



���

1� ν = 0.3 ����	
����� ���	�������	� ���	� ��� ������
�
 �����������

������ � 	��������	
�
 ������� ���	� ���� ���

v(0)(l) = 3.67 · 10−3,
dv(0)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 2.6 · 10−6, vc(l) = 4 · 10−3,
dvc
dx

∣∣∣∣
x=0

= 0.

!��"�
	 ��# �
	���$��� �
	
$
� 
�	�
����� ������� �
�	� ���$
�
 	��� ���%

	� vl = v(0)(l) �
 ���$���� � 	
&''�(����
) *"���
�� ν ��"�	������ 	��%

$���� +�
 �)�,���� �$������ 	$��������
� '"�	(���

vl =

(
2(1− ν)l2 + h2

)
lF

h3G(ν)


� ν � )
�
�
��
 "��$��� � �
��
) 	
&''�(����� *"���
���

���� ���� ��	�
������ vl � ������ ����������� �������� ��� ���������
������	��� 	����� � ���	�������� ��������� ������ �	� ��!�����

������ ���� -�� 	$��������
�
 ����������� Nu = Nv = 2� '"�	(��



���

��������	
� u 
 v 
��� �
�

u = u(0)(x) +
y

h
u(1)(x) +

y2

h2
u(2)(x) ,

v = v(0)(x) +
y

h
v(1)(x) +

y2

h2
v(2)(x) .

������

��� 
 � �
	��	�� ��
��
��	

 ����	�	
� ������ ��� !� ����"� 	� ���

	�#��
"
�$� ���"
"��$% ��	� 
# ����$& ��
"$��� ��"���	
�% � ���'��


#'
�� ��� �$�� ����#�	� � (��)% ���� ��#����	
� &������	� ��� ����'�

"���	
 ������"
��*

 ��������	
� u 
 v� +�	�*

 u(0), v(1), u(2), v(3), ...

��������� ��"���	
�% � v(0), u(1), v(2), u(3), ... ��
"$��� 
#'
� ����
� ,

-
& ��"��������.	�"�&% ��-//
*
�	$ u(i) " 0�	$�
 
	���"��
 "����1

"��� ��.�� ������		$� v(j) " 	�0�	$�
 	������
% 
 	�������

, "��0�� 
#'
��% ����	�	
� ������ ���	� ����"��
. � �
��

12h
d2v(0)

dx2
+ h

d2v(2)

dx2
+ 12

du(1)

dx
= 0 ,

2h2
d2u(1)

dx2
+ (5ν − 1)h

dv(2)

dx
− 12(1− ν)

(
dv(0)

dx
+ u(1)

)
= 0 ,

20(1− ν)h2
d2v(0)

dx2
+ 3(1− ν)h2

d2v(2)

dx2

−20(5ν − 1)h
du(1)

dx
− 160v(2) = 0 .

����2�

3
"��� ����2� ���� �$. "����	� � ��	��� �
//���	*
��.	��� ����1

	�	
� 4�"�'� ������� �	�"
��.	� 	�
#��"	�� /�	�*

% 	���
���% v(0)�

5������ "
"��$ 678 ��� !� ����
0
���"� ���"� "� "���	.� ������"
1

��*

 ��������	
�� 9���
���% ��� ���
0�"��� ������"
��*

% 
#'
� ����


��
"$���"� ����	�	
�� ��".��'� ��������

:�4�	
� "
"��$ ����2� " �0��� '��	
0	$& �"���
� ������% ������ ����1

�"� ��".�� '����#��
�% 
 ��-��� �	� 	� ����"����	�� ����� �'�% -�"1
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������	
���� ���� � ���� �����		 	���� �������� �����	� ��
���	��

������ ����� ��	����	 � ����������� ��	��	������ �����������  
!

��	���� ��	 lh−1 = 10 	 ��
��
�	���" 
������	�
�		� ��	#��	��� ����	��!

�
�� � �	��
�	� ������ 	���� ��
���	� ������
 10120�

$�� �
�
������ �
��	 	� %�	���
 &�& 	 ν = 0.3� '��������� #
�
���!

�	��	�	 ��� ��
��
�	����� ��	��	'��	� (&�)*+ �� ��
����	� � #
�
����	!

��	�
�	 ��
��	������� �����	� �
��	 �
�
����

vl = 4.02 · 10−3,
dv(0)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 6.03 · 10−4, vc(l) = 4 · 10−3 .

,	����� &�- (������
� ��	�
�+ ���
��
�� ����	�
����� ��������	� ����!

��" ����	 ��
���� ��
� �
��	 vl � �
�	�	����	 �� ���..	�	���
 %�
����
 ν�

%� ��
����	� � �	��"��" 
������	�
�	�"� ��
���	� vl ��	 .	��	���
����

ν ����	�	�
����� /���� ����� �
�	�	����� vl(ν) ������ �� �������� �������!

��"0 .����	� vl(ν) 	���� �
��	��� ��	 ν ≈ 0.1�

������ �����	
�����	��������� �
��
�

������ ���
���� �� �����
�����
�
 �
��
��

%��#�� � �
�
�
� �	��"��" ����		 ��������	 �
 ������ 	������!

�	..�����	
���# ���������	" �� ������
���� � ��
�� �� 1 ���� ����!

��� ���������2	� ��
����	� ����		 ��������	 	���� �	� (��� 3
�
�� ��� �

�
����� ����+

Φε =

∫
Ω

ξ : ξdΩ = 0, ξ = ε0 − C−1 : σ, (&�)�+

∇ · σ + f = 0, (&�))+

ε0x =
∂u

∂x
, ε0y =

∂v

∂y
, ε0xy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
. (&�)4+

1 ���	�	� �� ��
��	�����" �
�	
�	����" .�����	����	� ����� ��	�����!

��	 .����	��	 �������� ���������� �
� ������
 �
���'��	"� �
� 	 ���!



���

���� ����	�
���� ��� ���	��� ��� ��	������� 	���� ���� ��������	����

���� �������	 ����	 �� �������	 ���������

Y =
y

l
� �!"#

� ����

σx =
2∑

n=0

σ(n)x (x)Y n, τxy =
3∑

n=0

τ (n)xy (x)Y
n, σy =

4∑
n=0

σ(n)y (x)Y n;

u =
3∑

n=0

u(n)(x)Y n , v =
4∑

n=0

v(n)(x)Y n.

� �!$#

%���� ��������&���� ��&� ������� �� ���	 �������	� '�������(� ���

�))�*����� � )��	�&� � �!$# �	�+� ��,	������� &��� �����-���� &���

����	�
����� '�������(� ����	��� ��,&�-���� ��&����� 	�&�	 �&� �,��

��&��� ��� ��� h� l�

' ��,&�-���� � �!$#� σx ��&����� &����� )���*�� �� Y � %��� �����

��������	�*� �&� τxy � σy �������� ��	� ��� ����,������ �� �����-���

� ��������� ���������� � �..# ��&-�� �	��� ���� -� ������� ��,&�-����

�� 	�&�	� ����	���� Y �

/�������	 �����-���� �, )��	�&� � �!$# � ��������� ���������� � �..#

� ������	 ���))�*����� ��� ���������( �������( Y � �&� ���� ����� ��&��

���� �����	� �, ���� &�����( ��))����*��&���( �������� ���� ��0�	�

��( ��&� �� �� f = 0#1

dσ
(0)
x

dx
+ τ (1)xy = 0,

dσ
(1)
x

dx
+ 2τ (2)xy = 0 ,

dτ
(0)
xy

dx
+ σ(1)y = 0,

dτ
(1)
xy

dx
+ 2σ(2)y = 0,

dτ
(2)
xy

dx
+ 3σ(3)y = 0 .

� �!�#



���

� ���� 	
��� �� ��	
������� 	
�����	��� �	
������ ������� ���


τxy|y=± h
2l
= σy|y=± h

2l
= 0; ������

h
2l∫

− h
2l

σx(l, Y )ldY = P,

h
2l∫

− h
2l

τxy(l, Y )ldY = F ,

h
2l∫

− h
2l

σx(l, Y )l2Y dY =M ;

������

u(0, Y ) = v(0, Y ) = 0 . ������

 �����!��� ������"������ ����������#� 	
���$��# � ����%� &�����'���

%
�&�( ���%����� &��) &���	�� �
�	�$� ���
�� P ( F � ������� M �

*��� ����( &
& �	
����� ������� ������ %��� ��������	��( �
+	�$,

��� � 	
���$��� ����-� �+	�.
#��� � +	����
#� ���

σx = σ(0)x + σ(1)x Y, τxy =

(
1− 4l2Y 2

h2

)
τ (0)xy ,

σy =

(
1− 4l2Y 2

h2

)(
σ(0)y (x) + σ(1)y (x)Y

)
.

����/�

0!
� ������ �	
����� ������ �� ����&�� �
 ������!��� ����/� � �	
,

����� ������� ������ �
 +	
��� &	
# %
�&�( 	
������� +��� �
+	�$���

+����
#��� &
&

σx =
P

h
+

12y

h3
[F (x− l) +M ] , τxy =

6F

h

(
1

4
− y2

h2

)
, σy = 0. ������

1���
 2��&)���
� � 2�	��� ���3�� +	����
� ���

Φε =

∫
Ω

(
ξ2x + ξ2y + 2ξ2xy

)
dΩ ����3�



���

�

ξx =
du(3)

dx
Y 3 +

du(2)

dx
Y 2 +

(
du(1)

dx
− l

F (x− l) +M

EJ

)
Y

+
du(0)

dx
− P

Eh
,

ξy =
4v(4)

l
Y 3 +

3v(3)

l
Y 2 +

(
2v(2)

l
+ νl

F (x− l) +M

EJ

)
Y

+
v(1)

l
− νP

Eh
,

2ξxy =
dv(4)

dx
Y 4 +

dv(3)

dx
Y 3 +

(
3u(3)

l
+
dv(2)

dx
+

(1 + ν)Fl2

EJ

)
Y 2

+

(
2u(2)

l
+
dv(1)

dx

)
Y +

u(1)

l
+
dv(0)

dx
− 3(1 + ν)F

Eh
.

������

	
�
�
 �����
��� ��������
�
 ������ �������� � ������� ������

����� � !�����
 ����������
�"��# ��
�����$ ���
������ %$���
� ������&

���"�� ������ ����������# ������$ !����'���$�

(���!��� ������ ���)�� �����
��$ ξ* �!���������$ � ������ ������*

������'� �)�
��+

ξx = ξ1Y
3 + ξ2Y

2 + ξ3Y + ξ4,

ξy = ξ5Y
3 + ξ6Y

2 + ξ7Y + ξ8,

ξxy = ξ9Y
4 + ξ10Y

3 + ξ11Y
2 + ξ12Y + ξ13.

���,--�

.��� )� ��� ��/��������� ξi* i = 1, ..., 13* )��� �
��� ����* ��������
�

Φ ����� )� ���$ 
)�������$ ���� Φ = 0� %�� ������� �� �0�� )��"

�������������* � �)'� ����
�* �
� �
� ����� ��/���������� ξi !�����
��

����� ����������# !�������#� 1�� ������ ���
���#�� ��
�����$ ξi = 0*



���

������ �	�
� ��������
� ������	��

J =
13∑
i=1

∫ l

0

ξ2i dx . �������

�	��	 �	��� ! ��	 ���������" ������	�� J #�	���#" � �����#�$

�	� ���������� #����%&�' ����(��	�)

J1[u
(0)] =

∫ l

0

ξ24dx, J2[v
(0), u(1)] =

∫ l

0

(
ξ23 + ξ213

)
dx, �������

J3[v
(1), u(2)] =

∫ l

0

(
ξ22 + ξ28 + ξ212

)
dx,

J4[v
(2), u(3)] =

∫ l

0

(
ξ21 + ξ27 + ξ211

)
dx,

J5[v
(3)] =

∫ l

0

(
ξ26 + ξ210

)
dx, J6[v

(4)] =

∫ l

0

(
ξ25 + ξ29

)
dx.

�����*�

+������! ��	 ������	��
 J1 � J2 #�	#	,�
 �	#��� #�	�' ,#	�%��
' ��$

�����	�� -�" .�	(	 ��	,'	���	 ��/�� #�#���� �� ���' 	,
��	����
' ���$

�������� �
' �������� ����	(	 �	�"��

ξ4 =
du(0)

dx
− P

Eh
= 0,

ξ3 =
du(1)

dx
− F (x− l) +M

EJ
l = 0 ,

2ξ13 =
dv(0)

dx
+
u(1)

l
− 3(1 + ν)F

Eh
= 0

�������

	��	#���� �	 ���' ������#��
' ������� ������&���" u(0)! u(1)! � v(0)� 0�$

����
� �#�	��" ��" #�#���
 ������� #����%� �� ���1�� � ���%� ���

u(0)(0) = u(1)(0) = v(0)(0) = 0 . �������



���

�����	
 u(0) ������
�� ���
���	� 	�	 ����	� ���	���� �	�		 ����	�

� v(0) 	 u(1) ��	������ 	��	� ����	� �	����� ������	�  !�"#!$ ����� ������%

������	
�	 ������ ����	� & ����������		 � �	�������	� �'����	����(

���	 )�� *�����	 +�,-� .�� �
��� �	�		� ������ ���	 �����%��� �

���	���� ����/����	 �� ��'����		 �������
 �
���	 	 �����%���	

� ���	���� ����/����	 	 �� ���
�� ���� ��	�� ����� ��'����		� �	���(

��  !�"#!$ ���������
�� ���� 0�	� �	�������� �� 	����.��	�� ��������	
�

.�� �
��� �	�		� ������ ���	 �����%��� � ���	���� ����/����	 ��

��'����		 �������
 �����%���	 � 0��� ����/����	 ����� ��'����		�

1���� ξi� ������ �� ���	 �.���� � '����	�����/ J1 	 J2 ����.��� �� 	�(

�����	� �����.��/ ��.��	� ����	� 2����	�� .�� 0�	 �����	
 �� ��	
�� ��

�3��	� �	�����  !�"#!$ ��
 ����	�����/ ����� ���
���	�  !�4�$�

5�3��	� �	�����  !�"#!$� ���������
�6�� ���	.��� �����	
�  !�"#7$�

������
�� ���� �����6��	� ���� ���

u(x, y) = −Mxy

EJ
− Fxy(2l − x)

2EJ
+
Px

Eh
,

v(x) =
Mx2

2EJ
+
Fx2(3l − x)

6EJ
+

3Fx

2Gh
.

 !�"#�$

& ���	.	� �� �����	.������ ����.���� �3��	
  !�,8$� ������� ���6��	


v 	� ������	
  !�"#�$ �	����� ���	�
� �� ��0''	�	���� 9������� ν ���	

M = 0� 9���
 ��	������
 '����		 v �� ����� ��� ����	 	���� �	�

dv

dx

∣∣∣∣
x=0

=
3F

2Gh
.

)�
 �������� ����	 	 �����.��� �	��F � ��������/ � ������ !�!�� � ���(

�� ��0''	�	���� 9������� ν = 0.3� ����.��� ����������� /�����	��	�	

�����	�� ��
 ������	���		  !�"#�$ 	 �����	.������ ����.���� �3��	
:

v(l) = 4.039 · 10−3,
dv

dx

∣∣∣∣
x=0

= 6.04 · 10−4, vc(l) = 4 · 10−3.



���

��� ���	
�
�� �����
�� �������	 � ����� ����� ������� ������ �	����

����� ����	��� �����
�
�� v(l, 0) �� ������ ��
�� !�����
� ν ���������	��

���� ����� ������
�" #���
�� $"% �������	���� ������ v(l, 0) �� ���	
�
�&

� ν" '�� ���	�� ���� ������
� � ����(�& ���� �����
�� ������	" !�
��

���
�� ���	�� ����	����	��� �	�������
�� ���������� �� ��
� �� �������

(�
��� ������� ���� ������
� 	 ������ $"$" 
� ��
�	� ���
 ��� ��
�����

����
 ����
�� �
�����" '��� ���
 �� ��� ���)� �������	�
 ��� ��*�
��

����� ��
��
�� ���������" +���	����	�&(�� �������� �������
�� �����
�


��� ��*�
��� 	 ������� u � v �������	��
� ���
��� ����
����� ������

��	�

�� �����
� Nu ��
�������
� ������

�� x � y� ��� �����
 	 ,��	� �"

-�������
����
�� ���	�� 
� #��" $"% ������
� � ����(�& ����� ������ ���

Nu = 16" #�*�
��� ����	����	�&(�� ������� .$"/0%1� �����
� 
� #��" $"%

����*
�� ���	��"

���� ���� ��	�
�� ������� vl(ν) �� ���
����� � 	������������ �������� ν�

2��	�� 
� #��" $"% ����	�&� 
� �����&(�� �����

����" 3�
�������
��

�����*
���� 	������
�� ������(�
�� vl� ������

�� ����� �������� ���

����	���
��� ν ∈ [0, 0.5] 
� ���	�*��� / 4" 5��������
�� ������ 	 
��



���

�����	 vl �
���
���� ��� ν = 0.5 �������
���� �
����
��� ���������

����� ����� �
���
����
�� �
� ���� � ���� � ����!�� ����" �
�

���	� � ���� �����#� $�
����� vl� %���
�" �����������&
� 
��������'

������� ���	��� �������� ����#� ��$�
��
&�� (��� ��� 
�#�����
 ν" � ��

����� �
� !���	'��������
� � !���	��
� ������ ��
��
 ������ ���	���

���� �
������ ��� �����������	 $�
�����	 ��)((� ����
 ��
����
 ν�

������ �������	
 ���	 � ���	� ������ ��������	


����� �
��
 ������#�����#� �������" ��� �
��������'��(�������
����

��������� ������
���� ��
�������� �*�*�+�*�,�" ������ $
&�����
 ����� ��'

��#� ��
� �-��� *�*�" ����

u(0, y) = v(0, y) = 0 . �*�./��

0��	��� � ������ ������� �
��� �
#������ ���
�� � ������������ �

τxy

(
x,±h

2

)
= ±p±x (x), σy

(
x,±h

2

)
= ±p±y (x), �*�./��

#�� p±x (x) � p
±
y (x) ������� $
�
����� (��� ����� 1������� ������
 ��

p±x (x) � p
±
y (x) ����� �
���
����
�� �
� �
$������ ���� �
#��$�� �
������'

�����	 ����� �
���� 2
������" ps = p+y + p−y �������� ����#���� �
#��$���"

pt = p+y − p−y �������� ������� ��
���� ��� �
���������" pb = p+x − p−x

���������� �
������������ �$#��
&�� ������ � pl = p+x + p−x ��������

�
������������ ���������� ������

-
�������� ��
 ���
 #�
�����	 ������� �
 ��
��� ��
 �
���� 3���

$
�
�� ���� � ������ �$ (������ �*�4*�" �� $
�
�
 �������� ��
�������

����������� � ���� �
�������� ��#�� ���� �������� �
 ������ ��
������



���

������	
�� ����� ��� ��������� �
�����

u(l, y) = v(l, y) = 0, ������

������ ����	�
� ��� ���� 
�����	
�� �	���	�	�� �� � ���� �����!	���  �"

��� #��$ ���	�	�	�� 
 ��	 � �	���	
��� � ���
����� �� %
���$��� ������"


� �&�� � '�� ��	 �����( �	)�� �����	��� ������	
�� ����� � �����	������

��������	 �
����� �����(  �!�� ����� '���&�� �����!	���

σ(0)x = −1

h

∫
pldx+ c3, τ (0)xy = − 3

2h

∫
psdx− pb

4
+ c2,

σ(1)x = −12l

h3

∫∫
psdxdx− 6l

h2

∫
pbdx+

8lc2x

h2
+ c1,

τ (2)xy = −4l2

h2
τ (0)xy +

2l2pb
h2

, τ (1)xy =
lpl
h
,

σ(0)y =
pt
2
+
h

8

dpl
dx
, σ(2)y = −4l2

h2
σ(0)y +

2l2

h2
pt,

σ(1)y =
3lps
2h

+
l

4

dpb
dx

, σ(3)y = −4l2

h2
σ(1)y +

4l3

h3
ps .

������

%
���$��� ������
� �&�* � '�� ��	 ����� ��� �	�	 	+	���( '���&��



���

ξx� ξy � ξxy ���	
 ��
 �������� ����	���� ��������

ξx =
du(0)

dx
− σ

(0)
x − νσ

(0)
y

E
+

(
du(1)

dx
− σ

(1)
x − νσ

(1)
y

E

)
Y

+

(
du(2)

dx
+
νσ

(2)
y

E

)
Y 2 +

(
du(3)

dx
+
νσ

(3)
y

E

)
Y 3,

ξy =
v(1)

l
− σ

(0)
y − νσ

(0)
x

E
+

(
2v(2)

l
− σ

(1)
y − νσ

(1)
x

E

)
Y

+

(
3v(3)

l
− σ

(2)
y

E

)
Y 2 +

(
4v(4)

l
− σ

(3)
y

E

)
Y 3,

ξxy =
u(1)

2l
+

1

2

dv0
dx

− τ
(0)
xy

2G
+

(
u(2)

l
+

1

2

dv1
dx

− τ
(1)
xy

2G

)
Y

+

(
3u(3)

2l
+

1

2

dv(2)

dx
− τ

(2)
xy

2G

)
Y 2 +

1

2

dv(3)

dx
Y 3 +

1

2

dv(4)

dx
Y 4.
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 ���!� ��"�
��	 "���#�$ ��%���&� ���	����'	��! � (
�� �������� �����

��"���
 	�������� ���������! ���#� � ����

du(0)

dx
=
σ
(0)
x (x)− νσ

(0)
y (x)

E
,

du(1)

dx
=
σ
(1)
x (x)− νσ

(1)
y (x)

E
,

dv(0)

dx
+
u(1)

l
=
τ
(0)
xy (x)

G
.

�������

)�# ����� �� �������� 	�������! ���#� "����
���!�
 ����& ���
��'���!

��#��� *	#� ��! ���
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�
�	���$ #��"����
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 ��
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���

�����	�
� ������ ��	������	��� ���

du(0)

dx
=
σ
(0)
x (x)

E1
− ν12σ

(0)
y (x)

E2
,

du(1)

dx
=
σ
(1)
x (x)

E1
− ν12σ

(1)
y (x)

E2
,

dv(0)

dx
+
u(1)

l
=
τ
(0)
xy (x)

G12
, E2ν21 = E1ν12.

������

��	�� E1 
 E2 �������� �������
 �� � �����  ����!" ��	� ���� ���
 �x 


y�# G12 $ ������ ���
 �# � ν12 
 ν21 �������� ��%&&
'
	����
 (��������

)� ��	" ��	���*
" ��
�	��" %�� � ����	��# ����	 ����	��	 �# ��	���+

�� �	���# ,�� ����� 
�		� ��
�� l = 10 # �!���� h = 1 
 ���*
��# ������

�!���	 ����������	 �	,	�
	�# ������ �� � E = 106�

������ ���� -�������
� ���������� ����� ���� -
�� ��# ������� ��+

*	��	�� �� ����� ���� �u(0, y) = v(0, y) = 0� 
 �� ��.	�� �����	�	�	����

���
 ���� �
��� ps(x) = q = const� /�� 
	 &���'

 
 ��������!# ���	�	��+

�*
	  ���
,�!	 �����
� ����! ����# �� 	�

P = F =M = 0, pl(x) = pb(x) = pt(x) ≡ 0 .

-�����	���	 ���	 �����.	�
� �������,�� ���	�	��	��� �!��.	�
��
 � &��+

����" ��0�� 
 ����1�� )	��
������	 ��	*	�
	 ����
 v(0)(x) ��"��
��� 
� �	+

2	�
� �
��	�! �����	�
� ������� -	2	�
	 ��� ��������� � 
 
�������� �

�	�� ��	�

v(0) = vc +Δv, vc =
qx2

24EJ

(
x2 − 4lx+ 6l2

)
,

Δv =
3qx

4h

(
νx

E
+

2l − x

G

)
,

 �	 vc ����	��� &���'
	�# ����,	���� �� �����	 �����	�
� ����
 3	�����
�

4��
 q > 0# �� ������
�	���!� ,�	� Δv ����	��� ����.
�	���!� ��� ��	"



���

x > 0� ��� q = 1� ��	

��
�� �������� ����	 �	��� �	��� vc(l) = 0.015

� ������������ ������ �	�
�Δv(l) = (1.5 + 2.25 ν) ·10−4� �������

��� �������� ����	 �	��� �����
� ������� ���	���� ����
������

����������	  !	

��	� "�	��� Δv(l)� ��������	��� �	 ����� ���#

��� ��� ν = 0.3 
�
�	����

Δv(l) · 100%
vc(l) + Δv(l)

∣∣∣∣
ν=0.3

≈ 1.43% .

������ ����  !
�� �	��	 �
��� $	�	�	 
 ����% ��	� � 
�����
����




u(0, y) = v(0, y) = u(l, y) = v(l, y) = 0

� �	&�!��	 �	
�������� ���$��	'�� 
���� ps(x) = q = const� ��!#

&� �!������ �%����� � &�	����� !
����� �	��� �!�'� �� �

pl(x) = pb(x) = pt(x) ≡ 0.

(����� �������� �	��� v(0)(x) ��� ���% &�	�����% !
����� ��� ���

v(0) = vc +Δv, vc =
qx2 (l − x)2

24EJ
, Δv =

3qx(l − x)

4Gh
.

)	� � �  ���� *�+ ��� q > 0 ������������� ���Δv ��������� ���

�
% x > 0�  �� q = 1 
���� � 
���� �	��� 
�
�	���� vc(0.5l) = 3.125 ·
10−4 � ������������ 
���� �������
�Δv(0.5l) = (1+ ν) · 3.75 · 10−5�

"�	��� Δv(0)(0.5l) ��� ν = 0.3 �������
� �	�

Δv(0.5l) · 100%
vc(0.5l) + Δv(0.5l)

∣∣∣∣
ν=0.3

≈ 13.49% .

������� ��� ��� &�	�����% !
����� 
!�
����� ����� �	 �����
�� �	#

�����&� �,����

������ ��	� -	

������ ���
����!' ���������!' �	��! 
 ��	��	�#
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��� ��	��
��� ����� ��������� ���� ��� ���� u(0, y) = v(0, y) = 0


 ����������� ������������� ���
��� �
�� � ps(x) = q = const� ����
�

���� 

 
 �������� � ����
	��! ����
�! ����� ���"� ��� 
 � #�
��$

�� %�&� #�������� ������� �����
��� ��'���� �����"�
� '����(

E1 = 106, E2 = 4 · 105, G12 = 2 · 105, ν12 = 0.12 .

)�
���� 
� ������ ����� *���E1 �������� � ��" x� +��,�
� �������

'���
 ������"� � ��������
 
� #�
���� %�&�

-��� ������
� v(0)(x) ����������� 
� ��,��
� �
����� �������
�

.%�//�0� ���� ����

v(0) = vc +Δv, vc =
qx2

24E1J

(
x2 − 4lx+ 6l2

)
,

Δv =
3q(2l − x)

4G12h
x+

3qν12
4E2h

x2 ,

��� vc �������� ���� 
�� ������
�� ���	���� �� ���� 
��
'�� ������$

�
� '���
 ��� ���	�� E = E1� #�
 q > 0 ����
������� 	��� Δv ���
$

����� ��� ���! x > 0� #�
 q = 1 ������
� �� � '���
 ���� vc(l) = 0.015�

����
������ ���������
� ����Δv(l) = 3.975 ·10−41 � �� ���
�������

���
	
�� ���������
Δv(l) · 100%
vc(l) + Δv(l)

≈ 2.58% .

���� �����	
�� ����� �	���

2������ �� �� 	� ��'�
���� ����� ��
	���� ��'� �
��$

��"�
! �
���
	���� ������
� �����
! ��� 
 ������� 
� .���� ����
$

���� 3�45� 3��5� 3%45� 3%/5� 3645� 3675� 3�/5� 3��5� 3/475� 3//&5� 3//65� 3/��5� 3/%85� 3/775�

3/7�5� 3/&85� 3/685� 3/�/5� 3/8750� ���"��� ������ ���������� ������ ����� �

����� ���� �
���
��
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������ ����	
����� ������ �� ����������� ��������

������	
�� �
���� 
����������� ����� ��������� 	������ � 
�����


��� h× l� ������ ����
	� �� ���	��� ���
����	 Oxy �������  �
�����

	���� �	�
��� ����� �  ���	�� h� !�� x �
�������� �	�
���� � ������� l

"��� ���� ���#� $
��������	��% �	� ��
�&�������'�
��
� ����� ���	�����

���	
���� ���	��� ���� ��	�� � ���
���� �
� ������� �������� 	���


�� �
����	� � '�
����� "���#("��)#� $
�����&��% �	� �
���*� �����

� ������ �	 ���
����� +���� �
������� ���� �� �����	��

τxy = σy = 0 , y = ±h
2
, "��,,�#

σx = τxy = 0 , x = 0, l . "��,,-#

.��	��	��% �	� ����� ��&�	 ������	��� "� ������� ����� �
���� ���

�������# �	����	����� �� ���&���� 
� �� ���� �  ��	�
 ��/����� ���� f

�
������	�� ������ ���
*��% ������ ������� � �&������  ��	
����0 	��

���1

fx = −ρ∂
2u

∂t2
, fy = −ρ∂

2v

∂t2
, "��,,)#

��� ρ � ���	�� ��/����� ��	���	�� 	����

2���� ����� ����� l ������� ����3�% ��� ��  ���	� h% ��
�&�����

��'�
��
� ����� ���	����� ���	��� ��&�	 ��	� ������ 
����&������

�
� ������� ������������ 	��
�� ������ 4 ���	 �	�	 �� � '�
������ ",�5)#

� ",�,�6#% �
� ����� ��� 
�������0 � ��
����0 ��������� ����� ����	

 ��

E
∂2u

∂x2
− ρ

∂2u

∂t2
= 0, EJ

∂4v

∂x4
+ ρA

∂2v

∂t2
= 0, "��,,7#

���	 �	�	 ����% ��� EJ � ���	�� &��	���	�� �� ����� � A 8	� ������ ��

�
������ ������� ������

9	��� �
�����	� ����	 ����� ��������� ���	���% ��	�� 
���������
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��������	
 ����������� � ���������	� ���������� � ����������� �	���

������ ��� �������� ��������	
 ���� ��������� Y = l−1y�

σx(x, y) = eiωt
∞∑
n=0

σ(n)x (x)Y n,

σy(x, y) = eiωt
(
1− η−2Y 2

) ∞∑
n=0

σ(n)y (x)Y n,

τxy(x, y) = eiωt
(
1− η−2Y 2

) ∞∑
n=0

τ (n)xy (x)Y
n,

u(x, y) = eiωt
∞∑
n=0

u(n)(x)Y n,

v(x, y) = eiωt
∞∑
n=0

v(n)(x)Y n, η =
h

2l
,

� !""�#

$�� ω �������� ���������% ��������% �����% � η = h/(2l) & $���������

���% �������� �������	!

' ���������� � ����$����((����)�����	� ��
��* ������� ������

� ! #&� !+#* � !"" #* � !""�# ���� �	�� �������* ��������* � ��������)��

(���)����� � !�,# ��� ��((����)�����	
 $���������
 � !�#* � !+# � $���

����	
 ������
 � !"" #* � !""�#!

- ����� ��������� ���������% � ����������% � !""�#* �������	

������ .���� ��(���)�% ξ �$�� �	�� �����������	 ��������� �����

ξx =
∞∑
n=0

[
du(n)

dx
− σ

(n)
x

E
+ ν

1− η−2Y 2

E
σ(n)y

]
Y n,

ξy =
∞∑
n=0

[
n+ 1

l
v(n+1) − 1− η−2Y 2

E
σ(n)y +

ν

E
σ(n)x

]
Y n,

ξxy =
1

2

∞∑
n=0

[
n+ 1

l
u(n+1) +

dvn
dx

− 1− η−2Y 2

G
τ (n)xy

]
Y n.

� !""/#

0������� ����$���� Φε � (����� � !/�# ���� �������* �� (���)��



���

ξx� ξy� � ξxy ���	
 	�� � ������� Ω ��	���� ������ ����� �� ������	����

�
�� ������ �	������� ����� ���
 	��� �����  ���� �������� !���!���"������

��� ��� ��#$$�%��	�
 !�� ���!�	�& Y � ����	�'�	��& ()�**+, ����	
 �
��

���	
 	���

-��������� ()�**�, � ����	�	�� ���	������� ���	� �����'��� ����	�.

'�	�� ()�), ��	�������	� $�	�%�� !�����/�	�� u(k)(x)� v(k)(x) !�� k =

0, 1, 2, . . . � ������������ �

u(k) = − 1

ρω2

[
dσ

(k)
x

dx
+
k + 1

l

(
τ (k+1)
xy − 1

η2
τ (k−1)
xy

)]

v(k) = − 1

ρω2

[
dτ

(k)
xy

dx
− 1

η2
dτ

(k−2)
xy

dx
+
k + 1

l

(
σ(k+1)
y − 1

η2
σ(k−1)
y

)]
.

()�*�0,

1���� �����	
 ��!���"�����	
� $�	�%��

τ (−1)
xy = τ (−2)

xy = σ(−1)
y = σ(−2)

y ≡ 0

��� ��	����	���� ����	�	�� ()�*�0,�

2 ������ ����	�'�	�� ()�**+, � ()�*�0,� ���!�	�	�
 ��	���� �'���� ��.

$����%�� ���	� !���!����� � ����

ξx =
∞∑
k=0

ξ(k)x Y k, ξy =
∞∑
k=0

ξ(k)y Y k, ξxy =
∞∑
k=0

ξ(k)xy Y
k, ()�*�*,



���

���

ξ(k)x = − 1

ρω2

[
d2σ

(k)
x

dx2
+
k + 1

l

(
dτ

(k+1)
xy

dx
− 1

η2
dτ

(k−1)
xy

dx

)]

−σ
(k)
x

E
+
νσ

(k)
y

E
− 1

η2
νσ

(k−2)
y

E
,

ξ(k)y = −k + 1

ρω2l

[
dτ

(k+1)
xy

dx
− 1

η2
dτ

(k−1)
xy

dx
+
k + 2

l

(
σ(k+2)
y − σ

(k)
y

η2

)]

+
νσ

(k)
x

E
− σ

(k)
y

E
+

1

η2
σ
(k−2)
y

E
,

2ξ(k)xy = −k + 1

ρω2l

[
dσ

(k+1)
x

dx
+
k + 2

l

(
τ (k+2)
xy − τ

(k)
xy

η2

)]

− 1

ρω2

[
d2τ

(k)
xy

dx2
+

1

η2
d2τ

(k−2)
xy

dx2
+
k + 1

l

(
dσ

(k+1)
y

dx
− 1

η2
dσ

(k−1)
y

dx

)]

−τ
(k)
xy

G
+

1

η2
τ
(k−2)
xy

G
, k = 0, 1, 2, ... .

��	
���

��������� ��������� ������� ��	
���� ���� �������� ���  ����!

�����	 "�� #��� ����$�� � ������� �	%	� &�� ��������� �������� �� �$!

�� ���  ���������� ��� �� �  �������'�� � ������ �  �����(���

� �������� ��!�� ��������� #���� ���������� ��� x	 )��'�� σ
(2j)
x � σ

(2j)
y �

τ
(2j+1)
xy � u(2j)� v(2j+1)  �� j = 0, 1, . . . � �����*� ��������� � ������	 + ����!

$�� �� &���� ,��'�� σ
(2j+1)
x � σ

(2j+1)
y � τ

(2j)
xy � u(2j+1)� v(2j) -����������*� ����#

#����	 "���� ����� ��&,,�'���� ξ
(2j)
x � ξ

(2j)
y � ξ

(2j+1)
xy �����������*�  ������!

�� ����#����� � �� ����� ��� ξ
(2j+1)
x � ξ

(2j+1)
y � ξ

(2j)
xy � �����*� #������ ���!

���� ����	

.�� $��#� ����  ��#������ ��/��� ����$� ��	��0��	1�� ��	

���

��	

2�� ���������� ���$������  ����������� � ������ �  �����(�!

��	 3�� ���$���� $�� ,��'�� σ
(j)
x � σ

(j)
y � τ

(j)
xy ���� ��*  �� j > N � ��� N

&�� ����������� ��� �� ��������� � ,������ ��	

��	 4���� $���� ��!



���

����� �	
�������	� � ��������� ������� ����� �	����	 � ����	 3(N + 3)

�k = 0, 1, ..., N +2�� ��� ��� ���� �	���	 3(N +1) ����������� ������ ���

 �!�����" �	 	����#�	" ��	 � 	$%�& �� �	�&	��	 �����'��� �����&�3(N+3)

	$���	������ #�������������� ���������

ξ(k)x = 0, ξ(k)y = 0, ξ(k)xy = 0.

(�	$�  ��$������	 ��'��� 
��  ���	 ��#������) �����&� ���������"

&	��	  ��&����� ��������� &��	#� 	 ��&�����" �� ��&��" �  	&	%�)

������	��	� �	�&����	���"  ����#���	� � ���#��� ��*�� + #���	& ���#���

	$���#����!  	#�	#" � �	�	�	& �	���	 ��������!" �		��������)%�� ������

��� ��� ����	����! �	& 	����	� 	'�$�� #��	�&��� xix" ξy � ξxy  	  ����

&���	� Y �#	�����	�!)��!� ,	��� 
�	-	" #�! �	-	" ��	$� �����  ��$������

�	� ��'���� ����-�	�#������������	� ��#��� ����.�" ���/�" ���0�" �������"

�����/�" �� 	����)��! �������'����� ��������� �	
�������� ξ
(j)
x " ξ

(j)
y �

ξ
(j)
xy  �� j = N + 1, N + 2�

������ �����	
�� ��	����� ��	��

1	����	&����! �����&� 234

ξ(0)x = 0, ξ(0)y = 0,

ξ(2j)x = 0, ξ(2j)y = 0, ξ(2j−1)
xy = 0, j = 1, 2, ..., N1 + 1,

�����*�

� �		��������)%�� -�������� ���	��!

σ(j)x (0) = σ(j)x (l) = 0,

σ(2j)x (0) = σ(2j)x (l) = τ (2j−1)
yx (0) = τ (2j−1)

yx (l) = 0, j = 1, 2, ..., N1,

�������



���

�����	
��� ��������� ����
��� �
��� �����
���� �� ������ ����� ! �

������! � ������� ��������"�� ���	����# �
���$��%� &�����' ��� 	�

����"�� σ
(2j)
y ��(�� ���� �������� �� ������ �����)! ��� σ

(2j)
x ' τ

(2j−1)
xy �

�# �����	����� *����
 ������	���# ������"�
����# ��
	���% 	��+

��(� ������


ξ(0)x = 0, ξ(2k)x = 0, ξ(2k−1)
xy = 0, k = 1, 2, ..., N1 ����� !

�,
��� ����������� 2N1 + 1 ������# σ
(0)
x ' σ

(2k)
x ' τ

(2k−1)
xy ���� ���


�	��# 	��
$��% ��� σ
(2j)
y � &�� �,�� ������ ����� ! ��� (�
�����#

����	��# ������! ��$� ���� ��������	
�� ��� �
#�$���� �����	���# ��
+

���% ω� - �
���%,� �����
 ��
	���% ����� ! ��	����� � (�
�������

����	���� ������! �
��	
��� N1+�% 
��������
"�% ��#����% �
�
���

������ ���� .
�������� ���	� ������$�� �N1 = 0! ��� �
�
�� �

�	������# ���������# ����
���# �
���� - /��� ����
 ������ �	
 ��
	�+

��� �� ������ �����)! ���#����� ������� 	� 	���
��0

E

ρω2

d2σ
(0)
x

dx2
+ σ(0)x − νσ(0)y = 0 ,

8E

ρω2

σ
(0)
y

h2
− σ(0)y + νσ(0)x = 0 . �����1!

2�
	���� �����1! �	������ � &32 	����(� ������
 ����������� ���	��+

��% ����"�� σ
(0)
x

d2σ
(0)
x

dx2
+ λ2σ(0)x = 0 , �����4!

(�

λ2 =
ω2

ω2
0h

2

(
1− ω2ν2

ω2 − 8ω2
0

)
. ������!

5��� ω0 �	����� #
�
�����% �
�����%' �������
� ������,���

ω2
0 =

E

ρh2
. ������!



���

�����	
 σ
(0)
y ������
���
 	� ������ ������	
 �������

σ(0)y = χσ(0)x , χ =
νω2

ω2 − 8ω2
0

. �������

���	�� � �����	
 ���������� � �	��

σ(0)x (0) = σ(0)x (l) = 0 . �������

! ���	�	� �� "����	 #�����	$ ��%�������� ������	� λ � &�"��� �����'�

���	�	� ���	��(�� �� ��%�������( ������ ω$ � ���)� ���"���� ν$ h 	 ω2
0�

*�"��	"$ ��� ������ � �	��� λ2(ω) ����)	���+� �	 ω ∈ (0, ω1) ∪ (ω2,∞)

	 ��	�����+��� �	 ω ∈ (0, ω1) ∪ (ω2,∞)$ ���

ω2
1 = 8ω2

0, ω2
2 =

8ω2
0

1− ν2
. �������

,�)�� �������+$ ��� ��-������� ���+�� �	�	��+��� �.��	� �����	 ��

��%������ � ������	
 �����'�$ ������� �	 λ2(ω) ≤ 0� /��	 � ����
���
 ���0

������� λ2(ω) > 0$ ����� �.��	� 	"��� �	�

σ(0)x = c sin(λx) . �������

1��% ��(�	 ��%������ � ������	
 ω$ 2�����	��	������ ������	�

"�)�� �������	�+ � �	��

ω

ω0

√
1− χ(ω)ν = γm, γ =

πh

l
, m ∈ Z . �������

3�� ����)	���+� 2 ���
 ω+ 	 ω− ��
 ������	
 ������� 
��� �������� 

��� &����		 m ≥ 04

ω±(m) = ω0

√
8 + γ2m2 ±√

64 + γ2m2 [γ2m2 − 16(1− 2ν2)]

2(1− ν2)
. �����5�



���

�����		 ω±(m) 
�������� ���������� ω−(0) = 0� ω+(0) = ω2 	 �������	�

��������� ��	
����	������ ���
���

ω−|m→∞ → ω1, ω+|m→∞ → ω0γm√
1− ν2

.

�	����� ��� ����� ��� ��!����� � ������ ω±(m) "����#� � �	�		$

��� �������	% ������	& ����
����' ω0 = 1� γ = π/10� ν = 0.3� (�	�	��)

��	� ������	� ω = ω1 ≈ 2.828 	 ω = ω2 ≈ 2.965 �!������� �����	�� 
	

�	�	�
	� *�������� #��	%)�����	���� �	�	� ����������� �����	�����
�

!������
� ��#��	� ��	 ��% +� ����
����%�

���� ���� ��	
	���� �	������� ����	�� ω ��� ������ 	���� �	
� m�

,���#��	� �
��	��� ����!��	& χ� ������� ���
���& "���-.$� �� ���)

���	� � ��
���
 ��!������& ������ m �������� �� �	�� ��/� 0���#���

��	�� ����������� �	+��& ��	 ω−(m) ��#��	�� � �����	���� ��	��

����� ��� ��%��� ��1 ω+(m)� 2�+��& ���!������1� ������1� % �	)

+��	& ������� ��� ���  ��������� �������	� ���������' χ ≤ 0 ���

�	+��& ��	 	 χ > 0 ��� ��%��& ��	� ,�
��	
� ��� 
���	
��1� � ���)



���

����� �	�
��� σ
(0)
x � σ

(0)
y �� m = 9 ������� ����� ��	� ��	�	 ��� �����


����� 	�������� ��������

���� ���� ��	
��	�� χ �
�
��	�� �
�����		�� 	�����	�� ��� ��	���� 	
���� m�

 ���� σ
(0)
x ! σ

(0)
y �� ��"������ "�������� ω±(m) � "������� �����#���

���
� �������� �� $�%� ��� ���&��� ��#�'ω−� � $�%� ���( �������� ��#�' ��)

*���� ω+�� +	�
#����� 
����� �� $�%� ��� %��#��#%#�	�# ����&���, σ
(0)
x !

����������� � ����	�� �������! �� c = 1 ��� ����� ����� 
��������

m = 1 �ω−(1) = 0.3140�� - .#�� %�	��� �#��*���� ����&���� χ �" 	�����)

��� �����(� �����#%� %�����#��'�� �����'*�� ��������� �|χ| � 1�� /��%#���)

��� �	�
��� σ
(0)
x � σ

(0)
y �� m = 9 �ω−(9) = 2.4803� ���%#������ %��*���

� *#���)	�
#����� 
������! %��#��#%#������ 0� ��%	�
� ���( %��%#������

����� σ
(0)
x ! σ

(0)
y �� ω+(1) = 2.9667 � σ

(0)
x ≈ σ

(0)
y �� ω+(9) = 3.3800 �
�"���

%��#��#%#����� 	�
#�����! *#���)	�
#����� � %��*��� ��������

/��%#������ ����� ���
� ��� ω−(1) � ω+(1) �
�"��� %��*���� ��)

����� �� $�%� ���� � $�%� ���� %��#��#%#������ 0���������������� ���
�

���%#������ �� ����� ��%	�
�� 	�
#������ ��������

1#��#��! �#� �%�� %��%#������ ��%#�#� �������&�# 
 ��&��� ��#��ω−!



���

���� ���� ��	
	���� �������� σ
(0)
x � σ

(0)
y 
�� ���� ����	�	� ����� ω−�

���� ����� ��	
	���� �������� σ
(0)
x � σ

(0)
y 
�� ������ ����	�	� ����� ω+�



���

���� ����� ��	
	���� �	������� �	��� 
�� ω−(1)�

���� ����� ��	
	���� �	������� �	��� 
�� ω+(1)�

�� �����	 
�	������� 
	���	� �������	� ��� x �u � v 
	� m = 1�� �

������� �� ����� ������� ��������� ��������������� ��	��� �����ω+ ����

� !����!� "!#���� ��"!� ��	����	� ����� ���$#��� �����!�� �����%

���� �v � u 
	� m = 1��

������ ����	�
��� �������� ����

&�� � � ������ 
	�"��$!� "��'��� ������ �������	�� ������� ()*

ξ(2j+1)
x = 0, ξ(2j+1)

y = 0, ξ(2j)xy = 0, j = 0, 1, ..., N2 + 1, ���+,-�

� �	���!�� ���������

σ(2k+1)
x (0) = σ(2k+1)

x (l) = τ (2k)xy (0) = τ (2k)xy (l) = 0, k = 0, 1, ..., N2 , ���+,.�



���

�����	
� �� ���	�	�
�� ���	��
�� ���	� ������	
� 
	���	��
�� 
����

�	
��� �	�	�	

�	 σ
(2k+1)
y �
� ��������� �� ����	�� � �!"#$ �	�	� ��%&�

&�'�	
�� σ
(2k+1)
x ( τ

(2k)
xy � �� ��������
�	� �	���	 2N2+2 ����
	
�� �����)�

������

ξ(2j+1)
x = 0, ξ(2j)xy = 0, j = 0, 1, ..., N2, � �!"*$

����	+���� ��
����	�,
� 2N2+2 
	���	��
�� &�
�'�� σ
(2k+1)
x � τ

(2k)
xy � ��	�

��� �
�� �����	
�� �� σ
(2k+1)
y � -�.		 �	+	
�	 ����	�� � �!"#$ ����	���


� � )��
��
��� �������� � �!"*$ �����,�����( ����� 
���� ������	

�	

�
��	
� ω�

������ ���	� /��� N2 = 0 �
��	��	 �������	
�	$( �� ����	�� ����
	�


�� � &�����	 � �!"*$ ��		� ���

d2σ
(1)
x

dx2
− 8l

h2
dτ

(0)
xy

dx
+
ρω2

E

(
σ(1)x − νσ(1)y

)
= 0 ,

d2τ
(0)
xy

dx2
+

1

l

(
dσ

(1)
x

dx
+
dσ

(1)
y

dx

)
+

(
ρω2

G
− 8

h2

)
τ (0)xy = 0 ,

� �!"�$

)�	

σ(1)y =
1

ρω2h2 − 24E

[
ρω2h2νσ(1)x + 8El

dτ
(0)
xy

dx

]
.

0������ �
� &�
�'�� τ
(0)
xy �� ����	�� � �!"�$ ���

τ (0)xy = C(ω)

(
B3(ω)

d3σ
(1)
x

dx3
+B1(ω)

dσ
(1)
x

dx

)
� �! 1$

�

B3 =
h2

24

(
2(1 + ν)− ω2

2ω2
3

)
, B1 = 1 + ν +

1− 2ν

6

ω2

ω2
3

− 1− ν

12

ω4

ω4
3

,

C =
3h2ω4

3

4(1 + ν)l(ω2
3 − ω2)(6ω2

3 − ω2)
, ω2

3 =
4ω2

0

1 + ν
.



���

����� 	�
������ ���� ��� �������� 	�������

A4(ω)
d4σ

(1)
x

dx4
+ A2(ω)

d2σ
(1)
x

dx2
+ A0(ω)σ

(1)
x = 0, �������

��

A4 = 1− ω2

ω2
4

, A2 =
4(1− ν)ω2

(1 + ν)h2ω2
3

(
1− ω2

4ω2
3

)
+

12ω2

h2ω2
3

(
1− ω2

24ω2
0

)

A0 =
ρω2

EJ

(
1− ω2

ω2
3

)(
1− ω2

ω2
5

)
σ(1)x = 0, ω2

4 = 16ω2
0, ω2

5 =
24ω2

0

1− ν2
.

������ ��� !������
" 	�������C(ω) � #����
 �����$� ���� ��
%

	�� ω = ω3 � ω =
√
6ω3� &�� �
���� ��
'�( ������������"�� ���
"���

)������( ��
���� �
� �������� ������� ��%� ���

σ(1)x (0) = σ(1)x (l) = τ (0)xy (0) = τ (0)xy (l) = 0 �������

� #���*�+ τ
(0)
xy  !������+ �������� �����$��

,���� κj(ω) j = 1, 2, 3, 4 -������������ .���������������� ��������

�
� �������� ������� ��+��( ���
��������

κ2 = −ω
(
D3ω

3 +D1ω ±√
D6ω6 +D4ω4 +D2ω2 +D0

)
2(ω2 − 16ω2

0)ω
2
0h

2
. �����/�

� �����������

D3 = (1 + ν)(ν − 3), D1 = 32(2 + ν)ω2
0,

D6 = (1 + ν)4, D4 = −32(1 + 2ν)(1 + ν)ω2
0,

D2 = 256(6ν2 + 4ν − 1)ω4
0, D0 = 3 · 84ω6

0 .

������ ��� ����� ��0����%� ��� ��	��'��(. ���	
���(. �����



���

��� ���	
	 ω� ����	���� ��������� ���	���� �	���

1) ω ∈ (0, ω3) , 2) ω ∈ (ω3, ω4) , 3) ω ∈ (ω4, ω5) , 4) ω ∈ (ω5,+∞) .

� ����	� � ������� �������� �� ���
�� !	��� ����� ��"�����������

�������  �	 ��	�	" � �������	" �	�� #�� !	��� ����	 ������� $!��

	���	� ��� ���	� !	�	��� 	��	����� ! ����	�� � �������� �������� 

	���� ��%���� �������� &'�('() ����� ����

σ(1)x = c1 sin(|κ1|x) + c2cos(|κ1|x) + c3sh(|κ2|x) + c4ch(|κ2|x), &'�('')

�	 ��� ���
�� �	�

σ(1)x = c1 sin(|κ1|x) + c2cos(|κ1|x) + c3sin(|κ2|x) + c4cos(|κ2|x). &'�('*)

+���� |κ1| � |κ2| #�	 �	��	��� �����

,	��������� ���� ω �"���� �� ���	��� �������	���� ������������

��%���" ���	 �������" &'�('') ���	 &'�('*) ��� 	��	�	���� 
�������

���	���� &'�('�)�

-	�����.�� ��/�� !	����� κj ��!����������!	
	 �������� � �	�0

��������� ���	��� ω ���������� � ���� '�(1 ��� ����������� ��0

����" ������	� ω0 = 1 h = 1 � ν = 0.3� +�����	��� ���	�� ω 	� ��0

����� �	��	�	
	 ���� ��� ����	 ������ !	���" κj �	!�� ���	%����

�������� 2����0���!������ ����� �		���������� ������������ !	�����

-�������!�� ������� ω = ωk &k = 3, 4, 5) 	�	������ �	������� ��0

������ 3��!����� !���� ��!�������� ��%���� !�������!	" ���� �

�	��������� ������� &��	�	� �������� �� &'�((�))�

4��%�� ���	�� &m ≤ 12) �		���������� ��%���� &'�('') &����� �	�)�

5�� �������� ������" ������	� ������� !�������!� ���	� ���0

����	 ��� ω3 ≈ 1.75� ,�	�� 	������� ��	 ����	 �	��������� ������" 



���

���� ����� �	
������ �	��������� ���	�� ω ��� ������� �	��	�	�	 ���� |κ|�

����������	
�� ������
 �������� ������ ������� � ������� ����� ��������

��������� η = h
2l 	��������� �

!�������� ��"������# �������$ �� ������ ���# ��������%��� ��

&��� ���� ��%����$ %����$� !	������� ����� �����#���� �%����������

������# ωc ��������# ��%�"���$� ��%	����# � ������������ � "�%����$

������ '$%���()���	%%� ������� 	�������� � �����*��� +������� ��� �%����(

������ ��"������#� ������� � ��� ,	��-� ���%�m�  �% ��� �����������$�

� �� ���� ��� .�� ����������� ��%	����# �� /012  �% ��� "�%�� �%� ��(

��� %���$��$�

2�"������#� ,���# u(x, h/2) � v(x, 0) ������% 
�� ���������� ��

�����3� �% ���%���# �������$� �����#� ��������# �� &��� ���4 �ω < ω3��

!��������� v(x, 0) ��������$ %���� "�%�� �"�������# ��%���#�� %��� (

�� �� .��� ���	���� '�� ,	��-�� ����������	
� ��"������#� ���� 5��� �

σ
(1)
x � ������%���#� �������� ������� ��� c1 = 1 �% m = 1 � m = 12� 6��� 

� ����� ������	��� ��������� ��� m = 1� � �����.�������%��� ����� 



���

���� ����� ��	�
�� ��
������ ������� ω � ωc ��� ������� ����� ���� m�

������������� �	�
�� m = 12 ���������� u(x, h/2) ��� m = 1 � m = 12

�������� ��������� ���������� ������ �������������m = 1

����� ��������� 
�� ����������� ����� ��� m = 1 ���������������

��	��� �������  !������"�� �!���� ������
���� �����������#� ���!� ���

�	����� !������"�� �!���� �� ����������� ����� ���	�
�������� ���!� 
��$

	� M ������ ��� m = 12 ����"�� u(x, h/2) ���!� ��	�%���	���

&���� ��	�� ����� ����������� ���!� ���
���� ����������' 
������ ���$

��!�� 
���� ��
�� �������"�� ω3 (� ������� )*+ ����������� �����

u(x, h/2)  ���������� ������# � v(x, 0)  ��	�,��� 	����# ��������� !	�

�����' 
�������' ����  ω > ω3 ��� m = 13#

����������� ����� ������
��� ��	�����' ��	�� !	� ω(1) ≈ 0.061 �

ω(12) ≈ 1.741 ������%����� �� -�� )*. � )*/ �������������� &���� ��$

	�����' ��	�� �������� ��	�,���� 	������0 ��!�������������� �����

��	�� ���!����	��� ����������� 	������ 1�%��' ������������ �������

!��%���' ��	����� ��� 
�� !������"�� �!���� ��2�������� �	���� �� ���$



���

���� ����� �	
������ �	��������� �	��� u � v ��� ω < ω3�

���� ����� �	
������ �	��������� �	��� u � v 
�� ω > ω3� n = 13�



���

�����	� 
��
���������� ������� ω � ωc ��� ���������� ��������� ��� η = 0.005�

m � � � 
 � �
ω ������
� ������ �����
 ������� ���� �� ����� 
ωc ������
� ������ �����
! ������� ���� �� ������

Δω,% ����! ���!� ���!� ���� ��!!� ���!�

�������� "��#� ��������� ����� ��� ����$�� #���

%& ���'��� 
�� �����( ��� ��� ������� ����� )������ ����$��� �����*

�#�+� ������� � ����# ������������

���� ����� �	
������ ���	������ ����� ��� 
���	� �	�������	� ���	�� ω(1)�

���� ����� �	
������ ���	������ ����� ��� �	�������	� ���	�� ω(12)�

,�#���#( ��� ��&��	� #�-�' ����������#� &�������#�( ���'������ �&

.%/ )ω* � �����������0� ������� )ωc*( '#��1$����� �#���� � ����#����#

η� ���������'+2�� ����������� &������� ����� ω � ωc ��� ������������

���������� ��������� ��� &�������� ����#����� ω0 = 1( h = 1( l = 100(

ν = 0.3 ��������� � �����	�  ���



���

���� �������	
� ����� �������

������	
�� �
���� 	��� �������� ����
������� �� ���� ����� ��	�
�� ���

�����	 	
����
��� �����	 

Ω = {x, y, z : 0 < x < l, |y| < h, |z| < b},

�!� l 
�!�	�"�#�	 ����$ !���� 	��� � 2h × 2b % 
����
& ��� 
#������ �

���� ��'���#� (������ ��!�'� 
�����	
�"���� 
#!�� �"	�
�" ����� ��
��

��
� )��*� )�+*� )+�*� ),-*�� .�
#������!�/�
��
�"����� ���	�#��� 	��� ���

�&"��	�# ���	���$ �
�"����$ " '��	�&� 
���"�!�&�

ξ = ε0 − C−1 : σ = 0, r = ∇ · σ = 0;

ε0x =
∂u

∂x
, ε0y =

∂v

∂y
, ε0z =

∂w

∂z
, ε0xy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
,

ε0xz =
1

2

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
, ε0yz =

1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
,

�����0�

� �
���'�&�� ����"�#��

q = σ · n = 0, y = ±h , z = ±b ,

u = v = w = 0, x = 0 ,

q = ql, x = l .

�����,�

1!�� ql(y, z) % ��!����# "��	�
 /���2�# "��3��$ ���
����4 r #"�#�	�# 
�"�

��"���&� "��	�
��4 u� v � w % ���5���# "!�� ���$ x� y � z� ���	"�	�	"����4

εα � εαβ� α, β = x, y, z #"�#�	�# �������	��� 	����
� !�/�
��2�� ε�

1�!�'� �����'��	�# " 	��� '	��& ��$	� �
���5���# u∗� v∗� w∗ � 	���

��
 ��
#����$ σ∗� ��	�
&� �!�"��	"�
#�	 �
�"����#� �����0� � �
���'�&�

����"�#� �����,�� 6���	�	�'����$ �!��!� 
�����	
�"���&$ �!�� � ����"��
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���� ����� �	�
��������� ����� � �	����������� ����	����� ���������

�� ���� 	 
������		 �����	� ��
������	� 	 ���
����	� � ��������


�� � �
�	����� y 	 z� ��	����	�	 
����	� �
� ��
�! �
�����	� ��"


		 ��
�#��	 ��� ��	����! 	 ����	����! ��� �
���������! � $%�&� '���

�!�����	� #
��	(�! ����	� �� y = ±h 	 z = ±b) ���
��	���		 u 	 σ

���(�� 
����
���	 �#�� *!�+ �
���������! � �	��

u =
N∑

i+j=0

u(i,j)yizj, v =
N∑

i+j=0

v(i,j)(x)yizj,

w =
N∑

i+j=0

w(i,j)(x)yizj;

σx =
N∑

i+j=0

σ(i,j)x yizj, τyz =
N∑

i+j=0

τ (i,j)yz (h2 − y2)(b2 − z2)yizj,

σy =
N∑

i+j=0

σ(i,j)y (h2 − y2)yizj, σz =
N∑

i+j=0

σ(i,j)z (b2 − z2)yizj,

τxy =
N∑

i+j=0

τ (i,j)xy (h2 − y2)yizj, τxz =
N∑

i+j=0

τ (i,j)xz (b2 − z2)yizj.

,-�.-/0

1���+ u(i,j)) v(i,j)) w(i,j)) σ
(i,j)
α 	 τ

(i,j)
αβ ��� α, β = x, y, z 2 ��	������!� �����		

�
�	���! x� 3#��) 	� �
�����	� ,-�.-40 	 ,-�.-/0 �������) (� ����
 r 	



���

�����	 ξ �
�������� �������� �������

r =
N+3∑

k+m=0

r(k,m)ykzm, ξ =
N+4∑

k+m=0

ξ(k,m)ykzm, �������

��� r(k,m) � ξ(k,m) � ������� ��  �	��!���"�� ������#����$ �	�%����

��	�� ����������  ���!�� �� �	������� �����&�� '	��
��������� ���%�$ ���

�����	 ql �������� 
�������� ���������"�� ���	����� y � z� (������$ ���

�	������ ������� �����)� ���%� *�" ���������

+���#����� � ��	����	� 
���������"�, 	�#���� ������ �	�������

���	�� �
	������ � ��
	�%����, ��%�� ����� � -.�/�

0���	��� ��,�%����� u(i,j)$ v(i,j)$ w(i,j)$ σ
(i,j)
α � τ

(i,j)
αβ ������� �� 
����1

�������"�, #���� ���� -�&�/�� 2� 
�	��� 3��
�$ ���*,����� ���������	��"

�	������ �������� q = 0 �� �	���, y = ±h � z = ±b� '���� 3���� �������
(45 ������� ��6

r(k,m) = 0, ξ(k,m) = 0, k +m ≤ N + 4 ����7��

� �	������� ���������6

q(k,m) = σ(k,m) · n = 0, y = ±h, z = ±b,

u(k,m) = v(k,m) = w(k,m) = 0, x = 0,

q(k,m) = q
(k,m)
l , x = l, ql =

M∑
i+j=0

q
(i,j)
l yizj,

����7��

����	� ������� �� �	������� �����)� � �����&�� 8��������$ ���N ≥M �

(������$ ��� ���������	��� ������� ����7�� �������� 
�	��
	���������$

��� ��� ����� �	������� 
	��#��� ����� 
�	�����,� 4�� ����$ ���* ��1

������" ���������� �	����� ������$ 
	�	������ ���� ��� ��3  �!����

r(k,m) � ���*,������ ���������� ξ(k,m) 
	� ���, �����, ���
���, 
�����1



���

�����	� 
��
������� ��������� ���������������� ����	�� �i = 2m,m = 1, 2, . . .��

���� !���� "#$��
��%&y

"#$��
��%&z

'��(����

yj)N zk)N yj)N zk)N yj)N zk)N yj)N zk)N
u) rx) (��� (��� (��� ��(��� ��(��� (��� ��(��� ��(���
σα) ξα i i i i+ 1 i+ 1 i i− 1 i− 1
v) ry) ��(��� (��� ��(��� ��(��� (��� (��� (��� ��(���
τxy) ξxy i− 1 i− 2 i− 1 i− 1 i i i− 2 i− 1
w) rz) (��� ��(��� (��� (��� ��(��� ��(��� ��(��� (���
τxz) ξxz i− 2 i− 1 i i i− 1 i− 1 i− 1 i− 2
τyz) ξyz ��(��� ��(��� ��(��� (��� (��� ��(��� (��� (���

i− 3 i− 3 i− 1 i− 2 i− 2 i− 1 i− 2 i− 2

����%��� ��#��!���� ξ � ������� �
�*���� +���� ��,��� -��� �����.�����

������� � �(��� $����(��� ������� �
�*�*�) �����,��� ������.������� ���&

$����� � �
�*
/� ��$�� ���% �����%#����� .� �	���� ��(����� ����(�����

������!����� ����� ������0���� � ���� !�����

1����#��� ������� ��������� �
�*��� � $����(��� ������ �
�*�*�) ��!&

�� ����#��%) (�� ��0������� (����� ��#�������� ��.�������) �������20��

����� ��� �!��� &���� !��� ) �#$�� ���������%�� ���� y � z) � ���!� ���(�&

��� ����$�� ������ ����� ��#��!����  �� ��� ����(��� .� �2��� ����&

������%��� ����������	�� ������0���� � ���� !���� � ����������� ���&

������� �������Ω ���������%�� ����.������� ����������xy � xz� �������

��������� �(����� ��� ��(����� ������� ����.���� y � z� � �������%�� 

�������� ������% ����������	�� ���.�������� � �����	� 
�� .� ��#��(���

���� !����&.�������������� ����� ��� ������ 3.��%m  �� ��� ����!�&

���%��� 	���� (�����) ���#���20�� ��� .�� #�.�(� � ��.��� α �#��(���

����� x, y, z� ����������20�� ����	�� ���������2�) ����N < 0�

������ ����� 4 ��(����� �������) ���������� �.����.��2 � �#�����&

��2 ������%��2 ����� � ���.������ ��(����� � ��#����� a = h� 5����

����	 ����� #�!�� � ������������ � �������� �
�*
6�� 4�� ������� $����



���

������	
 �� 	������� �����	
� ���
 ������������ � ������������ 	�����

��	�� ql = {1, 0, 0}T ���	����	� ����������	
 �� ��	������ �������	���

����	�� ��� x = l !�� ��	������ ��� ������������ ���� Px = 4h ��������

	� � ������	��� ��	�� ����� "�� #�� $ %&' 

(���
 ��������) � ��*��) �������	�� ������� ��
�	���		
+ ��,,��

��	����)	
+ ����	�	�-� ��������� �����	) ��������	�� N = 2m = 2 ���

,�	���� u � ������������ � �������- $ � .���� ��	��	����	
� ��������	��

�� ����	�	�� "$ %$/' ���� �
�) ������	
 � ����

u = u(0,0)(x) + u(0,2)(x)z2 + u(2,0)(x)y2,

v = v(1,0)(x)y, w = w(0,1)(x)z.

"$ %01'

2����	�	�
 ��	���� 	������	�� σ� ���	� ��������������� ��	����	
�

��	��	
� ������� 	� �����
+ ��	�+� ����� ���

σx = σ(0,0)x (x) + σ(2,0)x (x)y2 + σ(0,2)x (x)z2,

σy =
(
σ(0,0)y (x) + σ(2,0)y (x)y2 + σ(0,2)y (x)z2

)
(y2 − h2),

σz =
(
σ(0,0)z (x) + σ(2,0)z (x)y2 + σ(0,2)z (x)z2

)
(z2 − h2),

τxy = τ (1,0)xy (x)y(y2 − h2), τyz = 0, τxz = τ (1,0)xy (x)z(z2 − h2).

"$ %0�'

3���
��� ,������ "$ %0�'� ����	�	�� ���	������ �� "$ %$�' ���	� �����



���

�����	 
 
���

rx =
dσ

(0,0)
x

dx
− τ (0,1)xy h2 − τ (1,0)xz h2

+

(
dσ

(2,0)
x

dx
+ 3τ (1,0)xy

)
y2 +

(
dσ

(0,2)
x

dx
+ 3τ (0,1)xz

)
z2 = 0,

ry = −
(
dτ

(1,0)
xy

dx
h2 − 2σ(0,0)y + 2σ(2,0)y h2

)
y

+

(
dτ

(1,0)
xy

dx
+ 4σ(2,0)y

)
y3 + 2σ(0,2)y yz2 = 0,

rz = −
(
dτ

(0,1)
xz

dx
h2 − 2σ(0,0)z + 2σ(0,2)z h2

)
z

+2σ(2,0)z y2z +

(
dτ

(0,1)
xz

dx
+ 4σ(0,2)z

)
z3 = 0

������

������� ���
����� ������ ��������� �� ����
��� ��� 
�� �� !!�"����#

��� ����
����
�$%�� �������� ����&���#� y � z ��
�# ���$� '�� ��������(

��� ������ ���&� ����)� ����$��� ��)�*�������� ���������	�� ����
����#�

!���"�+ �����,���+� ' �����	���� �������� �*#���
����� ��!!����"���	(

��� ���
����� ���
�)� �������� �����&���

dσ
(0,0)
x

dx
+

1

3

d

dx

(
σ(0,2)x + σ(2,0)x

)
h2 = 0 . ������

- �����& !��&��# ������� ��&������# ������� �����,���+� 

�����#� 




���

�����	
 ������� ��
�� ���

σx = σ(0,0)x + σ(2,0)x y2 + σ(0,2)x z2, τyz = 0

σy =
1

12

d2σ
(2,0)
x

dx2
(y2 − h2)2, σz =

1

12

d2σ
(0,2)
x

dx2
(z2 − h2)2,

τxy = −1

3

dσ
(2,0)
x

dx
y(y2 − h2), τxz = −1

3

dσ
(0,2)
x

dx
z(z2 − h2) .

������

�	� ���� ����� ����	
������� ���
�
	�� 

 !���"�#
"�
 �$ ��%�"
&

"�� ������� !	
��� �
 #
!�� ��%�"
"�' ��(����"
"�"� !�!�%�	���!� ��!	


��
�% �����	 ����)� � ������*

ξx = ξ(0,0)x + ξ(2,0)x y2 + ξ(0,2)x z2 + ξ(4,0)x y4 + ξ(0,4)x z4 = 0,

ξy = ξ(0,0)y + ξ(2,0)y y2 + ξ(0,2)y z2 + ξ(4,0)y y4 + ξ(0,4)y z4 = 0,

ξz = ξ(0,0)z + ξ(2,0)z y2 + ξ(0,2)z z2 + ξ(4,0)z y4 + ξ(0,4)z z4 = 0,

ξxy = ξ(1,0)xy y + ξ(3,0)xy y3 = 0, ξxz = ξ(0,1)xz z + ξ(0,3)xz z3 = 0,

ξyz = 0

����+�

!

ξ(4,0)y =
1

12E

d2σ
(2,0)
x

dx2
, ξ(0,4)z =

1

12E

d2σ
(0,2)
x

dx2
,

ξ(0,0)x = −du
(0,0)

dx
− νh4

(
ξ(4,0)y + ξ(0,4)z

)
+
σ
(0,0)
x

E
,

ξ(2,0)x = −du
(2,0)

dx
+ 2νh2ξ(4,0)y +

σ
(2,0)
x

E
, ξ(4,0)x = −νξ(4,0)y ,

ξ(0,2)x = −du
(0,2)

dx
+ 2νh2ξ(0,4)z +

σ
(0,2)
x

E
, ξ(0,4)x = −νξ(0,4)z ;



���

ξ(0,0)y = h4ξ(4,0)y − h4νξ(0,4)z − ν

E
σ(0,0)x − v(1,0), ξ(0,4)y = −νξ(0,4)z ,

ξ(2,0)y = −2h2ξ(4,0)y − ν

E
σ(2,0)x , ξ(0,2)y = 2h2νξ(0,4)z − ν

E
σ(0,2)x ,

ξ(0,0)z = h4ξ(0,4)z − h4νξ(4,0)y − ν

E
σ(0,0)x − w(0,1), ξ(4,0)z = −νξ(4,0)y ,

ξ(2,0)z = 2h2νξ(4,0)y − ν

E
σ(2,0)x , ξ(0,2)z = −2h2ξ(0,4)z − ν

E
σ(0,2)x ;

ξ(1,0)xy = −1

2

dv(1,0)

dx
+
h2

6G

dσ
(2,0)
x

dx
− u(2,0), ξ(3,0)xy = − 1

6G

dσ
(2,0)
x

dx
,

ξ(0,1)xz = −1

2

dw(0,1)

dx
+
h2

6G

dσ
(0,2)
x

dx
− u

(0,2)
1 , ξ(0,3)xz = − 1

6G

dσ
(0,2)
x

dx
.

�������	 
�� ����� ����� ����������� �������

{σ(0,0)x , σ(2,0)x , σ(0,2)x , u(0,0), u(2,0), u(0,2), v(1,0), w(0,1)} �������

��� ��! � �"��
�� #�! ��$�	 
��%� ��
�� �#�������&�� ������� �&"������

�����'�� ( �� )� �&��!	 ���%��#��� &"�&�*�� �� ��&")����	 ���� ��+�����,

���� -&� ����������� .�� ���-��!� ���&#��"� � �&"�����!� �����'��

/��%� ����"��� ��������� �&"��� �"#"
�	 ��%�&�� ���#� .�� ��+�,

�������� -&� ��)��� ���-��!� y � z � &"���)���!� �����'�� 0� ��&")���!

#�! ���-������ ξx ������ �&� ��+��������" ������"! � ��"#&"��
�"! ���,

-����

νh4

12E

d2

dx2

(
σ(2,0)x + σ(0,2)x

)
+
du(0,0)

dx
− σ

(0,0)
x

E
= 0,

νh2

6E

d2σ
(2,0)
x

dx2
− du(2,0)

dx
+
σ
(2,0)
x

E
= 0,

νh2

6E

d2σ
(0,2)
x

dx2
− du(0,2)

dx
+
σ
(0,2)
x

E
= 0.

�������

0� ���"�*���! ���-������� �����&" ξ	 ��%�&" ��! ����� ��+���������



���

��� ��	
�� � �
��� ��
�
��

h4

12E

d2

dx2

(
σ(2,0)x − νσ(0,2)x

)
− ν

E
σ(0,0)x − u(1,0) = 0,

h4

12E

d2

dx2

(
σ(0,2)x − νσ(2,0)x

)
− ν

E
σ(0,0)x − w(0,1) = 0,

h2

6G

dσ
(2,0)
x

dx
− u(2,0) − 1

2

dv(1,0)

dx
= 0,

h2

6G

dσ
(0,2)
x

dx
− u(0,2) − 1

2

dw(0,1)

dx
0.

�������

����� �������� 
��� � �������
�� �������� ����� �� ������� !	" ��#�$!
��"

�
���
���%# &���'�� ��������

(���
�� �����
�� �������� ����� �� ������� ��$
� �%�� ��
!
�� � �"��

��%����
��%� !�&&
�
�'��	��%� �����
��"� �����)� ���"!��� ����� ��*

������ �
��#�!��� ��!��� �� )����+�%# ��	���" �� ���'�# ��	��� ,
��%


���
�� )����+�%# ��	��� �	
!�-� �� ���������� ��!�+�� ��� ��� 	
�%

���
' ��	�� ��$��� ��

u(0,0) = u(2,0) = u(0,2) = v(1,0) = w(0,1) = 0, x = 0. �������

.�	���" ������
���)� ����"$
��" �� ������ ���'
 ��	�� ���
!
	"-� &���*

'�� �����	��%# ����"$
�� � /�� ��+�
0

σ(0,0)x = 1, σ(2,0)x = σ(0,2)x = 0, x = l. �����1�

2���	��%
 !�� ��	���" ���	
�%
 ����"$
��" �!��)� �� �����!��� ���'
 ��	*

��� �	
!�-� �� &����	% ������� � �����
������ �

dσ
(0,2)
x

dx
=
dσ

(2,0)
x

dx
= 0 , x = l. �������



���

� ���� �	
��� ������ 	������ ���������	���� 
������� ��������

�������� ���� !� ��"� #��� ����� $ �����
 
������% ��&��'� (��&�$�

�������	���� ��(����� �
�$��� σ
(0,0)
x �����
 '����)�$����� ��� 
������&

� (��������&�� *+�� ���'� 
������& �,��& � ���σ
(0,0)
x = eλxh

−1

� -�'���

����& �	�
%, ����$��������$� 
������

λ2
(
(1 + ν)λ4 + 4(2− ν)λ2 − 24

) (
(1 + ν)λ4 − 4(2 + ν)λ2 + 24

)
= 0 ���� ��

�	& �(��	��& ��)������ ��#������� )������λ� .#, �+�� �#�$/

������'� ���������	���'� 
������& �	& σ
(0,0)
x ��"�� )�(����� � ���

σ(0,0)x = C1 + C2x

+
1∑

j=0

[
C4j+3sh

(
αj
x

h

)
sin

(
βj
x

h

)
+ C4j+4sh

(
αj
x

h

)
cos

(
βj
x

h

)

+ C4j+5ch
(
αj
x

h

)
sin

(
βj
x

h

)
+ C4j+6ch

(
αj
x

h

)
cos

(
βj
x

h

)]
.

���� ��

0��� αj � βj 1 �������	��� � ����� ����� $���� ����$��������$�'�


������& ���� �� �

α0 =

√
2 + ν +

√
6 + 6ν

1 + ν
, β0 =

√
−2− ν +

√
6 + 6ν

1 + ν
,

α1 =

√
2− ν +

√
6− 6ν

1− ν
, β1 =

√
−2 + ν +

√
6− 6ν

1− ν
.

����  �

2�)����� $�������� Cj� j = 1, . . . , 10 �����&��& �) '�������� 
�	����

���� ��1���� ���

3	�
%,� �������$� � '�������$� #)��)���� (������� #�/

	� ��#����4 ���
	� 5�'� E = 1� $��������� 6
������ ν = 0.3� �	���

#�	$� l = 10� ��)�� (�(����'� ����& h = b = 1�



���

��� ��	
��	��	�	 �	����� ����	��
���

 m �������	�	 � ����
�� ����

�
����� ��� 	��	�
����	 � ���
! ������"��
! 
 �����#��
! �	��	
� 
�

���$ ����	����%$ �		��	&��
! r
(2i,2j)
x = r

(2i+1,2j)
y = r

(2i,2j+1)
z = 0� i + j ≤ m

'3(m+1)(m+2)/2  ������
!( 
 )���
 	�������*"
$ �		��	&��
! 
�  ���+

���
� '���,-(� �		������� *"
$ �
�&
� �������� �	�
�	�
���	�	 ����	+

#��
� ��� ����	�� ξ�

.�� ��� ���� *"
�  ������
�

ξ(2i,2j)x = 0, i+ j ≤ m;

ξ(2i,2j)y = ξ(2i,2j)z = ξ(2i+1,2j)
xy = ξ(2i,2j+1)

xz = 0, i+ j ≤ m− 1;

ξ(2i+1,2j+1)
yz = 0, i+ j ≤ m− 2.

/�� �
�����  ������
! ������ � ����
)�%�
  ��	�
��
 '���,�(� ������%�


�� �	���$ ����
� �	��	���� �	������	 ��	�� �
�	��� ����� * ����) ���

�*�	�	 ���	�	 M > 0�

0�
��
#����� ������� ����)�� �		������� *"�� )
�� M � $�������
� +

*��� ���� *"
�
 ����������
1

� 	�"�� )
��	 ��������%$ 2 (9m2 + 15m+ 8)/23

� )
��	 ����
)�%$  ��	�
! �� �	���$ ����
 2 (m+ 1)(3m+ 2)3

� �	�
)����	 	�������*"
$ �		��	&��
! �  ������

 '���,-( ����	

3m2 + 12m+ 8�

4� �	�����	����%� �	5��
�
���%  ������
� '���,-( '��"�� �	�
)����	

9m + 7( 
��	�� *��� ��� ����
�� ��)����� )
�����	�	 ��&��
� �� 	��	��

��	���% ���� ��
������	! � ������� �����

6����������
� � ���

 �����#��
� σx ��	� 	�
 ����
 x ��
 y = z = 0

��� N = 8 �	�����	 �� 6
�� ���- ���	&�	! �
�
�!� /���������	� ��&�+

�
� ��	��	�	 �����#��
� ��
����
)���	�	 ����#�� '	��	�	��	� �	��	��
�

σx = const� ��� 78,9( $	�	&	 
������	 � �
��!�	! ��	�

  �� �	��
� :��
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�� � ���� ����� ��
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���� ���
� ����� ������
� ���
���
��

��
 ������
 ��  ��! 
	
�
��
  ����"���#��$ ��! ��
��� �	��� ������ %��

������
  ��! ��� ���
��� �� ��&��
����
  ��������
 '���

 �� ( �� 	����

����� ! � �	����$ !� ��
� �$)� * +��� �������  ��! 
	
�
��� !
 
�
�
�

��� � ��! ��
��� ��
��� �
��
��� � !�!
 
&��� �
&
����

,� ���
 ��� 	
!������� !�!
 
&��"� �
&
��� ����� ! � x = 1 ��� ��

�
�� �� ���� ����� -�
	�
� ���
����� &�� "�!��
� .
 ����� � !�����$ �
&
�

���$ /�01 ���
���
��� �� �2�
��� � �� 
������� �����"� �
&
����

���� ����� ���	
������� ��
������ ��	
������ 	
� 
���������� σx(x, 0, 0)� �������
σx(x, 0, h)� � �
������ σx(x, 0, 0).�

*����� $� ���
 �������� ���� �� ���
� ������� ��������� �
 �� ���

&
����  
2
��� ����
��� ! ��� �����
���
  ��! 
	
�
��
 +�
 "
��&
����

�2����

ϕ =
1

2
ξ : C : ξ .

3��&
��� +��� 4������ � ������ �
&
��� !������ �� ���� ����� -����

���
����� &�� ϕ ����� � ���# !�&�� ��#	�� � ����#&
��
� ���"� ����

�	��� " ����� !�!
 
&��"� �
&
��� � 	����"�
� ���
"� ��������� � �"��$�
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���� ����� �	
������ ���	�	����� �	�	��� ����� ��� x = 1�

����� 	�
����
 
��
�������� ��������� ������ �� �
�����
���� ��
��

������ �
����������� � ���� ��������� � �
�	��
��	 ������	 ������

��� ��
������  �� ��������! ���
���
! � "�#$%! ������
���� ���
�&�����

��'�
��
�������� ������� ���� ����� ��������� �� ������
�	 �
������	

�����	 � � ������
�	 �����	�

(	������� �������������� ���	��� �
����)�
�
����� �� *�� ��$�!

����
�� ���������� �����
����� �+���� ,��
���

−Π(u) ≤ W (u∗, σ∗) ≤ Πc(σ),

� ��������� �� ������ ���
�����+�� N �
��������� ��
���-���� u�

.��� ������� �����������

Π = Wε −W, Πc = Wσ , W =
1

2

∫
Ω

σ : ε0dΩ,

Wσ =
1

2

∫
Ω

σ : C−1 : σdΩ, Wε =
1

2

∫
Ω

ε0 : C : ε0dΩ .



���

���� ����� ����	
�
�
�
 �������� ������ ϕ � ������� �
�
�
 �	�x = 0�

�����	
�� ������������� �������������� ����������� ������ ���

�� ������� ��� N = 8� ������  ��!����� Φ = Π + Πc = 0.03 "����

����#�� ������$�%& $������ ����!���#�' ������ Π = −19.86& ������

���#�� ���������# Δ = ΦΠ−1
c = 0.08%(

)�������& ��$*����� �����*� �����$��� ��  ���!���#��

���$��' � ����$����$�	
�� ������� ����$�� *���� ���# ������� ���

������ � ������� �����& �����#��� �$�'��$� ��**�����& �������$���� $

�����!� +(,( -���*����* ���#�� ����� ����� ��������#� ��� y � �������*

��$���$�	 ������� � �$�����' ���! ��� x = l�

ql =

{
0, 0,

3

8
(1− z2)

}T

.

.������������� ������ ���� ������� ��� ���������� ����*����$

N = 9�

Φ = 0.0369, Π = 12.66, Δ = 0.29% .



���

���� ����� �	
�������� ������ 
�
��� ������ W � ������ ������������� Π � ������

�������������� Πc �������

� ����	
 ����
�� �	���� 	����
��� ������
 
 �����	�� ��	��� ���
�

�
��� ���� ������
� ��� x = l ��
������ ���	���

ql =

{
0,

9z(1− y2)

16
, −9y(1− z2)

16

}T

��� ����	�� ������
�� ���
�	 	  ��! ��	�" #	��
�� ���� ����
�
� ���

�	������ �������	�$�� ��
�

! N " #
%
�
� �����
�������

 N = 10

�	�	��
����
��� ��
������� ��
��	�$��� �	�	�
��	��&

Φ = 0.0041, Π = 5.757, Δ = 0.07% .

'���	�$�
 �����
�� σx(x, 0, h) 	 ������! �����
 ��� �����	 �

σx(x, 0, 0) � �
�
��
 ���
�
���� �
�
�� ��� ����
��� ���	�	� 	

#��" (")* �������! � %������������! �������� �����
����
�"

+	� ���� ���
�$ 	 #��" (")* ���� 	����
�! ���
���
� ���
����
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�� ���	
	 
������ ����� �� ���� ������������ �������� ��	 ���� �����

�����	����� ������ � ��� ���� �����	� ��������! ��� ������ ����"

���
����	�# �����	����	�	 �������	 ����	� $���� �������	� ����� ��%��"

�	# ��	��	��� &��"'������ (��	��������) ����	
 �**��� &��"'�����

���� ��# �������� � ������ ��	���	�����) �����	�

+� �	����� ,�-, ����������� ������	 ����	���	 �	�������� ��������

����	��#�� ������� �������	���		N ��� ��� ��
�	���� 	��� �����
�	

����	� � 	������ �������	�� 	
�	� 	 ������	�� .�� 
������� ����������

*����		 Δ(N) ����� �����! � �	� ��������

���� ����� ��	
�����	�� �
����	
�� �	����� Δ ��� �������	��� ������ � �����	���

.�������	� u ����������� �����	� ��	 x = 5 � ������ ������	� ����
���

�� /	�� ,�-0� 1� *����	� ��	�	����	��� ����	��#�� �� ��#�� ���) y

	 z� �� 	 �	�������) �����	� 2,�3� 1� �
������ �� ��������	� �������

����# �	�	) y = 0� z = 0� y = ±z� 4
"
� ������) *���� ����) ������5�"
�	)� �������	�� �����# ���	���	��#��! �������	���	!� �� ���)��) �����

������) �����	� ����	���� u = h−4ũ(x)yz(y2 − z2)� ���� ������	
���	
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������ 	
�
������ ����� �
���� �
����������� ����
� ������� �������

���������� ������� �Δ≈ 1% � �
� ���
�
� 
 !��� "�#"�

���� ����� �	
������ u 
�
	�	���� �	�	�� 
�� x = 5 � �����	 ����	�� ������

���� �����	
���� ������
����� ����� �
������ ��������


!
������ �����$���� ���	���� ������� ����
� � %&'(� ����� �
�)

�� *��� �
��
*��
� � +,,������ ������� ��� ����������� ������)

�� ���������
�� ,��������	 ���$������ - ������� �� �
��
$���. ��	�)

��� �����
���� �����$�� ���������/�	 �����0��. 
 ,��$��
����

������
����� ��*�
��� ���$�
���� �*�
���� ������������ ��� ����
)

�� ��������. ������� ��
���.� %���,��
$�� %&'(� �����
� ����
)


 
 �����$���. ��	��� � �������
���	 ������
�����	 ��������	

,��$�.� *��
 �
��
*��

 � 1�2�3� ���*� ���������� ���,��� ������
����

� �������� ��������� �����
 ��� �������	 �
�
� ������*��
�

- +��� �
����� ������
���� �
��
� �����
 4�����
 ) 5
�����
� � ��)

����� ������������ �����
���� �����$�� �����
 �0�*�� ��,���
$�. �
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�����	
����� �����
���� ���	� ������	��� � �	�	�	�	���� ��� ����	��

��� ���	������� ������
�� ������
���� 
��! �
�"� ���
���
# ��"� ���

�	"����	��� ��"� $�% ���
	��! ��
���	 �����
��� 
 ���	�
�� ��������

�	&	���� '	
��� �	&	��� 
���� ���
	� ����� ���
� � ������ ()*+! ()�+! (),+!

(-)+! (�.)+! (��*+� /�� �	 �"�����	
�� ����# �	��� ���	��������! �����
��


��	����� � ������������ ����������

0�	�
� ����������� 1����������� 2*�345! 2*�3�5! 2*�3)5 � 2*�-�5! ����	�

�	���� � ����	 *! ���	������� ������ ���	
 "�
# ����	�	� ��� �����"�
��

��������� ����	���� ������
��� �	&	��� �
�
��	���� � �������	���� ���

����

��� ���	�	�	����
� ������
��� ������	 ������	���	 ���
����	! ��
���	

�������	
�� �����	����� 2.�.562.��5 ��� ���������#���� �������� 
	�� 2���

7��� .��5� 0 8
�� �����	 ���
������ ������ ���	���� �������
� ���� ��	
��

� ��	�� �	�9 ���
� ������	�
� �	�	�	�	��� u∗ � v∗! � 
���	 
	���� ���

����	��� σ∗ ! �����	
���� ��� �����	�� ������	��� 2.�.5 � ���������

�������� 2.�3562.��5 
���	! �
� �������	
�� ��	�� �		 ��
	����#��	 ���
�

��&	��	9

B[u∗, v∗, σ∗, η] = 0 , ∀η ∈ L2(Ω) ,

B[u, v, σ, η] =

∫ h

−h

∫ l

−l

ξ : η dxdy .

2.��)35

:�	�# ξ ����	
�� 
	������ �&�"�� ������	���! ��	�	���� � 1�����	 2.�)5!

η! ��	��
����	
 ��"�� 
	���� �
����� �����! ������	�
� ��
����� ���	�	���

 
�� �� �"���
� Ω! ������	��� 
	���! �������� � 1�����	 2.��5�

;�� ��	 �"��������# � ����	�	 ����! �������	 ��	� �	
��� <	
�����

=��	����� � 	�� ����1����� ���
��
 � 
��! �
� �	���	�
��	 1����� ���
�

�� � �	��
���� ���	����	���� ���"��� ����
����
��� � �
� � �	���#
����

 ��	 ������������ 	�
# �	&	��	 ���	����	���� ���
	�� �����	���� >
�

�����	��� � 
	���	� �	������� ���
���� 
�� ��� ���	��	 ��
	����#��	

���	��� 
	����� �&�"�� �	1������ ξ �� 
	�
���	 
	������	 ����
����
��



���

η(x, y)�

�����	�
 �������� �	�����
 ���������� �� ��	�����	���� �������

������� ���������� � ����������� ��� �  ���  �	�� ���������
 �!"�

�� ����������� ��������� �#����#��� �!�������� ����"��	���� �	�������

$���	� O ������ ����#���� Oxy ������ � ����� � 	���� Ω� %�� x � y

����		�	��� ������� ��	� � #	���� 2l � 2h
 ��������������
 ��� ����!���

�� &��� '�(�

&������� ��	��� �	�#")��� ��������� "�	����

τxy = σy = 0 , y = ±h , *'�(+,-

u = v = 0 , x = 0

σx = qx(y) , τxy = qy(y) , x = l .

*'�(+.-

/#��� ��������� qx � qy ��	�)��� �!������� ��	����� ������� Nq�

0��1��� ����"!�� #�	���  ��� #��"����
 �� �� qy(h) = qy(−h) = 0� % 2��

��� ��	� ���"����")��

�������� 	
�
 3"��� ��	� ���������� � ���������� ����������"�

)��� ��	�����
 ������� ��#����)��� ��� �������� "�	���� *'�(+,- �

*'�(+.-

ũ = (1 +X)

Nσ−1∑
i+j=0

u(ij)X iY j , ṽ = (1 +X)

Nσ−1∑
i+j=0

v(ij)X iY j ,

σ̃x = qx(Y ) + (1−X)

Nσ∑
i+j=0

σ(ij)x X iY j,

τ̃xy = qy(Y ) + (1−X)
(
1− Y 2

) Nσ−2∑
i+j=0

τ (ij)xy X
iY j,

σ̃y =
(
1− Y 2

) Nσ−1∑
i+j=0

σ(ij)y X iY j.

*'�(4�-



���

����� 	�
��
����� ��������

Y =
y

h
, X =

x

l
�������

�������� ��� 	���� ���������� �������������� ����� Nσ ≥ Nq ��������

������� ��������� �� �����!��

"���� ���������� #�������� ���������� ������ ����#$%�� ������������

����� �� �� ������������� ������������ ����������$��� � �#�$&

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ξ̃xX
iY jdXdY = 0,

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ξ̃yX
iY jdXdY = 0,

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ξ̃xyX
iY jdXdY = 0

�������

��� ���' �������( i � j ����'� ��� 0 ≤ i+j ≤ Nσ−2� ) *�� ��#��� ���������

���
��� �+�	�� ��,��� �� ξ̃ 
���$��� ����#$%� �	��
�

ξ̃x =
1

l

∂ũ

∂X
− σ̃x
E

+
νσ̃y
E
, ξ̃y =

1

h

∂ṽ

∂Y
− σ̃y
E

+
νσ̃x
E
,

ξ̃xy =
1

2

(
1

l

∂ṽ

∂X
+

1

h

∂ũ

∂Y

)
− τ̃xy

2G
.

�������

-	%�� ����� ���
������' ��*,,� ������ �����%���( � ����������'

�����.���( � ,��#�� �����!� 	���+�� �� ����� ����	��������' #�������(

�������� /� *��' ��*,,� ������ �� ����������� ���	� #������������ ��� ���0

�� �� �� ����#$%� ������������ #����� ��� i+ j = Nσ − 1� -�����

��� ����	��������� #�������� ������������ ���������� �����+�'�� �����

��+���� #�������� �������� ��#� 	��� ���������� ��
������ �����	���

"#��� *�� ���
������� ���������� ����
��#$� *������������( ,#�� ��0

��� �+�	��

Φ = G

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[
1

1− ν

(
ξ̃2x + 2νξ̃xξ̃y + ξ̃2y

)
+ 2ξ̃2xy

]
dXdY = 0 . �������



���

������� ����	
�� � ��
������ ���������� ������	 �������� �� ������

�� �����
������������ ����������� � ����� � 

�������� 	
�
 !�� "��� ���
��#��� � ����� �� ���� ����������	 �

�����#���	 � Ω �������������� ��������������� $�������� ������

������ ���������	 Y �� ��������� %� &'&()

ũ =

Nu∑
k=0

u(k)(x)Y k, ṽ =

Nu−1∑
k=0

v(k)(x)Y k ;

σ̃x =

Nu∑
k=0

σ(k)x (x)Y k , τ̃xy =
(
1− Y 2

)Nu−1∑
k=0

τ (k)xy (x)Y
k ,

σ̃y =
(
1− Y 2

) Nu∑
k=0

σ(k)y (x)Y k .

%� &'*(

!�+$$��������� � +��� �����#����� ������� ������ $������ ��������

������	 ����
����� x ,�� �����
�������� ������������ ��������-���

��
-������ �����-��� ������� %� &./( 

0 ������������ ��
��
�� �� ��#�� �
����������� ��������� ���������


� ��1���� ����
������� �����1���	� ��� � ������������ ��������� �

���
��� � �  2�������� ����� 
�$$����������������"���-���� �������

��	 ��#�� "��� �������� �
���������� 0 -������� +�� ����� �����

�� 2Nu + 3 �"���������� 
�$$������������ ��������	 ������� ����
��

dσ
(j)
x

dx
+ (j + 1)

(
τ (j+1)
xy − τ (j−1)

xy

)
= 0 , j = 0, . . . , Nu,

dτ
(k)
xy

dx
− dτ

(k−2)
xy

dx
+ (k + 1)

(
σ(k+1)
y − σ(k−1)

y

)
= 0

k = 0, . . . , Nu + 1,

%� &'.(

������� ��
��� �� ��������� ����� � 2Nu + 1 
�$$������������ � ���#�



���

Nu − 1 �������	
���	 ������	� ����������	 ���������	�

∫ 1

−1

ξ̃xY
idX = 0 , i = 0, . . . , Nu ,

∫ 1

−1

ξ̃xyY
jdX = 0 , j = 0, . . . , Nu − 1 ,

∫ 1

−1

ξ̃yY
kdX = 0 , k = 0, . . . , Nu − 2 .

�������

���� ��!������" ���#��� ��	��	 ��$��!��	� ξ 	���� #%���� ����� ���&

�����'�	 �������	!��	� �����(� ' %��'���	� �������� ) *��! ��%
�� �����

���	
���'� Nt = 5Nu + 3 %��'���	� �����+� 	 ������� ��'������ � ��#!����&

�� � '������ �������" ����!����'

a(x) = {au(x), aσ(x)}T ∈ RNt,

au =
{
u(0), . . . , u(Nu), v(0), . . . , v(Nu−1)

}
,

aσ =
{
σ(0)x , . . . , σ(Nu)

x , τ (0)xy , . . . , τ
(Nu−1)
xy , σ(0)x , . . . , σ(Nu)

x

}T

.

�����,�

-	$$�����	�� �"� ������� �	���!" �����+� 	 ������� ��'��Nd = 4Nu + 2�

.��� ������� ������%���� � ���	! 
	���! ����	
�" %���'	�

u(j)(0) = 0, σ(j)x (l) = q(j)x , j = 0, . . . , Nu,

v(k)(0) = 0, τ (k)xy (l) = q(k)y , k = 0, . . . , Nu − 1,

�����/�

��� q
(j)
x 	 q

(k)
y 0 ��*$$	�	���" ���	��!	�� ��� '������ ����%#�	

qx =

Nu∑
i=0

q(i)x (x)Y k, qy = (1− Y 2)

Nu−1∑
i=0

q(i)y (x)Y k. ����,1�

2������	!	��'���"� ���� ����!����	� 	 �����3��	� �������� ��� ����&



���

��� ��	�
�� 	�	�� �������� �������� ��������

���� �����	

� ��
	

 
 �
�����
�


�������	��� �����	 �	������	� �	  ��������!� 
 "���#�$%�� �	�����

����� �� �#�  
��  �����	��� �����#� � ��
	�# �	 
	��	������� ��&�����

�' $(�	
)	� � 
 !�	
	& � � �� *  	��� �����  �	
��� 	�!����� ������	���

�$������	�	 +���!����� ��� �)�'�� Φ� �"� 	���!� 
 !�	
� � �,	�	�	 �����

� -�!����� ���� .�� "�����%���� � �	"��(���� �����/�� "��
	� 
	��	���

�$������	�	 Φ 
 
��� ������� ��(�� '#�0 "��� �	
���	  ���$1%�� �'�	��

δΦ =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
ξ̃xδς̃x + ξ̃yδς̃y + 2ξ̃xyδς̃xy

)
dXdY = 0 ����2��

 ���"�����	�� �����	 �)�'�� �	"��(����

ς̃x = σ̃x − E

1− ν2

(
1

l

∂ũ

∂X
+
ν

h

∂ṽ

∂Y

)
,

ς̃y = σ̃y − E

1− ν2

(
1

h

∂ṽ

∂Y
+
ν

l

∂ũ

∂X

)
,

ς̃xy = τ̃xy −G

(
1

h

∂ũ

∂Y
+

1

l

∂ṽ

∂X

)
.

����2��

3$ �0 
����� "������#& "	�	�����
 b = {b1, . . . , bN}T ∈ RN �  � �	
���4

�#� � ��	
� ��#& ��+���������
 u(ij)� v(ij)� σ
(ij)
x � σ

(ij)
y � τ

(ij)
xy � 
��1��� 


-�!����� ���� 5�!�	 ����!�	�0���  �����)���� ����2�� +�
�
	������  � ��4

�� ����!�	�0�#& "������� �����	 �)�'�� ������	��� ξ̃ �	  "���	�0���

�������� "�������	�0��� "�� ��	� �
�6

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ξ̃ : ϑj(X, Y ) dXdY = 0 , j = 1, . . . , N, ����2��



���

���

ϑj =
∂ς̃(X, Y, b)

∂bj
�������

��	�
��� �������� ��������� � ���� ������������� �������������

�������� �������� ����� ������� ��	�
��� ������	������ ��� ���� 

����� ��� ���!� ���" �������# ������� b� ��$���� ������� �����%� �������� 

�&�� '&�������	 ����(��������# �$��� Φ�

) !�&(�# �������� �����������# ��!"�! ����� ������ ����������� �

���������������� �	(��������� ���������� � (	��� �� *�������� ������

�$��� �����+���# ξ̃ � ��	������	���# ���!����	���� ����,-� ����� ��!

ξ̃ =

Nσ+1∑
i+j=0

ξ(ij)(b)X iY j, �����.�

(!� ξ(ij) / 	���#��� �	(���������� ����+���� ��������� ������� bk�

0�	� �������� ����,1�� ����	��&���� � 2	(������ ���� �������� �� �	� 

!&
3�� &��������

ξ(ij) = 0, 0 ≤ i+ j ≤ Nσ − 2 �����4�

��(!� ��	&������ ��!�'������ ��������������(� ��!"�!�� ��	�+����(� �

(	��� ��

5�	�� ��(�� ���	�+���� �����.� �� ��	����� �!���������� � ������ ξ̃ !���

�����+����� ���������� �(� � ������	�����# '����

ξ̃ =

Nσ+1∑
i+j=0

ξ̃(ij)ψ(ij)(X, Y ) . �����,�

6!��� ψ(ij) ��	�
��� ��	������	����� '&�������� ������� ��(&� ��� �� 

���� !��������� �������	���� � ���������� � ��!� ������������" ��	��� 

��� 7�+��!��

ψ(ij)(X, Y ) = Li(X)Lj(Y ), �������



���

���

Lm(z) =

√
4m+ 2

2m+1m!

dm

dzm
(
z2 − 1

)m
, z ∈ [−1, 1] . ��	
��

��������� ������������� �������� ���� ��������� ���������!��"�� �����#

�� $�������� ��������� � ����"%������

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ξ̃ψ(ij)(X, Y )dXdY = ξ̃(ij) = 0, 0 ≤ i+ j ≤ Nσ − 2 . ��	
�&

' ���( �!����� ��� )$�"%�� ψ(ij) ��� i + j ≤ Nσ − 2 ��������(� *�+�� ���

������ ��$������ ��������� ������� Nσ − 2	 ,�� �+��!��� !�� �������

����*���!��"�� $�������� ��	
�& �"���������� ������� ������������ ���#

�"%�� ��	
-�	

������ ���	� .�� ���������%�� ������� ����"%������ ���������� 

��������� � ������$/�� ��+���� � ��������� �� � �����%������� � �����#

����!��"��� ��������� ����� ���������� +���!$ �+��*� �������������

*��"� ���	 0��	 �	
 �����������$( � 1������ �	
	

2������� ��������� "������ *��� ��*���� � ��� �������3 ��+����

*��"� l = 5 � 2h = 1 ���$�� 4��� E = 104 "��))�%���� 1$������ ν = 0.3 

�����!��� �����5����

qx = 0, qy(y) =
6

8

(
1− Y 2

)
. ��	
�


6� 5� ����� �����"����%�� ��	
-& *��� ������+����� � ���!���� ���

����"%������� ���������!��"��� � �����%������� �������� � "������ ��#

�������� ��7�	 8"������ ���������� ���� ������� ��������� �� 0��	 �	��	

2�+������� �� ������� ��+�������� ���*��5����� ������� �����"��� ���

)�"���������� ������� Nσ	 9�" $5� $���������� � �����  ����"� �����

0��%� �*����!����� ��������!����� �����%� ��"�� �������	 :���������� 

!�� ��"�� ������ ���� ��"5� ���������$( �����������$( �����7�����(

Δ = ΦΠ−1
c  ��� Πc �������� +��!����� ������ �������������� �������	



���

���� ����� �	
���	��
�� ������
��	� Δ ��� ��
���� ���
�����
�� �	���
� Nσ


������
�� � ������� ���� �� ��������

��� �����	�	�!������ � ��������

���

���"�����

�����	
��� ��������
� ��	�� ���� ��
����� ��� ��	� ����� �����

���� ����� ���� ��	��
���� ��� 
 ���
� 
����� 
�
 ��
�����
���
� ��

�����
� ����������
 �� ������
������! ��
��
��
�!� " #��� ����� ���

����� ����
�
 ���� ���
������
 ���!����
 �����
� � ���� ��� �
$�

$�� 
�����% ������� �
���� �������
�
��&'
! ()* ��� ��
�����
�

����	� 
 ���� 
����	� ��	��
���� � ��� ���� ���+� �� ��� ���
� 
�

����%� ,��
� �������� ��	��
���� ��������� �� ���
� 
����! ��
� 
��!


 ������
����
�� 

 ��	�� ���� � ��������� #$$��
����
� ������� ��


! ���
����������

)�� ������ 

 ��	��
��� ���� ���������	� �� ���� -����
��� � ��
���

���
������� 
��	������ ������
� .��/��0 �����&��� ����&'
�
 �����



���

������	
�

ξ(i)x = 0 , i = 0, . . . , Nu ,

ξ(j)xy = 0 , j = 0, . . . , Nu − 1 ,

ξ(k)y = 0 , k = 0, . . . , Nσ − 2 .

������

��������	 ���������	

ξ̃ =

Nu+2∑
i=0

ξ(i)ϑi(Y ) . ������

������ ��
������� ξ
(i)
x � ξ

(i)
y � ξ

(i)
xy �� ������� ξ(i)  ��!!����"������� ��� ��#

$�%���&����� '�������	 ����
�(���) � ����	����)� ���'������� ' !��
�#

�� ���*+� ,������ ��
������ &�� �����
� ��!!����"������ ��$�%���&����-

���'����) ������ ��'������ � �����"�����) �����
�) ���**� ���� %���� ��#

����� �� ������
�' .������� ϑi = Li(Y )� �����������- ' ���'����� ������

/ �����0(�
 ���
���� �$����&�
 ��%	 ���&��
� ��$�� ϑi = (Y − Y0)
i� $�� Y0

	'�	���	 ����
����
 ���������	 ������

������ ���	� 1������������
 �� �� ��
�0 ����'�0 ����&�� ��� � '

1��
��� ��� 2�������
�"�	 � ���	���
�Nu = 3, 5, 7, 9 ' !��
��� ���*+��

%��� '�	�� ' &�������- ���&���- ' ����'����'�� � ����'����'�0(�
� '���#

�"�����
� ���
�����&����
 � �����"�����
 ��$����
�
�

,���� ��
����� '�����0 &�'��'���������� ��&����� ������	� �������

��%�0�����	 ' ���
�����&����
 ���-���� �� ��������0 � ���������� Y0

3��� �����
��� ����$��� ������������) ��$��������Δ(Y0) ��� Nu = 5 ���#

�������� 
��	���	

Δ|Y=0 = 0.13%, Δ|Y=0.1 = 0.08%, Δ|Y=0.2 = 9.42%, Δ|Y=0.3 > 632%.

/ ����&�� �� ���
�����&����) ��-����� �����"�����) ��$����
 ���'��	��

��%����� 4��) ������)&�'���� ��#�� �$� �������&����� ' �����'����� ������#

��
���0(�) �����
� 567
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��� ����	�
� 
� ���
�� ���� ��� ��� ���� �������� �������

�� ���
��

�
����� ��������� �� ����
����!
�" � �����
����!
�" �
������� � ���#

�������  �������" ���� $�� �����������" %��&�'( ��� � ��� �������Nu�

��������

)" ������ %���*
)� ��
��( ��������

� ����� ��� ��
���	�#

�� +�" �
���������� �*����� ���*�" �
������ ���
�� ������" �
������

	����

�" � �����

���� ����� �	
��������� ������� Π � �	�	���
������ ������� Πc ��� ������ �	�����
����	������� Nu ��� ��	���	��	�	 ��
��������
����� ������ �����
	
�!���	�	

�����
���"� ����� Y0 = 0� � #�����	��	�	 ����	���� ������ �	��	�	# #
������� ��$%�

$�� ������ ��������� ���
��! ������

�� ��� 	���

)� ����������

������
� ����� ,�� 
� ����

)� ���
�� ��� � ��	���
)� ����
  � 
�,#
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��)�

������� ��*�
�� ����*���� ��
������

�  ��	���
��! ����)�

-�� ���
� 
� .�� ���/� ��� ���������
� ��
�����!
�� �����*
��! Δ�

$�00���
����!
)" ������� ����) 1$2� ������

)" � ��������

�� �

������������� �������� ����
 Nd = 4Nu + 2� � ������� �� 2Nd � ������

��������

��� ��������� ��� ��" ,� ����
� Nu � 0������ %��&�'(� 3����#



���

���� ����	
����� ������ ��� Nu = 7 � ���
����� ��� Nu = 3 �����

�������� ����	���� ��������
������ ������	 � ������������� �����

	�� �	�� ������� ��������� �������������� ������������ �����  ����

�
����� !���	�������� ����" �"���

���� ����� �	
���	��
�� �
����	������� ������
��	� Δ ��� ��
���� �������
������������� Nu �� ��������

���� �����	�	�������� �Y0 = 0�� �  �������

���

���!���  "������ ��#$�
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�������	
� ��
�� �	����
���� �	
����
������ ���� ������� � �	��

������� ����	���� ����
��� ��� � �
�� ����  ����� ����	��!�� �
�����

���	�
�� ����"�� ! #��	� ���� ����� 
� ��#�!�$ ����
� ����
� %��x

��	�!��� � �	���� ��#�!�� ����
� !���� ����
� 
� �����!������� ��
 y


 z ��	������� ����	���� ����
�� �	
���� &	������������� ��� �����

������ 
� ���	����� 
���	����� ����	
��� � ������� '�� E 
 ��()�

)
#
���� &������ ν�

x

y

z

O

���� ���� ���	
�������� ����� � ����������
 ������
�

*���	 ������ ��+���� 
������!�
� ������!�� �����,"
�
 �����������

��!��
� &	�-�� !����� ����� ��	���� �	
��� ����	-
� ���#
)
����
� ����

�����
� ����	�� $�	����	� ��� �
���$ ����� ���	

 ��	�����
� �!����

�� � 	���
���
 �
���
 �	�
��$ ����!
� �-������ ��"����
�� 
 ����� 
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�
�� ����!�$ ������ *��!��	�$� (�� )�	�� ���!����� 
�������!��� ���

�
��
����� 	����-�
� ��	�-�
� 
 ��	���"�
� ��� ���	���
��#
�

��)�	�
	�!���� ������
� �	
���� ."� ��� �	
�
� �����
� ! ���� ���
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����� �	�
���� �	�� 
���� ��� ���
����� �	� �������� ��������� � ��

	�� �	����� ���
�� ����������� ������� ������
��� ������������ �	��� �

����	��� ���  �	�����
�! 
����� �������! �	�
���� "

#���������������
��� ����� ��������� ��	� ����� ����� �����
��

��� �����  ������! ����� ����! �$"%$&�" '�������� ����������� 
����

��� �����	��� �� � � ������" (�	� �� �� ��� �! �������! �	�� 
����

������� � ��� �� �����" )�� ����*���� ��	��� ���  ���	���� �� ����� 	��

��� ��������
���+,�� �����
� -.(" /����� ������ ������� �� ��	� �� ��

���0�! ����
�� �������  ���	��+��� �� 
����� � ��*����
 �����
� ����

�� ����! ��������0��	���! ��� �����"

1��� ��,��� ��� *������ ������ ��������! ������� � ��	��� ��� ����

��������! ��	� �� ����
���� �����  ���� �	� �" 2 �
����� ������	��������

��� ����
�,����� ���������� � ������� ���� ���� 
���� ��� ������ ��

��� �! �����! � ���� ����! ����
�"

3���
����
 �����	� ��������� ��	� ��� ������� �������� � ��� �� �����

��" 4�����	�������� ��� �
�,���� 
���� ��� ������ �� ��� �! �����!

�	��" 5���� ��� ��	� �� ������ �+���   ���

u = ū(i)(x, y, z), v = v̄(i)(x, y, z), w = w̄(i)(x, y, z),

{x, y, z}T ∈ Γi , i = 1, . . . ,M1.

�6"%�

7���� ū(i)� v̄(i)� w̄(i) � 	�+��� �� �����
� ����0��
�� Γi ��� ����� ����
��

�� ������! ������ ����
�,����"

8�	� ����������� ���0���0��� ��� �� ��������! �����! Γi� M1 < i ≤
M2 ≤ 3� �� ��� ��	� �� 
���� ��� �����	��� �� � � ���������  � ���

� ��
� ��� ��� ������� ����		�	��� ��� x" (�� ������ ������� � ����� �

������	���
� ����������
� τxy � τxz �
�+�  ��

q(i)x = τxyn
(i)
y + τxzn

(i)
z = q̄(i)x . �6"��



���

������ �		
�	���� 	�������
 �	��	���
� σy� σz � τyz�

q(i)y = σyn
(i)
y + τyzn

(i)
z = q̄(i)y ,

q(i)z = τyzn
(i)
y + σzn

(i)
z = q̄(i)z .

�����

����� q̄
(i)
x � q̄

(i)
y � q̄

(i)
z ���
�  !�!����� �������� �!��� �!��" n

(i)
x = 0� n

(i)
y �

n
(i)
z # �	��	���
� ���
	�	� �	��!����$ n(i) � ��!�� ��� �� Γi�

% ���	�� 	�!���� ��!�����& ���'� � ������ ��!��(��� ���	�� 
��
��&

������ ����
 ���

q(i)x + κ(i)x u = 0, q(i)y + κ(i)y v = 0, q(i)z + κ(i)z w = 0. ���)�

����� κ
(i)
x � κ

(i)
y � κ

(i)
z ���
� �	*++�,���
!�� �����	�	 	��	�!���

%�����-�� ��!��(��� ���	�� 
!�.�  !�!�� �! 
	�,!$ ��� ��� !�!�	/

��(�	 ��!������ ���0�#���)��

u = ū(0,l)(y, z), v = v̄(0,l)(y, z), w = w̄(0,l)(y, z), �����

���

σx = q̄(0,l)x (y, z), τxy = q̄(0,l)y (y, z), τxz = q̄(0,l)z (y, z), ���1�

���

σx + κ(0,l)x u = 0, τxy + κ(0,l)y v = 0, τxz + κ(0,l)z w = 0 ���2�

��� x = 0 � x = l� �		
��
�
����	� ����� l # ����! �!����



���

�������	
��		 ���� ����
����	� 	 ��������	� �������� � ���
�

u =

N1∑
i+j=0

u(ij)(x)yizj, v =

N2∑
i+j=0

v(ij)(x)yizj,

w =

N3∑
i+j=0

w(ij)(x)yizj σx =

N4∑
i+j=0

σ(ij)x (x)yizj,

τxy =

N5∑
i+j=0

τ (ij)xy (x)yizj, τxz =

N6∑
i+j=0

τ (ij)xz (x)yizj,

σy =

N7∑
i+j=0

σ(ij)y (x)yizj, σz =

N8∑
i+j=0

σ(ij)z (x)yizj,

τyz =

N9∑
i+j=0

τ (ij)yz (x)yizj.

�����

�������� 	���� ��	 �� ��		 ����!	 ���"�#�$ ���"�%���&� ������� 	���'��(

���	� �������	
��	� ����� �� ������ ������	����)� ���*���$ ��	�����)� �

����+�,��� )���� -�	 ��	.	���	� ����+ ,����������' ��!�� )���	!(

�+
 ,���	�
 ���"�%����� 	 ,������	�
 ��������	�

rx =
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

= 0,

ry =
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

= 0,

rz =
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

= 0.

���/�

0��� 1��)� �	���
� �23 �����	��'�� ��	������+* ��1��	�	�����$ ������(



���

��� � ��	
��� ����� ������������ �� ��������������� ����������� ����

ξx =
∂u

∂x
− σx
E

+
ν

E
(σy + σz) ,

ξy =
∂v

∂y
− σy
E

+
ν

E
(σx + σz) , ξz =

∂w

∂z
− σz
E

+
ν

E
(σx + σz) ,

ξxy =
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
− τxy

2G
, ξxz =

1

2

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
− τxz

2G
,

ξxy =
1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
− τyz

2G
,

��� �

!�
���
� "�� ��#�	 $�����
���%��� $	�#��&���� ���� �#����"��� �$�'

��# �$	�(������ $�($	���	������ #������� ����)��� (�� ����	�� ����'

*	��%��� $	���)�� (��&�� #��% ��"������� +	���	������ $����� $���'

��
�� ���$��� K ≥ 0

PK =

{
K∑

i+j=0

cijpij, pij = yizj, cij ∈ R
}

�����

$�(��(�� (�� ,��� )����

-�(�
 ���(����� (�� �$	�(������� ����	�� #�(�� $������ � (��%���'

��
� +� �����*�� � $������
 $����*� $�����
�� �#��&(����*� 	����� 
��'

&����� ���� �����	��� $	�����(����

∫
S

r(y, z)pij(y, z)dydz, 0 ≤ i+ j ≤ K, ���.�

���������� $����� $	���)��� ���$��� K � $	���	������ PK (�� ����)��

r(y, z)� /�#�	� ����	�� ����"��� � ��#� $����� $	���)�� ���$��� K − 1

����)�� r(y, z)� � ���&� ������	��� �� �� ��� $	���)�� �� $�($	���	������

P̃K =

{
K∑
i=0

cipi,K−j, pi,K−j = yizK−j, ci ∈ R
}
, �����
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������	 ��
����� 
������� ���
���K�

��� ����� ������ 
�����	������� 
��������� ���
���Ni� i = 1, . . . , 9

� ��	��� � �!"# $����� ����$��� ���$�%&�	� �����	� ��������	�� '�(


����� ������$�	�� )���� ����� 
��������� ���� � ��������� �$�������(

��� �������� ��������� � �*# � +���)��� ������� � �!#,� �-#� '�(������

����� 
������� ������ �����������%&�� 
��������� 
�����	�������

�������� ������� � �!!# ���
���� Ki > 0 $�� i = 1, . . . , 6� .��� ���� $��(

��� +����������� )�� �����	� $�������������(��+����)����� �����(

���� ������ �������� ���������	 
����+� ��� ��
����+� 
�����������

������� ������ ��
������ {ξx, ξy, ξz, ξxy, ξxz, ξyz} �� /�� 
����������

�������� ���	�������

' )�������	 ��+���	� ����� ����������� )���� ������� /��� �����	

�� 	������� � �����)����	 
��$�� �

����	����� 0�	���	� )�� $�������

������� ��	� ��������� � �*# � �������� ��������� � �!"#� � ����� +�(

��)��� ������� � �!#,� �-# ��������� ������� �� ��� )��� � ��&�	 ���)���


��	��� 
�����	�� Ni 	�+�� ���� ����)�� $�+ �� $�+��

0+���)�	�� ���)��	� ��+$� ������ +���)��� ������� � �!#,� ��#� � � #

� � ��# ��
�����%���� 1���� ��
������� +���)��� ������� �� ������� +�(

��� 
��	�� �������� ��������� ��$���� Ñd ��������	�� ������� ��(


������
{
σ
(kl)
x (x), τ

(kl)
xy (x), τ

(kl)
xz (x)

}
� �� 
�����$��� 
� 
����������(

��� ���$������ x� 2�	� ��+�� Ñu ��������	�� 
�����$��� 
��	�&����{
u(ij) , v(ij) , w(ij)

}
���%)��� � �
�$���%&�� ����������� � �!"#�

��� �������� /���������+� ��+���	�� $�������������� 
��$��

Nd 
���)��	�� �����	� $����� ���� ����� � ������������ �

Nd = 2min
{
Ñd, Ñu

}
. � �!-#

3������ � �!-# ������ �������� ��$����� 
� ����������� ����� �����	��

4�	 �� 	����� ��� ��$�� 
������� ����� /�� ��$����� 	�+�� ���� ������(



���

�� ����	 
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����
����� ������� ���	������ � ���������� �

����� ����
����
����� ������� ��
����� ����������

� ���	 ������	�� ������� �������	����  !�"# ���$��� ������%

���� � &���	 �������� 
����� ��
��� �������� ������� �������

{ξx, ξy, ξz, ξxy, ξxz, ξyz} �� ����
����
����� ������	���'��� ��(������%

��
�� )���$��� �����$����� ����&���� ����� ������	� &�
���� �� ����

����$��� ����
��� *�� ���'+�� �����(����� ���	���	 ���$��� ���(�

��&	� �������� ���'�� ����	� �� ����
�� ����� 
 ����
����
�� � ����%


��	�  !�,# �  !��#�

-�& �����$���� ��������� ��(����������� $�� ��
����� ����� ��&	�

	���� ���' �
�� �&�+��� ���������'��� ����	�� ���(����� z

Γi =
{
y = y(i) = k

(i)
0 + k

(i)
1 z

}
.  !�.!#

/�� �
����
� 
���(� 	���� ����&�
��' ����
����
����	 
������	 ����%


�� ���� ���(���� ���������'�� ��� x� 0(��' ki0 � ki1 �
������ (����
����'%

��	� ������������	��

1���� �(�
���
���' ��$�� ����$��� ����
��  !�,# �  !��# � ��	��'�

����������  !�"#� 
��+��� ����&�� &�(����� 
 ������	���'��	 
�(�2

q̄(i)α =

M0∑
k+l

q(ijk)α (x)yjzk, α = x, y, z .  !�.3#

4���'

N5 = N6 = N0 + 1 ≥M0, N7 = N8 = N9 = N0 + 2.  !�.�#
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����� ���	
�	� �����
� ����� 
 ����� 
��� �
�

q(i)x =

N0+1∑
j+k=0

(
τ (jk)xy (x)n(i)y + τ (jk)xz n(i)z

)(
y(i)(z)

)j

zk =

M0∑
j+k=0

q(ijk)x

(
y(i)(z)

)j

zk,

q(i)y =

N0+2∑
j+k=0

(
σ(jk)y (x)n(i)y + τ (jk)yz n(i)z

)(
y(i)(z)

)j

zk =

M0∑
j+k=0

q(ijk)y

(
y(i)(z)

)j

zk,

q(i)z =

N0+2∑
j+k=0

(
τ (jk)yz (x)n(i)y + σ(jk)xz n(i)z

)(
y(i)(z)

)j

zk =

M0∑
j+k=0

q(ijk)z

(
y(i)(z)

)j

zk.
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� ����
��� ��� �	�	
 	���� !
 q̄
(i)
y 
 q̄

(i)
z ���"	� #��� ���������	�

���� � ������� ��! !�! ����!� ��
 
 ����$ 	�#$��
��$ �����
% �����

#��� ��&��		� � ���
	�$ ��	
��

�������� 	
�
 '� &���� ���� ��#
������ 	�������	� �
���N0 > 0


 �����������( &��	� &��&������	���� &��
	���� PN0
� ���������

 �

)������% ������� *���� +�� �
��� ��	����		� ������� 
 ��&	��N4 = N0

�&&��!�
��,
% !��&�		�� 	�&��"	
� σx � )����� ������

-���
�� ��� �
))�	,
����	
 �
	%	�% !��#
	�,

 )�	!,
% �����

��	��
���	� &������	���		�% !����
	��� x 	 
 �	�� ��&	� &��
	�.

���� / ���
�
 �� +����� �
))�	,
����	
 &� y 
 z ��	���� ��&	�

&��	��� &��
	��� 	� �
	
,�� ��!
� �#�� ��� &�����! �&&��!�
��,
% ���

����
$ )�	!,
% 	�&��"	
% 
 )������ ����� ���"	 #��� ��#��	 � ����.

�����

 � )������% ����0� ��� ��	
� ����		
% ���	���
� ���1�� /���.
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����� �	
�� ����������� ��� ������� ������������� ����������� �� ���

!��" ��!���� ���

N1 ≤ N0, N2 = N3 ≤ N0 + 1. �	
��

#� ������ $����� ���� ������ %�������� &� ���� �	
�' �� !�����( %��)

��( !� ��
 *��������� ������ &�������� �� �	
�'
 +�� ��� $�� %��������

&� ���� �� ����� ����������� �� ������� �������� "�� �������������)

��� ���������� z� �� ���!(����� ���� ���" N0 + 2 &� ���� �� ������ ���)

���� !� ��� � � 3(N0 + 2) � �� ��� �������� "�� τ
(jk)
xy (x)� τ

(jk)
xz (x) � �������

������,���� �� ������ �����
 - ������� "��� ������������� .&�����

���������� τxy � τxz �������� �� "��

Ñτ = (N0 + 2) (N0 + 3)− 3 (N0 + 2) �	
/�

����������( ��$..�������� τ
(jk)
xy (x)� τ

(jk)
xz (x) ��� � ���� ����� $��( &���)

�����


0���� ����� �!��������� τ̃i(x)� i = 1, . . . , Ñτ � � ���� "��( ����������(

��$..�������� τ
(jk)
xy (x) � τ

(jk)
xz (x)� ������������� ����%���( ����������� ��)

����� &��� �������� %�������� &� ������	
�'� ��%&� !��" �������� ���

� ���� ⎧⎪⎨
⎪⎩
τxy

τxz

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

Ñτ∑
i=0

τ̃i(x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ̃
τxy
i (y, z)

ϑ̃τxzi (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ . �	
/�

1���" ϑ̃
τxy
i (y, z) � ϑ̃τxzi (y, z) �� ����� !�������� .&�������� �� &������� �

������������ � $���� %��������� &� ������


2�� � ����!��%� �����,���� �����%� � ����"�%� ������,���� � .���&)

 � �	
�'� ������������� .&����� ���������� σy� σz� � τyz ��������

Ñσ =
3

2
(N0 + 3) (N0 + 4)− 3 (2N0 + 5) �	
//
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�����	
	�� �����	�	����� σ
(jk)
y (x)� σ

(jk)
z (x)� τ

(jk)
yz (x)� � ������� ���������

���		 ��	 �����	�	����� ������
	���		 ��������	 ��!�� "��� ���#��


���$��� � �	#�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σy

σz

τyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

Ñσ∑
i=0

σ̃i(x)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϑ̃
σy

i (y, z)

ϑ̃σz

i (y, z)

ϑ̃
τyz

i (y, z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. %&�'�(

)#�
� ϑ̃
σy

i (y, z)� ϑ̃σz

i (y, z) 	 ϑ̃
τyz
i (y, z) * ����� "��	
��� �����		 
����
���� 
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.���$���	� �������	 �������
	� ���#��$�!��� �����
��� ��$� �
�

������	 ��������� ������� rx� ry� rz � �����$� %&�/( �� ��$	���	�$����

���
����
��� ��
���� �����	 � 
������
��		 


Q(ij)
x =

∫
S

rxpijdydz = 0, i+ j ≤ N0,

Q(ij)
y =

∫
S

rypijdydz = 0, i+ j ≤ N0 + 1,

Q(ij)
z =

∫
S

rzpijdydz = 0, i+ j ≤ N0 + 1.

%&�'�(

� ������� ���#�
������!� ����"�������	�� 
	
���� %&�'�( ����� "���


��#��� � 
	
����
Ñd

2
= Ñτ +

(N0 + 1)(N0 + 2)

2
%&�'&(

�"��������� #	�������	�$��� �������	 
 ������	 ���	���#���	

τ̃i(x)� i = 1, . . . , Ñτ 	 σ
(kl)
x (x)� k + l ≤ N0� � �����

Ñyz = 3 (N0 + 2) %&�'0(

�$!�"��	+�
�	� �������	��� ������� ��$���
� $	�� ���	 ���"	���	��	
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������	�
��� σ̃i(x)� i = 1, . . . , Ñσ�

���
���� ��� ������ �
��� ���������� u �������
���� x ��
�����
��

 ����
��
 ��� ������
��� ξx  ������
 � ��!"� #�� ��� �� ����	�$ �
%

�
�
&
��� u �
 ������ '�������
 ������ �� (����) �������) (����� ��

��
�
�� ����������	��N1  ������
 � �*" ���
� (��� �(���� ����
 � ���

����	�� ������
��+ σx� �� 
���N1 = N0� #���� �(������ ���������������

�
����) ����	�+ ���
��� ����������� �����) �������� PN0
� #�'�� ��%

��
�� ����
��+� ������� ��
��
� �� ����
����$&
'� ���
���������� ��
%


� ��

Q(ij)
xx =

∫
S

ξxpijdydz = 0, i+ j ≤ N0 . � �,-"

.�
�
�� ����������	�� ��� ����	�+ �
�
�
&
��+ v � w ����� �(����

�
����������� /������� ��
�� ��'����� �������
���� 0�� ������ � �
��

��� �
 ������� ��
���� �����
 �������������
 ��������������� ���

����
������ (���  ����
����
 � �(&�� ������ Ñτ ����	�+ ���'��)

������
��+ τ̃i�

1 �����) �
��'� ���)���� ������
��� ������ ���
�	�� ����	�� ξxy �

ξxz ��� ����������� ���������+ ��
�
��� /�� ����� �
������
 ����	�� τ̃i

����$��$��� �� ��������
���� 1 ���'�� ���)��
� �
 ����	�� τi ������%

��$��� ��� �����
��� ���
�	�+ ������
�� ξxy � ξxz �� ������
���
 ��
%

	������� �(����� �������������
 ������������ 1 ���� �����
 ���
�	��

���$��� �
��������

�������� 	
�
 /
���������� �
�()����� ���
�
���� ��
�
��N 0 ���%

��) �������������) �������������� ���(� ����
�������� ������
���ξxy

� ξxz� 0��� �����
�� ���
�
��
��� ��� �����������
 �������
����
 ������

��� ������'� ������
��� �
��
����2

Ñτ ≥ Nτ , Nτ = (N 0 + 1)(N 0 + 2). � �,*"

3��(� ��
��4��� �����
��� �
�
�
���) τ̃i(x)� ����������	�� � �,�"
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���� �������� ���	
��� ���������� ��������� ����	� ������

���  �����! τxy � τxz �	 ��������	���� PN0"

∫
S

τxypjkdydz = 0,

∫
S

τxzpjkdydz = 0, k + l ≤ N 0. #$��%&

'��� (��)�� ��*	��� ����	 #$��%& ��������+��Nτ ��(  �������� τ̃i(x)�

����	���� ����
���+��� ���	
���

� ������ ��	������ �������! ����� ��	�����!� ���������� ���

*	�+ ���������������� ����� 	�)���	������ ��	�����! ��������+��

τ̃i(x)� ,�� �	���� ���������� 	�	��������� �� ����� ����������� ���

������� ��	������ ��*	��� �� ���+ ���������� -� � ������.����� ���

��������� ������ ��������+ ����	�+��! �������! ������� �	������� �	

����� �����	 ��������� /	�	 ��� ����+*���� ��)��*���� ��������!�

� �	�	�� (��)� �������	���+��)� �����	� �����	��� ���� ��	������� ���

����� ����.�� ������! ��(  ������  �	���	�+��� 	�������� 
�	���

����� '��� (��)� ��������	�  (��� �	���	�+��� ��(  �������� ���	�

.	��� �
 ����	���)� ��	������� 0�	 ��������	 �������  �����������

���� ������	
��	����� ���������� Nτ − 1 �	
�

1�*	� ��	������ #$��%& � ����	���� ��
��+�	� � ��	������ #$��2&� �����

�	�� �������� ���	.����

⎧⎪⎨
⎪⎩
τOxy

τOxz

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

Ñτ∑
i=Nτ+1

τi(x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ
τxy
i (y, z)

ϑτxzi (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ . #$��3&

4��+ τi(x)� i = Nτ + 1, . . . , Ñτ ������� ������ ��(  ������	��� �������

������� ����!���� ������	�����  �����! τ̃j(x)� j = 1, . . . , Ñτ 5 ϑ
τxy
i (y, z)

� ϑτxzi (y, z) ������� ������ �	
�����  �������� ����)��	�+���� �����

����	�+���� �����	���� PN0�

-	!��� �����	������ �	���.���! τxy � τxz� (����	�������  ������
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������	 
 ������ ������ ����
�	 �����������ϑ
τxy
i (y, z) � ϑτxzi (y, z)� ��� ��� 

�� 
�
���� 
��!"��"� 
�
��" "#������$

∫
S

τxyϑ
τxy
i (y, z) + τxzϑ

τxz
i (y, z)dydz = 0, i = Nτ + 1, . . . , Ñτ ������

� #��#�%� �� ����
������� ������#&' ���((�)������ τ̃i(x) ���!� *�"

��

+�
�� ��!
������� #�%���� "#������� ������ � "#������� ������ � �#���!�

��!���&� ����&	 ���"��� 
��!"���� �&#�,����

⎧⎪⎨
⎪⎩
τPxy

τPxz

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

Nτ∑
i=1

τi(x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ
τxy
i (y, z)

ϑτxzi (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ . ������

-!�
� �� �������� 
 (�#"��$ ����.�	 τi(x) �#� i = 1, . . . , Nτ / ���&� ���( 

(�)����&0 ϑ
τxy
i (y, z) � ϑτxzi (y, z) ������
� ���&� ����
�&� ����������	

����#&� ������
� �#���������&� � ���#�,���� τOxy � τOxz� 1�,�� �#��� 

#���	 ��� ���"����&� ���#��
��)��

⎧⎪⎨
⎪⎩
τxy

τxz

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

⎧⎪⎨
⎪⎩
τPxy

τPxz

⎫⎪⎬
⎪⎭+

⎧⎪⎨
⎪⎩
τOxy

τOxz

⎫⎪⎬
⎪⎭ ������

"!�������#��� �#�����& "
����� ������

-�(��
�#"� N2 = N3 = N 0 � ���#��
��)��' ���2� � �&��
�� ��� 

�"� �#���)�� ("��)�� ξxy � ξxz � (�#"�� ����.� �� �#�
�#��
��� PN0� 3� 

�!� ���"����
� 
�
���	 
�
������ ��Nτ ��&�������&' !�((�#��)�����&'

"#������$ 
 ��#�&� �#�����!�&� ���((�)������ v(kl)(x) � w(kl)(x)4

Q(jk)
xy =

∫
S

ξxypjkdydz = 0, Q(jk)
xz =

∫
S

ξxzpjkdydz = 0 ������

!�� j + k ≤ N 0�

5 #��"������ ���((�)����& τi(x)	 i = Nτ + 1, . . . , Ñτ �� �������& � 
� 
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������ � ������� 	
� ��� !�� ��� ������ ���� �� "����#��� ������$ �� ���%

&�� ������ ��'�� (��� ������������� � ����)�� ��'��$ �� *��� ����&�$�

�� ��� ���'�� (��� �����#��� �� ����������&�� 	
����� �� ��

τi(x) = 0, i = Nτ + 1, . . . , Ñτ . 	
��
�

+ ������)�� ��"�� ��"������� ��������� ����� ����������&�� ����&�$

σy� σz� τyz, ������������ ������������)�� �������������� �����������%

����� ��#�������� �����&�� ����������� ξy� ξz� ξyz �� ��������� 	
�-.� ��

*�� ����������������

+�%������� �������� #�� ���������� ξy� ξz� ξyz ������� ���(�� �����%

��&�$ �� �����'�� ����������� �� ���������� x� /�����������)�� ������%

������ �������)�� �� ��������� 	
�-.�� ��"�� (��� ������������� #����

���������� σ̃i(x)� ������� �� ������'��� "����#��� �������� �� ���&��

(�����

/ �#���� ������ 	
� .�� 	
�  �� 	
� 0�� 	
� 1� � 	
��
�� #���� �� *��� ����%

&�$ �����

Nyz =
(N0 + 2)(N0 − 3)

2
+ (N 0 + 1)(N 0 + 2). 	
��0�

!�"��� ������� N 1 �������������"� ��������������� PN1� �� ������� ���%

�&������� ����&�� ξy� ξz� ξyz� ������������ #���� ������������ #���� Nσ�

��� #�� ����������� �����������

Nyz ≥ Nσ, Nσ =
3

2
(N 1 + 1)(N 1 + 2). 	
��2�

3���� *��"�� ����������� ����"�������&�� ����&�$ 	
� �� �����"�#��

���&������ ��������$ � �������)�$ #���� *��"� ��"������ � �������%

�� 	
� 4�5	
����� +�%������� ��#����� ��� �����&�� ����&�$ σy� σz � τyz



���

�� ����	�
�	��
��� PN1

∫
S

σypjkdydz = 0,

∫
S

σzpjkdydz = 0,

∫
S

τyzpjkdydz = 0, j + k ≤ N 1 .

�����

������ 	��	���� ��� 
�
���� ����
������� ������	�� �� ������ ������

σ̃i(x)� i = 1, . . . , Ñσ�

!�
�� 	�����" �	������" ����� �	��#	�������" ��$��� ����%��� 
����&

'(�� ��	�)����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σOy

σOz

τOyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

Ñσ∑
i=Nσ+1

σi(x)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϑ
σy

i (y, z)

ϑσz

i (y, z)

ϑ
τyz
i (y, z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. ���*�

���
� σi(x)� i = Nσ + 1, . . . , Ñσ + ����� ��	�������, ϑ
σy

i (y, z)� ϑσz

i (y, z) �

ϑ
τyz
i (y, z) "��"'�
" ������ #���
���� ���� �"�� �	��-�������-� ����	�&


�	��
��� PN1�

.��#� ��	����� ���� �� σy� σz � τyz %�	�� ����/ #���
� ��
�	���� 
��&

��'(�" 
�
���� �	������/

∫
S

σyϑ
σy

i (y, z) + σzϑ
σz

i (y, z) + τyzϑ
τyz
i (y, z)dydz = 0,

i = Nσ + 1, . . . , Ñσ.

���0�

1�� � 	����� 
�
���� ���0� 	��	�����
" ����
������� ������	�� ��	����	��

σ̃j(x)� j = 1, . . . , Ñσ�

!��
����"" 	������ �	������" ���0� � �	������� ��$��� ����%��� 
��&



���

�����	 
�� ��
��	��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σPy

σPz

τPyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

Nσ∑
i=1

σi(x)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϑ
σy

i (y, z)

ϑσz

i (y, z)

ϑ
τyz
i (y, z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. ������

��	�� σi(x)� i = 1, . . . , Nσ � ����	  �!""�#�	�$� ��
��	���% ϑ
σy

i (y, z)�

ϑσz

i (y, z)� ϑ
τyz
i (y, z) � ����	 &�'����	 "�� #���  �$���	 ��$�(������� 
��)


���$����$������*�� +���� $� �	� ,$� �

�� ��-�#��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σy

σz

τyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σPy

σPz

τPyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σOy

σOy

τOyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

����.�

$�,�� �����	$����$ (����,��- ������- ������

/	���	 �����	�� Q
(jk)
x = 0 � "��-��	 ���.�� -�(�$ &�$� ��� ��'�	)

0	�� �$����$	���� 
	���1 
���'�����1 "�� #�� ��
��	��� ��	�����-

�&��'�-

dσ
(jk)
x

dx
= f (jk)x (τ1(x), . . . , τNτ

(x)) +X(jk)(x), j + k ≤ N0. ������

��	�� f
(jk)
x ���$� ���	���-�  �-&���#�-�  �!""�#�	�$�� τm � "�� )

#�� X(jk)(x) ��	���$ �' 
�	��$���	�� ��	0�	� ��(��' � q̄
(i)
x � "��-�)

�	 ������ � i = 1, 2, 3� 2&�		  ���,	�$�� ���$��0	��� �������  �$���	 �)

��$� ,��$�� �� �-�� ���$	-� �����	���� �����

N e
x =

(N0 + 1) (N0 + 2)

2
. ������



���

�����	
���� ������� ������
� Q
(jk)
y = 0 
 Q

(ij)
z = 0 � ������ ������

���������� �����
�� �� !
����"
�� ��# ����� ������ ��# ��$��%

&�
'(
dτi
dx

= f (i)yz (σ1(x), . . . , σÑσ
(x)) + Y (i)(x), i = 1, . . . , Nτ . ������

)!� f
(i)
yz �������� �
�'���
 ���*
��"
��
 ��+��
"
���� σm, ������%

�����-
 ����"

 Y (i)(x) �������� ���� ����� ����&�
� !�� ����
#

��	����� q̄
(i)
α � α = x, y, z 
 i = 1, 2, 3�

.�
��� �� ��
���
 ������� ������� ����� �� ������
� � �����%

� ������� �
��� ������# ����� (N0 + 2) (N0 + 3)−Nτ � �������� �
�'���


��������
��
� ���������
 � ��+��
"
����
 σi(x)� i = 1, . . . , Ñσ� /��	��

���� ��	*��
���
# ������
' $�������� 
� $���"

 ����"
' ξy� ξz 


ξyz �� $����������� PN1(

Q(jk)
yy =

∫
S

ξypjkdydz = 0, Q(jk)
zz =

∫
S

ξzpjkdydz = 0,

Q(jk)
yz =

∫
S

ξyzpjkdydz = 0, j + k ≤ N 1 .

����0�

1���
�� ��� �
��� ��	*��
���
# ������
' �� �� �� �
��� ��+�%

�
"
���� σi(x)� /�� ��	�� ���*� �����
� ����
�����
 �
���� ��	*%

��
���
# ������
' 
 �����
� �� ���$����� σi(x) ��� $����� v�

w� σx� �����
� �� $������� ��	*��
���
 ������
� ������
' ������


 ����0� �����
�� �� �������# 
� ��+��
"
����σi(x)� 2�� ���
 ��&�

*�� $�!������� � ��!��-
� �
!

σ0j (x) =

N0
σ∑

k=1

cjkσ
0
k(x) + fj + Zj(x), j = N 0

σ + 1, . . . , Ñσ. ������

)!� 

N 0
σ = Ñσ −Nσ − (N0 + 2) (N0 + 3) +Nτ ����3�



���

� ����	
��� ������ ��������
��� σi(x)� �
�
���
�������  ����
��

���� �

σ0j (x) = σk(j)(x) , j, k = 1, . . . , Ñσ; ����� 

cjk !�!"��! 
#
��
����� ��������
�����$ fj !�!"��! ���
%���� ����

&�����!�� �
� '���
�
�����(��� �
�
�
���� v(im)� w(im)� σ
(im)
x � 
'
���


 ������
 ���� $ Zj � �������� )�'��
��
 �
����� ��*��)����� +�*'�� �

�	
��� ������� ����, � �������
��
 ����- ��.�� �
�
�����( ��
'�"#��

�&��)��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σy

σz

τyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

N0
σ∑

i=1

σ0i (x)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϑ̄
σy

i (y, z)

ϑ̄σz

i (y, z)

ϑ̄
τyz
i (y, z)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fyy

fzz

fyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Yyy

Yzz

Yyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. ����/ 

0�'����!! ����/  ���.
��! '�! ξy� ξz � ξyz� ����	�� ��������"#�


��*
&���	
���� ����
��% '�! ���
'
�
��! ������� σi(x)

∫
S

(
ξyϑ̄

σy

i (y, z) + ξzϑ̄
σz

i + ξyzϑ̄
τyz
i

)
dydz = 0, i = 1, . . . , N 0

σ . ����1 

2���
�� '���
�
�����(��� ����
��% ���-, � ����� ��*�� &��( ��)�

�
�
�� �������
�(�� �
��� ����)�'��� �� ����
����"#�� �
�
�
����

u(jk) ��� j+k ≤ N0� v
(jk) � w(jk) ��� j+k ≤ N 0� 3�� ��.�� �'
���(� �������!

� ������
 �
�
��
 ��*
&���	
���% ����
��� ������! ��&���� �) ����
��%

���-� � ����4 � ����1 �������
�(�� �
�
�
���� σi(x)�

5�
 �
)������
 �
�
�
���


σ(k,l)x (x), u(k,l)(x), k + l ≤ N0;

τi(x), i = 1, . . . , Nτ ; v(kl)(x), w(kl)(x), k + l ≤ N 0



���

����� 	
�� ��	��
 � ����� a(x) ∈ RNd ������
� �������� � �������

����

Nd = (N0 + 1)(N0 + 2) + 2(N 0 + 1)(N 0 + 2) . ������

����� ���������� !�""���#�����
� �������$% &�� ������� ��'�� 	
��

�������� � �������$ "���

R =

(
I
d

dx
+K

)
a+ F (x) = 0 . ������

(!���K ∈ RNd×Nd  �� ��� ���!���)��$ ����#�$% ����� *�$ �� &��������

Kij =
∂Ri

∂aj
, ������

I ∈ RNd×Nd  �� ��� �!���)��$ ����#�$% F (x) ∈ RNd &�� ����� ���+��$

������� �� 	����
� ������� 	�����

�������� 	
�
 , ����)�� �� -������� ���% ���������#�� "���#�$

��� '���$ τxy � τxz �� ��� ��� ����� �!���������� ����)�
� ������$

����� �� 	����
� ������� ����
� ,����� &����% ������� ���������#�� !� 

�����*���$ v � w ���
+���� �� �!���#�. N2 = N3 = N 0 + 1� /����

�	����% ��#�!�� ���������� ������
 012 	�!�� ���������

3�� � � -������� ���% �����������#�� "���#�$ τxy% τxz �
���� ��� ��

����� &���� � ������������ � "������� ������4������� 5������ ���������

����
� "���#�$ �� "����
 ������

Pτ =

Ñτ∑
i=1

ci

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ
τxy
i (y, z)

ϑτxzi (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ . ������

�
	����� � ��)����� 	����� ����������% �� ������ ���#����� "����

#�� ξxy � ξxz�

6������� 	���� � ������+���� ������% ����!�� �����������#�� "����



���

��� v � w� �	
 ��� ��	�� �	��
 ������
 ���� ������� �� �����������

Pτ �����	
���
 � �	������� ����	�

∫
S

vϑ
τxy
i (y, z)dydz +

∫
S

wϑτxzi (y, z)dydz = 0, i = 1, . . . , Ñτ .  ���!"

#���� ��� ������� ��$��%����
 ������	&� Ñτ ���������� �$ v(jk)(x) �

w(jk)(x)� k + l ≤ N 0 + 1�

'�	� ��%���
 �������  ���!" � ������������( ���������
 ��)���

� ���������  ��*"� �	������
 �	������� ����+����,

⎧⎪⎨
⎪⎩

vO

wO

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

Ñu∑
i=Ñτ+1

u(i)yz (x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ
uy

i (y, z)

ϑuz

i (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ .  ���-"

#���& ���� ����������� u
(i)
yz (x)� i = Ñτ + 1, . . . , Ñu 
�	
���
 	��������

��)�����
�� ������� v(jk)(x)� w(jk)(x). ϑ
uy

i (y, z) � ϑuz

i (y, z) 
�	
���
 �/

���� )�$������ ������
�� ��(��	&���� �	�����	&��� ������Pτ .

Ñu = (N 0 + 2)(N 0 + 3) 0 ���	 ����������� � �����������
� v � w�

1�)� ����� ��������	���
 ����������� v � w ������	������ ���� ��/

��� ��������	��� � ����	�  ��*"� ������� �	������� ������� ���������

� ���&� ���� )�$����� ������� ϑ
uy

i (y, z) � ϑuz

i (y, z),

∫
S

vϑ
uy

i (y, z) + wϑ
uy

i (y, z)dydz = 0, i = Ñτ + 1, . . . , Ñu.  ���*"

2�� � �	
 ��������
  ���!"� ��$��%�� �������  ���*" ������	&� ����/

��� ����������� v(k,l)(x)� w(k,l)(x)� '�	� ��������� ��%���
 �������

 ���*" � ������������  ��*" � (�������
 ��)��� �	���� �	���� �	����/



���

��� ����	�
�	��

⎧⎪⎨
⎪⎩

vP

wP

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

Ñτ∑
i=1

u(i)yz (x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ϑ
uy

i (y, z)

ϑuz

i (y, z)

⎫⎪⎬
⎪⎭ . �����

����� u
(i)
yz (x)� i = 1, . . . , Ñτ � 	���� ������		��� �����	�� ��	 !�� ϑ

uy

i (y, z)

� ϑuz

i (y, z) �"# i = 1, . . . , Ñτ ����$�	�"�	� ��"�	���� ϑ
uy

j (y, z) � ϑuz

j (y, z) �

�����"� ���%� �"# j = Ñτ + 1, . . . , Ñu & ����"������ 	���� ����� ����!��

�"# ��	 !�' ��������	�' v � w ��$�� ���� ��������"�	� � ������������ �

⎧⎪⎨
⎪⎩

v

w

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

vP

wP

⎫⎪⎬
⎪⎭+

⎧⎪⎨
⎪⎩

vO

wO

⎫⎪⎬
⎪⎭ . ��()�

*�$��� Ñτ ��� 	���		�+ �������	!��"�	�+ ����	�	�' �����$� ���#�,

 � �  �-���!��	���� u
(i)
yz (x) ��"�.����# ����� ��.��"�	�# ���+ ���� !�'

��	 !�' ξxy � ξxz 	� �����������/��� ����������	����

∫
S

(
ξxyϑ

uy

i + ξxzϑ
uz

i

)
dydz = 0, i = 1, . . . , Ñτ . ��(��

0���	�
�	�# ��(�� 	� �����1��  �-���!��	��

ujyz(x), j = Ñτ + 1, . . . , Ñu .

0"�������"�	�� -�� ��	 !�� ��"1	� ���� �� "/.�	� �� ���������	�#� � �

uiyz(x) = 0, i = Ñτ + 1, . . . , Ñu. ��(2�

3�� ��.��"�	�� �"$�����.�� �+ ���� !�' �"# ξy� ξz � ξyz� 4"$����� ��

��������� � 4"$������� �2 3�� -���� ������	���� �� ���� ���� �	�+ ��,



���

������	
 a(x) ��
��

Nd = (N0 + 1)(N0 + 2) + 2Ñτ . �����

��� �	������� 	����	 ������� ������� 	����	
����� ��  ����!���"#

��� ���
����$% �	�	��	$ �����% ��	��	���	 �����" &����� �� �	���
�����

&�������

K + λI = 0, ���'�

�	�	��� �	�������� �	��� �	�����	
�� 
���	�	


a = a(i)eλix, i = 1, . . . , Nd ,


 ���
����� ����� (���" λi � a
(i) ) �	���
����� &������� � �	���
�����


���	��% ��� �	�	��� ������� ����� ����� �����
���"��� ������� *���#

�������" ������� ���'� ����� �����+��+ ���������,

det (K + λE) = λ12PNd−12(λ) = 0 . �����

(���" PNd−12 �
������ �	���	�	� ������� Nd − 12 	��	�����"�	 ���������

λ -	���" λ = 0 � �����	��"+ .� 	���/��� �	���	����"��+ ����" 	����	

�������% 
 �	 
���� ��� �	��� ���
�����

PNd−12(λ) = 0 �����

 	�����+� �������% �	��	���� �& 0���	���!���"��� ����	
 *������% ��	

������� ���
����� ����� 
 	���� ������ �
��+��� �	���������� 
�����#

����



���

���� ������	�
� �
�
 � �������	��� ��������

�������	
������ ��������	�
�� ���������� ��� � ��� 	� ������� 
���

����� ������	�� �������  �

������ ��!����	��	� "��� #
��  �
� ��$%

���	�� l = 10& ������� �������	�� 
���	�� � ����� ���	�"����		��� ����

����	��� 
 �
	���	��� b = 1 ���������	��� �
� y � �'
���� h = 1& ����	�

������		�� ����� �
� z� (����� ���������� 
�
���' ������	�� ����
��� �

)�	�� ��

 
���	�! �����'� *������
!& ��� "����'� ���	� "���� 
��"��	'

�� 	������& ���� q̄
(i)
x = q̄

(i)
y = q̄

(i)
z = 0 ��! i = 1, 2, 3 � ������ #���%� +����


����	� �� ��	����	��� �������	��� ��������� 
 E = 1 � ν = 0.3�

,������& 	�������& 
������� 
����	� ������
���)�� N4 = N0 = 2&

N5 = N6 = 2 � N7 = N8 = N9 = 3 ��! �	�)�� 	���!-�	�� � ������ #��.%�

/
�� �
�������
! �������� ���& �� �� ���	�	�� #���0%& #���.% � #����% 
���

���& ���

Ñτ = 8, N0 = 1, Nτ = 6, Nd = 24. #��12%

3�! ��������� ���& 
�
���� 435 6�����������
! 
�������� �����������

Nτ = 8, Nd = 28. #��1.%

 �
���' "'�� �'���	�	' ��� ���	'6 
����	!6 ����	������	'6 �������


���)�� N0 = 2, 3, 4� 7 ���� 
���� ���
�����	'� ���!��� 
�
��� �"'�	��

��		'6 �������	)����	'6 ���	�	�� "'� ����	 Nd = 70 � Nd = 78 ��!

���������� ��� � ��� 
������
���		��

������������
!& ��� ���	 �� ��	)�� "���� -�
��� �������	8

u = v = w = 0 , x = 0. #��19%

3���� ��	�) #x = l% ������-�	 ������
���� ������	'6 ��������8

� ��
�!�������� 
��'

Fx =

∫
S

σxdS; #��20%



���

� ��������	�
��� ���

Fy =

∫
S

τxydS, Fz =

∫
S

τxzdS; ������

� ������
���� �������

Mz =

∫
S

σxydS, My =

∫
S

σxzdS; ������

� ��������� �������

Mx =

∫
S

(τxyz − τxzy) dS. ������

 ������� ��!�����	���� ���� ���	�!��� !�� "�����# �����"��# ��!�"$

������ ���� %���&���� �����'��� ����� �����	���� ��!�
���

	��(��� ��������

Fx = 1, Fy = Fz =Mx =My =Mz = 0. ������

������ ���� )���� ����� ��������'�� �� y �����"�	���� ������"���

����

Fy = 1, Fx = Fz =Mx =My =Mz = 0 ������

������ ��	� )���� ����� ��������'�� �� z ��!�� 	 	�!�

Fz = 1, Fx = Fy =Mx =My =Mz = 0. ����*�

������ ��
� +��"���� ����� ��������'�� �� x !����

Mx = 1, Fx = Fy = Fz =My =Mz = 0. ������

,	��������� #�!����' ���������	- �������# 	 .��� ���	�- ��������



���

�� ���� ��	 
�� �
��� ���� �������������� ������ �������� ���������� ���

������� ��������� ������� �� ���� �������� ���������� ����� ���� 

!����!�"� ��������� ��	� ����������� �!�������� #��� �������� � 
��

�
�� ��	$��%�

���� ���� ��	�
����� ����� �����
�� ������ ��
�������� ������� Π �����
����� � ������
����� ������� Πc ������� ����� ���  ����� ��!�

&���� �������'( ��� �#� ��������� ��)�
���� ! )������ ����!����!��


��� � 
������ * �� +� !����( ���������'��� ����������' Δ = ΦΠ−1
c ���' 

�� ��� �� �
�� ������� #��� 
��������� 
�� ,�
�� ���$��% ��� N0 = 4

-��� ���� ���.� /����� ������� #��� �������� 
�� ,�
��� ���� ��� ����(

��!�
���� 0������ Δ(N0) 
�� ,�
�� ��	$��% �������� �� +� ������ 1) )� 

��������2 ���#������'" �!������ ��( ��� !������� ���������'��2 ���#��

��� N0 = 2 ���!����� 15% 
�� ���) �
��� ��� ��+�� �#3�����' 
�!��'��

���+��� �����+���� 
�0������!����� ���������� #����( �#����!������

���#�� ��� ���������� 4��#� ������"������!��' ���� 0���( �� ���� ��%

��#��+��� 
��������� ������� ��� x = 5 
�� ,�
��� ��%�



���

���� ���� ��	
�����	�� �
����	
�� �	����� Δ(N0)�

���� ���� �����	���� ����	�� ��� x = 5 ��� ������ ����



���

�����	
����� ����������� ��������� ������

ϕ =
1

2
ξ : C : ξ ������

����	�
���� �� ���� ��� �� ����������� ��� � ����� ��! "����� ��#� $	%

��	��& �	� �������! '	�( )*�� �� 
�*	� 	�*+������� ������ � �*�,& ��

����,������ *���( �����	� 
����� ���
 � *+��
 ������!�

���� ���� �����	
	�	��	 �	��	���	���� ������ ϕ(0, y, z) 
�� ��
��� ����

-��!��� +������� *���
�( �� ������ ����� 	���� *�*+��	� !
�!%

�	�! 
�.��� �����	�� �� ���	�
���� �������
���� ������ $��������	�

�����!& �
!������ � 	���� 
��!����& ��+*	 ��	� �����	
���� ��/!�����

��� ���� 0��%-������ 1� �������	
����� � ���� ���
�� '))��	�
 ��+*	

��	� ���� 	����� �� ����
� ��	�����+� ������� 	������+� ���!.����%

��)����
����+� ���	�!��!�

1�����& ����������� �����,	��� ��������

μ = min
m≤Nd

|Re(λm)| , λm �= 0



���

������	
� ��
��� ����
�� ������
��� ���� lS� � ������� ���
�
 ���

�
��� ���
��� ��
�� λm 	��	���	 ���	�� ����
�	  ��!!"� #����
�� lS

���
�
�	
��	 �� ������	� $�� ��������� �����
������� ������� �����

��	 �����
�����
� ��%���
��� λm� ��
�&�
��	� �����
�� � 100 ���'

eμlS − 0.01 = 0 .  ��()"

*
��$�� μ ���� μ = 4.66 ��� ����+� �����
���� %����� ,�-�� �
&
�


����
�	  ��()" ���%�����
��� ����

lS ≈ 1 .  ���."

/����� ��! �����+��
� �����
�
�
�	 ������+� ���	0
��σx �����

��� x� 1���	0
�	 %+�� �+$���
+ � ��$��� ���
�
$�-� �
$
�	� �����+


�����	 ����������� y = 1
2 � z = −1

3  &������������	 �����	"� y =

−1
2 � z = −1

3  �������	 �����	"� y = 0 � z = −1
3  &�������	 �����	"�

y = 1
2 � z = −1

3  ����&�	 ���	" ��	 ����$ ��23��4 �����
����
�� 5��%+

��
�������� ��
 ����+
 � ���� �����
 ������+
 ���	0
�	 σx(x)

%+�� ���0
+ � ��������
� 2.. ��	 ����$ ��2 � ��4� 6�� %+�� ��

�

� ������
  ���."� ���
�+
 �����7
�	 ���	 ���	0
�� ���������� %��0


� ���� �
$
�	 � ������	�� �
�&
 
����+� 8�� ���� �����
�����
�

�����
��� lS� ���
�
�	
��-� ��������  ��(4"�

9��
���� $�� �����7
�
 ���	0
�-� �����	�	 ��0
� �������� 


������ � ��0���� $���� %����� :���-�$+
 	��
�	 ��-�� %+�� �+���+ �

���
�
�
+� ����� �-������ 6�� ���� � �����
 ��! ��	 ����$� ��4� ���

����+
 ���	0
�	 σx(x)� �+$���
+
 ����
 �����-� ���	 %����� ��
��

���
�+
 ���

�	 � ������	��� ������
 
 ��
�+&�
� lS�



���

���� ���� ����	
�� ��������
�� 
�����
�� 
�����
�� σx ����� ���
� ����� ���

����	 ��������

���� �����	
���� ������ ����


�� ��� 	�
 �� �� 
������
�� ������� �����N0 = 1� �������� ��� � ����

������ �������� 
������  ���� ��!"��# �� ��$�� ��% 	������� �� ������ &�'

��
���� ��(� )
� 	
�������� *���
���� ���� �	
��������% � �
������� +��,�-

��$�� 	
��������% � ����

det (K + λE) = cλ12,

��� c " ������
�� ��.��������� 	���������� /���� �������� 
� ��%��
�'

0.�� 	�
���.���� � ��	
�$���� �	��������� ���%�� 	���������%����

1���2�����

3�� ��� 	������� ������ 	
��������0� � �		
������2��� 	
� �0�� ���'

	��� N0� 	
������������ ��$��� �����%�� � ����% ����� ��	 �.��� 
�'

������ 4 ���%������� 	���������%��� ����% 	
���$���� ���� �� ����%

	
���2������ 
������� �����



���

�������	 
�� ���� �������� ����� ���� �������� ��� ����� �������

N0 � ������ ������� �� 12 �������������� �����������  �!����	 �����������

�"������������ ����� ������ ����
� ����� ��� ����#������� ��$����

�����

%�&������	 ���������� ��"��������� ����'���� ���� � ������� ����

� ���������� ������������� (���� !�� �������	 ��������� ������)�� ����&

�������� ������)����

∫
S

u(x0, y, z)dS =

∫
S

v(x0, y, z)dS =

∫
S

w(x0, y, z)dS = 0 . *+�,-.

/������ ������������ ���� �������� ���'�� ���� ��'� ������

∫
S

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
dS =

∫
S

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
dS =

∫
S

(
∂v

∂z
− ∂w

∂y

)
dS = 0 *+�,0.

��� x = x0� 1�
� x0	 � ������ ������� *+�,-. � *+�,0. ������	 ��'�� ����

������� ������������ /�������	 ���� !�� ��
� ��������'�� ��#����� ��&


����	 �� ��'�� ��������'���	 
�� !�� ��������� �����

2� � � ���
�� ������� �� ������)����	 $���� "������ �������	 �

������	 ���� � �������	 � ������������ � "�������� *+�3�.4*+�3�.	 �����

���� ����������� ������������� � �������� ������ ��
� x1�

5��� ������ ������� ���� �������� �� �������	 ����

q̄(i)x = q̄(i)y = q̄(i)z = 0, i = 1, 2, 3

� "������ *+�0.	 �� � ������������ � ������'������ *+�,. ��$���� �����



���

�����	
�	 �������� ������ ����������

σ(kl)x = c
(kl)
xx,1 + c

(kl)
xx,2x, σ(kl)y = c

(kl)
yy,1 + c

(kl)
yy,2x,

σ(kl)z = c
(kl)
zz,1 + c

(kl)
zz,2x,

τ (kl)xy = c
(kl)
xy,1, τ (kl)xz = c

(kl)
xz,1, τ (kl)yz = c

(kl)
yz,1 + c

(kl)
yz,2x

������

� ������ ������
����

u(kl) = c
(kl)
u,1 + c

(kl)
u,2 x+ c

(kl)
u,3 x

2,

v(kl) = c
(kl)
v,1 + c

(kl)
v,2 x+ c

(kl)
v,3 x

2 + c
(kl)
v,4 x

3,

w(kl) = c
(kl)
w,1 + c

(kl)
w,2x+ c

(kl)
w,3x

2 + c
(kl)
w,4x

3.

������

�����  �!"� c � !��#���� � ������� �������� " "$��%��& ��"�"�&� "�'

�����&( $�!���
�� "� )����%�&# ���"!���

*�" & ���!���� ��$��%�&� �"����( ������
���� v(x, 0, 0) ! ��$� $���'

�")" "���  ��� ��� ����%� ��+ ��$)� "��"�� �"� �����!��� ������$&'

!�	
�� ���&� �"�$��& �� ,��� ��-� .� /�"� )�����( ��!��( "���%�����

�"%���( �""�!����!��� ��"���"��"� �"����  ���( �$�%���"� ! /�"� ��$'

���� � x0 = 0( ���"0��� ��!�� �������!���� ��0����( �"��%���"� �� "��"!�

1�)"����� ��� ���N0 = 32 ��������� ��!�� 3 ������
����  ��� 4�����'

��( "�"�"� ����� !��

vc(x) =
x2(3l − x)

6EI
. ������

5������ "�������( %�" !�� ��� �"���"������&� ��0���� �������" "��'

��"!& ! �"%�#( "�"�&� ����"�"���& ����" "� $�
������")" "���

 ����x > lS�� ,�$���� ����� ��0������ ���"� � $�
������"� %����	 !���'

�� ���� � �"���  &�� �����������"!��� � ��"�"�&� ����0���� )����%'

�&# ������
�����
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���� ���� ��	�
����� v(x, 0, 0) �� 	����� 
�������

���� �����	
���� �
	
���	������ �
��� � �	��������� ����	���

�� ��������

��� ��	
 �
����
 � ���������� �����	�� ��	
�
� ������� ����		�

�
�
 
�������� ����� �
�
	�
� ��	��� �
  � ���
� �
 
 ������� � 
�

������� ������! ��	��� "�
� �����	 �
��!�� �
��
���� ��� #$$�����%


 
�����	!�� &��� ������ � �����	��'  ����
��� ��!�
	���
� ��	��

� �����
	��� ������� � �

��������� � ��
��&�
��� �	�
�������� 
�%

�� ���(����! � #�
� �	����

)����
���� �
�� �
�
	��' ��	�� � ��
������������ � ��*���������

������������ ���������� � �����	� +���� ,���� ��	
 ���� �
 � ��
�
�%


� �
&� �
�����
� ��	
� Fy = 1 � ��������� �
���
� Mx� -�����

�
��
��� ������� ���� �	'.

Fx = Fz =My =Mz = 0.



���

�������	
�� �	���� �	��������� N0 � 	���� ���� ���������
� ���

���
 � 	����� 	���������� ������ ������ ���
 �������� � 	������ !"�""

#�$��� �������
 �	
��%�$� �������Mx �� �� ����� �� 
������� ��� ���	
�

������� ����� �� 	��������&

θ(x) =
1

2S

∫
S

(
∂v

∂z
− ∂w

∂y

)
dS ≡ 0, '!"(�)

$�� θ(x) �������� ����$	��*��� 
$��� ���	
������� ��	����$� �������"

+� �� ������*� ��� 
	������� '!"(�) �������� � ��������
 ��$��	��������

�
 ����������� ���������*�� ����������$� �������Mx" ,���������*��� ���

�� ����� 	��� ���� ���� ���%����� ����* ��� z �� 	���������

zb =
Mx

Fy
=Mx, '!"(-)

$�� �	
��%�� ������

M b
x =

∫
S

(τxy(z − zb)− τxzy) dS

	���� �
��� �� �	
����� ���
����
�� � .��� �������� ������"

/ ���%*� �����$����� 	�������� �� �� ����� ���	�����
 yb� ��� ���

��	�� �� �
%����
�� ����$	��*��$� ���	��� �������� ���� 	��� ����� ���

�����*��� ���� �	�����*�� ��� z" 0��
�*��	
�%�� ����� � ���	��������

y = yb � z = zb ����� ���*��� ��������" 1��� ����� ������
�%�� �	�����

�
��	�� ��� x 	��� ��� � .��� ������ �� .�� ���� �� �������� �	�%����

.�������� ��	����$� ������� � .�� ����� ���������� ����	�� ��$��� �����"

1��� ������� ����� ����� ��� ��� ������	��� ��$�� ����	 �������� � ���

	�����	�� .��$� ��	����$� �������" 2�$�� ���* ���*�� ���� ��* ������	���

�� ����	 ��$��� ��� �� �� ��* �� .��� ���"

2��	������ y = yb � z = zb ���� ������� �� ������ 	���������� ������

����� ��� 	�������� �������N0 = 1, ..., 5" 3� 0��" !"( ������� ���	������



���

zb ��� ����	
� �
�� N0� ���
� �����
��� ��� ������
� zb �������� �����

����������� � ������ ���� �����
 ��
N0 ≥ 3� ��
 ������ �������� ��
�

	����� 
�!
"� �� ��� �� �� ��� �����
���
� 	����� �� �!� �����
���# ��!��

"#�� �������# 
� ������$�� �����
 %N0 = 1&� ' ���� ����� ���� ��
�

���� ����
 �����
��  ����
������� ��!��$����( ����� 3%�

���� ���� ���	
���� ���	� ������ zb �� �	������� � ��	�
��� ���	��������� N0�

�)� ����� �� ��� ��������
�
���� ������� 
��������� � ������$
�

�������
�� ������
�

dθ(x)

dx
=
Mx

κt
, κt = kGJρ %*�++&

������� ����
�����  ������� ,��� θ(x) ������� �!��� ������
� "���


����
������ �
 x� Jρ - ������#� ������ 
���	

�G - ������ ��
!�� k ��.

����� �����
	
������ ���
�)�� �� ����# ���������!� ����
�� '��
�
��

κt ���#�����  ������( �� ������
� 
 �� �"������ ���
�
��

βt =
1

kGJρ
%*�+/&



���

������	
�� ��
������ ����
�����
���

���	�
�� ����� ������	�� ���� � !
� ��� ���	�	�	��� ��
������ "	�
�#

�
� $��� ��"�� �	%�
� �����	��	 &�������� '�� $��� �� ���"��� (�����

���	�	!��)� �	!	��� *
� ����!� �	 �"	
�� ���%�� ����
���

+ ����, ���	-������ ���	�� $���� ���-	���� ���	�	�	��� ��
���#

��� "	�
��
� ����!�	
�� � ��	���.	�� +�#�	���,� ����!� ��/� �(����#

���������� � ����	�	 ��0� �	%�	
�� � ��������, ��� �������� �
	�	�� N0�

&���	 *
�)� ��
������ ����
�����
� ��,���
�� �� ��	���.	)� �����	���

βt =
dθ(x)

dx
, Mx = 1.

1��!	
� $��� ����	�	�� ��� �����!��, ���!	��� �����	
�� N0 = 1, ..., 5�

2��������
� ��
������ ����
�����
� βt ��� $��� � 
�	�)������ �	!	��	�

�
 N0 ������� �� 1��� ���� 3
� ���	�� $��� ��� N0 ≥ 2 ��	
 ��������


�!��	 ���!	��� ��
������ ����
�����
� βt� ��
	�	��� �
�	
�
�� !
� �	#

��!��� βt ���
�	
�
��	
 ���!	��� �*((�-�	�
� k = 1 ��� N0 = 1�

���� ������	
���� ������� � �	�	�� �	 ����������� ��	�����

1�����
��� ������� ��������	���� ������ �$��� � 
�	�)������ �	#

!	��	� ���� 1��� ��4 � &�	�����)�	
��� 
�"	 � � ���		 � *
�� )���	� !
�

$��� ��	���� �� ���������)� ���
�����)� ��
	����� � �$5	���� ���
���
��

ρ� �����	� 6�)� E� � �*((�-�	�
�� &������� ν��

7���)�	 ��	$���� $��� �������	
�� ���
	��� �/�4/� � �� ����!	��#

	� �	
����)� ������	���� �
���	 ���"�� $�
� �������� �������	�
�� �

��	���.	� ���	



���

���� ���� ��	
����� ����
�����
� βt ��� ����� � 
��	������ ������� ��� �	����

�
���� ������������� N0�

rx =
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ ρω2u = 0 ,

ry =
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ ρω2v = 0 ,

rz =
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σz
∂z

+ ρω2w = 0.

������

	 
�� ������� ����� ���������� ������ ��������� ������ ��� ���������

���  ����!���" �� ������ �� #���"$  ����� %�������� ������" � �� �"&

'���"$ ���(�� ����� � ������ �������� �� ������$ �������$ � ���)�$ �����

�'��  ��� ����� � ����

q(i)x = τxyn
(i)
y + τxzn

(i)
z = 0,

q(i)y = σyn
(i)
y + τyzn

(i)
z = 0,

q(i)z = τyzn
(i)
y + σxzn

(i)
z = 0,

����*�



���

��� Γi� i = 1, 2, 3 �

σx(0, y, z) = τxy(0, y, z) = τxz(0, y, z) = 0,

σx(l, y, z) = τxy(l, y, z) = τxz(l, y, z) = 0,

	
���

��������������� �������������� ������ ��� ������������� ���������� �

��������� ������ !���"�� 	
�#��

$�� ����"�� �% ���"��"�& !���"� 	
��'� � 	
�#�� "������ ���������� ���"�

(&�) �&������& � ������������� ��������� � *��������� 
�+� ,���� �(��-

%��� ��� ����������� �����������".��/ �(&�������&/ ��!!��������)�&/

"������� �� ������ ������������� ���/���� ����� �����)%����) ��� ����-

����&� �����������&� � 0�� ����� � ��%�������)�&�� �%���������� 1���-

��� ��� ��� ����������� �� %����& �� ������� ����� �� ��� ���(/��������

����.���) �������&� ���%�����&� !"����� v(ij)(x)� w(ij)(x) � ����������-

���/ ����������� ���������� � ��� ������������� ��������� � ���������


��� 2���������)��� 0�� !"����� ����� �����)%����)� ���(& "�����������)

�������&� ����������)�&� ��������)�&� �"���&�� ���������� "������� 

����������

�������� 	
�
 1��3�� �/�������� ����!���������& �������� ���

0�� ����������� %����� �� ������ *��������� 
� � 
��� ���(& ��������)

"������.�". ������" "������� �

��� �
 4� 0��� 3���� �&��������� ������������)����) ������� � ����-

��� �������). ����������"�� *�������" 
�+� * ������� ������� ��������-

���� ���������� � ��������� ��������.��� � ������������ � !���"-

���� 	
�+5� � 	
�+��� ����� 0����� "����������.��� ��������&� �������&�

"������ �� (����&/ �������/ ���%�& � �������� ����������".��� ��������-

����� !"���� ��������� 	
�+� � 	
����

��� �
 6�-����&/� ����(��������� ������� "������� �&�������� �%

!���"�& 	
�5� � ��3����� ���������)�� �������&/ !"���� σ̃i� i =



���

1, . . . , Ñσ� �������	
 � ������ ������� �������������	� ��������� �����

����	� �� ���� �� ��!����"#$� % ���$�$#��� ����&�� '�(�� �������� �����#�

N 0 ��������#$� �� �������� ������ � �$�)�$#����#$� �#�(���������� ���

��%$�����* ��� τxy � τxz � $��#��#$#��� $ �������� ����+�,�������

��� �� -	��$��"#$� ����	� ���%��� ���%��* ξy� ξz � ξyz� ���������

�	� � ������ ���./�� �� $��#��#$#��")�� ������������	� �����$#��$#���

0#� �������� �1�"#$� �#��$�#����� �$�
 �$#����	
 %�2�������#�� σ̃i(x)

� ��$#� ���%��* v(ij)(x)� w(ij)(x) �� ����%$�����* ������

��� �� 3�%����� �����	� ���%��� %�������# ξxy � ξxz �� �����$#���

$#�� PN0+1 ��!����"#$� % $�$#��� 4�5�

6�$$��#�� ��$�����* 1�( !���� ����!��� 7�$#� �������������	


�������* �������#$� �� $����")�
 �$����*

Q(jk)
xy =

∫
S

ξxypjkdydz = 0, Q(jk)
xz =

∫
S

ξxzpjkdydz = 0, j + k ≤ N 0. ���+��

- 2#�� $����� $��#��1���� ���+�� �� $���8�# ���%��* τOxy � τOxz �� �����

�	 ����/�� #�% %�% ��� ����"#$� �#�(������	�� �����$#��$#��PN0�

7#�!	 ���$#� 2#� �������	�� �	������#$� ��$#����� �#�(����������

$����")�
 �������

pi = yizN
0+1−i, i = 0, . . . N0 + 1. ���+ �

-����� �������	

by =
N0+1∑
i=0

c(i)y pi(y, z), bz =
N0+1∑
i=0

c(i)z pi(y, z), ���+��

(�� c
(i)
y � c

(i)
z , �����������	� %��$#��#	� 7#�!	 �������#�� %�%�� ����*�	�

%��!������ ���%��* �� �����	 ���+ � �#�(������	� %�������#�� τOxy �



���

τOxz �� ���	
�
�� ������ �����	�� ��������� ������� ���	
�
��

∫
S

byϑ
τxy
i dydz = 0,

∫
S

bzϑ
τxz
i dydz = 0, i = Nτ + 1, . . . , Ñτ . �����

������	��� ����
�� ������� ����� 	 ���	
�
�� ����� � 	����
�� ���� 

	����	����� ����!����	�
��� ����"�� ��������� 	���#�
��

bOy =

N0
p∑

i=0

c(0i)y p(0i)y (y, z), bOz =

N0
p∑

i=0

c(0i)z p(0i)z (y, z), ���$�

%�� p
(0i)
y � p

(0i)
z �	������ 
�	��� !����
��� &�
'(����� ����%�
��)
��

&�
'(��� τOxy � τOxz� *�����
���) N 0
p +��, ����
���	 		������ 	 &���� 

�� ���$� 	 ����	����	�� �

N 0
p = Nτ +N 0 + 2− Ñτ .

-����
�� &�
'(�� p
(1i)
y (y, z) � p

(1i)
z (y, z) ��� i = 1, . . . , Ñτ−Nτ � '������ ����


����	���)
�� ����'(�� 
� 
����#�
�� τOxy � τOxz� ������������ �
���%�"
�

�� ������� ��
��
�, ���	
�
��

∫
S

byp
(0i)
y dydz = 0,

∫
S

bzp
(0i)
z dydz = 0, i = 1, . . . , N 0

p . ���.�

/�%�� �����
����)
�� �!�'
�	�

�� ��&&���
(���)
�� ���	
�
�� ����"� 

���� ��������� �!�����

∫
S

(
ξxyp

(1i)
y + ξxzp

(1i)
z

)
dydz = 0, i = 1, . . . , Ñτ −Nτ . �����

/�"
� ��' #�� '�' +�� !��� �����
� 	 +��� %��	�� �!��� ����
�� ��������

��� ����"�

�� ������� ���	
�
��

I
da

dx
+K(ω)a = 0 , ��0���



���

��� a(x) ∈ RNd ���	 
���� �������� �������
� � ���� ������ �������

���������� ��
����� �������� 
��

det (K(ω) + λI) = PNd
(λ) = 0 , �������

��� Nd  
� ��� ��!!���"���	��� �� ���� �������� � ������� �� ����

��������� ����� ��
����� ������� �� ����#�� ����
�$ ����	 λ(ω) = 0

�� ω �= 0� %���� ���
���& �'(�� �)���� *����� �� ��'��
����� *������ 

 
� ��� ����$��$ ���'���"��$ ���	�� ��������"���	��� !���"�$�

+�'��
����� ������� ωi �� i = 1, . . . , Nd � ����
����
�,(�� !��� ���

� #���$ � �����(���$ ����� �� �* ����
� & ��� ����������	D ����'�

�������$ �������& ����� ��������� ����� ��������
�� �'(��� �)��� 

������� ������� 
 �������� ����
� ���-.�& �
�� ���,�

���� ��������		
� �����	�� ���� � �������	
� �������	
�

����	���

/�������� � ������$��, '����& ����*����, �� /��� ��� � �������

���& ��
�������� 
 �*���� ��.�� � ���� �������� ���������	�� ��� z&

���
� ,(� ������� ��
����$ ��#�� '��	 �*��#��� �� �
� ��*�
������

���������� ����� �'�*��& ��� ������� 
 ���
� 0� 1� ���� ���� �* ������

���� �����
��� �*��'��������	��� �bt� � �����	����*��'��� �tb� �
�#��

�� '����� 2�� ������� 
��,���� ���	�� ������ !���"�� ��������� σx ���

�������	�� ��������$ z� 3��� ���������� �����
��� �*��'��������	���

�bl� � �����	����*��'��� �lb� ����'��� '����� 4�� 
��,���� 
 ��' ���	��

�������� !���"�� σx �* !����� ���5��

4'6�������� �*��'� ��'� � ��� #����� ��'� � �������� 
�*
��� �����

�����$ ���������� ������ '���� ���������	�� ��� y� � ���� ������ ��'�

��
����� ����'��� �� ����� '��	 �*������ �� ����� ��*�
������ ����7

�����	���& �*��'���& �����	��� �
�#��� & ��� ��� ������������	 
 ��'�



���

���� ����� �	
��������� ������� D � �������	��� 	� ����	�� ω ��

������	����������� �ω
(i)
bt  � ��������	��������� �ω

(i)
tb  ��!���"�

���� �	
	 ��� � ����� ������ ��� �� ����� ����� ���������� � �����

����� ������ � !��� ��"����� ����� ��"���#�� ����� � ����������$�

%��� ��"������ &���� ����"���	 '�� �������� ���(���� (��"� ������

������&�����% ��"����� (����� � &��� ��$�� "$����� )��������� ���

��������$%�� �����*	 +����� "$��� �"���(��� ������$%�$% &���$	

+���������$�� ������������D ,���(�� ������� ����$%��� �� &���

�$�� )-	./*	 0,� �������� ��� &$���� �� (������ ω ��� !�� ��$ ������

���� ����������� � 1��	 -	�2 � -	�� � ��,���&��(����� ���#��"�	 3�"�

������ (������ ����(�� ��������� ω
(i)
bt � ω

(i)
tb � ω

(i)
bl � ω

(i)
lb � ������� ��������

���$%� ����������$%��� ���� ������� "����	

4������ ��(��� ��"����� (����� ��� ����������$%�� ���� ���$�

(��� � ������������ � 5�,������� -	� ���N0 = 3� �������� � ��"���� -	�	

3������� � �������� ���"����� ��"����� ��(��� � � ��(��

��(���� �������� �����  �������������� !&&��������� ��,������	 1��

�$�� -	�/ ���������� ������� ����(�� ������ ��,�"����$������ ��"�



���

���� ����� ��	
������� ������� D � ����������� �� ������� ω �� �������	
�������

�ω
(i)
bl � � 	
��������������� �ω

(i)
lb � �������� �� ��

�����	� 
��

���������� ������� ��� ����� � ����������� ���������

i � � � �

ω
(i)
bt 0.0448 0.1194 0.2250 0.3535

ω
(i)
tb 0.1498 0.2995 � �

ω
(i)
bl 0.0515 0.1359 0.2521 0.3908

ω
(i)
lb 0.3140 � � �



���

�������	 
������ ω
(1)
bt � ������ ������� �����������N0� ������� �����

����� 
�� ���
���� ω
(1)
bt ����� ����� � ������ N0 � 
������� ��
��������

��� N0 = 3 � N0 = 4 ����
�!��� ���" �� ���"� �� � �  ����� ���� �����

������	�

���� ����� �	
������� ����	�� ω
(1)
bt ��� ������� ����� ����	�������� N0�

#��"�	 $�����������	 %����������� 
�������"� ��"������ ��������

������������� ��"�� �����!Δ� ������ ����� ���� ���������� �����!&��

�������'

Δ =
Φ

Wσ
· 100%. ()�*+,-

.���� Φ / ��������� %���"���
���	 � ��� � ������� (0���-�Wσ ��������

%���"��	 ���������	� ���������� 
���� ������ σ � ������������ �

Wσ =
1

2

∫
Ω

σ : C−1 : σdΩ ≥ 0 . ()�*+�-

1� � ��� �������
��$ ����������Φ �Wσ ��������� ������� �����

� �� ����	 �������������	 �������� � ����������$ �����$� ���� ����



���

���� �	
���� ������ �	 ������� �� ���� ����������� �
	�����	
���� Δ ���


�	��� �� �!	� �!� "��� #� ���������� �� �$�	� "��	���� � �%
�$	��#�

 	&	����

'�����!���� �&�%"� Δ �� �� �!	� � ��� �"��!�(��N0 � 	�����
	�� ��

)��� ���� � 
�*� �+!��	�"�! !��&��%	 �
�ω
(1)
bt � ,��� * �+�" ��"��#��	�� ���

�	
�����Δ %#�� � -%#��	� � -�	
��	��	! ��	�	�� � �%
�$	��� � �����*�	�

����	���  ����*� Δ = 10−4% � � N0 = 4�

���� ����� �	
���	��
�� ������
��	�logΔ �� ����
�
�� �� �	���
�� ������������� N0

��� ω
(1)
bt �

)��� 	�	
	��	 ��	 *	���	�"�� �&�%"�

ϕx(x) =

∫
S

ϕ(x, y, z)dS ������

���
� �
��# %�
"� !�$	� �
-$��� 
�"�
���� �� �"�	 ����"�� � �%
�$	��

��*�  	&	���� '�	�� �
������� ��	 *	���	�"�� �&�%"�ϕ(x, y, z) �� 	�	
�	��

�� +� !-
�� ���.� � ���	* � �����	 �#��
��	��� �� �
�/��� ���	 	���*�

�	�	��� %�
"� S� 0-�"(�� ϕx(x) ��"����� �� )��� ���� �
� �	 ��� ��*�%���



���

�����	
�� ������� ω
(1)
bt ��� N0 = 3� ������ ��� ������������������ �����

���� ������� ������������ � �� �� ��!����� �� �������� �	�"�� �� �����

#�� �!�����

���� ����� ���	
������� ������� 	������� ������ ϕx(x) ���� ���� ���� ��

ω = ω
(1)
bt 	
� N0 = 3�

$�����" ϕ(x0, y, z)� �����	����" ��� x0 = l/2� ����%��� �� &��� ��'��

(� )��������� ����������
� � ������������� ���*� ��� � � �����������

�	���� +��� &��� ���, "�	"���" ��� ��� %������" #�� ������� �	�%�� � ��	�

����� ������ %� ���	������� �%�� ��	���� ��	�%� ����� � ��	�� ������"�

-���������� �������� ��������	����� � ���	��� ��'� ��*�� �������
 �

������������ ���������� ������� ��	������" �% �	���������) ��������

��	�� +����	
 .	��� � /����		�,0

EJz
d4vc
dx4

− Sρω2
zvc = 0

EJy
d4wc

dx4
− Sρω2

ywc = 0.

+��'1�,



���

���� ����� ��	
�	�
� �����
�����	� 	����� ϕ(x0, y, z) � �	������	� ������� ����� ���

x0 = l/2�

����� 	
	������ ������� ������ ���� ����� vc � wc �	������ ��
��

�

������� 
��� y � z� �

��������
� ωy � ωz � ��������� ����
���

EJy � EJz �������  ����
��� 
�
������
 �

�������!"��� 
���� �
�
���

����

EJy =
1

36
, EJz =

1

48

	�� ������ 	���������#

$���!"��� ����
��� �

�
%���

ω
(1)
y − ω

(1)
bl

ω
(1)
y

= 2.2,
ω
(1)
z − ω

(1)
bt

ω
(1)
z

= 1.9% &'#()�*

	
�!��� ��� 	����� ������������ ������� ����
�ω
(1)
y � ω

(1)
z 
�
������


ω
(1)
bl � ω

(1)
bt # +
 
 ������� ���
�� 	������ �
 ������ ,
��!�! &'#()�*�

��
 	�
��-�
�� � ������������ �
���� ����� ��
����� � �
�
%�� �

�.

�������� ��!� � ��!�
�# /�� � ����� 0�� ����-� ����������
 ������� �
���



���

������	� �
��� �
������
� ���
	m ���� ��� �
 ���� ���m = 3 ����

����� �
������ 
�
�
 20%� �
 ��� 
����� �� ������� ��� �

���� ����� �	
�������� ����������� �
����� ω
(m)
y � ω

(m)
z ���������� 	������ 
 �
��

������������	��
� ω
(m)
bt � ����������� �	��
� ω

(m)
bl ����������� �
����� ���	�!���

	����� �� ��
�����" � �# ����$��% ��%���% M �

!�������
� 
�
����
�"# $�% �������
��� ������� 
� �
 �����#�

&�� ����������

ω(m)
y > ω(m)

z , ω
(m)
bl > ω

(m)
bt

���'�� ����������	 ��� ������	% ��������% ������ (����
� ���� ����

m > 3 �����#&�� ���������
 ω
(m)
y > ω

(m)
bt ����������
� �
 ��
���
 �
��

�
 
�)����" ��� �
 �
���" ������ � *������� ����
+������ �
������

�	� ���
	 ��%����
'
 ����'
'
 ���� ,�������� $� �
���" �� ���	���

����+�# ���&���� ������ � ���� ��������� �������	% � ���
���+��� �
�

������
'
 ��������

-����� ��
�
�"�
���'����� �
��� �
������	% �
������� � ���

�ω
(1)
lb

�
������ �� .��� ����� / 
����� 
 �
��	 ��
�
�"�	% �
�������� �

���

���#&�� �
���� ������ � *�������� �
�������� ��
�
�"�
���'����� �
��



���

�� �����	
���
	�� �
 	����� ����������� ��
�
�����u0(x)� �� � ���
�
��

���� ��
�
����� w0(x)� ��
�� u0 � w0 �����	�� ��
������ ��	
��������

�� �����	
���	�����

u0(x) =
1

S

∫
S

u(x, y, z)dS, w0(x) =
1

S

∫
S

w(x, y, z)dS,  !�"#�$

%����	�� u0(x) � w0(x) ������
���
 ��� N0 = 3 ��&�� ������	� � �����

��� ��
���
�� �	��'
���

β1 =
max |u0|
max |w0| = 48674.  !�"#�$

(	� �
������ ��������
	� �	� ����� �
&� ���������� � ���
�
���� ���
�

)����� ����
	�� �������� ���)�* � 
� ��&�� ��
�
)�
�� ��� ���
�
�
����

����
����� +�� ��'
* ��������,��� �)
 -���� ���
�
�� �� ����* -��

��
 � ����'	�)������� ���	�
	�	����� �)����� � ������������
� ����

&�	
�� β1�

���� ����� �	
������������ ���������� ����� ����� �������� ����� �

�������� ��!�������� ������ ���"���� ��� #����� ω
(1)
lb �



���

�����	 
���� ���������������� ��������� ������������ � !������

ω
(1)
bl �������� �� "�# $#%&# '�� 
���� ����!��� �� ������ ���������� ����

w0� ��� ������� � �����!���� ������������� ��� ����� ����� ����������

��� ��	 u0# �� (��� ������!��� ��������	 �������� ��� ����������

� ������ ��	�# )������� ���������� ����*���

β2 =
max |w0|
max |u0| = 68900. +$#%,�-

�� ω
(1)
bl 	��	���	 �������� ����*�� � ���!� �� ���������� ������

�������� �� ω
(1)
lb # . �!���� 
������ +$#%,�-� ��	��� ���������� �����

�� ��� ��/�� ��������!� � ����*����� ���!���#

���� ����� �	
������������ ���������� ����� ����� �������� ����� �

�������� ��!�������� ������ ���"����# ��������!$"�� %����� ω
(1)
bl �

0��������� ������*��	 �� �������� ���	���	 �� ���������

������  ��������������� �������	�# �����	 ����������	 
����

��������������� �������� �������� �� "�# $#%�# 1�	 �������	 ����



���

��� � �	
������ ��������� ������ ����
���� �
�����

ϑ = hθ(x), θ(x) =
1

2S

∫
S

(
∂v(x, y, z)

∂z
− ∂w(x, y, z)

∂y

)
dS �������

�

v0(x) =
1

S

∫
S

v(x, y, z)dS �������

��
����	� ! � ���"#� ! ����� � $��� ���%� �""����������"�� &��� v0(x)

!��!���! ����'	 ���� �"��	�(��� ��	���������) θ(x) !��!���! �	�����


'�"� �"�"	"� �"��	�(�"'" ��(���! "��"������" "��x� *
����! ϑ(x) !��!+

���! �"����	
���� ��! � ��"'" ��� � �
	 ���� ��������� ,�� �� ������

"��"#����  �����
�

β3 =
max |ϑ|
max |v0| ≈ 214 �����-�

�� ��"� �����"� � � � ��
� �	����
��� ��
( !�� .���"� ����"� � ���"�"+

	�� ��
( !� �� ����
�� �	���/	�' � �"��	�(���� �������!���

���� ����� �	
�������������� ����������� ��	��� ����������
���� �����������

������� ω
(1)
tb �



���

�����	 
��
�������
����	 ����� ���������� ������
� ���
 �������

�� �� �
�� �� !� "��� �
� #�
$��
� ��$�� ��� ���������
����� 
���������

��� ������%��� ���&��
�� v0(x) '����(��	 �
�
	)� *�� �� �����+ ����(��

�
� ����
��#

β4 =
max |v0|
max |ϑ| ≈ 288 '�����)

�� ��� ���
��+ %��� ����������� #������,
	�
 �#�
�� ϑ(x) '�����
���	

��
��	 �� �
�� �� !)�

���� ����� �	
�������������� ���������� ����� ������������� ���������

������ ω
(1)
bt �

-����
�+ %�� ���
 ����� ����������� ���%��
	 m ������+ �� ���%��
�

����
��#���� ����(��
	 �����(����	� *��
� ������+ .�� ���
%
�� �����

max |v0|
max |ϑ| ≈ 11 '����/)

#�	 (����� 
��
�������
����� %������ 'ω
(6)
bt = 0.6455)� 0�����
�������	

����� ���
+ �����������1&�	 ���������� %������ω
(6)
bt + ������
%���
 ���#�

�������� �� �
�� �� �� 2� .��� �
����� �������� �	�� ����������� ��%��
�



���

� �����	
���	 x = 0, 2.7, 5, 7.3, 10� � ����� �	����	� ��	��� �����

��	��� ��� �	�
� 
� ��� �	��
�� ����
	� 	��� ����
�� �������		 �

���� ��������	 	� ���� ��!�� ���"� ��������

� �������	������ �����!

��	 z #��� ���$�

� ����
� ��� ��
����% �������
�% ����
	 &�

���� ����� �	
����������� 
��� ������ �����	��������� ������������������

������	���� ������	 ω
(6)
bt �

'������
�� ����
	�� �����	����

�� � ���� ��������	 ������
� 
�

(	�� )��� ��	 x = 7.3� *��
� ����	�"� ��� !	������ +��
���	 � ����%

�	
	�% �
��	���"
� 
���,������ -�� ���$�

� ����
� ��� ������ ����!��".


	��� ������

� 
� �	��
�� ��
��	�
� ��	�� �

/��	� ����	�"� ��� !	������ +��
���	 � �����	% �������
�% ����
	�%

$���	 ����� 
���,�
�� (���������
	� ��
��		 �������
	 u(x, y, z) ��	

x = 7.3 	 �����
��	� �������
�!� ����
	� ������
� 
� (	�� )���� 0��	

�$����� �
��	���"
�� �������	� �������
�!� ����
	� $���	 � ���� ����.

����	 	 �!� �����
��	� ��	����� � ���� ��� ��$����

�� �������� ������.

��	��� 	� ����
�
	� ����	 - ����.+��
���	� ��������

� ���	������ ��

������� 
� ��

�% ������	�

� ���%��� � ����% �	
� 
� ����		 ����.

!���	� ���� ��!�� ��� ���
	�� ����	�	������ � ����� 
����N ��$����

� 

�������� /������ ����	�"� ��� ��� ��������
� ��	

�% $���� #l/h > 100&

�����	������ ����	� ��������� �����	�" 
�����"�� ��$����

�% ������ � ��.

���� �����
"� ��������
���	� 1�
��� ��� �����"
� ����
�� ������� ���$�



���

���� ����� ��	
����
����� 	
��� �
������
�
 ������� ����� ��� x = 7.3 ���

������
���������
� �
������
� ����
�� ω
(6)
bt �

������� ����	�
��� �
������� ���� ������ �

���� �����	
���
 ��
����� ���� � ��
������� �
�
��
�

�
����� ���������� ����������� ������� �� ����������� ������� � ����

�� �
������ ��
� ��
� �����	��� � ���	�	���� �� 	�
�� !��� ��
� ���

������" ��� ����������� 	������� ���� ��
� �� ����� ���� �� 	�
��� ��

����� ���	�
����" � ������ �
� ����
����� # � � $��� ���������� ����

	������� �� ���%��� ��� ������ 	��� � 	������

� ���
�������" ���� 	���
��� ����� ���
�	����� �
������" �� ���%�

��� ��� ���������� ��
� �����	������� ��
��� � ���������" �
� ��� 

����������� ��������� &��������� ����� �����
������% ��
� � ������
��

��� ��������� '���������� � ������������� ��������� ������� �����

��" � � � �� 	�
� (�)�� *��	��
�������" ��� ������ ����������� ��
�

�����	�� �� ����� � � ��
�� 	�� ���� �����	������� ���������� ���+��

��
�  �	����



���

���� ����� �	
������ 
�
	�	���� �	�	�� ����� 
�� x = 7.3 ��� ����������������

������	�� ������� ω
(6)
bt �

��� ��	
��� ��� �������� �� 
���������� �
������ ����� 
������

����� ����� ���������� �������

M̃ 0
z (t) = ±Mz(0) cosωf t, M̃ l

z(t) =Mz(l) cosωf t.  !"##!$

�	���� ��� ���	���� ����
��

Fx(0) = Fx(l) = Fy(0) = Fy(l) = Fz(0) = Fz(l) = 0 ,

Mx(0) =Mx(l) =My(0) =My(l) = 0.

 !"##%$

�	���& �� ���	���� ����� '�	���	������ ����� �	����� �������

M̃ 0
x(t) = ±Mx(0) cosωf t, M̃ l

x(t) =Mx(l) cosωf t  !"##($



���

��� ���	
���
��

Fx(0) = Fx(l) = Fy(0) = Fy(l) = Fz(0) = Fz(l) = 0 ,

My(0) =My(l) =Mz(0) =Mz(l) = 0.

�������

����� �
����	��
�� ���� � ����
�� ����� ��������� ���

Fx(x) =

∫
S

σxdS , Fy(x) =

∫
S

τxydS , Fz(x) =

∫
S

τxzdS,

Mx(x) =

∫
S

(zτxy − yτxz) dS , My(x) =

∫
S

zσxdS ,

Mz(x) =

∫
S

yσxdS;

����� �

ωf !�� �	����	 �
�"
��� ��#$�%��
�� &�$���� ��	 #
	��
�

ω0
f = 0.0448 ≈ ω

(1)
bt , ω1

f = 0.1498 ≈ ω
(1)
tb , ����'(�

)������ $��#)� ) ��#�
	
�
�� �	����	�* ������

�� � �	#���� ��+��

&�,������* �	�������� ����	�* )���	 $	�)	 
	���%�
	 ����)� )������

����
��� � ������������ � �������� �����-� � 	�������	��
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