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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííî�

ñòè. Îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ èëè èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è æèäêîñòè,

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä.

Å¼ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü îáóñëîâëåíà øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì òà�

êèõ ñðåä â ïðèðîäå (ãîðíûå ïîðîäû, âîäîíàñûùåííûå ãðóíòû, êîëëåêòîðû

íå�òè è ò.ä.), à òàêæå çàïðîñàìè ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè (ïðîèç�

âîäñòâî êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè, �èëüòðîâ è ò.ä.).

Ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ

èëè áîëåå �àç ñ ðàçíûìè ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, áîëüøîé èíòåðåñ âû�

çûâàåò òîò �àêò, ÷òî èõ äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò êà÷åñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ îò äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíîé èç èõ �àç äàæå â òîì

ñëó÷àå, êîãäà äîëÿ âñåõ îñòàëüíûõ �àç î÷åíü ìàëà. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå

Ë.Ä. Àêóëåíêî è Ñ.Â. Íåñòåðîâà [3℄ ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî îáíàðóæåíî ÿâ�

ëåíèå èñ÷åçíîâåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè ïîïàäàíèè â ïîðû

ìðàìîðíîãî ñòåðæíÿ î÷åíü ìàëîãî êîëè÷åñòâà âàçåëèíîâîãî ìàñëà. Î÷å�

âèäíî, ÷òî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ÿâëåíèé òðåáóåòñÿ

ïðèâëå÷åíèå ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìèêðîíåîä�

íîðîäíûõ ñðåä ÷àñòî îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè ó íèõ ïåðèîäè�

÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè îíî îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîý��èöèåíòû è ÿäðà êîòîðûõ � ïåðèîäè÷å�

ñêèå, áûñòðîñöèëëèðóþùèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì �óíêöèè.

Íåïîñðåäñòâåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, ìåòîäîì

ñåòîê èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëî�
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âèÿõ äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç òûñÿ÷ èëè ìèëëèîíîâ ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè,

äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòå�

ðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîèñêå îäíîðîäíûõ (ãîìîãåííûõ)

ñðåä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ òåì, ÷òî èõ ïîâåäåíèå áëèçêî ê ïîâåäåíèþ ïåð�

âîíà÷àëüíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä è îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè èëè

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êî�

ý��èöèåíòû è ÿäðà êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ýòè îäíîðîäíûå ñðåäû ïðèíÿòî íàçûâàòü óñðåäíåííûìè (ý��åêòèâíûìè)

ñðåäàìè, èõ õàðàêòåðèñòèêè � ý��åêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè èñõîä�

íûõ ñðåä, à íîâûå óðàâíåíèÿ � óñðåäíåííûìè óðàâíåíèÿìè. Åñëè îáîçíà�

÷èòü ÷åðåç ε âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû,

òî, êàê èçâåñòíî, îñíîâíûì òðåáîâàíèåì, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ áëèçîñòü èõ ðåøåíèé ê ðåøåíèÿì èñõîä�

íûõ óðàâíåíèé ïðè ìàëûõ ε è ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ.

Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñðåäíåíèÿ äè��åðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà÷àëîñü ñ îïóáëèêîâàííûõ

â êîíöå 60-õ è ïåðâîé ïîëîâèíå 70-õ ãîäîâ XX-ãî âåêà ðàáîò Í.Ñ. Áà�

õâàëîâà, Â.À. Ìàð÷åíêî, Å.ß. Õðóñëîâà, S. Spagnolo è E. De Giorgi (ñì.

[9, 48, 122, 153, 154℄). Â 70-80-å ãîäû XX-ãî âåêà îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì

ïîñòðîåíèÿ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷å�

ñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé ÿâëÿëñÿ ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Í.Ñ.

Áàõâàëîâà [9, 10℄. �àçâèòèþ ýòîãî ìåòîäà è åãî ïðèìåíåíèþ ê ðàçëè÷íûì

çàäà÷àì ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðà�

áîò, â ÷àñòíîñòè, ìîíîãðà�èè Ä.È. Áàðäçîêàñà è À.È. Çîáíèíà [7℄, Í.Ñ. Áà�

õâàëîâà è �.Ï. Ïàíàñåíêî [11℄, Â.Â. Æèêîâà, Ñ.Ì. Êîçëîâà è Î.À. Îëåéíèê

[36℄, Î.À. Îëåéíèê, �.À. Èîñè�üÿíà è À.Ñ. Øàìàåâà [56℄, Á.Å. Ïîáåäðè [57℄,

Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèè [64℄, A.Bensoussan, J.-L. Lions, G. Papani
olau [107℄.
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Â 1989 ã. G. Nguetseng [140℄ âûäâèíóë èíòåðåñíóþ êîíöåïöèþ äâóõ�

ìàñøòàáíîãî ïðåäåëà, âïîñëåäñòâèè ðàçâèòóþ G. Allaire [102℄ è îòêðûâ�

øóþ íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñèëüíî íåîäíîðîä�

íûõ ñðåä. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, íàðÿäó

ñ óêàçàííûìè âûøå ìåòîäàìè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ

òåîðèè óñðåäíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ïðè óñðåäíåíèè

çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ðåøåíèé îãðàíè÷åíû, íî íå êîì�

ïàêòíû â ïðîñòðàíñòâå L2
. Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè

êîëåáàíèé ãåòåðîãåííûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è ñëàáî�

âÿçêîé æèäêîñòè [64, 141℄, à òàêæå ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ â äâóõ�àçíûõ

ñðåäàõ, �àçû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âûñîêîêîíòðàñòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê êà�

êîé-ëèáî �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå, íàïðèìåð, êîý��èöèåíòó äè��óçèè èëè

ïðîíèöàåìîñòè [102, 105℄.

Èññëåäîâàíèþ è îáîáùåíèþ ñâîéñòâ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, øè�

ðîêî èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ãåòåðîãåííûõ

ñðåä, ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â.Â.Æèêîâà, �.À. Èîñè�üÿíà, G. Allaire, M. Braine,

J. Casado-Diaz, A. Damlamian, I. Gayte, U. Hornung, D. Lukassen, M. Neuss

Radu, A. Visintin, P. Wall è äð. (ñì., íàïðèìåð, [30, 31, 35, 103, 104, 115,

116, 135, 139, 158, 159℄).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâà�

åò èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â äâóõ�àçíûõ ãå�

òåðîãåííûõ ñðåäàõ, ó êîòîðûõ îäíà �àçà ñîñòîèò èç òâåðäîãî (óïðóãîãî

èëè âÿçêîóïðóãîãî) ìàòåðèàëà, à äðóãàÿ �àçà � ëèáî èç äðóãîãî òâåðäîãî

ìàòåðèàëà, ëèáî èç æèäêîñòè (ñæèìàåìîé èëè íåñæèìàåìîé).

�åòåðîãåííûå ñðåäû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ òâåðäûõ �àç (êîìïîíåíòîâ),

ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ìîäåëÿìè, èçó÷àåìûìè â ìåõàíèêå

êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé ñðåäû � äâóõ�àç�

íûé óïðóãèé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ðàçíûõ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ
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ìàòåðèàëîâ è ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìèêðîíåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ

êîìïîçèòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ óñðåä�

íåííûõ ìîäåëåé óïðóãèõ êîìïîçèòîâ ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî äàâíî è ìî�

ãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â óïîìÿíóòûõ âûøå ìîíîãðà�èÿõ [11℄ è [56℄.

Ïðèìåðîì äâóõ�àçíîé òâåðäîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé ñëóæèò âÿçêî�

óïðóãèé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèà�

ëîâ. Åñëè âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñî�

îòíîøåíèÿìè îäíîãî òèïà, òî óêàçàííûé êîìïîçèò � ÷àñòíûé ñëó÷àé ìèê�

ðîíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Óñðåäíåííàÿ ìîäåëü ìèêðîíå�

îäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà áûëà âûâåäåíà Ý.

Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèåé [64℄. Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò òîò �àêò, ÷òî êîëå�

áàíèÿ ìèêðîíåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà îïèñûâàþòñÿ ñè�

ñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òî âðåìÿ êàê êîëåáàíèÿ ïðåäåëü�

íîãî ìàòåðèàëà � ñèñòåìîé èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëåå

òî÷íî, óñðåäíåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïîâåäåíèå îäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãî�

ãî ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî êàê âÿçêîñòüþ, òàê è �äîëãîâðåìåííîé� ïàìÿ�

òüþ [29℄. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âÿçêî�

óïðóãèé ìàòåðèàë èíîãî òèïà, ÷åì èñõîäíûé.

Óñðåäíåííàÿ ìîäåëü ìèêðîíåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéã�

òà, ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî çàâèñÿò íå òîëüêî îò ïðîñòðàí�

ñòâåííûõ êîîðäèíàò, íî è îò âðåìåíè, âûâåäåíà â ðàáîòå Z. Abdessamad, I.

Kostin, G. Panasenko [100℄. Êàê è â ðàññìîòðåííîì Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèåé ñëó�

÷àå íåçàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê îò âðåìåíè, ïîëó÷åííàÿ ýòèìè àâòîðàìè

óñðåäíåííàÿ ìîäåëü òàêæå îïèñûâàåò âÿçêîóïðóãóþ ñðåäó, îáëàäàþùóþ

âÿçêîñòüþ è äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ.

Îäèí èç ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ÿäåð ðåëàêñàöèè è ïîë�

çó÷åñòè ìèêðîíåîäíîðîäíûõ âÿçêîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ èçëîæåí â ìîíîãðà�

�èè Á.Å. Ïîáåäðè [57℄. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé ìîíîãðà�èè

ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ ìîäåëåé íå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñëåäóþùèì èññëå�
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äîâàíèåì êëþ÷åâîãî âîïðîñà î áëèçîñòè ðåøåíèé èñõîäíûõ è óñðåäíåííûõ

çàäà÷ ïî íîðìå êàêîãî-ëèáî �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äâóõ�àçíûå ñðåäû, ñîñòîÿùèå èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè,

ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèêè íàñûùåí�

íûõ ïîðèñòûõ ñðåä. Âûâîäó óñðåäíåííûõ ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ ñðåä, ñîñòî�

ÿùèõ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè, ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò

êàê �èçèêîâ, òàê è ìàòåìàòèêîâ. Íà÷àëîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ äèíàìè÷å�

ñêîãî ïîâåäåíèÿ äâóõ�àçíûõ �ëþèäîíàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ðàáîòó ß.È. Ôðåíêåëÿ [69℄. Â 50-60-å ãîäû XX-ãî âåêà M.A. Biot

[108, 111℄, èñõîäÿ èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ âîëíî�

âûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïîðèñòûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ, ïîðû êîòî�

ðûõ çàïîëíåíû æèäêîñòüþ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü îäíî èç �óíäàìåíòàëüíûõ

ñâîéñòâ ý��åêòèâíîé ñðåäû Áèî, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðèñòîìó ìàòåðèàëó ñ

æèäêîñòüþ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ

íå îäíà, à äâå ïðîäîëüíûå âîëíû � ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ÷àñòî íàçû�

âàåìûå ñîîòâåòñòâåííî áûñòðîé è ìåäëåííîé ïðîäîëüíûìè âîëíàìè (ñì.,

íàïðèìåð, [39℄). Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåäëåí�

íîé ïðîäîëüíîé âîëíû, ñâîéñòâåííîé èìåííî �ëþèäîíàñûùåííûì ïîðè�

ñòûì ñðåäàì, áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî T. Plona â 1980-ì ãîäó [143℄. Èññëå�

äîâàíèþ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñðåäå Áèî ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.À. Êîâòóíà,

Ë.À. Ìîëîòêîâà, J.M. Car
ione, O. Kelder, D.M.J. Smeulders (ñì., íàïðèìåð,

[39, 53�55, 113, 131℄) è ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Ý��åêòèâíàÿ ìîäåëü Áèî â öåëîì ñîãëàñóåòñÿ ñ ý��åêòèâíûìè ìîäå�

ëÿìè ïîðèñòûõ óïðóãèõ ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ, ïîñòðîåííûìè ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ðàáîòàõ Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåí�

ñèè, J.-L. Auriault, R. Burridge, J.B. Keller, T. Levy è äð. (ñì., íàïðèìåð,

[64, 106, 112, 134℄). Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòèõ ðàáî�

òàõ îñòàëñÿ îòêðûòûì îñíîâíîé â òåîðèè óñðåäíåíèÿ âîïðîñ î êàêîé-ëèáî

ïðèåìëåìîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé èñõîäíûõ çàäà÷ ê
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ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ çàäà÷. Ýòîò âîïðîñ âïåðâûå áûë

ðåøåí G. Nguetseng [141℄ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî èì ìåòîäà äâóõìàñøòàá�

íîé ñõîäèìîñòè. Ñòðîãîìó âûâîäó óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ïîðèñòûõ óïðóãèõ

ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè�

ìîñòè è èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ä.À. Êîñìî�

äåìüÿíñêîãî, À.Ì. Ìåéðìàíîâà, À.Ñ. Øàìàåâà, Th. Clopeau, R.P.Gilbert,

J.L. Ferrin, A. Mikeli�
 è äð. (ñì., íàïðèìåð, [41, 50, 51, 64, 118, 125, 136, 137℄).

Óñðåäíåííûå ìîäåëè äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è

âÿçêîé æèäêîñòè, áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèè [64℄ è

J. San
hez-Hubert [144℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è

òåîðèè ïîëóãðóïï, à â ðàáîòå R.P. Gilbert è A. Mikeli�
 [127℄ � ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ýòèõ ðàáîòàõ,

äëÿ óêàçàííûõ ñðåä, êàê è äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ Êåëüâèíà�

Ôîéãòà, ïðåäåëüíûìè îäíîðîäíûìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ âÿçêîóïðóãèå ìàòå�

ðèàëû êàê ñ âÿçêîñòüþ, òàê è ñ ïàìÿòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûå ñðåäû

ïðèîáðåòàþò òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðûì íå îáëàäàþò íè óïðóãèé ìàòåðèàë,

íè âÿçêàÿ æèäêîñòü ïî îòäåëüíîñòè. Ý��åêò ïîÿâëåíèÿ äîëãîâðåìåííîé

ïàìÿòè ïðè èññëåäîâàíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñóñïåíçèè, ñîñòî�

ÿùåé èç óïðóãèõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö â íüþòîíîâñêîé âÿçêîé ñðåäå, áûë

òàêæå îáíàðóæåí �. Êðèñòåíñåíîì [43℄.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä îñîáûé èí�

òåðåñ âûçûâàþò ñëîèñòûå ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðèîäè÷åñêè ÷å�

ðåäóþùèåñÿ ïëîñêèå ñëîè äâóõ èçîòðîïíûõ êîìïîíåíò. Ïðè ïîäõîäÿùåì

âûáîðå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ñðåä

çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è âðåìåíè. Â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñëîåâ âåëèêî, èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñëîèñòîé ñðåäû

öåëåñîîáðàçíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé åé óñðåäíåííîé

ñðåäû. Îñîáàÿ öåííîñòü ñëîèñòûõ ñðåä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå íàéòè �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà èõ ý��åêòèâ�
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íûõ õàðàêòåðèñòèê ïî èçâåñòíûì øèðèíå è õàðàêòåðèñòèêàì ñëîåâ. Äëÿ

äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ óïðóãèõ êîìïîçèòîâ òàêèå �îðìóëû ïðèâåäåíû, íà�

ïðèìåð, â ìîíîãðà�èè Á.Å. Ïîáåäðè [57℄. Î÷åâèäíî, ÷òî ÿâíûå �îðìóëû

äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿþò âñåñòîðîííå àíàëè�

çèðîâàòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñëîåâ íà ïîâåäåíèå ñëîèñòûõ ñðåä, à ýòî, â

ñâîþ î÷åðåäü, îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íî�

âûõ äâóõ�àçíûõ êîìïîçèòîâ ñ çàäàííûìè èëè îïòèìàëüíûìè (ïî òåì èëè

èíûì ïàðàìåòðàì) ñâîéñòâàìè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñëîèñòûõ ñðåäàõ, ñîñòîÿ�

ùèõ èç áîëüøîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ, ïðèìåíÿþòñÿ

äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà (ñì., íàïðèìåð, [7, 11, 14�16, 43, 52, 57, 62, 88, 126,

132, 155�157℄). Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà íåïîñðåäñòâåííîì èññëåäîâàíèè

ïðîöåññîâ îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ çâóêîâûõ âîëí íà êàæäîé âíóòðåí�

íåé ãðàíèöå, ðàçäåëÿþùåé ñëîè äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ

çâóêîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîåâ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëèáî îäèí èç âàðèàíòîâ

ìàòðè÷íîãî ìåòîäà, ëèáî ìåòîä, êîòîðûé ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåé�

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ àìïëèòóäû âîëí â ñîñåäíèõ

ñëîÿõ. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ ñîïðî�

âîæäàåòñÿ îäíîâðåìåííûì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

â ñëîèñòîé ñðåäå. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà ñëî�

åâ óêàçàííûå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì �îðìóëàì äëÿ

÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé îòðàæåííûõ è ïðîøåäøèõ âîëí, ìàëîïðèãîäíûì

äëÿ âñåñòîðîííåãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ íà àêóñòè÷åñêèå

ñâîéñòâà ìíîãîñëîéíîé ñðåäû.

Â îñíîâå âòîðîãî ïîäõîäà ëåæèò èäåÿ çàìåíû èñõîäíîé íåîäíîðîäíîé

ñðåäû íà ýêâèâàëåíòíóþ åé îäíîðîäíóþ (ãîìîãåííóþ) ñðåäó, îïèñûâàåìóþ

óñðåäíåííîé ìîäåëüþ. Î÷åâèäíî, ÷òî áëàãîäàðÿ òàêîé çàìåíå óñòðàíÿåòñÿ

íåîáõîäèìîñòü â ÿâíîì âèäå ó÷èòûâàòü ìíîãî÷èñëåííûå îòðàæåíèÿ è ïðå�

ëîìëåíèÿ âîëí íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñëîåâ. Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî îòìå�
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òèòü, ÷òî óêàçàííûé ïåðåõîä ê îäíîðîäíîé ñðåäå ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàí

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà êàæäîãî ñëîÿ î÷åíü ìàëà íå òîëü�

êî ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíîé îáðàçöà ñðåäû, íî è ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé

çâóêîâîé âîëíû. Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì âòîðîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïî�

âûøåíèå òî÷íîñòè óñðåäíåííîé ìîäåëè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëîåâ ñðåäû.

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëîåâ äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè�

êè ñëîèñòîé ñðåäû âñå òî÷íåå îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé

åé óñðåäíåííîé ñðåäû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì

äëÿ âåðè�èêàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íîãî

çâóêîâîãî ïîëÿ äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä, ïîñêîëüêó �îðìóëû, âûâåäåííûå

äëÿ óñðåäíåííûõ ñðåä, ÷àñòî ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì è óäîáíîì äëÿ

àíàëèçà âèäå.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ãåòåðîãåííûõ ñðåä âàæíîé çà�

äà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ. Èíòåðåñíûì �àê�

òîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ äâóõ�àçíûõ

ñðåä êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îäíîé èç èõ �àç.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [3℄, ïðèìåðîì óêàçàííîé

äâóõ�àçíîé ñðåäû ìîæåò ñëóæèòü óïðóãèé ìàòåðèàë ñ êàíàëàìè, çàïîë�

íåííûìè âÿçêîé æèäêîñòüþ.

Ìàòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãåòåðî�

ãåííîé ñðåäû ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû äè��å�

ðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîý��èöèåíòû

è ÿäðà êîòîðûõ çàâèñÿò îò ε. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ åãî òî÷åê òðåáóåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, âûáðàòü äî�

ñòàòî÷íî õîðîøèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì êðàå�

âîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî áðàòü ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ïðè ε → 0 è îïèñûâà�

þùèõ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä.
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Çäåñü âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íàñêîëüêî òî÷íî è ïîëíî îíè ïðè�

áëèæàþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äîïðåäåëüíûõ çàäà÷? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò

âîïðîñ íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü �àêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ êàêîé-òî ñõîäèìî�

ñòè ñïåêòðîâ äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Îïòèìàëü�

íîé â ýòîì ïëàíå ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî Õàóñäîð�ó ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ,

âîçíèêàþùèõ ïðè îïåðàòîðíîé �îðìå çàïèñè êðàåâûõ çàäà÷ [30, 33℄. Ïî�

äðîáíåå ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Sε è S ìíîæåñòâî

òî÷åê ñïåêòðà äîïðåäåëüíûõ è ïðåäåëüíûõ îïåðàòîðîâ, òî Sε ñõîäèòñÿ ïî

Õàóñäîð�ó ê S, åñëè: 1) äëÿ ëþáîãî s ∈ S íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

sε ∈ Sε òàêàÿ, ÷òî sε → s ïðè ε → 0; 2) âñå êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé sε ∈ Sε ïðèíàäëåæàò S.

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ òåîðèè óïðóãîñòè, âîçíèêàþùèõ

ïðè èññëåäîâàíèè óïðóãèõ ñðåä ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñõîäèìîñòü

ïî Õàóñäîð�ó èõ ñïåêòðîâ ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè áûëà äîêàçàíà Î.À. Îëåéíèê, �.À. Èîñè�üÿíîì è À.Ñ.

Øàìàåâûì (ñì., íàïðèìåð, [56℄).

Ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äèâåðãåíòíîãî

òèïà ñ ε-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà êîý��

�èöèåíòîâ äâóõ�àçíà è âûñîêîêîíòðàñòíà ñ êîý��èöèåíòîì êîíòðàñòíî�

ñòè 1 : ε2 ìåæäó æåñòêîé è ìÿãêîé �àçàìè (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ò.í. ìîäåëè

äâîéíîé ïîðèñòîñòè), èññëåäîâàëàñü Â.Â. Æèêîâûì [30, 33℄. Ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìÿãêàÿ

�àçà äèñïåðñíà, òî ñïåêòðû äîïðåäåëüíûõ îïåðàòîðîâ ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�

�ó ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîãî äâóõìàñøòàáíîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé îïðåäåëåí

â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé îò óäâîåííîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí�

íûõ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñïåêòð ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà èìååò áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ëàêóí (èíòåðâàëîâ, ñâîáîäíûõ îò òî÷åê ñïåêòðà), â òî âðåìÿ êàê ó

äîïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà ÷èñëî ëàêóí êîíå÷íî, íî èõ ÷èñëî íåîãðàíè÷åííî

ðàñòåò ïðè ε→ 0.
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Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàáîòàõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ñïåê�

òðîâ ïî Õàóñäîð�ó ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü ñàìîñîïðÿæåííîñòü ðàñ�

ñìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ. Â ðàáîòå Ä.À. Êîñìîäåìüÿíñêîãî è À.Ñ. Øà�

ìàåâà [41℄ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè çàäà÷àìè ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä, â

êîòîðûõ èìååò ìåñòî äèññèïàöèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ðàññìàòðèâàëèñü

íåñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ñ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè ïåðèîäè÷åñêè�

ìè êîý��èöèåíòàìè è èññëåäîâàëñÿ ñïåêòð ïðåäåëüíîãî äâóõìàñøòàáíîãî

îïåðàòîðà. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî, ñòðóêòóðà ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà ÿâ�

ëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå, òàê êàê êðîìå âå�

ùåñòâåííîãî ñïåêòðà, èìåþùåãî ïî-ïðåæíåìó ëàêóíû, ïîÿâëÿþòñÿ ñåðèè

êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå ñõîäè�

ìîñòè ñïåêòðîâ ïî Õàóñäîð�ó â äàííîé ðàáîòå íå äîêàçàíà, ïîñêîëüêó çäåñü

íå ðàáîòàþò èçâåñòíûå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñàìî�

ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, à äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ àíàëîãè

ïîäîáíûõ òåîðåì íå èìåþò ìåñòà èëè íå äîêàçàíû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äè��

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, �óíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå ìåòîä äâóõ�

ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè Íãóåòñåíãà-Àëëåðà è ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ

ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà è èññëåäîâàíèå äèíàìè÷å�

ñêèõ ñâîéñòâ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷å�

ñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè, îáóñëîâëåííîé âÿçêîñòüþ

è/èëè ïîñëåäåéñòâèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Òåîðåòè÷åñêóþ çíà�

÷èìîñòü ïðåäñòàâëÿþò ðàçðàáîòàííûå â ðàáîòå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àñèìï�

òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ äâóõ�àçíûõ ìèêðîíåîä�
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íîðîäíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé. �àçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíå�

íû ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðà�

åâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû

â ìíîãî�àçíûõ ñðåäàõ ñ äèññèïàöèåé, â òîì ÷èñëå ìíîãî�àçíûõ ñèëüíî

êîíòðàñòíûõ ñðåäàõ ñ äèññèïàöèåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îáóñëîâëåíà âîçìîæíî�

ñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ

çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ïðè àêóñòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè

ãåòåðîãåííûõ ñðåä åñòåñòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (ãîðíûå ïîðîäû, �ëþè�

äîíàñûùåííûå êîëëåêòîðû). Èñïîëüçîâàíèå ïîñòðîåííûõ â ðàáîòå óñðåä�

íåííûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò êàðäèíàëüíî óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëåíèé áåç

ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ðàñ÷åòå ïîëåé íàïðÿæåíèé è äèíàìè�

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ�àçíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé. Ïî�

ëó÷åííûå â ðàáîòû ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðè�

ñòèê äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä äàþò âîçìîæíîñòü âñåñòîðîííå èññëåäî�

âàòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ �àç íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîèñòûõ ñðåä.

Ýòè �îðìóëû ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü äëÿ âåðè�èêàöèè ÷èñëåííûõ ìåòî�

äîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ òî÷íîãî ðàñ÷åòà ïîëÿ íàïðÿæåíèé, çâóêîâîãî ïîëÿ

è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Íàèáîëåå çíà÷èìûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ïðåäëîæåí åäèíûé ïîäõîä ê âûâîäó óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòè�

êè äëÿ òâåðäûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ ëèáî èç

âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ëèáî èç óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ.

2. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà

è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè.

3. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2
ïîñëåäî�



16

âàòåëüíîñòåé ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ

ìèêðîíåîäíîðîäíûõ òâåðäûõ è ñìåøàííûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ïï. 1 è

2, ê ðåøåíèÿì íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä.

4. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ìèêðîíåîäíîðîä�

íûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðè�

ñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè,

çàïîëíÿþùåé ïîðû.

5. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, îäíà �àçà êîòîðûõ

ñîñòîèò èç óïðóãîãî èëè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, à äðóãàÿ �àçà � èç âÿç�

êîóïðóãîãî ìàòåðèàëà èëè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, âûâåäåíû ÿâíûå

�îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ èì óñðåäíåííûõ ñðåä.

6. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà�

íèé óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ

äèññèïàöèåé èç ï. 5.

7. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5 èññëåäîâàíû

ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåí�

äèêóëÿðíî èõ ñëîÿì. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè âåëè�

÷èíû ïåðèîäà ýòè ñïåêòðû ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáúåäèíåíèþ ñïåêòðîâ

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä è

ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ òî÷åê. ×èñëåííî

èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà ñòåïåíü áëèçîñòè òî÷åê ñïåêòðîâ îäíî�

ìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà è ñîîòâåòñòâóþùåãî

åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà.

8. Äëÿ ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí, íîðìàëüíî ïàäàþùèõ íà ãðàíèöû äâóõ�

�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5, çàíèìàþùèõ ïîëóïðîñòðàí�

ñòâî èëè íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó, âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïðèáëè�

æåííûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí.
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Ïîëó÷åíà òàêæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà÷å�

íèé óêàçàííûõ àìïëèòóä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñëîèñòûå ñðåäû ñîñòîÿò èç êî�

íå÷íîãî ÷èñëà ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó âîëíû. ×èñëåííî èññëåäîâàíî

âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííûõ �îðìóë.

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Îáîñíîâàííîñòü

è äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî�

ñòàíîâêîé çàäà÷, ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïîëíûìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ïðîâå�

äåííûõ â ðàáîòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè äîêëàäûâà�

ëèñü íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ: ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Äè��

�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé 110-îé ãî�

äîâùèíå È.�. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2011 ã.); ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåí�

öèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 2011,

2013 ãã.); X Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ïî �óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåî�

ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2011 ã.); ìåæäó�

íàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷å�

ñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2012 ã.); ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Spe
tral

Theory and Di�erential Equations¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

àêàäåìèêà Â.À. Ìàð÷åíêî (Õàðüêîâ, Óêðàèíà, 2012 ã.) Êðûìñêîé ìåæäó�

íàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè (Ñóäàê, 2013 ã.); ìåæäóíàðîäíîé

êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìà�

òåìàòè÷åñêîé �èçèêè¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè àêàäåìèêà À.À. Ñàìàðñêîãî

ê 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ (Ìîñêâà, 2014 ã.); ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåí�

öèè ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïîñâÿùåí�

íîé 100-ëåòèþ Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ìîñêâà, 2014 ã.); VI Áåëîðóññêîì êîíãðåññå

ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå (Ìèíñê, Áåëàðóñü, 2013 ã.); 57-é,

58-é è 60-é íàó÷íûõ êîí�åðåíöèÿõ ÌÔÒÈ (Äîëãîïðóäíûé, 2014, 2015, 2017

ãã.); 9th Vienna International Conferen
e on Mathemati
al Modelling (Vienna,
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2018 ã.).

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà�

ëèñü íà ñåìèíàðàõ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêå ñèñòåì ÈÏÌåõ �ÀÍ

ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà �ÀÍ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî (Ìîñêâà, 2014, 2018

ãã.); íà ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ÈÏÌåõ �ÀÍ ïîä

ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðîâ Ñ.Â. Íåñòåðîâà è Ä.Â. �åîðãèåâñêîãî (Ìîñêâà,

2012, 2018 ãã.); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ

ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé ÈÏÌåõ �ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. �ÀÍ

�.Â. �îëüäøòåéíà (Ìîñêâà, 2013 ã.); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå ñïëîøíîé

ñðåäû èì. Ë.À. �àëèíà ÈÏÌåõ �ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà Ñ.À.

Ìàíæèðîâà (Ìîñêâà, 2018 ã.); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî

òâåðäîãî òåëà ÍÈÈ Ìåõàíèêè Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà �ÀÍ È.�.

�îðÿ÷åâîé (Ìîñêâà, 2018 ã.).

Íà ðàçíûõ ýòàïàõ ðàáîòà ïîääåðæèâàëàñü ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îí�

äà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 11-01-12115-î�è-ì-2011,

13-01-00384, 16-01-00412) è �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (êîäû ïðîåêòîâ

14-50-00005, 16-11-10343).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35

íàó÷íûõ ðàáîòàõ [71�87, 89�99, 145�151℄, èç íèõ: 18 ñòàòåé â ðîññèéñêèõ ðå�

öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ �Ô; 4 ñòàòüè

â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ ìåæäóíàðîäíûìè áàçàìè äàííûõ è ñèñòåìàìè

öèòèðîâàíèÿ Web of S
ien
e èëè S
opus; 2 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëàõ íå èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ; 11 ðàáîò â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ äîêëàäîâ íà

íàó÷íûõ êîí�åðåíöèÿõ.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è îïóáëèêîâàííûå â

óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå�

íèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

�ëàâà 1 ïîñâÿùåíà óñðåäíåíèþ óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ìèêðîíåîä�
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íîðîäíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêî�

óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ èëè èç óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ. Â ï. 1.1

ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñðåä ñ ïåðè�

îäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â ï. 1.2 ââåäåíû òåíçîðû ÿäåð ðåëàêñàöèè è îïðå�

äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, à

òàêæå äàíà êëàññè�èêàöèÿ òðåõ òèïîâ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Â ï. 1.3

ñ�îðìóëèðîâàíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ äâóõ�

�àçíîé òâåðäîé ñðåäû ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â ï. 1.4 ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïðè ε → 0

âûâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñðåäíåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñû�

âàþùàÿ êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ ïàìÿòüþ. Óñòà�

íîâëåíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåä�

íåííîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ

ñòàöèîíàðíûõ è ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷. Äîêàçàíà òàêæå ñèëü�

íàÿ ñõîäèìîñòü ïðè ε → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çà�

äà÷ ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå L2
.

�ëàâà 2 ïîñâÿùåíà óñðåäíåíèþ óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ìèêðîíåîä�

íîðîäíûõ ñìåøàííûõ ñðåä ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç

òâåðäîãî (óïðóãîãî èëè âÿçêîóïðóãîãî) ìàòåðèàëà è âÿçêîé èëè ñëàáîâÿç�

êîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ï. 2.1 ñ�îðìóëèðîâàíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà�

÷à, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ñìåøàííîé ñðåäû. Â ï. 2.2 äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîé

æèäêîé �àçû ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ �ëàâû 1 ïîëó÷åíà óñðåäíåííàÿ íà�

÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé âÿçêîóïðóãîé

ñðåäû, îáëàäàþùåé êàê âÿçêîñòüþ, òàê è ïàìÿòüþ. Â ï. 2.3 äëÿ ñëó÷àÿ ñëà�

áîâÿçêîé æèäêîé �àçû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà äâóõ�

ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïîñòðîåíà óñðåäíåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à,

îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ñðåäû Áèî. Â ï. 2.4 ïðèâåäå�

íû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîñòî�

ÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè
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ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïîðû. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ãðàíè÷�

íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè óðàâíåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñïëîøíûõ

òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ ñ æèäêîñòüþ.

Â �ëàâå 3 âûïèñàíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ

ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîè�

ñòûì ñðåäàì ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû ýòèõ

ñðåä áåðåòñÿ èçîòðîïíûé óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë, à â êà÷åñòâå

äðóãîé �àçû � èçîòðîïíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë èëè âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ

æèäêîñòü. Èñõîäíûå ìîäåëè òàêèõ ñðåä è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè�

âåäåíû â ï. 3.1. Â ï. 3.2 â ÿâíîì âèäå âûïèñàíû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ

è ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîì�

ïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä. Â ï. 3.3 ñ ïîìîùüþ

ýòèõ ðåøåíèé è �îðìóë, ïðèâåäåííûõ â �ëàâàõ 1 è 2, âû÷èñëåíû êîìïî�

íåíòû òåíçîðîâ ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ

÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä.

Â �ëàâå 4 èññëåäîâàíû ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé è óñðåäíåííûõ ñðåä, ðàññìîò�

ðåííûõ â �ëàâå 3. Â ï. 4.1 èçó÷åíà ñòðóêòóðà òî÷åê ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ òðåõ òèïîâ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ï. 4.2 èññëåäîâàíû ñïåêòðû îäíîìåð�

íûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííûõ ñðåä. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê òî÷åê

ýòèõ ñïåêòðîâ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâ�

íåíèé. Ïðîâåäåíî òàêæå ñðàâíåíèå óêàçàííûõ ñïåêòðîâ äëÿ óñðåäíåííûõ

ñðåä è îòäåëüíûõ �àç ñëîèñòîé ñðåäû. Â ï. 4.3 èçó÷åíû ñïåêòðû îäíî�

ìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñëîèñòûõ ñðåä ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáñòâåí�

íûå êîëåáàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïîèñê òî÷åê óêàçàííûõ ñïåêòðîâ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êîðíåé òðàíñöåíäåíò�

íûõ óðàâíåíèé. Â ï. 4.4 èññëåäîâàíà ñâÿçü êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè ε → 0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîðíåé ýòèõ óðàâíåíèé ñ êîðíÿìè óïîìÿíóòûõ âû�



21

øå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà ïðèìåðå äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî

êîìïîçèòà ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå

êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ÷èñ�

ëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà ñòåïåíü áëèçîñòè ñïåêòðàëüíûõ

õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà è óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà.

�ëàâà 5 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäå�

íèÿ ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí íà ãðàíèöàõ îäíîðîäíûõ ñæèìàåìûõ ñðåä è

äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, ðàññìîòðåííûõ â �ëàâå 3. Â

ïï. 5.1 è 5.2 äëÿ âîëíû, íîðìàëüíî ïàäàþùåé íà ãðàíèöó x1 = 0 ñëîè�

ñòîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ñîîòâåòñòâåííî ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > 0 è ïîëîñó

0 < x1 < L, âûâåäåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïëåêñíûõ

àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí. Ïðè âûâîäå ýòèõ �îðìóë áûëè

èñïîëüçîâàíû óñðåäíåííûå ìîäåëè ñëîèñòûõ ñðåä. Îïðåäåëåí äèàïàçîí ÷à�

ñòîò âîëí, äëÿ êîòîðîãî äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ

�îðìóë. Â ï. 5.3 äëÿ âîëíû, íîðìàëüíî ïàäàþùåé íà ãðàíèöó x1 = 0 ñëî�

èñòîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîñòîÿùåé èç ñëîåâ, ïàðàë�

ëåëüíûõ �ðîíòó âîëíû, âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ

êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí. Ñ ïîìîùüþ ýòîé

ñèñòåìû íà ïðèìåðå äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî êîìïîçèòà ïðîâåäåíî ÷èñëåí�

íîå ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû

ïðîøåäøåé âîëíû, à òàêæå ÷èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà

ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííûõ �îðìóë.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â äèññåðòàöèè � 272, â òîì ÷èñëå òàáëèö � 11,

èëëþñòðàöèé � 13.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü äîêòîðó �èçèêî-ìàòåìà�

òè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó Øàìàåâó Àëåêñåþ Ñòàíèñëàâîâè÷ó çà âíèìà�

íèå, öåííûå èäåè, ïîëåçíûå ñîâåòû è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó, áëàãîäàðÿ

êîòîðûì áûëà íàïèñàíà äàííàÿ ðàáîòà.
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�ëàâà 1

Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ

1.1. �åîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñðåä ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

�àññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ∈ R3
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, çà�

ïîëíåííóþ äâóõ�àçíîé ìèêðîíåîäíîðîäíîé ñðåäîé ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóê�

òóðîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà îáùåé ãðàíèöå �àç ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàç�

íîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñðåäû, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè íèõ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ

ëèáî îäíîðîäíîé, ëèáî åå ñâîéñòâà íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷�

êå. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè êóá εY , ãäå Y = (0, 1)3 �

åäèíè÷íûé êóá, à âåëè÷èíà ε ìíîãî ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ îáëàñòè Ω.

Â äàëüíåéøåì ñðåäó ñ òàêîé ÿ÷åéêîé ïåðèîäè÷íîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü

ñðåäîé ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1ε è Ω2ε ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè Ω, çàíÿòûå ñîîò�

âåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé �àçîé ñðåäû ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ èìååò εY -ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Áîëåå

òî÷íî, ìû îïðåäåëèì Ω1ε è Ω2ε ñëåäóþùèì îáðàçîì.

�àçîáüåì êóá Y íà äâà îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà Y1 è

Y2 
 îáùåé ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ = ∂Y1 ∩ ∂Y2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) Y = Y1∪Y2∪Γ; 2) íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè εY s-ÿ �àçà ñðåäû çàíèìàåò

ìíîæåñòâî εYs, s = 1, 2. Ââåäåì ìíîæåñòâî

Es =
⋃

k∈Z3

(Ys ∪ (∂Ys ∩ ∂Y ) + k) , (1.1)

ïîëó÷åííîå Y -ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ìíîæåñòâà Ys íà âñ¼ ïðîñòðàí�

ñòâî R3
. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Es � îòêðûòîå
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ìíîæåñòâî. Òåïåðü ðàçîáüåì îáëàñòü Ω íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè:

Ω1ε = Ω ∩ εE1 è Ω2ε = Ω ∩ εE2. Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâà Ω1ε è Ω1ε òàê�

æå ÷àñòî áóäóò íàçûâàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé �àçîé ñðåäû,

íàðÿäó ñ çàïîëíÿþùèìè èõ �àçàìè.

Ïåðå÷èñëèì âîçìîæíûå âàðèàíòû ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû �àç Ω1ε

è Ω2ε: 1) îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε íåñâÿçíû â Ω; 2) îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε ñâÿç�

íû â Ω; 3) òîëüêî îäíà �àçà Ω1ε èëè Ω2ε ñâÿçíà â Ω. Ê ïåðâîìó âàðèàíòó

îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ñëîèñòàÿ ñðåäà, îáðàçîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿ�

þùèìèñÿ ïëîñêèìè ñëîÿìè äâóõ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ (ðèñ. 1.1). Êî âòîðîìó

âàðèàíòó îòíîñèòñÿ ñðåäà, ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, îäèí

èç êîòîðûõ çàïîëíÿåò ïåðèîäè÷åñêóþ ñâÿçíóþ ñèñòåìó êàíàëîâ, à äðóãîé �

ïðîñòðàíñòâî ìåæäó íèìè (ðèñ. 1.1). Êî òðåòüåìó âàðèàíòó îòíîñÿòñÿ, íà�

ïðèìåð, äèñïåðñíàÿ è âîëîêíèñòàÿ ñðåäû, ñîñòàâëåííûå èç ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìû âêëþ÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî çåðåí è îäíîíàïðàâëåííûõ âîëîêîí (íå

îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíîé �îðìû) îäíîãî ìàòåðèàëà è ìàòðèöû äðóãîãî ìà�

òåðèàëà, çàïîëíÿþùåãî ïðîñòðàíñòâî ìåæäó íèìè (ðèñ. 1.2) [11℄.

1.2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ

èç äâóõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: uε(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, σε
ij

(1 ≤ i, j ≤ 3) � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ekh(u
ε) � êîìïîíåí�

òû òåíçîðà ìàëûõ äå�îðìàöèé, îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè:

ekh(u
ε) =

1

2

(

∂uεk
∂xh

+
∂uεh
∂xk

)

, 1 ≤ k, h ≤ 3.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íà�

ïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â îáëàñòè Ω, èìåþò âèä

σε
ij = Γε

ijkh(x, t) ∗ ekh(uε), 1 ≤ i, j, k, h ≤ 3. (1.2)
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1eW

2eW

1eW

2eW

�èñ. 1.1. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè εY äëÿ ñëîèñòîé ñðåäû è ñðåäû ñ äâóìÿ ñâÿçíûìè

�àçàìè

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì

îò 1 äî 3, ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñâåðòêè ïî ïåðåìåííîé t:

g1(t) ∗ g2(t) =
t∫

0

g1(t− τ)g2(τ)dτ,

à Γε(x, t) = Γ(ε−1x, t) � òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè, èìåþùèé â îáùåì ñëó÷àå

äâå ñèíãóëÿðíûå è îäíó ðåãóëÿðíóþ àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå:

Γ(y, t) = δ(t)a(y) + δ′(t)b(y)− d(y, t), y = ε−1x.

Çäåñü δ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, a(y) � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè,

b(y) � òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, d(y, t) � òåíçîð ðåãóëÿðíûõ ÷à�

ñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà Γ(y, t)

ÿâëÿþòñÿ Y -ïåðèîäè÷åñêèìè ïî y.
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1eW

2eW

1eW

2eW

�èñ. 1.2. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè εY äëÿ äèñïåðñíîé è âîëîêíèñòîé ñðåä

Â ðàçâåðíóòîé �îðìå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.2) ïðèíèìàþò

ñëåäóþùèé âèä:

σε
ij = aijkh(ε

−1x)ekh(u
ε) + bijkh(ε

−1x)ekh

(

∂uε

∂t

)

−

− dijkh(ε
−1x, t) ∗ ekh(uε), x ∈ Ω. (1.3)

Äëÿ äâóõ�àçíîé ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îáëàñòü Ω, êîìïîíåíòû òåíçî�

ðîâ a(y), b(y), d(y, t) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

a(y) =











a(1)(y) ïðè y ∈ Y1,

a(2)(y) ïðè y ∈ Y2,
b(y) =











b(1)(y) ïðè y ∈ Y1,

b(2)(y) ïðè y ∈ Y2,
(1.4)

d(y, t) =











d(1)(y, t) ïðè y ∈ Y1,

d(2)(y, t) ïðè y ∈ Y2.
(1.5)
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Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a
(s)
ijkh(y) � Y -ïåðèîäè÷åñêèå ãëàä�

êèå �óíêöèè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñèììåòðèè

a
(s)
ijkh(y) = a

(s)
jikh(y) = a

(s)
khij(y), s = 1, 2

è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

a
(s)
ijkh(y)ξkhξij ≥ α

(s)
1 ξijξij ∀ξij ∈ R, ξij = ξji, (1.6)

α
(s)
1 > 0, s = 1, 2.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì, òî

êîìïîíåíòû òåíçîðà a(s)(y) íå çàâèñÿò îò y è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû

Ëàìå λs è µs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a
(s)
ijkh = λsδijδkh + µs(δikδjh + δihδjk), (1.7)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Åñëè �àçà Ωsε çàíÿòà óïðóãèì ìàòåðèàëîì (ÓÌ), òî òåíçîðû b(s)(y) è

d(s)(y, t) � íóëåâûå. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ äâóõ òåíçîðîâ � íåíóëåâîé,

òî Ωsε çàíÿòà âÿçêîóïðóãèì ìàòåðèàëîì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç ÷åòûðåõ òåíçîðîâ b(1)(y), b(2)(y), d(1)(y, t) è d(2)(y, t) ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �àçàìè ãåòåðîãåííîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ ëèáî

óïðóãèé è âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàëû, ëèáî äâà ðàçíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòå�

ðèàëà. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäû, �àçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî óïðóãèå

ìàòåðèàëû, íå âõîäÿò â òåìó ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàçëè÷àòü âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû òðåõ òè�

ïîâ: ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III.

1) Äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà (ÂÓÌ-I) òåíçîð êî�

ý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè � íåíóëåâîé, â òî âðåìÿ êàê òåíçîð ðåãóëÿðíûõ ÷à�

ñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè � íóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà

ìàòåðèàëîì Êåëüâèíà-Ôîéãòà, òî b(s)(y) 6= 0, d(s)(y, t) ≡ 0 è îïðåäåëÿþùèå
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ñîîòíîøåíèÿ â Ωsε ïðèíèìàþò âèä

σε
ij = a

(s)
ijkh(ε

−1x)ekh(u
ε) + b

(s)
ijkh(ε

−1x)ekh

(

∂uε

∂t

)

.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà ÂÓÌ-I,

òî b
(s)
ijkh(y) � Y -ïåðèîäè÷åñêèå ãëàäêèå �óíêöèè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñèì�

ìåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè:

b
(s)
ijkh(y) = b

(s)
jikh(y) = b

(s)
khij(y),

b
(s)
ijkhξkhξij ≥ α

(s)
2 ξijξij ∀ξij ∈ R, ξij = ξji, α

(s)
2 > 0. (1.8)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòåðèàë Êåëüâèíà-Ôîéãòà â Ωsε èçîòðîïåí, òî êîì�

ïîíåíòû òåíçîðà b(s)(y) íå çàâèñÿò îò y è

b
(s)
ijkh = ζsδijδkh + ηs(δikδjh + δihδjk), ζs = κs −

2

3
ηs, (1.9)

ãäå ηs > 0 è κs > 0 � êîý��èöèåíòû ñäâèãîâîé è îáúåìíîé âÿçêîñòè

ñîîòâåòñòâåííî [37℄.

2) Äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ (ÂÓÌ-II)

òåíçîð ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè � íåíóëåâîé, à òåíçîð êîý��

�èöèåíòîâ âÿçêîñòè � íóëåâîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà

ìàòåðèàëîì ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ, òî b(s)(y) = 0, d(s)(y, t) 6= 0 è îïðå�

äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â Ωsε ïðèíèìàþò âèä

σε
ij = a

(s)
ijkh(ε

−1x)ekh(u
ε)− d

(s)
ijkh(ε

−1x, t) ∗ ekh(uε).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿ�

òüþ ñîñòîÿíèå íàïðÿæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò îò çíà÷åíèé òåíçîðà

äå�îðìàöèé äëÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0 < s < t (ñì. [29℄,

[64℄, [120℄).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà ÂÓÌ-II,

òî òåíçîð d(s)(y, t) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

d(s)(y, t) = Vs(t)w
(s)(y), (1.10)
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ãäå Vs(t) � óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

Vs(t) =

Ns
∑

n=1

v(s)n exp
(

−γ(s)n t
)

,

1 ≤ Ns < ∞, v(s)n , γ(s)n ∈ R
+, γ

(s)
i < γ

(s)
j ïðè i < j, (1.11)

à w(s)(y)� òåíçîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ Y -ïåðèîäè÷åñêèìè ãëàä�

êèìè �óíêöèÿìè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñèììåòðèè

w
(s)
ijkh(y) = w

(s)
jikh(y) = w

(s)
khij(y).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(s)(ε−1x, t) òåíçîð �óíêöèé ðåëàêñàöèè â Ωsε [38℄.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà R(s)(y, t) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

d
(s)
ijkh(y, t) = −

∂R
(s)
ijkh(y, t)

∂t
, R

(s)
ijkh(y, 0) = a

(s)
ijkh(y).

Îòñþäà íàõîäèì

R(s)(y, t) =a(s)(y)−
(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

w(s)(y)+

+

(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

exp
(

−γ(s)n t
)

)

w(s)(y).

Êàê èçâåñòíî, òåíçîðû �óíêöèé ðåëàêñàöèè âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå óñëî�

âèé íåîòðèöàòåëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ðàáîòû, çàòðà÷åííîé íà äå�

�îðìàöèþ ìàòåðèàëà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ [1℄, [42℄. Äëÿ ïðèâåäåííîãî

âûøå òåíçîðà R(s)(y, t) ýòè îãðàíè÷åíèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

w
(s)
ijkh(y)ξkhξij ≥ 0, (1.12)

(

a
(s)
ijkh(y)−

(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

w
(s)
ijkh(y)

)

ξkhξij ≥ α
(s)
3 ξijξij (1.13)

∀ξij ∈ R, ξij = ξji, α
(s)
3 > 0.



29

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óïîìÿíóòûõ îãðàíè÷åíèé äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1.12) è óñëîâèÿ íåòðèöàòåëüíîñòè òåíçîðà

a(s)(y)−
(

∑Ns

n=1 v
(s)
n /γ

(s)
n

)

w(s)(y). Òåì íå ìåíåå, ìû áåðåì áîëåå ñèëüíîå îãðà�

íè÷åíèå (1.13), òàê êàê îíî ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èññëåäóåìûõ çàäà÷ àêóñòèêè.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ

èçîòðîïåí â Ωsε, òî òåíçîð d
(s)(y, t) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y è

d
(s)
ijkh(t) = −

(

G1s(t)−
1

3
Gs(t)

)

δijδkh −
1

2
Gs(t)(δikδjh + δihδjk) (1.14)

ãäå G1s(t) è Gs(t) � ðåãóëÿðíûå ÷àñòè ÿäåð îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ðåëàêñà�

öèè ñîîòâåòñòâåííî [38℄. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òåíçîð d(s)(t) ìîæíî áûëî çàïè�

ñàòü â âèäå (1.10), íàëîæèì íà �óíêöèè G1s(t) è Gs(t) ñëåäóþùèå îãðàíè�

÷åíèÿ:

Gs(t) =

Ns
∑

n=1

v(s)n exp
(

−γ(s)n t
)

,

G1s(t) = ksGs(t), ks = 
onst ≥ 0,

(1.15)

ãäå Ns, v
(s)
n è γ

(s)
n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.11). Òîãäà òåíçîð d(s)(t) ïðåä�

ñòàâèì â âèäå (1.10) ïðè

Vs(t) = Gs(t),

w
(s)
ijkh =

(

ks −
1

3

)

δijδkh +
1

2
(δikδjh + δihδjk).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîð w(s)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîòðè�

öàòåëüíîñòè (1.12). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1.13) íóæíî äîïîëíèòåëüíî

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

≤











min

{

2µs,
3λs + 2µs

3ks

}

, åñëè ks > 0,

2µs, åñëè ks = 0.

(1.16)

3) Äëÿ ÂÓÌ-III òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷à�

ñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè � íåíóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè �àçà Ωsε çàïîë�

íåíà òàêèì âÿçêîóïðóãèì ìàòåðèàëîì, òî b(s)(y) 6= 0 è d(s)(y, t) 6= 0. Â
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äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ b(s)(y) è

d(s)(y, t) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è â ñëó÷àå ðàññìîòðåííûõ

âûøå ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-II.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè �àçû Ω1ε è Ω2ε çàïîëíåíû èçîòðîïíûìè ìàòåðèàëà�

ìè, òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.2) ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ðàçëî�

æåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé íà äåâèàòîðû è øàðîâûå òåí�

çîðû. À èìåííî, ïóñòü sεij è τij(u
ε) � êîìïîíåíòû äåâèàòîðîâ òåíçîðîâ

íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

sεij = σε
ij − δijσ

ε, τij(u
ε) = eij(u

ε)− δij
3
θ(uε),

ãäå σε
� ñðåäíåå ãèäðîñòàòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, à θ(uε) � äèëàòàöèÿ (îáú�

åìíàÿ äå�îðìàöèÿ):

θ(uε) = eii(u
ε) = div uε, σε =

1

3
σε
ii.

Òîãäà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.2) â Ωsε (s = 1, 2) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

sεij = Γs(t) ∗ τij(uε), σε = Γ1s(t) ∗ θ(uε), (1.17)

ãäå Γs(t) è Γ1s(t) � ÿäðà ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ðåëàêñàöèè ñîîòâåòñòâåííî,

Γs(t) = 2µsδ(t) + 2ηsδ
′(t)−Gs(t),

Γ1s(t) = Ksδ(t) + κsδ
′(t)−G1s(t),

à Ks = λs + (2/3)µs � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ñëå�

äóåò áðàòü ηs = κs = 0, åñëè Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II, è Gs(t) = G1s(t) = 0,

åñëè Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I.

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ñîîòíîøåíèÿ (1.17) ïðèíèìàþò âèä

sεij = 2µsτij(u
ε) + 2ηsτij

(

∂uε

∂t

)

−Gs(t) ∗ τij(uε),

σε = Ksθ(u
ε) + κsθ

(

∂uε

∂t

)

−G1s(t) ∗ θ(uε).
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Ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ òåíçîðîâ b(1)(y), b(2)(y), d(1)(y, t), d(2)(y, t), ìû

ìîæåì çàäàòü ñóììàðíî 15 ìîäåëåé ãåòåðîãåííûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, ñî�

ñòîÿùèõ èç äâóõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè ýòîì áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû

ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî 9 ìîäåëåé, îòìå÷åííûõ â òàá�

ëèöå 1.1.

Âòîðàÿ �àçà Ω2ε

Ïåðâàÿ �àçà Ω1ε ÂÓÌ-I ÂÓÌ-II ÂÓÌ-III

ÓÌ + + +

ÂÓÌ-I + + +

ÂÓÌ-II + +

ÂÓÌ-III +

Òàáëèöà 1.1. 9 ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé

1.3. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç äâóõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ â îáëàñòè Ω

ãåòåðîãåííîé ñðåäû ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.3), âêëþ÷àåò â

ñåáÿ:

1) ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé:

ρεs(x)
∂2uε

∂t2
=
∂σε

ij

∂xj
+ fi(x, t) â Ωsε × (0, T ), s = 1, 2, (1.18)

ãäå ρεs(x) = ρs(ε
−1x) � ïëîòíîñòü ñðåäû â Ωsε, ρs(y) � Y -ïåðèîäè÷åñêèå

ãëàäêèå �óíêöèè, ρs(y) > 1 äëÿ âñåõ y ∈ Ys, à f(x, t) � âåêòîð îáúåìíîé

ñèëû;
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2) óñëîâèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå �àç Ω1ε è Ω2ε:

[uε]|Sε
= 0, [σε

ijnj]
∣

∣

Sε
= 0, (1.19)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Sε, à êâàäðàòíûå ñêîáêè

[·]|Sε
îáîçíà÷àþò ñêà÷îê çàêëþ÷åííîé â íèõ âåëè÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü Sε.

3) îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = 0,
∂uε

∂t
|t=0 = 0. (1.20)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà ÓÌ èëè ÂÓÌ-I, òî ñèñòåìà

óðàâíåíèé àêóñòèêè (1.18) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîé â Ωsε × (0, T ), à

åñëè �àçà Ωsε çàïîëíåíà ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III, òî îíà � èíòåãðî-äè��å�

ðåíöèàëüíàÿ â Ωsε × (0, T ).

Ââåäåì �óíêöèþ ïëîòíîñòè ρε(x), ðàâíóþ ρεs(x) ïðè x ∈ Ωsε, è îáî�

çíà÷èì

aε(x) = a(ε−1x), bε(x) = b(ε−1x), dε(x, t) = Vs(t)w(ε
−1x),

asε(x) = a(s)(ε−1x), bsε(x) = b(s)(ε−1x), wsε(x) = w(s)(ε−1x).

Ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñðåäè ÷åòûðåõ òåíçî�

ðîâ b(s)(y) è d(s)(y, t) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé, ñëåäîâàòåëüíî, èç

äâóõ òåíçîðîâ bε(y) è dε(x, t) õîòÿ áû îäèí � íåíóëåâîé.

Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.18)-(1.20) èìååò ñëåäóþùèé

âèä: íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ uε(t) ñî çíà÷åíèÿìè â (H1
0(Ω))

3
, óäîâëåòâîðÿ�

þùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

Ω

ρε
∂2uε

∂t2
· vdx+

∫

Ω

aεijkhekh(u
ε)eij(v)dx+

∫

Ω

bεijkhekh

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx−

−
∫

Ω

(dεijkh ∗ ekh(uε))eij(v)dx =

∫

Ω

f · vdx ∀v ∈ (H1
0(Ω))

3
(1.21)
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äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

uε(0) =
∂uε

∂t
(0) = 0. (1.22)

Ïðè �îðìóëèðîâêå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1.21), (1.22) ïðåäïîëàãàëîñü,

÷òî f(x, y) ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))3). Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ,

÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñèëüíîìó îãðàíè÷åíèþ:

f(x, y) ∈ H2(0, T ; (L2(Ω))3).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1.21), (1.22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uε(t), îáîçíà÷èì ÷åðåç

{wl}l∈N îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå (H1
0(Ω))

3
. Äëÿ êàæäîãîm ∈ N

áóäåì èñêàòü ïî ìåòîäó �àëåðêèíà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uεm(t) çàäà÷è

(1.21), (1.22) â âèäå

uεm(t) =
m
∑

l=1

glm(t)w
l, (1.23)

ãäå �óíêöèè glm(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

m
∑

l=1





∫

Ω

ρεwl · wrdx



 g′′lm +
m
∑

l=1





∫

Ω

aεijkhekh(w
l)eij(w

r)dx



 glm+

+
m
∑

l=1





∫

Ω

bεijkhekh(w
l)eij(w

r)dx



 g′lm−

−
2
∑

s=1

m
∑

l=1





∫

Ωsε

wsε
ijkhekh(w

l)eij(w
r)dx



 (Vs(t) ∗ glm) =
∫

Ω

f · wrdx, (1.24)

r = 1, ..., m,

è îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

grm(0) = g′rm(0) = 0, r = 1, ..., m. (1.25)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Fr(t) =

∫

Ω

f · wrdx, Rε
rl =

∫

Ω

ρεwl · wrdx,
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Aε
rl =

∫

Ω

aεijkhekh(w
l)eij(w

r)dx, Bε
rl =

∫

Ω

bεijkhekh(w
l)eij(w

r)dx,

W sε
rl =

∫

Ωsε

wsε
ijkhekh(w

l)eij(w
r)dx, s = 1, 2

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.24) â âèäå

m
∑

l=1

Rε
rlg

′′
lm +

m
∑

l=1

Bε
rlg

′
lm +

m
∑

l=1

Aε
rlglm−

−
2
∑

s=1

m
∑

l=1

W sε
rl (Vs(t) ∗ glm) = Fr, r = 1, ..., m. (1.26)

Ïðîäîëæèì âåêòîð-�óíêöèþ f(x, t) íóëåì ïðè t < 0 è t > T è ïðè�

ìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà g(t) → g(λ) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.26).

Ó÷èòûâàÿ (1.25), ïîëó÷àåì

m
∑

l=1

(

λ2Rε
rl + λBε

rl +Aε
rl −

2
∑

s=1

Vs(λ)W
sε
rl

)

glm(λ) = Fr(λ), (1.27)

r = 1, ..., m,

ãäå glm(λ) è Fr(λ) åñòü èçîáðàæåíèÿ Ëàïëàñà �óíêöèé glm(t) è Fr(t) ñî�

îòâåòñòâåííî; Vs(λ) = 0, åñëè d(s)(y, t) = 0 (�àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÓÌ èëè

ÂÓÌ-I), è

Vs(λ) =

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

λ+ γ
(s)
n

,

åñëè d(s)(y, t) 6= 0 (�àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III).

Â ñëó÷àå, êîãäà d(1)(y, t) 6= 0 è d(2)(y, t) 6= 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1, ...,

γN ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

γ = γ1 ∪ (γ2 \ γ1),

ãäå γs = {γ(s)n }Ns

n=1, s = 1, 2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà γ1 è γ2 íå èìåþò

îáùèõ ýëåìåíòîâ, òî N = N1 +N2; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå N < N1 +N2.
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Äàëåå, ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.27) çàïèøåì â âèäå

m
∑

l=1

Zε
rl(λ)qlm(λ) = Fr(λ), r = 1, ..., m, (1.28)

ãäå Zε
rl(λ) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè N0 + 2,

qlm(λ) =
glm(λ)

S(λ)
.

Çäåñü

N0 = 0, S(λ) = 1, åñëè d(1)(y, t) = 0, d(2)(y, t) = 0,

N0 = N, S(λ) =
N
∏

n=1

(λ+ γn), åñëè d(1)(y, t) 6= 0, d(2)(y, t) 6= 0,

N0 = N1, S(λ) =

N1
∏

n=1

(λ+ γ(1)n ), åñëè d(1)(y, t) 6= 0, d(2)(y, t) = 0,

N0 = N2, S(λ) =

N2
∏

n=1

(λ+ γ(2)n ), åñëè d(1)(y, t) = 0, d(2)(y, t) 6= 0.

Ñèñòåìà (1.28) åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò�

íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ qlm(λ). Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Rε =

{Rε
rl} îïðåäåëèòåëü Dε(λ) ìàòðèöû ñèñòåìû (1.28) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïå�

íè (N0 + 2)m [24℄. �åøàÿ ñèñòåìó (1.28), íàïðèìåð, ìåòîäîì Êðàìåðà, ïðè

Dε(λ) 6= 0 ïîëó÷àåì

qrm(λ) =
1

Dε(λ)

m
∑

l=1

P ε
rl(λ)Fl(λ), r = 1, ..., m,

ãäå P ε
rl(λ) � ìíîãî÷ëåíû ñàìîå áîëüøåå ñòåïåíè (N0 + 2)(m− 1).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (1.27) èìååò âèä

grm(λ) =
m
∑

l=1

Qε
rl(λ)Fl(λ), r = 1, ..., m,

ãäå

Qε
rl(λ) =

S(λ)

Dε(λ)
P ε
rl(λ)
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åñòü ðàöèîíàëüíûå äðîáè, ïðè÷åì ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 2,

ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè Qε
rl(λ) îáëàäàþò

îðèãèíàëàìè Qε
rl(t), êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñðåäñòâîì èõ ðàçëîæå�

íèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè (ñì. [27℄, [28℄). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

grm(t) =
m
∑

l=1

Qε
rl(t) ∗ Fl(t), r = 1, ..., m

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.26) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.25).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåêòîð�

�óíêöèÿ uεm âèäà (1.23), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

Ω

ρε
∂2uεm
∂t2

· wrdx+

∫

Ω

aεijkhekh(u
ε
m)eij(w

r)dx+

∫

Ω

bεijkhekh

(

∂uεm
∂t

)

eij(w
r)dx−

−
∫

Ω

(dεijkh ∗ ekh(uεm))eij(wr)dx =

∫

Ω

f · wrdx, r = 1, ..., m (1.29)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

uεm(0) =
∂uεm
∂t

(0) = 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ uεm

è ∂uεm/∂t. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèì (1.29) íà g′rm(t) è ïðîñóììèðóåì ïî r =

1, ..., m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∫

Ω

ρε
∂2uεm
∂t2

· ∂u
ε
m

∂t
dx+

∫

Ω

aεijkhekh(u
ε
m)eij

(

∂uεm
∂t

)

dx+

+

∫

Ω

bεijkhekh

(

∂uεm
∂t

)

eij

(

∂uεm
∂t

)

dx−

−
∫

Ω

(dεijkh ∗ ekh(uεm))eij
(

∂uεm
∂t

)

dx =

∫

Ω

f · ∂u
ε
m

∂t
dx, (1.30)
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îòêóäà

∫

Ω

ρε
∂2uεm
∂t2

· ∂u
ε
m

∂t
dx+

∫

Ω

aεijkhekh(u
ε
m)eij

(

∂uεm
∂t

)

dx−

−
∫

Ω

(dεijkh ∗ ekh(uεm))eij
(

∂uεm
∂t

)

dx ≤
∫

Ω

f · ∂u
ε
m

∂t
dx. (1.31)

Äëÿ îöåíêè òðåòüåãî èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè (1.31) âîñïîëüçóåìñÿ

ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

e−γ
(s)
n t ∗ ekh(uεm) =

1

γ
(s)
n

(

ekh(u
ε
m)− e−γ

(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))

,

eij

(

∂uεm
∂t

)

=
∂

∂t

(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

+ γ(s)n e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

)

.

Èìååì

wsε
ijkh(e

−γ
(s)
n t ∗ ekh(uεm))eij

(

∂uεm
∂t

)

=
1

γ
(s)
n

wsε
ijkhekh(u

ε
m)eij

(

∂uεm
∂t

)

−

− 1

γ
(s)
n

wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))

∂

∂t

(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

−

−wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

≤

≤ 1

γ
(s)
n

wsε
ijkhekh(u

ε
m)eij

(

∂uεm
∂t

)

−

− 1

γ
(s)
n

wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))

∂

∂t

(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

,

n = 1, ..., Ns; s = 1, 2.

Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

(dsεijkh ∗ ekh(uεm))eij
(

∂uεm
∂t

)

≤
(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

wsε
ijkhekh(u

ε
m)eij

(

∂uεm
∂t

)

−

−
Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))

∂

∂t

(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

.
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Íî òîãäà èç (1.31) ñëåäóåò, ÷òî

1

2

dzεm
dt

≤
∫

Ω

f · ∂u
ε
m

∂t
dx,

dzεm
dt

≤
∫

Ω

|f |2 dx+ zεm,

ãäå

zεm(t) =

∫

Ω

ρε
∣

∣

∣

∣

∂uεm
∂t

∣

∣

∣

∣

2

dx+

+
2
∑

s=1

∫

Ωsε

((

asεijkh −
(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

wsε
ijkh

)

ekh(u
ε
m)eij(u

ε
m)

)

dx+

+

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

∫

Ωsε

wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uεm
∂t

))(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uεm
∂t

))

dx.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.12), (1.13) è íåðàâåíñòâà �ðîíóîëëà è Êîðíà, èç ïî�

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖uεm‖L∞(0,T ;(H1
0 (Ω))

3) ≤ C‖f‖L2(0,T ;(L2(Ω))3),
∥

∥

∥

∥

∂uεm
∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)

≤ C‖f‖L2(0,T ;(L2(Ω))3),
(1.32)

ãäå C îáîçíà÷àåò ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ε

è m.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè

∥

∥

∥

∥

∂kuεm
∂tk

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(H1
0 (Ω))

3)

≤ C‖f‖Hk(0,T ;(L2(Ω))3), k = 1, 2,

∥

∥

∥

∥

∂3uεm
∂t3

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)

≤ C‖f‖H2(0,T ;(L2(Ω))3).

(1.33)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì ε > 0 çàäà÷à (1.21), (1.22) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uε è âûïîëíåíû îöåíêè

∥

∥

∥

∥

∂kuε

∂tk

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(H1
0 (Ω))

3)

≤ C‖f‖Hk(0,T ;(L2(Ω))3), k = 0, 1, 2, (1.34)

∥

∥

∥

∥

∂3uε

∂t3

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)

≤ C‖f‖H2(0,T ;(L2(Ω))3), (1.35)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îöåíîê (1.32), (1.33) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòè ∂kuεm/∂t
k
(k = 0, 1, 2) è ∂3uεm/∂t

3
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî

m (è ε) â L∞(0, T ; (H1
0(Ω))

3) è L∞(0, T ; (L2(Ω))3) ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâà�

òåëüíî, ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uεm′ òàêóþ, ÷òî ïðè m′ →
∞

∂kuεm′

∂tk
→ ∂kuε

∂tk
∗ -ñëàáî â L∞(0, T ; (H1

0(Ω))
3), k = 0, 1, 2,

∂3uεm′

∂t3
→ ∂3uε

∂t3
∗ -ñëàáî â L∞(0, T ; (L2(Ω))3).

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî uε(0) = ∂uε/∂t(0) = 0 [46, 47℄. Êðîìå

òîãî, ïåðåõîäÿ â (1.32) è (1.33) ê ïðåäåëó ïðè m′ → ∞, ñðàçó ïîëó÷àåì

îöåíêè (1.34), (1.35).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ uε óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü�

íîìó òîæäåñòâó (1.21) äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ), óìíîæèì (1.29) íà ïðîèçâîëüíóþ

�óíêöèþ ψ(t) ∈ C1[0, T ], à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî t ∈ [0, T ] è ïåðåéäåì

ê ïðåäåëó ïðè m′ → ∞. Â ðåçóëüòàòå çàêëþ÷àåì, ÷òî uε óäîâëåòâîðÿåò

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (1.21) äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ uε çàäà÷è (1.21), (1.22)

ïðè �èêñèðîâàííîì ε > 0 íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî uε ≡ 0 ïðè f ≡ 0.

Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì â (1.21) ïðîáíóþ âåêòîð-�óíêöèþ v = ∂uε/∂t.

Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

dzε

dt
≤ 0, (1.36)

â êîòîðîì

zε(t) =

2
∑

s=1

∫

Ωsε

(

ρεs

∣

∣

∣

∣

∂uε

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+

(

asεijkh −
(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

wsε
ijkh

)

ekh(u
ε)eij(u

ε)

)

dx+

+
2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

∫

Ωsε

wsε
ijkh

(

e−γ
(s)
n t ∗ ekh

(

∂uε

∂t

))(

e−γ
(s)
n t ∗ eij

(

∂uε

∂t

))

dx.
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Òàê êàê zε(0) = 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.12), (1.13), òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåí�

ñòâà Êîðíà è Ôðèäðèõñà, èç (1.36) ïîëó÷àåì uε ≡ 0 è òåîðåìà ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà.

1.4. Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè

Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ áóäåò èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå�

äåíèÿ ðåøåíèé uε çàäà÷ (1.21), (1.22) ïðè ε → 0. Ýòî èññëåäîâàíèå ìû

áóäåì îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ââå�

äåííîãî �. Íãóåòñåíãîì â 1989 ã. è ÿâëÿþùåãîñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì

èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

1.4.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äâóõìàñøòàáíîé ñõî�

äèìîñòè, êîòîðûå â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè óñðåäíåí�

íûõ ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü �óíêöèé uε(x), îãðàíè÷åííóþ â L2(Ω):

lim sup
ε→0

∫

Ω

|uε|2dx <∞.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε(x) ñëàáî äâóõìàñøòàáíî ñõî�

äèòñÿ ê �óíêöèè u(x) ∈ L2(Ω× Y, dx× dy) = L2(Ω× Y ), uε(x)
2
⇀ u(x, y),

åñëè

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)ϕ(x)ψ(ε−1x)dx =

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)ϕ(x)ψ(y)dxdy (1.37)

äëÿ ëþáûõ ïðîáíûõ �óíêöèé ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω) è ψ(y) ∈ C∞

per(Y ).

Çäåñü ÷åðåç C∞
per(Y ) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåí�

öèðóåìûõ Y -ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ñëàáîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè � îáîá�

ùåíèå ïîíÿòèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè: îáû÷íûé ñëàáûé ïðåäåë ïîëó÷àåòñÿ
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èç ñëàáîãî äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà óñðåäíåíèåì ïî ïåðèîäó, ò.å. åñëè

uε(x)
2
⇀ u(x, y), òî

uε(x)⇀

∫

Y

u(x, y)dy â L2(Ω).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε(x) ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî ñõî�

äèòñÿ ê �óíêöèè u(x, y) ∈ L2(Ω× Y ), uε(x)
2→ u(x, y), åñëè

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)vε(x) dx =

∫

Ω

∫

Y

u(x, y)v(x, y) dx dy

êàê òîëüêî vε(x)
2
⇀ v(x, y).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, äîêà�

çàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [30℄, [102℄.

(i) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε(x) îãðàíè÷åíà â L2(Ω), òî îíà êîìïàêòíà

â ñìûñëå ñëàáîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

(ii) Åñëè a(y) ∈ L∞
per(Y ) è u

ε(x)
2
⇀ u(x, y), òî

a(ε−1x)uε(x)
2
⇀ a(y)u(x, y).

(iii) Åñëè uε(x)
2
⇀ u(x, y), òî

lim inf
ε→0

∫

Ω

|uε(x)|2dx ≥
∫

Ω

∫

Y

|u(x, y)|2dxdy.

(iv) Åñëè uε(x)
2
⇀ u(x, y) è

lim
ε→0

∫

Ω

|uε(x)|2dx =

∫

Ω

∫

Y

|u(x, y)|2dxdy,

òî uε(x)
2→ u(x, y).
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(v) Åñëè uε(x)
2→ u(x, y) è ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ äîñòà�

òî÷íî ãëàäêîé, íàïðèìåð, u(x, y) ∈ C(Ω, L2
per(Y )), òî

lim
ε→0

∫

Ω

|uε(x)− u(x, ε−1x)|2dx = 0.

Íàðÿäó ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

ïðèâåäåì åùå äâà íàèáîëåå âàæíûõ ñâîéñòâà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè,

êîòîðûå îáíàðóæèâàþòñÿ ïðè ñîâìåñòíîì ðàññìîòðåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè �óíêöèé uε è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ãðàäèåíòîâ ∇uε (ñì. [30℄, [102℄,
[140℄).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü uε(x) ∈ H1(Ω) è∫

Ω

(

|uε(x)|2 + |∇uε(x)|2
)

dx < C,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò ε. Òîãäà ñóùåñòâóþò �óíêöèè

u(x) ∈ H1(Ω), u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1
per(Y )/R)

òàêèå, ÷òî (ñ òî÷íîñòüþ äî âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

uε(x)
2
⇀ u(x), ∇uε(x) 2

⇀ ∇u(x) +∇yu1(x, y).

Êðîìå òîãî, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà uε(x) ∈ H1
0(Ω), òî u(x) ∈ H1

0(Ω).

Çäåñü H1
per(Y ) îáîçíà÷àåò ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî Y -ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé.

Òåïåðü ðàçîáüåì îáëàñòü Ω íà äâå ÷àñòè Ω1ε è Ω2ε òàê, êàê ýòî áûëî

îïèñàíî â ï. 1.1. Äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî E1 ñâÿçíî â R3
.

Äëÿ �îðìóëèðîâêè âòîðîé òåîðåìû î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíêöèé è èõ ãðàäèåíòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(D) õàðàê�

òåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà D:

χ(x) =











1, x ∈ D;

0, x /∈ D.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü uε(x) ∈ H1(Ω) è

∫

Ω

|uε(x)|2 dx+
∫

Ω1ε

|∇uε(x)|2 dx+ ε2
∫

Ω2ε

|∇uε(x)|2 dx < C,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò ε. Òîãäà ñóùåñòâóþò �óíêöèè

u(x) ∈ H1(Ω), u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1
per(Y1)/R),

w(x, y) ∈ L2(Ω, H1
per(Y )) : w(x, y) = 0 ïðè y ∈ Y1 ∪ ∂Y1

òàêèå, ÷òî (ñ òî÷íîñòüþ äî âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

uε(x)
2
⇀ u(x) + w(x, y),

χ(Ω1ε)∇uε(x) 2
⇀ χ(Y1)(∇u(x) +∇yu1(x, y)),

εχ(Ω2ε)∇uε(x) 2
⇀ χ(Y2)∇yw(x, y).

Êðîìå òîãî, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà uε(x) ∈ H1
0(Ω), òî u(x) ∈ H1

0(Ω).

1.4.2. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà g(t) → g(λ) = gλ ê òîæäåñòâó

(1.21). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å â îáðàçàõ ïðåîáðàçî�

âàíèÿ Ëàïëàñà: äëÿ �èêñèðîâàííîãî λ òàêîãî, ÷òî Reλ > λ0 > 0, ãäå λ0

äîñòàòî÷íî âåëèêî, íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ uελ ∈ (H1
0(Ω))

3
, óäîâëåòâîðÿþ�

ùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

λ2
∫

Ω

ρεuελ · vdx+
∫

Ω

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(v)dx =

∫

Ω

fλ · vdx (1.38)

∀v ∈ (H1
0(Ω))

3,

ãäå

Γε
ijkh(x, λ) = Γijkh(ε

−1x, λ),

Γijkh(y, λ) = aijkh(y) + λbijkh(y)− dijkh(y, λ).
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Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè,

èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ uελ çàäà÷è (1.38) ïðè ε→ 0.

Ïðåæäå âñåãî, ïîëàãàÿ â (1.38) v = uελ, èìååì

λ2
∫

Ω

ρε|uελ|2dx+
∫

Ω

qεijkh(x, λ)ekh(u
ε
λ)eij(u

ε
λ)dx =

∫

Ω

fλ · uελdx ≤

≤





∫

Ω

|fλ|2dx





1/2



∫

Ω

|uελ|2dx





1/2

≤ C





∫

Ω

|uελ|2dx





1/2

.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.6), (1.8), (1.12), (1.13) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîðíà,

îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè, ðàâíîìåðíûå ïî ε:
∫

Ω

|uελ|2dx ≤ C,

∫

Ω

|∇uελ|2dx ≤ C, (1.39)

ãäå ïîä ∇uελ ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà 3× 3 ñ ýëåìåíòàìè ∂uελi/∂xj.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü uελ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.38). Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî

âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

uελ
2
⇀ uλ(x), uλ(x) ∈ (H1

0(Ω))
3, (1.40)

∇uελ
2
⇀ ∇uλ(x) +∇yu1λ(x, y), (1.41)

ãäå

u1λ(x, y) = Qkh
λ (y)

∂uλk
∂xh

(x), (1.42)

à âåêòîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) ∈ (H1

per(Y ))
3
åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σij(Q
kh
λ )
)

= 0, y ∈ Y,

[σij(Q
kh
λ )nj]

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

Qkh
λ dy = 0,

(1.43)

ãäå nj, j = 1, 2, 3, � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõ�

íîñòè Γ,

σij(Q
kh
λ ) = Γijkh(y, λ) + Γijlm(y, λ)e

y
lm(Q

kh
λ ). (1.44)
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Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ Γ0

ijkh(λ)ekh(uλ) â L2(Ω), (1.45)

ãäå

Γ0
ijkh(λ) =

∫

Y

σij(Q
kh
λ )dy. (1.46)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (1.40) è (1.41) ñðàçó ñëåäóþò èç îöå�

íîê (1.39) è Òåîðåìû 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëîæåíèÿ (1.42) âåêòîð-�óíêöèè u1λ(x, y) ïîä�

ñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.38) ïðîáíóþ âåêòîð-�óíêöèþ

v = εw(ε−1x)ϕ(x), w(y) ∈ (C∞
per(Y ))

3, ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω)

è ïåðåéäåì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1.40) è

(1.41). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∫

Ω

∫

Y

ϕ(x)Γijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))e
y
ij(w)dxdy = 0.

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà �óíêöèè ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω), ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å äëÿ u1λ(x, y):

∫

Y

Γijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))e
y
ij(w)dy = 0. (1.47)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.42) â (1.38) ïîëó÷àåì

∫

Y

(

Γijkh(y, λ) + Γijlm(y, λ)e
y
lm(Q

kh
λ )
)

eyij(w)dy = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåê�

òîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.43).

Äàëåå, èç ñâîéñòâ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè èìååì

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)

2
⇀ Γijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ)),
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à çíà÷èò,

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀

∫

Y

Γijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))dy â L2(Ω).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.42) è (1.46) ïîëó÷àåì

∫

Y

Γijkh(y, λ) (ekh(uλ) + eykh(u1λ)) dy = Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ),

îòêóäà ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â (1.45). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ëåììû 1, ìû ìîæåì âûïèñàòü óñðåäíåí�

íóþ çàäà÷ó â îáðàçàõ Ëàïëàñà, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-�óíê�

öèÿ uλ(x). Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì â (1.38) ïðîáíóþ �óíêöèþ v(x) ∈
(H1

0(Ω))
3
, íå çàâèñÿùóþ îò ε. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 è èñ�

ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.40), (1.41) è (1.45), ïîëó÷èì

λ2ρ0

∫

Ω

uλ · vdx+
∫

Ω

Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ)eij(v)dx =

∫

Ω

fλ · vdx, (1.48)

ãäå

ρ0 =

∫

Y

ρ(y)dy.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà (1.48), çàêëþ÷àåì, ÷òî óñðåäíåííàÿ çàäà÷à â îáðàçàõ Ëàïëàñà

çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

λ2ρ0uλi =
∂σ0λ

ij

∂xj
+ fλi, x ∈ Ω,

uλ(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(1.49)

ãäå

σ0λ
ij = Γ0

ijkh(λ)ekh(uλ). (1.50)

Çàïèñûâàÿ �óíêöèè Γijkh(y, λ) ïðè y ∈ Ys â âèäå

Γ
(s)
ijkh(y, λ) = a

(s)
ijkh(y)−

(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

w
(s)
ijkh(y)+
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+λb
(s)
ijkh(y) +

(

Ns
∑

n=1

v
(s)
n λ

γ
(s)
n (λ+ γ

(s)
n )

)

w
(s)
ijkh(y), s = 1, 2,

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 1 â ñèëó óñëîâèé (1.8), (1.12) è (1.13)

âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

Γijkh(y, λ)ξkhξij ≥ α4ξijξij ∀ξij ∈ R, ξij = ξji,

α4 = min{α(1)
2 + α

(1)
3 , α

(2)
2 + α

(2)
3 }.

Íî òîãäà èç �îðìóëû

Γ0
ijkh(λ)ξijξkh = inf

w∈(C∞

per(Y ))3

∫

Y

Γijkh(y, λ)(ξij + eij(w))(ξkh + ekh(w))dy

(ñì. [31℄) ñëåäóåò, ÷òî ïðè λ > 1 êîý��èöèåíòû Γ0
ijkh(λ) óäîâëåòâîðÿþò

êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, ïî�

ýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uλ(x) óñðåäíåííîé çàäà÷è (1.49).

Îòìåòèì, ÷òî σ0λ
ij ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå�

íèé óñðåäíåííîé ñðåäû, çàïèñàííûå â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � âûâîä îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé óñðåäíåííîé

ñðåäû â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ x è t.

1.4.3. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ

×òîáû âûïèñàòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ïåðåìåííûõ x è t, ïðè�

ìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (1.50). Èìååì

σ0
ij = Γ0

ijkh(t) ∗ ekh(u). (1.51)

Çäåñü Γ0(t) � òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííîé ñðåäû, êîìïîíåíòû êî�

òîðîãî íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

Γ0
ijkh(t) =

∫

Y

σij(Q
kh)dy

ïðè

σij(Q
kh) = Γijkh(y, t) + Γijlm(y, t) ∗ eylm(Qkh),
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ãäå âåêòîð-�óíêöèè Qkh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σij(Q
kh)
)

= 0 â Y × (0, T ),

[Qkh]
∣

∣

Γ
= 0, [σij(Q

kh)nj]
∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

Qkhdy = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Qkh(y, t) çàâèñÿò îò �óíêöèè Äèðàêà δ(t). Ïðåä�

ñòàâèì Qkh(y, t) â ñëåäóþùåì âèäå

Qkh(y, t) = Zkh(y)δ(t) +W kh(y, t) (1.52)

è ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) è W kh(y, t) íå çàâèñÿò îò δ(t). Äëÿ

ýòîãî âåðíåìñÿ ê îáðàçàì Ëàïëàñà è âûðàçèìQkh
λ (y) ÷åðåç Zkh(y) èW kh

λ (y):

Qkh
λ (y) = Zkh(y) +W kh

λ (y).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.5.1), èìååì

σij(Q
kh
λ ) = Γijkh(y, λ) + Γijlm(y, λ)e

y
lm(Z

kh) + Γijlm(y, λ)e
y
lm(W

kh
λ ) =

= aijkh(y) + aijlm(y)e
y
lm(Z

kh) + aijlm(y)e
y
lm(W

kh
λ )+

+λ
(

bijkh(y) + bijlm(y)e
y
lm(Z

kh) + bijlm(y)e
y
lm(W

kh
λ )
)

−

−dijkh(y, λ)− dijlm(y, λ)e
y
lm(Z

kh)− dijlm(y, λ)e
y
lm(W

kh
λ ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè òðè ñëó÷àÿ:

1) îáå �àçû èìåþò íåíóëåâûå òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, ò.å.

b(1)(y) 6= 0 è b(2)(y) 6= 0;

2) òîëüêî îäíà �àçà èìååò íåíóëåâîé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè,

ò.å. ëèáî b(1)(y) 6= 0 è b(2)(y) = 0, ëèáî b(1)(y) = 0 è b(2)(y) 6= 0;

3) îáå �àçû èìåþò íóëåâûå òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, ò.å.

b(1)(y) = 0 è b(2)(y) = 0.
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1) Ñëó÷àé b(1)(y) 6= 0 è b(2)(y) 6= 0. Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþò 3

ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé: ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ðàçíûõ

ÂÓÌ-I; ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-III; ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç

ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III (ñì. òàáë. 1.2).

ÂÓÌ-I ÂÓÌ-III

ÂÓÌ-I + +

ÂÓÌ-III +

Òàáëèöà 1.2. 3 ìîäåëè äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä, äëÿ êîòîðûõ b(1)(y) 6= 0 è b(2)(y) 6= 0

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

σ
(1)
ij (Z

kh) = b
(s)
ijkh(y) + b

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Ys,

σ
(2)
ij (D

kh) = a
(s)
ijkh(y) + a

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(s)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh), y ∈ Ys,

σ
(3)
ij (W

kh
λ ) = a

(s)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh
λ ) + b

(s)
ijlm(y)e

y
lm(λW

kh
λ −Dkh)−

−d(s)ijkh(y, λ)− d
(s)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Z

kh)− d
(s)
ijlm(y, λ)e

y
lm(W

kh
λ ), y ∈ Ys.

Òîãäà

σij(Q
kh
λ ) = σ

(2)
ij (D

kh) + λσ
(1)
ij (Zkh) + σ

(3)
ij (W kh

λ ). (1.53)

Îïðåäåëèì âíà÷àëå âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) ∈ (H1
per(Y ))

3
êàê ðåøåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(1)
ij (Z

kh)
)

= 0 â Y,

[

σ
(1)
ij (Z

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

Zkhdy = 0.
(1.54)

Çàòåì îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè Dkh(y) ∈ (H1
per(Y ))3 êàê ðåøåíèÿ ïåðè�

îäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(2)
ij (Dkh)

)

= 0 â Y,

[

σ
(2)
ij (D

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

Dkhdy = 0.
(1.55)
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Òåïåðü èç (1.43) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè W kh
λ (y) ∈ (H1

per(Y ))3 åñòü

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(3)
ij (W

kh
λ )
)

= 0 â Y,

[

σ
(3)
ij (W

kh
λ )nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W kh
λ dy = 0.

Âûïîëíÿÿ çäåñü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

W kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷:


































∂

∂yj

(

σ
(3)
ij (W

kh)
)

= 0 â Y × (0, T ),

[

σ
(3)
ij (W

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W khdy = 0,

W kh(y, 0) = Dkh(y) â Y

(1.56)

ïðè

σ
(3)
ij (W

kh) = a
(s)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh) + b
(s)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

+

−d(s)ijlm(y, t) ∗ e
y
lm(W

kh)− d
(s)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)− d
(s)
ijkh(y, t),

y ∈ Ys, s = 1, 2.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé èç (1.56) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëü�

íîé (èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîé) â Ys, åñëè d
(s)(y, t) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî

d(s)(y, t) 6= 0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε çàíÿòû âÿçêîóïðóãèìè

ìàòåðèàëàìè Êåëüâèíà-Ôîéãòà (ÂÓÌ-I), òî ýòà ñèñòåìà � äè��åðåíöèàëü�

íàÿ â Y1 è Y2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) èW kh(y, t),

âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.52), íå çàâèñÿò îò δ(t).

Äàëåå, èç (1.53) èìååì

σij(Q
kh) = δ(t)σ

(2)
ij (D

kh) + δ′(t)σ(1)
ij (Z

kh) + σ
(3)
ij (W

kh),

ïîýòîìó

Γ0
ijkh(t) = δ(t)

∫

Y

σ
(2)
ij (D

kh)dy + δ′(t)

∫

Y

σ
(1)
ij (Z

kh)dy +

∫

Y

σ
(3)
ij (W

kh)dy.
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Ââåäåì òåíçîðû α, β è g(t), êîìïîíåíòû êîòîðûõ îïðåäåëèì ñëåäóþ�

ùèì îáðàçîì:

αijkh =

∫

Y

σ
(2)
ij (D

kh)dy =
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
ijkh(y)dy+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(s)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh)
)

dy, (1.57)

βijkh =

∫

Y

σ
(1)
ij (Z

kh)dy =
2
∑

s=1

∫

Ys

(

b
(s)
ijkh(y) + b

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy, (1.58)

gijkh(t) = −
∫

Y

σ
(3)
ij (W

kh)dy =

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
ijkh(y, t)dy+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh) + d
(s)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)

dy−

−
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
ijlm(y)e

y
lm(W

kh) + b
(s)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

))

dy. (1.59)

Òîãäà òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Γ0(t) = δ(t)α+ δ′(t)β − g(t). (1.60)

Î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîðû α, β è g(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå,

êàê òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è òåíçîð

ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííîé ñðåäû. Ñîãëàñíî âûøå�

èçëîæåííîìó, êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α è β íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé

ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.54) è (1.55), à êîìïîíåíòû òåíçîðà

g(t) � ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.56). Èñ�

ïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ a(s)(y), b(s)(y) è d(s)(y, t),

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.54)-(1.56) è êîìïîíåíòû òåíçîðîâ

α, β è g(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñèììåòðèè:

Zkh(y) = Zhk(y), Dkh(y) = Dhk(y), W kh(y, t) =W hk(y, t), (1.61)
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αijkh = αjikh = αkhij, βijkh = βjikh = βkhij,

gijkh(t) = gjikh(t) = gkhij(t).
(1.62)

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè

Γ0(t) óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà ìîæåò èìåòü �óêîðî÷åííûé� âèä. Íàïðèìåð,

åñëè îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε çàíÿòû äâóìÿ ðàçíûìè ìàòåðèàëàìè Êåëüâèíà�

Ôîéãòà, äëÿ êîòîðûõ òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû òåíçî�

ðàì êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè ñ îäíèì è òåì æå êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöè�

îíàëüíîñòè (ò.å. åñëè a(1)(y) = kb(s)(y) è a(2)(y) = kb(2)(y) ïðè k = 
onst), òî

Dkh(y) = 0 è W kh(y, t) = 0 äëÿ âñåõ k, h = 1, 2, 3. Íî òîãäà g(t) = 0, à çíà�

÷èò, Γ0(t) = δ(t)α + δ′(t)β. Ñëåäîâàòåëüíî, óñðåäíåííûé ìàòåðèàë ÿâëÿåò�

ñÿ îäíîðîäíûì âÿçêîóïðóãèì ìàòåðèàëîì Êåëüâèíà-Ôîéãòà, äëÿ êîòîðîãî,

êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, α = kβ.

Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëü�

íûõ ñëó÷àåâ, äëÿ âñåõ òðåõ óêàçàííûõ âûøå ìîäåëåé ñðåä, äëÿ êîòîðûõ îáå

�àçû èìåþò íåíóëåâûå òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òåíçîðû ÿäåð

ðåëàêñàöèè Γ0(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñðåäíåííûõ ñðåä èìåþò �ïîëíûé�

âèä, ò.å. óñðåäíåííûìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå âÿçêîóïðóãèå ìàòå�

ðèàëû íàèáîëåå îáùåãî âèäà � ÂÓÌ-III.

2) Ñëó÷àé b(1)(y) = 0, b(2)(y) 6= 0 èëè b(1)(y) 6= 0, b(2)(y) = 0. Ýòîìó

ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþò 4 ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé: ñðåäà,

ñîñòîÿùàÿ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è ÂÓÌ-I; ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç óïðóãîãî

ìàòåðèàëà è ÂÓÌ-III; ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-II; ñðåäà, ñîñòî�

ÿùàÿ èç ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III.

Ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ �àç, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ âñåãäà b(1)(y) = 0, à

b(2)(y) 6= 0 (ñì. òàáë. 1.3).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

σ
(1)
ij (Z

kh) = a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Y1,
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Âòîðàÿ �àçà Ω2ε

Ïåðâàÿ �àçà Ω1ε ÂÓÌ-I ÂÓÌ-III

ÓÌ + +

ÂÓÌ-II + +

Òàáëèöà 1.3. 4 ìîäåëè äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä, äëÿ êîòîðûõ b(1)(y) = 0, b(2)(y) 6= 0

σ
(2)
ij (Z

kh) = b
(2)
ijkh(y) + b

(2)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Y2,

σ
(3)
ij (D

kh) = a
(2)
ijkh(y) + a

(2)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(2)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh), y ∈ Y2,

σ
(4)
ij (W

kh
λ ) = a

(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh
λ )− d

(1)
ijlm(y, λ)e

y
lm(W

kh
λ )−

−d(1)ijlm(y, λ)e
y
lm(Z

kh)− d
(1)
ijkh(y, λ), y ∈ Y1,

σ
(4)
ij (W

kh
λ ) = a

(2)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh
λ ) + b

(2)
ijlm(y)e

y
lm(λW

kh
λ −Dkh)−

−d(2)ijlm(y, λ)e
y
lm(W

kh
λ )− d

(2)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Z

kh)− d
(2)
ijkh(y, λ), y ∈ Y2.

Èìååì

σij(Q
kh
λ ) = σ

(1)
ij (Z

kh) + σ
(4)
ij (W

kh
λ ), y ∈ Y1, (1.63)

σij(Q
kh
λ ) = σ

(3)
ij (D

kh) + λσ
(2)
ij (Zkh) + σ

(4)
ij (W

kh
λ ), y ∈ Y2. (1.64)

Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) ∈ (H1
per(Y ))3 êàê ðåøåíèÿ ïåðèî�

äè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(s)
ij (Z

kh)
)

= 0 â Ys, s = 1, 2,

σ
(2)
ij (Z

kh)nj = 0 íà Γ,

∫

Y

Zkhdy = 0.
(1.65)

Çàòåì îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè Dkh(y) ∈ (H1
per(Y2))

3
êàê ðåøåíèÿ ïåðè�

îäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(3)
ij (Dkh)

)

= 0 â Y2,

σ
(3)
ij (D

kh)nj = σ
(1)
ij (Z

kh)nj íà Γ,

∫

Y2

Dkhdy = 0.
(1.66)



54

Òåïåðü èç (1.43) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè W kh
λ (y) ∈ (H1

per(Y ))3 åñòü

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(4)
ij (W

kh
λ )
)

= 0 â Y,

[

σ
(4)
ij (W

kh
λ )nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W kh
λ dy = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî W kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

çàäà÷



































∂

∂yj

(

σ
(4)
ij (W

kh)
)

= 0 â Y × (0, T ),

[

σ
(4)
ij (W

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W khdy = 0,

W kh(y, 0) = Dkh(y) â Y2

(1.67)

ïðè

σ
(4)
ij (W

kh) = a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)−

−d(1)ijlm(t)e
y
lm(Z

kh)− d
(1)
ijkh(t), y ∈ Y1,

σ
(4)
ij (W

kh) = a
(2)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh) + b
(2)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

−

−d(2)ijlm(y, t) ∗ e
y
lm(W

kh)− d
(2)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)− d
(2)
ijkh(y, t), y ∈ Y2.

Òåì ñàìûì ìû óáåäèëèñü, ÷òî è âî âòîðîì ñëó÷àå âåêòîð-�óíêöèè

Zkh(y) è W kh(y, t), âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.52), íå çàâèñÿò îò δ(t).

Äàëåå, èç (1.63), (1.64) èìååì

σij(Q
kh) = δ(t)σ

(1)
ij (Z

kh) + σ
(4)
ij (W

kh), y ∈ Y1,

σij(Q
kh) = δ(t)σ

(3)
ij (D

kh) + δ′(t)σ(2)
ij (Z

kh) + σ
(4)
ij (W

kh), y ∈ Y2,

ïîýòîìó

q0ijkh(t) = δ(t)





∫

Y1

σ
(1)
ij (Z

kh)dy +

∫

Y2

σ
(3)
ij (D

kh)dy



+

+δ′(t)

∫

Y2

σ
(2)
ij (Z

kh)dy +

∫

Y

σ
(4)
ij (W

kh)dy.
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Åñëè ââåñòè òåíçîðû α, β è g(t), êîìïîíåíòû êîòîðûõ îïðåäåëåíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αijkh =

∫

Y1

σ
(1)
ij (Z

kh)dy +

∫

Y2

σ
(3)
ij (D

kh)dy =

=

2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
ijkh(y) + a

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy +

∫

Y2

b
(2)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh)dy, (1.68)

βijkh =

∫

Y2

σ
(2)
ij (Z

kh)dy =

∫

Y2

(

b
(2)
ijkh(y) + b

(2)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy, (1.69)

gijkh(t) = −
∫

Y

σ
(4)
ij (W

kh)dy =
2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
ijkh(y, t)dy+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh) + d
(s)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)

dy−

−
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
ijlm(y)e

y
lm(W

kh)dy −
∫

Y2

b
(2)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

dy, (1.70)

òî òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè Γ0(t) óñðåäíåííîé ñðåäû èìååò òîò æå ñàìûé âèä

(1.60), ÷òî è â ïåðâîì ñëó÷àå. Èç (1.68)-(1.70) âèäíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ

êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè α è òåíçîðà êîý��èöèåíòîâ âÿçêî�

ñòè β òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è (1.65)-(1.66), à

äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè

g(t) � ýâîëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è (1.67). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ðåøåíèÿ ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ è êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α, β è g(t)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñèììåòðèè (1.61), (1.62).

Îòìåòèì, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ, äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ

ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñðåä, äëÿ êîòîðûõ òîëüêî îäíà �àçà èìååò íåíóëå�

âîé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èì óñðåäíåííûìè

ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû íàèáîëåå îáùåãî

âèäà � ÂÓÌ-III. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óïîìÿíóòîãî èñêëþ÷åíèÿ âîçüìåì
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ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà � óïðóãèé ìàòåðèàë, à âòîðàÿ � âÿçêî�

óïðóãèé ìàòåðèàë Êåëüâèíà-Ôîéãòà, ïðè÷åì òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè

îáåõ �àç ïðîïîðöèîíàëüíû òåíçîðó êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè âòîðîé �à�

çû, ò.å. a(1)(y) = k1b
(2)(y) è a(2)(y) = k2b

(2)(y), ãäå k1, k2 = 
onst. Òîãäà

Dkh(y) = 0 è W kh(y, t) = 0 äëÿ âñåõ k, h = 1, 2, 3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî g(t) = 0

è Γ0(t) = δ(t)α + δ′(t)β, ò.å. óñðåäíåííîé ñðåäîé ÿâëÿåòñÿ íå ÂÓÌ-III, à

ÂÓÌ-I.

3) Ñëó÷àé b(1)(y) = 0 è b(2)(y) = 0. Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþò 2

ìîäåëè äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé: ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç ÓÌ

è ÂÓÌ-II, è ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II (ñì. òàáë. 1.4).

ÂÓÌ-II

ÓÌ +

ÂÓÌ-II +

Òàáëèöà 1.4. 2 ìîäåëè äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä, äëÿ êîòîðûõ b(1)(y) = b(2)(y) = 0

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

σ
(1)
ij (Z

kh) = a
(s)
ijkh(y) + a

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Ys,

σ
(2)
ij (W

kh
λ ) = a

(s)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh
λ )− d

(s)
ijlm(y, λ)e

y
lm(W

kh
λ )−

−d(s)ijlm(y, λ)e
y
lm(Z

kh)− d
(s)
ijkh(y, λ), y ∈ Ys.

Òîãäà

σij(Q
kh
λ ) = σ

(1)
ij (Z

kh) + σ
(2)
ij (W

kh
λ ). (1.71)

Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) ∈ (H1
per(Y ))3 êàê ðåøåíèÿ ïåðèî�

äè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(1)
ij (Z

kh)
)

= 0 â Y,

[

σ
(1)
ij (Z

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

Zkhdy = 0.
(1.72)
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Èç (1.43) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè W kh
λ (y) ∈ (H1

per(Y ))
3
åñòü ðåøåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(2)
ij (W

kh
λ )
)

= 0 â Y,

[

σ
(2)
ij (W

kh
λ )nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W kh
λ dy = 0.

Ïåðåõîäÿ ê îðèãèíàëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

W kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷



















∂

∂yj

(

σ
(2)
ij (W

kh)
)

= 0 â Y × (0, T ),

[

σ
(2)
ij (W

kh)nj

]∣

∣

∣

Γ
= 0,

∫

Y

W khdy = 0
(1.73)

ïðè

σ
(2)
ij (W

kh) = a
(s)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh)− d
(s)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)−

−d(s)ijlm(y, t)e
y
lm(Z

kh)− d
(s)
ijkh(y, t), y ∈ Ys.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, âåêòîð-�óíêöèè

Zkh(y) è W kh(y, t), âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.52), íå çàâèñÿò îò δ(t).

Äàëåå, èç (1.71) èìååì

σij(Q
kh) = δ(t)σ

(1)
ij (Z

kh) + σ
(2)
ij (W

kh),

ïîýòîìó

Γ0
ijkh(t) = δ(t)

∫

Y

σ
(1)
ij (Z

kh)dy +

∫

Y

σ
(2)
ij (W

kh)dy.

Ââåäåì äâà òåíçîðà α è g(t), êîìïîíåíòû êîòîðûõ çàäàäèì ñëåäóþ�

ùèì îáðàçîì:

αijkh =

∫

Y

σ
(1)
ij (Z

kh)dy =
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
ijkh(y) + a

(s)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy, (1.74)

gijkh(t) =

∫

Y

σ
(2)
ij (W

kh)dy =
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
ijkh(y, t) + d

(s)
ijlm(y, t)e

y
im(Z

kh)
)

dy+
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+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)− a
(s)
ijlm(y)e

y
lm(W

kh)
)

dy. (1.75)

Òîãäà òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè Γ0(t) ïðèíèìàåò âèä

Γ0(t) = δ(t)α− g(t). (1.76)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáå �àçû ãåòåðîãåííîé ñðåäû èìåþò íóëåâûå òåí�

çîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî óñðåäíåííàÿ ñðåäà òàêæå èìååò íóëåâîé

òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé âÿçêîóïðóãîé ñðå�

äîé ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ, ò.å. ÂÓÌ-II. Èç (1.74), (1.75) âèäíî, ÷òî äëÿ

íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè α òðåáóåòñÿ ðåøèòü

ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è (1.72), à äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåí�

òîâ òåíçîðà ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè g(t) óñðåäíåííîé ñðåäû �

ýâîëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è (1.73). Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ýòèõ

ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ è êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α è g(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëî�

âèÿì ñèììåòðèè (1.61), (1.62).

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ïîëó÷åííûõ �îðìóë äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ α,

β è g(t) äëÿ âñåõ äåâÿòè ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé,

ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ãëàâå. Ñðàâíèâàÿ (1.57)-(1.59), (1.68)-(1.70), (1.74),

(1.75), ìû âèäèì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîìïîíåíòû óêàçàííûõ òåíçîðîâ

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

αijkh =

∫

Y

(

aijkh(y) + aijlm(y)e
y
lm(Z

kh) + bijlm(y)e
y
lm(D

kh)
)

dy, (1.77)

βijkh =

∫

Y

(

bijkh(y) + bijlm(y)e
y
lm(Z

kh)
)

dy, (1.78)

gijkh(t) =

∫

Y

(

dijkh(y, t) + dijlm(y, t)e
y
lm(Z

kh) + dijlm(y, t) ∗ eylm(W kh)
)

dy−

−
∫

Y

(

aijlm(y)e
y
lm(W

kh) + bijlm(y)e
y
lm

(

∂W kh

∂t

))

dy, (1.79)
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ãäå a(y), b(y), d(y, t) � òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿç�

êîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè èñõîäíîé äâóõ�àçíîé ñðåäû,

îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè (1.4) è (1.5). Âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), Dkh(y),

W kh(y, t), âõîäÿùèå â îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû (1.77)-(1.79), îïðåäåëÿþò�

ñÿ êàê ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷, âèä

êîòîðûõ çàâèñèò îò ÷èñëà íåíóëåâûõ òåíçîðîâ êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè

b(1)(y) è b(2)(y) îòäåëüíûõ �àç ñðåäû. Áîëåå ïîäðîáíî: åñëè b(1)(y) 6= 0 è

b(2)(y) 6= 0, òî ýòè çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (1.54)-(1.56); åñëè b(1)(y) = 0,

à b(2)(y) 6= 0, òî � â âèäå (1.65)-(1.67); åñëè b(1)(y) = b(2)(y) = 0, òî � â

âèäå (1.72), (1.73). Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàõîäèòü

âåêòîð-�óíêöèè Dkh(y) íå òðåáóåòñÿ è çà ñ÷åò ýòîãî ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ

ìåíüøå, ÷åì â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî

â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñèììåòðèè (1.61) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîì�

ïîíåíòîâ òåíçîðîâ α, β è g(t) äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèÿ Zkh(y), Dkh(y),

W kh(y, t) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ òîëüêî ïðè k ≤ h.

Äëÿ âñåõ óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñðåäàì,

ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 1.1, òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè Γ0(t) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå (1.60). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ èñõîäíîé ãå�

òåðîãåííîé ñðåäû õîòÿ áû îäèí èç òåíçîðîâ b(1)(y) è b(2)(y) � íåíóëåâîé,

òî

α 6= 0, β 6= 0, g(t) 6= 0

(çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ), à åñëè îáà ýòè òåíçîðà �

íóëåâûå, òî

α 6= 0, β = 0, g(t) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííûìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå âÿçêîóïðó�

ãèå ìàòåðèàëû ñ ïàìÿòüþ: ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III (ñì. òàáë. 1.5).

×òîáû âûïèñàòü óñðåäíåííóþ çàäà÷ó â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ

x è t, ïåðåéäåì ê îðèãèíàëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â (1.49). Îáîçíà�
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Âòîðàÿ �àçà Ω2ε

Ïåðâàÿ �àçà Ω1ε ÂÓÌ-I ÂÓÌ-II ÂÓÌ-III

ÓÌ ÂÓÌ-III ÂÓÌ-II ÂÓÌ-III

ÂÓÌ-I ÂÓÌ-III ÂÓÌ-III ÂÓÌ-III

ÂÓÌ-II ÂÓÌ-II ÂÓÌ-III

ÂÓÌ-III ÂÓÌ-III

Òàáëèöà 1.5. Óñðåäíåííûå ñðåäû äëÿ 9 ìîäåëåé äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïà�

öèåé

÷èì ÷åðåç u(x, t) îðèãèíàë âåêòîð-�óíêöèè uλ(x). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà, èìååò âèä

ρ0
∂2ui
∂t2

=
∂σ0

ij

∂xj
+ fi(x, t) â Ω× (0, T ),

u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0,

(1.80)

ãäå σ0
� òåíçîð íàïðÿæåíèé óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà,

σ0
ij = αijkhekh(u) + βijkhekh

(

∂u

∂t

)

− gijkh(t) ∗ ekh(u). (1.81)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, âõîäÿùàÿ â çàäà÷ó (1.80), åñòü ñèñòåìà èíòåãðî�

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: âòîðîãî ïîðÿäêà,

åñëè îáå �àçû îáëàäàþò íóëåâûìè òåíçîðàìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, è

òðåòüåãî ïîðÿäêà, åñëè õîòÿ áû îäíà �àçà îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçîðîì

êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè �àçû Ω1ε è Ω2ε òâåðäîé ñðåäû ñîñòîÿò èç ðàçíûõ

âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ Êåëüâèíà-Ôîéãòà (ÂÓÌ-I), òî òàêàÿ ñðåäà �

÷àñòíûé ñëó÷àé ìèêðîíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà�

Ôîéãòà. Óñðåäíåííàÿ ìîäåëü äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìà�

òåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [64℄ ñ ïîìîùüþ ìåòî�

äà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è òåîðèè ïîëóãðóïï. Â ýòîé ðàáîòå áûëî



61

óñòàíîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî óñðåäíåííîé ñðåäîé ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûé

âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë, îáëàäàþùèé êàê âÿçêîñòüþ, òàê è äîëãîâðåìåííîé

ïàìÿòüþ. Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òî â íåé íå áûëè ïðèâåäåíû

ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ìîäóëåé óïðóãîñòè, êî�

ý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííîãî

ìàòåðèàëà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äàííîé ãëàâå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñðåäíåííóþ ìîäåëü (1.80) ìîæíî âûâåñòè,

íå ïðèáåãàÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà. Îäíàêî ïðåäëîæåííûé â äàííîé

ãëàâå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ñíà÷àëà óñðåäíåííîé ìîäåëè â

èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà, à çàòåì âûâîäó óñðåäíåííîé ìîäåëè â îðèãèíàëàõ,

ïîçâîëÿåò íå òîëüêî èçáåæàòü ÷ðåçâû÷àéíî çàïóòàííûõ è ãðîìîçäêèõ âû�

êëàäîê, íî è ïîñòðîèòü óñðåäíåííûå ìîäåëè ñðàçó äëÿ øèðîêîãî êëàññà

äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé.

1.4.4. Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñà î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðåøåíèé èñõîäíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ çàäà÷.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 4. Ïóñòü uελ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.38). Òîãäà ïðè ε→ 0

uελ(x) → uλ(x) â (L2(Ω))3, (1.82)

e(uελ(x))
2→ e(uλ(x)) + ey(u1λ(x, y)), (1.83)

ãäå uλ(x) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (1.49),

u1λ(x, y) = Qkh
λ (y)

∂uλk
∂xh

(x),

à Qkh
λ (y) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.38) â êà�

÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèþ v(x) = uελ(x) è ïåðåéäåì ê íèæíåìó ïðåäåëó ïðè
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ε→ 0:

λ2 lim inf
ε→0

∫

Ω

ρε|uελ|2dx+ lim inf
ε→0

∫

Ω

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(u

ε
λ)dx =

∫

Ω

fλ · uλdx.

(1.84)

Òåïåðü âîçüìåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (1.48) ïðîáíóþ �óíêöèþ

v(x) = uλ(x). Èìååì

λ2ρ0

∫

Ω

|uλ|2dx+
∫

Ω

Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ)eij(uλ)dx =

∫

Ω

fλ · uλdx. (1.85)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâàì (i), (ii) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

lim inf
ε→0

∫

Ω

ρε|uελ|2dx ≥ ρ0

∫

Ω

|uλ|2dx,

à òàêæå (ñì. [31℄)

lim inf
ε→0

∫

Ω

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(u

ε
λ)dx ≥

∫

Ω

Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ)eij(uλ)dx.

Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè (1.84) è (1.85) ðàâíû, òî â êàæäîì íåðàâåí�

ñòâå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî∫

Ω

Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ)eij(uλ)dx ≤

≤
∫

Ω

∫

Y

Γijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))(eij(uλ) + eyij(u1λ))dxdy

(ñì. [31℄), óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâ (i) è (iii) äâóõìàñøòàá�

íîé ñõîäèìîñòè.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïåðåìåííûì x è t, èç òåîðåìû 4 ïî�

ëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çàäà÷

(1.18)-(1.20) ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è (1.80).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.18)-(1.20). Òîãäà äëÿ âñåõ

t ∈ [0, T ]

uε(x, t) → u(x, t) â (L2(Ω))3, (1.86)
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e(uε(x, t))
2→ e(u(x, t)) + ey(u1(x, y, t)). (1.87)

Çäåñü u(x, t) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (1.80),

u1(x, y, t) = Zkh(y)
∂uk
∂xh

(x, t) +W kh(y, t) ∗ ∂uk
∂xh

(x, t),

à âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), W kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

(1.54), (1.56) ïðè b(1)(y) 6= 0, b(2)(y) 6= 0, çàäà÷ (1.65), (1.67) ïðè b(1)(y) = 0,

b(2)(y) 6= 0 è çàäà÷ (1.72), (1.73) ïðè b(1)(y) = 0, b(2)(y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü â (1.82) âëå÷åò

çà ñîáîé ñõîäèìîñòü â (1.86). Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

wε(t) =

∫

Ω

|uε(x, t)|2 dx, w(t) =

∫

Ω

|u(x, t)|2 dx,

wε(λ) =

∫

Ω

|uε(x, λ)|2 dx, w(λ) =

∫

Ω

|u(x, λ)|2 dx.

Èñïîëüçóÿ (1.82), èìååì

wε(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

wε(λ)eλt dλ→ 1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

w(λ)eλt dλ = w(t) ∀t ∈ [0, T ],

÷òî ñðàçó äàåò ñîîòíîøåíèÿ (1.86). Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ (1.83) è ñâîé�

ñòâà (iv) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè äîêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.87).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] ðåøåíèÿ u(x, t)

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1.80), îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ óñðåäíåííûõ ñðåä,

åñòü ñèëüíûå L2
-ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé uε(x, t) íà÷àëüíî�

êðàåâûõ çàäà÷ (1.18)-(1.20), îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èñ�

õîäíûõ äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä, ò.å.

lim
ε→0

∫

Ω

|uε(x, t)− u(x, t)|2 dx = 0.
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Áîëåå òîãî, åñëè u(x, t) ∈ (C1(Ω))3 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], òî

lim
ε→0

∫

Ω

∣

∣e(uε(x, t))− e(u(x, t))− u2(x, ε
−1x, t)

∣

∣

2
dx = 0 ∀t ∈ [0, T ], (1.88)

u2(x, y, t) = ey(u1(x, y, t)),

à åñëè u(x, t) ∈ (C2(Ω))3 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], òî

lim
ε→0

∫

Ω

|e
(

uε(x, t)− u(x, t)− εu1(x, ε
−1x, t)

)

|2dx = 0 ∀t ∈ [0, T ]. (1.89)

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç Òåîðåìû 5 è ñâîé�

ñòâà (v) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè (ñì. òàêæå [31℄).
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�ëàâà 2

Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè

2.1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè

�àññìîòðèì ìèêðîíåîäíîðîäíóþ ñðåäó ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,

ñîñòîÿùóþ èç óïðóãîãî èëè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà îäíîãî èç òðåõ ðàñ�

ñìîòðåííûõ ðàíåå òèïîâ (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II, ÂÓÌ-III) è ñæèìàåìîé âÿçêîé

èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1ε ïåðâóþ, à

÷åðåç Ω2ε � âòîðóþ �àçó îáëàñòè Ω. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî Ω1ε � òâåðäàÿ (óïðóãàÿ èëè âÿçêîóïðóãàÿ) �àçà, à Ω2ε � æèä�

êàÿ �àçà îáëàñòè Ω.

Â òâåðäîé �àçå Ω1ε îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

σε
ij = a

(1)
ijkh(ε

−1x)ekh(u
ε) + b

(1)
ijkh(ε

−1x)ekh

(

∂uε

∂t

)

−

− d
(1)
ijkh(ε

−1x, t) ∗ ekh(uε), (2.1)

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(1)(y), b(1)(y), d(1)(y, t) � Y -ïåðèîäè÷åñêèå ãëàä�

êèå �óíêöèè ïî y, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì â ï. 2 �ëà�

âû 1 â çàâèñèìîñòè îò òèïà òâåðäîãî ìàòåðèàëà â Ω1ε.

Â æèäêîé �àçå Ω2ε îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

σε
ij = −δijpε + (ζε2δijδkh + 2ηε2δikδjh) ekh

(

∂uε

∂t

)

, (2.2)

ãäå ζε2 è η
ε
2 � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè, íå çàâèñÿùèå îò ε äëÿ âÿçêîé æèä�

êîñòè è èìåþùèå ïîðÿäîê ε2 äëÿ ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè; pε � äàâëåíèå â

æèäêîñòè,

pε = −γ div uε, γ = ρ2c
2. (2.3)
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Çäåñü γ � îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè, ρ2 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, c �

ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ [64℄.

Ââåäåì �óíêöèþ ïëîòíîñòè ρε(x), ðàâíóþ ρε1(x) ïðè x ∈ Ω1ε è ðàâíóþ

ρ2 ïðè x ∈ Ω2ε. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíûå

êîëåáàíèÿ òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè â îáëàñòè Ω, çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå

ρε
∂2uε

∂t2
=
∂σε

ij

∂xj
+ fi â Ω× (0, T ),

[uε]|Sε
= 0, [σε

ijnj]
∣

∣

Sε
= 0,

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = 0,
∂uε

∂t
|t=0 = 0,

(2.4)

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà σε
ij çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) â òâåðäîé �àçå

Ω1ε è ñîîòíîøåíèÿìè (2.2) â æèäêîé �àçå Ω2ε.

Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (2.4) èìååò ñëåäóþùèé âèä: íàé�

òè âåêòîð-�óíêöèþ uε(t) ñî çíà÷åíèÿìè â (H1
0(Ω))

3
, óäîâëåòâîðÿþùóþ èí�

òåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

Ω

ρε
∂2uε

∂t2
· vdx+

∫

Ω1ε

a1εijkhekh(u
ε)eij(v)dx+

∫

Ω1ε

b1εijkhekh

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx−

−
∫

Ω1ε

(d1εijkh ∗ ekh(uε))eij(v)dx+ γ

∫

Ω2ε

div uε div vdx+ ζε
∫

Ω2ε

div
∂uε

∂t
div vdx+

+2ηε
∫

Ω2ε

eij

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx =

∫

Ω

f · vdx ∀v ∈ (H1
0(Ω))

3
(2.5)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

uε(0) =
∂uε

∂t
(0) = 0. (2.6)

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5), (2.6) äîêàçû�

âàþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ï. 3 �ëàâû 1 äëÿ ñëó�

÷àÿ, êîãäà îáå �àçû ñîñòîÿò èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

â (1.21) âçÿòü
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aεijkh(x) =











a1εijkh(x), x ∈ Ω1ε,

γδijδkh, x ∈ Ω2ε,
(2.7)

bεijkh(x) =







b1εijkh(x), x ∈ Ω1ε,

ζε2δijδkh + ηε2(δikδjh + δihδjk), x ∈ Ω2ε,
(2.8)

dεijkh(x, t) =







d1εijkh(x, t), x ∈ Ω1ε,

0, x ∈ Ω2ε,
(2.9)

òî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.21) ïðèíèìàåò â òî÷íîñòè âèä (2.5). Ñëåäóÿ

ðàññóæäåíèÿì èç ï. 3 �ëàâû 1 è äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿÿ íåðàâåñòâî Ôðè�

äðèõñà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ε > 0 ñóùåñòâóåò åäèí�

ñòâåííîå ðåøåíèå uε çàäà÷è (2.5), (2.6) è â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîé �àçû

âûïîëíåíû îöåíêè

∥

∥

∥

∥

∂kuε

∂tk

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)

≤ C‖f‖Hk(0,T ;(L2(Ω))3), k = 0, 1, 2, (2.10)

∥

∥

∥

∥

∇∂kuε

∂tk

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω1ε))3)

≤ C‖f‖Hk(0,T ;(L2(Ω))3), k = 0, 1, 2, (2.11)

∥

∥

∥

∥

∇∂kuε

∂tk

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω2ε))3)

≤ Cε‖f‖Hk(0,T ;(L2(Ω))3), k = 0, 1, 2, (2.12)

∥

∥

∥

∥

∂3uε

∂t3

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Ω))3)

≤ C‖f‖H2(0,T ;(L2(Ω))3), (2.13)

ãäå Cε = C. Â ñëó÷àå ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè ýòè îöåíêè òàêæå âûïîëíåíû,

íî ïðè Cε = C/ε è ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î ñâÿçíîñòè îáåèõ

�àç â îáëàñòè Ω (ñì. ï. 2.3 äàëåå).

Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííîé ìîäåëè ãåòåðîãåííîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç

òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè, ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïî îòäåëüíîñòè äëÿ

ñëó÷àÿ âÿçêîé æèäêîñòè è äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, ïîñêîëüêó

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé uε çàäà÷ (2.5)-(2.6) ïðè ε → 0 êà÷å�

ñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ.
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2.2. Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ

ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîé

æèäêîñòè

Äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè êîý��èöèåíòû ζε2 è ηε2 íå çàâèñÿò îò ε, ò.å.

ζε2 = ζ2 è η
ε
2 = η2. Ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.2) çàïèñûâàþòñÿ

êàê

σε
ij = −δijpε + (ζ2δijδkh + 2η2δikδjh) ekh

(

∂uε

∂t

)

, (2.14)

à çàäà÷à (2.5), (2.6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∫

Ω

ρε
∂2uε

∂t2
· vdx+

∫

Ω1ε

a1εijkhekh(u
ε)eij(v)dx+

∫

Ω1ε

b1εijkhekh

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx+

+

∫

Ω1ε

(d1εijkh(t) ∗ ekh(uε))eij(v)dx+ γ

∫

Ω2ε

div uε div vdx+

+ ζ2

∫

Ω2ε

div
∂uε

∂t
div vdx+ 2η2

∫

Ω2ε

eij

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx =

∫

Ω

f · vdx (2.15)

∀v ∈ (H1
0(Ω))

3

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) è

uε(x, 0) = 0,
∂uε

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (2.16)

�åøåíèå uε çàäà÷è (2.15), (2.16) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (??) è îöåíêàì

(2.10)-(2.13) ïðè Cε = C, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè (1.34), (1.35) èç

Òåîðåìû 1.

Ïðè âûâîäå óñðåäíåííîé ìîäåëè ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî ìàòåðè�

àëà è âÿçêîé æèäêîñòè, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè �ëàâû 1.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì (2.15) â âèäå (1.21), ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ aε(x),

bε(x), dε(x, t) äàíû �îðìóëàìè (2.7), (2.8), (2.9) (íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì

ñëó÷àå êîý��èöèåíòû ζǫ2 è ηε2 â (2.8) íå çàâèñÿò îò ε). Òîãäà, ïîâòîðÿÿ
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ðàññóæäåíèÿ èç ï. 4 �ëàâû 1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè

óñðåäíåííîé ñðåäû èìååò âèä

Γ0(t) = δ(t)α+ δ′(t)β − g(t).

ïðè÷åì, íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òâåðäàÿ �àçà óïðóãîé èëè âÿçêî�

óïðóãîé, âñå òðè òåíçîðà α, β è g(t) âñåãäà áóäóò íåíóëåâûìè. Êîìïîíåíòû

ýòèõ òåíçîðîâ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (1.77)-(1.79), êîòîðûå â ñèëó òîãî,

÷òî

aijkh(y) =











a
(1)
ijkh(y), y ∈ Y1,

γδijδkh, y ∈ Y2,
(2.17)

bijkh(y) =







b
(1)
ijkh(y), y ∈ Y1,

ζ2δijδkh + η2(δikδjh + δihδjk), y ∈ Y2,
(2.18)

dijkh(y, t) =







d
(1)
ijkh(y, t), y ∈ Y1,

0, y ∈ Y2,
(2.19)

ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

αijkh =

∫

Y1

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh
)

dy+

+

∫

Y2

(

γδij(δkh + divy Z
kh) + ζ2δij divyD

kh + 2η2e
y
ij(D

kh)
)

dy, (2.20)

βijkh =

∫

Y1

(

b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy+

+

∫

Y2

(

ζ2δij(δkh + divy Z
kh) + η2(δikδjh + δihδjk + 2eyij(Z

kh)
)

dy, (2.21)

gijkh(t) =

∫

Y1

(

d
(1)
ijkh(y, t)dy + d

(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh) + d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)

dy−

−
∫

Y1

(

a
(1)
ijlm(y)e

y
lm(W

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

))

dy−
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−
∫

Y2

(

γδij divyW
kh + ζ2δij divy

∂W kh

∂t
+ 2η2e

y
ij

(

∂W kh

∂t

))

dy. (2.22)

Çäåñü, åñëè b(1)(y) 6= 0, òî âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), Dkh(y), W kh(y, t) �

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.54), (1.55), (1.56) ïðè

σ
(1)
ij (Z

kh) =







b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Y1,

ζ2δij(δkh + divy Z
kh) + η2

(

δikδjh + δihδjk + 2eyij(Z
kh)
)

, y ∈ Y2,

σ
(2)
ij (D

kh) =







a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh), y ∈ Y1,

γδij(δkh + divy Z
kh) + ζ2δij divyD

kh + 2η2e
y
ij(D

kh), y ∈ Y2,

σ
(3)
ij (W

kh) =











































a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

−

− d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)−

− d
(1)
ijkh(y, t), y ∈ Y1,

γδij divyW
kh + ζ2δij divy

∂W kh

∂t
+ 2η2e

y
ij

(

∂W kh

∂t

)

, y ∈ Y2.

Åñëè æå b(1)(y) = 0, òî âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), Dkh(y), W kh(y, t) �

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.65), (1.66), (1.67) ïðè

σ
(1)
ij (Z

kh) = a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh), y ∈ Y1,

σ
(2)
ij (Z

kh) = ζ2δij(δkh + divy Z
kh) + η2

(

δikδjh + δihδjk + 2eyij(Z
kh)
)

, y ∈ Y2,

σ
(3)
ij (D

kh) = γδij(δkh + divy Z
kh) + ζ2δij divyD

kh + 2η2e
y
ij(D

kh), y ∈ Y2,

σ
(4)
ij (W

kh) =



























a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)−

− d
(1)
ijlm(t)e

y
lm(Z

kh)− d
(1)
ijkh(t), y ∈ Y1,

γδij divyW
kh + ζ2δij divy

∂W kh

∂t
+ 2η2e

y
ij

(

∂W kh

∂t

)

, y ∈ Y2.

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû �ëàâû 1, óñðåäíåííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷è (2.15),

(2.16) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1.80) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â âèäå
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ρ0
∂2ui
∂t2

=
∂

∂xj

(

αijkh
∂uk
∂xh

+ βijkh
∂2uk
∂xh∂t

− gijkh(t) ∗
∂uk
∂xh

)

+ fi(x, t),

u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0.

(2.23)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñìåøàííîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî ìàòå�

ðèàëà è âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, óñðåäíåííîé ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíàÿ

âÿçêîóïðóãàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿ êàê âÿçêîñòüþ, òàê è ïàìÿòüþ. Çàìåòèì,

÷òî óñðåäíåííàÿ ìîäåëü äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ [64℄, [127℄, [144℄.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî è ÿñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåäåíèè âåêòîð-�óíê�

öèè uε(x, t) ïðè ε → 0 ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ

Òåîðåìå 5 èç �ëàâû 1.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü uε(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.4), â êîòîðîé σε
ij çà�

äàíû ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) â Ω1ε è (2.14) â Ω2ε, ãäå p
ε = −γ div uε. Òîãäà

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

uε(x, t) → u(x, t) â (L2(Ω))3,

ãäå u(x, t) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (2.23), â êîòîðîé êîìïîíåíòû

òåíçîðîâ α, β, g(t) îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (2.20)-(2.22). Êðîìå òîãî,

e(uε(x, t))
2→ e(u(x, t)) + ey(u1(x, y, t)),

pε(x, t)
2→ −γ (divx u(x, t)) + divy u1(x, y, t)) ,

u1(x, y, t) = Zkh(y)
∂uk
∂xh

(x, t) +W kh(y, t) ∗ ∂uk
∂xh

(x, t),

ãäå âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), W kh(y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

(1.54), (1.56) ïðè b(1)(y) 6= 0 è çàäà÷ (1.65), (1.67) ïðè b(1)(y) = 0, â êîòîðûõ

êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(y), b(y), d(y, t) äàíû �îðìóëàìè (2.17), (2.18),

(2.19) ñîîòâåòñòâåííî.
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�åçóëüòàòû ýòîé òåîðåìû ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

u(x, t) ∈ (C1(Ω))3 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.88) è

lim
ε→0

∫

Ω

(div uε(x, t)− div u(x, t)− u3(x, ε
−1x, t))2dx = 0,

u3(x, y, t) = divy u1(x, y, t),

à åñëè u(x, t) ∈ (C2(Ω))3, òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.89).

2.3. Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ

ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è

ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ óñðåäíåííîé ìîäåëè ãåòåðîãåííîé ñðåäû, ñî�

ñòîÿùåé èç òâåðäîãî ìàòåðèàëà è ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè. Ïðè ýòîì ìû

ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ E1 è E2, çà�

äàííûõ �îðìóëîé (1.1), â ïðîñòðàíñòâå R3
. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì,

÷òî òâåðäàÿ Ω1ε è æèäêàÿ Ω2ε �àçû îáëàñòè Ω ñâÿçíû â Ω. Ïðèìåð ÿ÷åéêè

ïåðèîäè÷íîñòè òàêîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.1 (ñðåäà ñ

äâóìÿ ñâÿçíûìè �àçàìè).

Äëÿ ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè ζε2 = ε2ζ2 è η
ε
2 = ε2η2, ãäå ïîñòîÿííûå ζ2 è

η2 íå çàâèñÿò îò ε. Ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.2) çàïèñûâàþòñÿ

êàê

σε
ij = −δijpε + ε2 (ζ2δijδkh + 2η2δikδjh) ekh

(

∂uε

∂t

)

, (2.24)

à çàäà÷à (2.5), (2.6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∫

Ω

ρε
∂2uε

∂t2
· vdx+

∫

Ω1ε

a1εijkhekh(u
ε)eij(v)dx+

∫

Ω1ε

b1εijkhekh

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx+

+

∫

Ω1ε

(d1εijkh(t) ∗ ekh(uε))eij(v)dx+ γ

∫

Ω2ε

div uε div vdx+ (2.25)
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+ε2



ζ2

∫

Ω2ε

div
∂uε

∂t
div vdx+ 2η2

∫

Ω2ε

eij

(

∂uε

∂t

)

eij(v)dx



 =

∫

Ω

f · vdx

∀v ∈ (H1
0(Ω))

3

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) è

uε(x, 0) = 0,
∂uε

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (2.26)

Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ áóäåò èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå�

äåíèÿ ðåøåíèé uε çàäà÷ (2.25), (2.26) ïðè ε→ 0.

2.3.1. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà g(t) → g(λ) = gλ ê çàäà÷å (2.25),

(2.26). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å â îáðàçàõ ïðåîáðàçî�

âàíèÿ Ëàïëàñà: äëÿ �èêñèðîâàííîãî λ òàêîãî, ÷òî Reλ > λ0 > 0, ãäå λ0

äîñòàòî÷íî âåëèêî, íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ uελ ∈ (H1
0(Ω))

3
, óäîâëåòâîðÿþ�

ùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

λ2
∫

Ω

ρεuελ · vdx+
∫

Ω1ε

Γ1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(v)dx+

+(γ + λζ2ε
2)

∫

Ω2ε

div uελ div vdx+ 2λη2ε
2

∫

Ω2ε

eij(u
ε
λ)eij(v)dx =

=

∫

Ω

fλ · vdx ∀v ∈ (H1
0(Ω))

3, (2.27)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Γ1ε
ijkh(x, λ) = a1εijkh(x) + λb1εijkh(x)− d1εijkh(x, λ), x ∈ Ω1ε.

Ïîëàãàÿ v = uελ â (2.27) è èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è

â ðàáîòå [141℄, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå uελ çàäà÷è (2.27) óäîâëåòâîðÿåò
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ñëåäóþùèì àïðèîðíûì îöåíêàì:

∫

Ω

|uελ|2dx ≤ C,

∫

Ω1ε

|∇uελ|2dx ≤ C, (2.28)

ε2
∫

Ω2ε

|∇uελ|2dx ≤ C,

∫

Ω

(div uελ)
2dx ≤ C. (2.29)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: er (r = 1, 2, 3) � åäèíè÷íûé âåêòîð

êîîðäèíàòíîé îñè Oxr, νj (j = 1, 2, 3) � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà

íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ = ∂Y1 ∩ ∂Y2,

Γ
(1)
ijkh(y, λ) = a

(1)
ijkh(y) + λb

(1)
ijkh(y)− d

(1)
ijkh(y, λ), y ∈ Y1.

Äëÿ âûâîäà óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà íàì ïî�

òðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êëþ÷åâàÿ ëåììà, îïèñûâàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïî�

âåäåíèå ðåøåíèé uελ çàäà÷ (2.27) ïðè ε→ 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü uελ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.27) è pελ = −γ div uελ â Ω2ε.

Òîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

uελ(x)
2
⇀ uλ(x) + wλ(x, y), uλ ∈ (H1

0(Ω))
3, (2.30)

χ(Ω2ε)p
ε
λ(x)

2
⇀ χ(Y2)pλ(x), pλ ∈ L2(Ω), (2.31)

χ(Ω1ε)∇uελ(x)
2
⇀ χ(Y1)(∇uλ(x) +∇yu1λ(x, y)), (2.32)

εχ(Ω2ε)∇uελ(x)
2
⇀ χ(Y2)∇ywλ(x, y), (2.33)

ãäå

wλ(x, y) =

(

fλr(x)− λ2ρ2uλr(x)−
∂pλ
∂xr

(x)

)

N r
λ(y), (2.34)

u1λ(x, y) = Qkh
λ (y)

∂uλk
∂xh

(x) + pλ(x)Qλ(y). (2.35)

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèè N r
λ(y) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Ñòîêñà







∇yW
r
λ + λ2ρ2N

r
λ − λη2∆yyN

r
λ = er â Y2,

divyN
r
λ = 0 â Y2; N r

λ = 0 íà S.
(2.36)
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à âåêòîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) ∈ (H1

per(Y1))
3/R3

è Qλ(y) ∈ (H1
per(Y1))

3/R3
�

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷











∂

∂yj

(

σij(Q
kh
λ )
)

= 0 â Y1,

σij(Q
kh
λ )νj = 0 íà S,

(2.37)

è











∂

∂yj

(

Γ
(1)
ijkh(y, λ)e

y
kh(Qλ)

)

= 0 â Y1,

Γ
(1)
ijkh(y, λ)e

y
kh(Qλ)νj = νi íà S

(2.38)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

σij(Q
kh
λ ) = Γ

(1)
ijkh(y, λ) + Γ

(1)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Q

kh
λ ), y ∈ Y1.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

χ(Ω1ε)Γ
1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ A0

ijkh(λ)ekh(uλ) + βij(λ)pλ â L2(Ω), (2.39)

ãäå

A0
ijkh(λ) =

∫

Y1

σij(Q
kh
λ )dy, βij(λ) =

∫

Y1

divyQ
ij
λ (y)dy. (2.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (2.30), (2.32), (2.33) ñðàçó ñëåäóþò

èç îöåíîê (2.28), (2.29) è ñâîéñòâà (vi) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ïðè÷åì

u1λ ∈ L2(Ω, (H1
per(Y1))

3/R3), wλ ∈ L2(Ω, (H1
per(Y ))

3,

wλ = 0, y ∈ Y1 ∪ ∂Y1; divy wλ = 0, y ∈ Y2. (2.41)

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (2.31). Èç îöåíêè (2.29) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü χ(Ω2ε)p
ε
λ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â L

2(Ω). Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷å�

íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

χ(Ω2ε)p
ε
λ(x)

2
⇀ pλ(x, y).

Òåïåðü âîçüìåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (2.27) âåêòîð-�óíêöèþ âèäà

v(x) = εϕ(x)b(ε−1x), ϕ ∈ C∞
0 (Ω), b ∈ (H1

per(Y ))
3, supp b ⊂ Y2
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è ïåðåéäåì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∫

Ω

∫

Y2

pλ(x, y)ϕ(x) divy b(y)dxdy = 0

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè �óíêöèè ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω),

∫

Y2

pλ(x, y) divy b(y)dy = 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòîò èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì pλ(x, y) = pλ(x) ïðè y ∈ Y2.

Ñîîòíîøåíèå (2.31) òåïåðü ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (iii) äâóõìàñøòàáíîé

ñõîäèìîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.34) âåêòîð-�óíêöèè wλ(x, y) ïîä�

ñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.27) âåêòîð-�óíêöèþ

v(x) = ϕ(x)b(ε−1x), ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω), b(y) ∈ (H1

per(Y ))
3,

supp b(y) ⊂ Y2, divy b(y) = 0

è, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.30)-(2.33), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Â

èòîãå, ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà �óíêöèè ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω), ïîëó÷àåì

∫

Y2

(

λ2ρ2wλi − λη2∆yywλi

)

bidy =

(

fλi − λ2ρ2uλi −
∂pλ
∂xi

) ∫

Y2

bidy.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî pλ ∈ H1(Ω). Â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå

ïåðåíå
åì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è îáîçíà÷èì

Gλ(x) = fλ(x)− λ2ρ2uλ(x)−∇pλ(x).

Òîãäà

∫

Y2

(

λ2ρ2wλ(x, y)− λη2∆yywλ(x, y)−Gλ(x)
)

· b(y)dy = 0.

Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé âåêòîð-�óíêöèè b(y)

óêàçàííîãî âûøå âèäà, òî èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ
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Φλ(x, y) ∈ L2(Ω, H1
per(Y2)) òàêàÿ, ÷òî

λ2ρ2wλ(x, y)− λη2∆yywλ(x, y)−Gλ(x) = ∇yΦλ(x, y). (2.42)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.34) â (2.42), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

M r
λ(x)

(

λ2ρ2N
r
λ(y)− λη2∆yyN

r
λ(y)

)

−Gλ(x) = ∇yΦλ(x, y). (2.43)

Âîçüìåì â êà÷åñòâå �óíêöèé M r
λ(x) è Φλ(x, y) ñëåäóþùèå �óíêöèè:

M r
λ(x) = Gλr(x), Φλ(x, y) = −Gλr(x)W

r
λ(y).

Òîãäà èç (2.43) ñëåäóåò, ÷òî

Gλr(x)
(

∇yW
r
λ(y) + λ2ρ2N

r
λ(y)− λη2∆yyN

r
λ(y)

)

= Gλr(x)e
r,

Îòñþäà è èç (2.41) âèäèì, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ N r
λ(y) è �óíêöèÿ W r

λ(y)

åñòü ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è Ñòîêñà (2.36), à çíà÷èò, ïðåäñòàâëåíèå

âåêòîð-�óíêöèè wλ(x, y) â âèäå (2.34) äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ (2.35) âåêòîð-�óíêöèè u1λ(x, y)

âîçüìåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (2.27) âåêòîð-�óíêöèþ

v(x) = εϕ(x)b(ε−1x), ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω), b(y) ∈ (C∞

per(Y ))3

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.30)-(2.33),

ïîëó÷àåì

∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ) (ekh(uλ) + eykh(u1λ)) e

y
ij(b)dy − pλ

∫

Y2

divy bdy = 0. (2.44)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.35) â (2.44), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà èíòåãðàëüíûõ

òîæäåñòâà:

∫

Y1

(

Γ
(1)
ijkh(y, λ) + Γ

(1)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Q

kh
λ )
)

eyij(b)dy = 0 (2.45)

è ∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ)e

y
kh(Qλ)e

y
ij(b)dy +

∫

Y1

divy bdy = 0. (2.46)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû âèäèì, âåêòîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) åñòü ðåøåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (2.37), à âåêòîð-�óíêöèÿ Oλ(y) åñòü ðåøåíèå ïåðèî�

äè÷åñêîé çàäà÷è (2.38).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü (2.5.2). Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

÷åðåç Qkh
1λ(y) è Q1λ(y) ïðîäîëæåíèÿ âåêòîð-�óíêöèé Qkh

λ (y) è Qλ(y) ñ Y1

íà Y , òàêèå ÷òî

Qkh
1λ(y) ∈ (H1

per(Y ))
3, Q1λ(y) ∈ (H1

per(Y ))
3,

||Qkh
1λ||(H1

per(Y ))3 ≤ C||Qkh
λ ||(H1

per(Y1))3,

||Q1λ||(H1
per(Y ))3 ≤ C||Qλ||(H1

per(Y1))3.

Äàëåå, ïîëàãàÿ b = Q1λ â (2.45) è b = Qkh
1λ â (2.46), ïîëó÷àåì∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ)e

y
kh(Qλ)dy =

∫

Y1

divyQ
ij
λ dy = −βij(λ). (2.47)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.32) ñëåäóåò, ÷òî

χ(Ω1ε)Γ
1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀

∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))dy â L

2(Ω).

(2.48)

Èñïîëüçóÿ (2.35), (2.40) è (2.47), íàõîäèì

∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ) (ekh(uλ) + eykh(u1λ)) dy = A0

ijkh(λ)ekh(uλ) + βij(λ)pλ

è òåïåðü ñîîòíîøåíèå (2.39) íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç (2.48). Ëåììà äîêàçàíà.

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïðåäåëüíûå âåêòîð-�óíê�

öèÿ uλ è �óíêöèÿ pλ èç Ëåììû 2. Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå

òîæäåñòâî (2.27) âåêòîð-�óíêöèþ v ∈ (H1
0(Ω))

3
, íå çàâèñÿùóþ îò ε, è ïå�

ðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ëåììû 2, ïîëó÷àåì

λ2
∫

Ω

(

ρ0uλ + ρ2w
0
λ

)

· vdx− Π

∫

Ω1

pλ div vdx+
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+

∫

Ω

(

A0
ijkh(λ)ekh(uλ) + βij(λ)pλ

)

eij(v)dx =

∫

Ω

fλ · vdx, (2.49)

ãäå Π = |Y2|/|Y | � ïîðèñòîñòü, à ρ0 � ïëîòíîñòü óñðåäíåííîé ñðåäû:

ρ0 =

∫

Y1

ρ1(y)dy + ρ2|Y2|.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâ�

íåíèé:

λ2ρ0uλi + λ2ρ2w
0
λi =

∂

∂xj

(

A0
ijkh(λ)ekh(uλ)− αij(λ)pλ

)

+ fλi â Ω, (2.50)

ãäå αij(λ) = Πδij − βij(λ).

Äëÿ âûâîäà åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò uλ è pλ,

íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫

Y1

divy u1λ(x, y)dy = |Y2| div uλ(x) +
|Y2|
γ
pλ(x) + div

∫

Y2

wλ(x, y)dy, (2.51)

êîòîðîå ëåãêî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåììû 2. Äåéñòâèòåëüíî,

èç (2.30)-(2.33) èìååì

div uελ ⇀ div uλ(x) + div

∫

Y2

wλ(x, y)dy â L2(Ω), (2.52)

χ(Ω1ε) div u
ε
λ ⇀ |Y1| div uλ(x) +

∫

Y1

divy u1λ(x, y)dy â L2(Ω),

χ(Ω2ε) div u
ε
λ ⇀ −|Y2|

γ
pλ(x) â L2(Ω).

Îòñþäà íàõîäèì

div uελ ⇀ |Y1| div uλ(x)−
|Y2|
γ
pλ(x) +

∫

Y1

divy u1λ(x, y)dy â L2(Ω).

Ñðàâíèâàÿ (2.52) ñ ïîñëåäíèì ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.51).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.35) â (2.51) ìû âèäèì, ÷òî uλ è pλ óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

βkh(λ)ekh(uλ)− β(λ)pλ =
Π

γ
pλ + Πdiv uλ + divw0,
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ãäå

β(λ) =

∫

Y1

divyQλ(y)dy, w0
λ(x) =

∫

Y2

wλ(x, y)dy.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå óäîáíåå çàïèñàòü â âèäå

(

Π

γ
+ β(λ)

)

pλ + divw0
λ + αkh(λ)ekh(uλ) = 0. (2.53)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ââåäåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ w0
λ óäîâëåòâî�

ðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

w0
λ · ν = 0 íà ∂Ω, (2.54)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω. Äåéñòâèòåëüíî, èç

(2.30) ñëåäóåò, ÷òî

lim
ε→0

∫

Ω

div uελdx =

∫

Ω

div uλdx+

∫

Ω

divw0
λdx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì (2.54).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü óñðåä�

íåííóþ çàäà÷ó â îáðàçàõ Ëàïëàñà â ñëåäóþùåì âèäå: íàéòè âåêòîð-�óíê�

öèþ uλ ∈ (H0
1(Ω))

3
è �óíêöèþ pλ ∈ H1(Ω) òàêèå, ÷òî

λ2ρ0uλi + λ2ρ2w
0
λi =

∂

∂xj

(

A0
ijkh(λ)ekh(uλ)− αij(λ)pλ

)

+ fλi â Ω, (2.55)

(

Π

γ
+ β(λ)

)

pλ + divw0
λ + αkh(λ)ekh(uλ) = 0 â Ω, (2.56)

uλ = 0 íà ∂Ω; w0
λ · ν = 0 íà ∂Ω, (2.57)

ãäå

w0
λ(x) =

(

fλr(x)− λ2ρ2uλr(x)−
∂pλ
∂xr

(x)

) ∫

Y2

N r
λdy. (2.58)
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2.3.2. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ

Ïðåæäå ÷åì âûïèñàòü óñðåäíåííóþ çàäà÷ó â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðå�

ìåííûõ x è t, íàéäåì îðèãèíàëû Ëàïëàñà âåêòîð-�óíêöèé w0
λ(x) è u1λ(x).

Ââåäåì âåêòîð-�óíêöèþ Lr
λ(y) = λN r(y). Èç (2.36) ñëåäóåò, ÷òî Lr

λ(y) ∈
(H1

per(Y ))
3
è W r

λ(y) ∈ H1
per(Y2) åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷







∇yW
r
λ + λρ2L

r
λ − η2∆yyL

r
λ = er â Y2,

divy L
r
λ = 0 â Y2; Lr

λ = 0 íà S.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé çàäà÷å îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìû âèäèì, ÷òî

âåêòîð-�óíêöèè Lr(y, t) è �óíêöèè W r(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïå�

ðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ Ñòîêñà:



























ρ2
∂Lr

∂t
− η2∆yyL

r +∇yW
r = 0 â Y2 × (0, T ),

divy L
r = 0 â Y2 × (0, T ); Lr(y, 0) =

er

ρ2
â Y2,

Lr(y, t) = 0 íà Γ× (0, T ).

(2.59)

Òåïåðü èç (2.58) íàõîäèì

w(x, y, t) =

(

fr(x, t)− ρ2
∂2ur
∂t2

(x, t)− ∂p

∂xr
(x, t)

)

∗
t∫

0

Lr(y, τ)dτ, (2.60)

ïîýòîìó

w0(x, t) =

(

fr(x, t)− ρ2
∂2ur
∂t2

(x, t)− ∂p

∂xr
(x, t)

)

∗
t∫

0

Dr(τ)dτ,

ãäå

Dr(t) =

∫

Y2

Lr(y, t)dy, r = 1, 2, 3.

Äàëåå, èç (2.35) ñëåäóåò, ÷òî

u1(x, y, t) = Qkh(y, t) ∗ ∂uk
∂xh

(x, t) + p(x, t) ∗Q(y, t).
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Êàê è â ï. 4 �ëàâû 1, ïîëàãàåì Qkh(y, t) = δ(t)Zkh(y) + W kh(y, t) è

ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ: 1) b(1)(y) 6= 0; 2) b(1)(y) = 0.

Ñëó÷àé b(1) 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñðåäå, ó êîòîðîé ïåðâàÿ

�àçà Ω1ε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III. Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ,

÷òî â ï. 4 �ëàâû 1, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî Zkh(y), W kh(y, t), Q(y, t) åñòü

ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷















∂

∂yj

(

σ
(1)
ij (Z

kh)
)

= 0 â Y1,

∫

Y1

Zkhdy = 0,

σ
(1)
ij (Z

kh)νj = 0 íà S,

(2.61)















∂

∂yj

(

σ
(2)
ij (W

kh)
)

= 0 â Y1 × (0, T ),

∫

Y1

W khdy = 0,

σ
(2)
ij (W

kh)nj = 0 íà S × (0, T ), W kh(y, 0) = Dkh(y) â Y1,

(2.62)















∂

∂yj
(σij(Q)) = 0 â Y1 × (0, T ),

∫

Y1

Qdy = 0,

Q(y, 0) = R(y) â Y1, σij(Q)νj = 0 íà S × (0, T )

(2.63)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü

σ
(1)
ij (Z

kh) = b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh),

σ
(2)
ij (W kh) = a

(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

−

− d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)− d
(1)
ijkh(y, t),

σij(Q) = a
(1)
ijlme

y
lm(Q) + b

(1)
ijlmelm

(

∂Q

∂t

)

+ d
(1)
ijlm ∗ eylm(Q),

à âåêòîð-�óíêöèè Dkh(y) è R(y) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷















∂

∂yj

(

σ
(3)
ij (D

kh)
)

= 0 â Y1,

∫

Y1

Dkhdy = 0,

σ
(3)
ij (D

kh)nj = 0 íà S,















∂

∂yj

(

b
(1)
ijlmelm(R)

)

= 0 â Y1,

∫

Y1

Rdy = 0,

b
(1)
ijlmelm(R)νj = −νi íà S,
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ãäå

σ
(3)
ij (Dkh) = a

(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh).

Ñëó÷àé b(1) = 0. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñðåäå, ó êîòîðîé ïåðâàÿ

�àçà Ω1ε ñîñòîèò èç ÓÌ èëè ÂÓÌ-II. Ïîëàãàÿ Q(y, t) = δ(t)N(y) + V (y, t)

è èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç ï. 4 �ëàâû 1, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî Zkh(y),

W kh(y, t), N(y), V (y, t) åñòü ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷















∂

∂yj

(

σ
(1)
ij (Z

kh)
)

= 0 â Y1,

∫

Y1

Zkhdy = 0,

σ
(1)
ij (Z

kh)nj = 0 íà S,

(2.64)















∂

∂yj

(

σ
(2)
ij (W

kh)
)

= 0 â Y1 × (0, T ),

∫

Y1

W khdy = 0,

σ
(2)
ij (W

kh)nj = 0 íà S × (0, T ),

(2.65)















∂

∂yj

(

a
(1)
ijlmelm(N)

)

= 0 â Y1,

∫

Y1

Ndy = 0,

a
(1)
ijlmelm(N)nj = −ni íà S,

(2.66)















∂

∂yj
(σij(V )) = 0 â Y1 × (0, T ),

∫

Y1

V dy = 0,

σij(V )νj = 0 íà S × (0, T ),

(2.67)

ãäå

σ
(1)
ij (Z

kh) = a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh),

σ
(2)
ij (W

kh) = a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)−

− d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)− d
(1)
ijkh(y, t),

σij(V ) = a
(1)
ijlm(y)e

y
lm(V )− d

(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(V )− d

(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(N).

Òåïåðü ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óñðåäíåííîé

çàäà÷å (2.55)-(2.57). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îðèãèíàëîì λ2w0
λ ÿâëÿåòñÿ

∂2w0/∂t2, ïîýòîìó óñðåäíåííàÿ çàäà÷à â ïåðåìåííûõ x è t ïðèíèìàåò ñëå�
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äóþùèé âèä:

ρ0
∂2ui
∂t2

+ ρ2
∂2w0

i

∂t2
=
∂σ0

ij

∂xj
+ fi â Ω× (0, T ), (2.68)

Π

γ
p+ β ∗ p + divw0 + αkh ∗ ekh(u) = 0 â Ω, (2.69)

u = 0 íà ∂Ω; w0 · ν = 0 íà ∂Ω, (2.70)

ãäå

β(t) =

∫

Y1

divyQ(y, t)dy, αkh(t) = Πδ(t)δkh −
∫

Y1

divyQ
kh(y, t)dy,

σ0
ij = A0

ijkh(t) ∗ ekh(u)− αij(t) ∗ p(x, t),

A0
ijkh(t) =

∫

Y1

(Γ
(1)
ijkh(y, t) + Γ

(1)
ijlm(y, t)elm(Q

kh))dy,

Γ
(1)
ijkh(y, t) = δ(t)a

(1)
ijkh(y) + δ′(t)b(1)ijkh(y)− d

(1)
ijkh(y, t), y ∈ Y1.

Òàê êàê

∂2w0

∂t2
=

(

fr − ρ2
∂2ur
∂t2

− ∂p

∂xr

)

∗ ∂D
r

∂t
+Dr(0)

(

fr − ρ2
∂2ur
∂t2

− ∂p

∂xr

)

,

òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàíåå âûïèñàííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è, îêîí�

÷àòåëüíî óñðåäíåííàÿ çàäà÷à â ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ x è t �îðìó�

ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0
∂2ui
∂t2

+ ρ2Gr ∗
∂Dr

i

∂t
+ ΠGi =

∂σ0
ij

∂xj
+ fi â Ω× (0, T ), (2.71)

Π

γ
p+ β(1)p+ β(2) ∗ p+ div



Gr ∗
t∫

0

Dr(τ)dτ



+

+ α
(1)
ij eij(u) + α

(2)
ij ∗ eij(u) = 0 â Ω× (0, T ), (2.72)



Gr ∗
t∫

0

Dr
j(τ)dτ



 νj = 0 íà ∂Ω× (0, T ), (2.73)

u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0, (2.74)
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ãäå

σ0
ij = A

(1)
ijkhekh(u) + A

(2)
ijkhekh

(

∂u

∂t

)

− A
(3)
ijkh(t) ∗ ekh(u)−

−α(1)
ij p− α

(2)
ij (t) ∗ p,

α
(1)
ij = Πδij −

∫

Y1

divy Z
ij(y)dy, α

(2)
ij (t) = −

∫

Y1

divyW
ij(y, t)dy,

Gr(x, t) = fr(x, t)− ρ2
∂2ur
∂t2

(x, t)− ∂p

∂xr
(x, t). (2.75)

Ïðè ýòîì äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä, òâåðäàÿ �àçà êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I

èëè ÂÓÌ-III (â ýòîì ñëó÷àå b(1)(y) 6= 0),

A
(1)
ijkh =

∫

Y1

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(D

kh)
)

dy,

A
(2)
ijkh =

∫

Y1

(

b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy,

A
(3)
ijkh(t) =

∫

Y1

(

d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh) + d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh) + d
(1)
ijkh(y, t)

)

dy−

−
∫

Y1

(

a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂W kh

∂t

))

dy,

β(1) = 0, β(2)(t) =

∫

Y1

divyQ(y, t)dy,

à âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), W kh(y, t), Q(y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çà�

äà÷ (2.61), (2.62), (2.63) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä, òâåðäàÿ �àçà êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II (â

ýòîì ñëó÷àå b(1)(y) = 0),

A
(1)
ijkh =

∫

Y1

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(Z

kh)
)

dy, A
(2)
ijkh = 0,

A
(3)
ijkh(t) =

∫

Y1

(

d
(1)
ijkh(y, t) + d

(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(Z

kh)
)

dy+
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+

∫

Y1

(

d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(W

kh)− a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(W

kh)
)

dy,

β(1) =

∫

Y1

divyN(y)dy, β(2)(t) =

∫

Y1

divy V (y, t)dy,

à âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y), W kh(y, t), N(y), V (y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷å�

ñêèõ çàäà÷ (2.64), (2.65), (2.66), (2.67) ñîîòâåòñòâåííî.

Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè (2.71), (2.72) ñîñòîèò èç ÷å�

òûðåõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

�óíêöèè p(x, t) è òðåõ êîìïîíåíòîâ âåêòîð-�óíêöèè u(x, t). Êîý��èöèåí�

òû ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòîÿííû, à ÿäðà ñâåðòîê çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè

t. Åñëè â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ âçÿòü b(1)(y) = 0 è d(1)(y, t) = 0

(ýòî ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîé òâåðäîé �àçå Ω1ε), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.71),

(2.72) îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñðåäû Áèî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç óïðóãîãî ìàòåðèà�

ëà è ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè (êàê ñæèìàåìîé, òàê è íåñæèìàåìîé), áûëè ïî�

ñòðîåíû è ñòðîãî îáîñíîâàíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [41, 50, 118, 137, 141℄. Åñ�

ëè æå òâåðäàÿ �àçà ñîñòîèò èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II

èëè ÂÓÌ-III), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.71), (2.72) îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ìî�

äè�èöèðîâàííîé ñèñòåìû Áèî. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â äàííîì ïàðàãðà�å,

äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå êîý��èöèåíòû è ÿäðà ñâåðòîê óðàâíåíèé ýòîé

ñèñòåìû, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ è ýâîëþöè�

îííûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè Y .

2.4. Ñèëüíàÿ äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõî�

äèìîñòè â ñîîòíîøåíèÿõ (2.30)-(2.33) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî fλ(x) ∈ C1(Ω), uλ(x) ∈ C3(Ω), pλ(x) ∈ C2(Ω).
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü uελ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.27) è pελ = −γ div uελ â Ω2ε.

Òîãäà

lim
ε→0

∫

Ω1ε

|uελ(x)− uλ(x)|2dx = 0, lim
ε→0

∫

Ω2ε

|pελ(x)− pλ(x)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

|uελ(x)− uλ(x)− wλ(x, ε
−1x)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω1ε

∣

∣e
(

uελ(x)− uλ(x)− εu1λ(x, ε
−1x)

)∣

∣

2
dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

ε2
∣

∣e
(

uελ(x)− wλ(x, ε
−1x)

)∣

∣

2
dx = 0.

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèÿ uλ(x) è �óíêöèÿ pλ(x) åñòü ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (2.55)-(2.57), à âåêòîð-�óíêöèè u1λ(x, y) è wλ(x, y) îïðåäåëåíû â

Ëåììå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (2.27) ïðîáíóþ

âåêòîð-�óíêöèþ v = uελ è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Èìååì

4
∑

m=1

Im =

∫

Ω

∫

Y

(uλ + wλ) · fλdx,

ãäå

I1 = λ2 lim
ε→0

∫

Ω

ρε|uελ|2dx, I2 = lim
ε→0

∫

Ω1ε

Γ1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(u

ε
λ)dx,

I3 = lim
ε→0

(γ + λζ2ε
2)

∫

Ω2ε

(div uελ)
2dx, I4 = 2λη2 lim

ε→0
ε2

∫

Ω2ε

|eij(uελ)|2dx.

Ââåäåì âåêòîð-�óíêöèþ

z1λ(x, y) = Qkh
1λ(y)

∂uλk
∂xh

(x) + pλ(x)Q1λ(y), (2.76)

ãäå Qkh
1λ(y) è Q1λ(y) � ïðîäîëæåíèÿ âåêòîð-�óíêöèé Qkh

λ (y) è Qλ ñ Y1 íà

Y , ââåäåííûå â Ëåììå 2. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫

Y2

(div uλ + divxwλ + divy z1λ) dy = −Π

γ
pλ, (2.77)
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êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (2.51), åñëè ó÷åñòü, ÷òî

∫

Y2

divy z1λdy =

∫

Y

divy z1λdy −
∫

Y1

divy u1λdy,

à çíà÷èò, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïî y âåêòîð-�óíêöèè zλ(x, y),

∫

Y2

divy z1λdy = −
∫

Y1

divy u1λdy.

Äàëåå, ââåäåì âåêòîð-�óíêöèþ

ψε
λ(x) = uλ(x) + wλ(x, ε

−1x) + εz1λ(x, ε
−1x) + bε1λ(x) + bε2λ(x), x ∈ Ω,

ψε
λ(x) = 0, x /∈ Ω,

ãäå bε1λ(x) è bε2λ(x) � âåêòîð-�óíêöèè �óíêöèè òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

â îêðåñòíîñòè ∂Ω, îáåñïå÷èâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ψε
λ(x) ïðîñòðàíñòâó

(H1
0(Ω))

3
, ïðè÷åì

lim
ε→0

∫

Ω

(

|bε1λ|2 + |∇bε1λ|2
)

dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω

|bε2λ|2dx = 0, lim
ε→0

ε2
∫

Ω

|∇bε2λ|2dx = 0, supp bε2λ ∈ Ω2ε.

Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå âåêòîð-�óíêöèé b1ελ è b2ελ ìîæíî âçÿòü

b1ελ (x) = −εz1λ(x, ε−1x)ξ
(

ε−1r1(x)
)

,

b2ελ (x) = −wλ(x, ε
−1x)ξ

(

ε−1r1(x)
)

,

ãäå r1(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω, à ξ(s) ≥ 0 �

�óíêöèÿ èç êëàññà C∞
0 (R), ðàâíàÿ åäèíèöå â îêðåñòíîñòè íóëÿ [59℄.

Òåïåðü âîçüìåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (2.27) âåêòîð-�óíêöèþ

v = ψε
λ è ïåðåéäåì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Òàê êàê

ψε
λ(x)

2→ uλ(x) + wλ(x, y),

χ(Ω1ε)∇ψε
λ(x)

2→ χ(Y1)(∇uλ(x) +∇yu1λ(x, y)),
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εχ(Ω2ε)∇ψε
λ(x)

2→ χ(Y2)∇ywλ(x, y),

òî èç (2.27) ïîëó÷àåì

4
∑

m=1

Jm =

∫

Ω

∫

Y

(uλ + wλ) · fλdx, (2.78)

ãäå

J1 = λ2 lim
ε→0

∫

Ω

ρεuελ · ψε
λdx =

= λ2



ρ1

∫

Ω

|uλ|2dx+ ρ2

∫

Ω

∫

Y2

|uλ + wλ|2dxdy



 , ρ1 =

∫

Y1

ρ1(y)dy,

J2 = lim
ε→0

∫

Ω

Γ1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)eij(ψ

ε
λ) =

=

∫

Ω

∫

Y1

Γ
(1)
ijkh(y, λ)(ekh(uλ) + eykh(u1λ))(eij(uλ) + eyij(u1λ))dxdy,

J3 = lim
ε→0

(γ + λζ2ε
2)

∫

Ω2ε

div uελ divψ
ε
λdx =

= −
∫

Ω

∫

Y2

pλ(div uλ + divxwλ + divy zλ)dxdy =
Π

γ

∫

Ω

p2λdx,

J4 = 2λη2 lim
ε→0

ε2
∫

Ω2ε

eij(u
ε
λ)eij(v

ε
λ)dx = 2λη2

∫

Ω

∫

Y2

|eyij(wλ)|2dxdy.

Ñðàâíèâàÿ (2.77) è (2.78), ìû âèäèì, ÷òî

4
∑

m=1

Im =

4
∑

m=1

Jm, m = 1, 2, 3, 4.

Íî ïî ñâîéñòâó ïîëóíåïðåðûâíîñòè (iii) Im ≥ Jm, à çíà÷èò, íà ñàìîì äåëå

çäåñü èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà, ò.å. Im = Jm, m = 1, 2, 3, 4. Îòñþäà, èñïîëü�

çóÿ ñâîéñòâà (ii) è (iv) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì

ñèëüíóþ äâóõìàñøòàáíóþ ñõîäèìîñòü â ñîîòíîøåíèÿõ (2.30)-(2.33).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì

(v) äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó èç ñèëüíîé äâóõìàñ�

øòàáíîé ñõîäèìîñòè â (2.30)-(2.33) ñëåäóþò âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåî�

ðåìà 7 äîêàçàíà.

Èç ðåçóëüòàòîâ Òåîðåìû 7 ñðàçó ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîâå�

äåíèè ïðè ε → 0 ðåøåíèé uε(x, t) íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (2.4), îïèñû�

âàþùèõ êîëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è

ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü uε(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.4), â êîòîðîé σε
ij çàäà�

íû ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) è (2.24) â Ω1ε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ

âñåõ t ∈ [0, T ]

lim
ε→0

∫

Ω1ε

|uε(x, t)− u(x, t)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

|pε(x, t)− p(x, t)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

|uε(x, t)− u(x, t)− w(x, ε−1x, t)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω1ε

∣

∣e
(

uε(x, t)− u(x, t)− εu1(x, ε−1x, t)
)∣

∣

2
= 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

ε2
∣

∣e
(

uε(x, t)− w(x, ε−1x, t)
)∣

∣

2
dx = 0.

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèÿ u(x, t) è �óíêöèÿ p(x, t) åñòü ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (2.71)-(2.74),

w(x, y, t) = Gr(x, t) ∗
t∫

0

Lr(y, t)dy,

à Lr(y, t)� ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (2.59). Ïðè ýòîì, åñëè b(1)(y) 6= 0,

òî

u1(x, y, t) = Zkh(y)
∂uk
∂xh

(x, t) +W kh(y, t) ∗ ∂2uk
∂xh∂t

(x, t) + p(x, t) ∗Q(y, t),
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ãäå Zkh(y),W kh(y, t), Q(y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (2.61), (2.62),

(2.63) ñîîòâåòñòâåííî, à åñëè b(1)(y) = 0, òî

u1(x, y, t) = Zkh(y)
∂uk
∂xh

(x, t) +W kh(y, t) ∗ ∂2uk
∂xh∂t

(x, t)+

+p(x, t)N(y) + p(x, t) ∗ V (y, t),

ãäå Zkh(y), W kh(y, t), N(y), V (y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (2.64),

(2.65), (2.66), (2.67) ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàí�

ñòâå L2
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé uε(x, t) èñõîäíûõ çàäà÷ (2.4) ê ðåøå�

íèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è (2.71)-(2.74), îïèñûâàþùåé êîëåáàíèÿ ìîäè�èöè�

ðîâàííîé ñðåäû Áèî, ñ êîððåêòîðîì â âèäå îñöèëëèðóþùåé âåêòîð-�óíê�

öèè w(x, ε−1x, t), ÿâíûé âèä êîòîðîé äàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ Lr(y, t) ïåðèî�

äè÷åñêèõ çàäà÷ (2.59).

2.5. Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåä,

ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòîãî òâåðäîãî

ìàòåðèàëà è æèäêîñòè

Â äàííîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäà, çàíèìàþùàÿ îáëàñòü Ω

è îáðàçîâàííàÿ ïðèìûêàþùèìè äðóã ê äðóãó ïî ãëàäêîé ïîâåõíîñòè S0

ñïëîøíûì òâåðäûì ìàòåðèàëîì è ñìåøàííîé ñðåäîé, ñîñòîÿùåé èç ïîðè�

ñòîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè,

çàïîëíÿþùåé ïîðû. Îáëàñòü, çàíÿòàÿ ñïëîøíûì òâåðäûì ìàòåðèàëîì, îáî�

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ω0, à îáëàñòü, çàíÿòàÿ ñìåøàííîé ñðåäîé, � ÷åðåç Ω1, òàê

÷òî Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ S0. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷òî êàê òâåð�

äûé ìàòåðèàë â Ω0, òàê è ñìåøàííàÿ ñðåäà â Ω1, èìåþò ε-ïåðèîäè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó. Â äàëüíåéøåì áóäóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèå îáî�
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çíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, òâåðäàÿ è æèäêàÿ �àçû ñìåøàííîé

ñðåäû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ, êàê è ðàíåå, ÷åðåç Ω1ε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωε = Ω \ (Ω2ε ∪ ∂Ω2ε) òâåðäóþ ÷àñòü âñåé îáëàñòè

Ω, à ÷åðåç Sε = ∂Ωε ∩ ∂Ω2ε � ãðàíèöó ìåæäó òâåðäîé è æèäêîé ÷àñòüþ.

Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, êàê è ðàíåå, ÷òî ãðàíèöà Sε ãëàäêàÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

ãåòåðîãåííîé ñðåäû, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρε1
∂2uε

∂t2
=
∂σε

ij

∂xj
+ fi â Ωε × (0, T ),

ρ2
∂2uε

∂t2
=
∂σε

ij

∂xj
+ fi â Ω2ε × (0, T ),

[uε]|Sε
= 0, [σε

ijnj]
∣

∣

Sε
= 0,

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = 0,
∂uε

∂t
|t=0 = 0,

(2.79)

ãäå ρε1(x) = ρ1(ε
−1x), à êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σε

ij äàþòñÿ �îðìó�

ëàìè (2.1) è (2.2) â Ωε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî â (2.1) ñëåäóåò

âçÿòü b(1)(y) = 0, åñëè òâåðäûé ìàòåðèàë â Ωε ñîñòîèò èç ÓÌ èëè ÂÓÌ-II,

è d(1)(y, t) = 0, åñëè îí ñîñòîèò èç ÓÌ èëè ÂÓÌ-I.

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé

uε çàäà÷ (2.79) ïðè ε→ 0 äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîé è ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòåé.

2.5.1. Ñëó÷àé âÿçêîé æèäêîñòè

Åñëè Ω2ε çàïîëíåíà âÿçêîé æèäêîñòüþ, òî âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâ�

êà çàäà÷è (2.79) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (2.15), â

êîòîðîì Ω1ε ñëåäóåò çàìåíèòü íà Ωε, è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.16). Íåòðóä�

íî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå uε ýòîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (1.34), (1.35).

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, âîçüìåì â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåãðàëü�

íîì òîæäåñòâå â êà÷åñòâå ïðîáíîé âåêòîð-�óíêöèþ v = εw(ε−1x)ϕ(x), ãäå

w(y) ∈ (C∞
per(Y ))3. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â Ëåììå 1,

ñíà÷àëà äëÿ ϕ(x) ∈ C∞
0 (Ω0), à çàòåì äëÿ ϕ(x) ∈ C∞

0 (Ω1), çàêëþ÷àåì, ÷òî
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èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

uελ
2
⇀ uλ(x), uλ(x) ∈ (H1

0(Ω))
3,

∇uελ
2
⇀ ∇uλ(x) +∇yu0λ(x, y), x ∈ Ω0,

∇uελ
2
⇀ ∇uλ(x) +∇yu1λ(x, y), x ∈ Ω1,

ïðè÷åì

u0λ(x, y) = Qkh
0λ(y)

∂uλk
∂xh

(x), x ∈ Ω0,

u1λ(x, y) = Qkh
λ (y)

∂uλk
∂xh

(x), x ∈ Ω1,

ãäå âåêòîð-�óíêöèè Qkh
0λ(y) ∈ (H1

per(Y ))3 � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

∂

∂yj

(

σij(Q
kh
0λ)
)

= 0, y ∈ Y,

∫

Y

Qkh
0λdy = 0 (2.80)

ïðè

σij(Q
kh
0λ) = Γ

(1)
ijkh(y, λ) + Γ

(1)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Q

kh
0λ),

Γ
(1)
ijkh(y, λ) = a

(1)
ijkh(y) + λb

(1)
ijkh(y)− d

(1)
ijkh(y, λ),

à âåêòîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) ∈ (H1

per(Y ))
3
� ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

(1.43) ïðè

σij(Q
kh
λ ) =



















Γ
(1)
ijkh(y, λ) + Γ

(1)
ijlm(y, λ)e

y
lm(Q

kh
λ ), y ∈ Y1,

δij(γ + λζ2)
(

δkh + divyQ
kh
λ

)

+

+ λη2
(

δikδjh + δihδjk + 2eyij(Q
kh
λ )
)

, y ∈ Y2.

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Γ1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ Γ0

ijkh(λ)ekh(uλ) â L2(Ω0), (2.81)

Γε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ Γ1

ijkh(λ)ekh(uλ) â L2(Ω1),

ãäå

Γ1ε
ijkh(x, λ) = Γ

(1)
ijkh(ε

−1x, t),
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Γ0
ijkh(λ) =

∫

Y

σij(Q
kh
0λ)dy, Γ1

ijkh(λ) =

∫

Y

σij(Q
kh
λ )dy, (2.82)

Γε
ijkh(x, λ) =







Γ1ε
ijkh(x, λ), x ∈ Ω1ε,

(γ + λζ2)δijδkh + λη2(δikδjh + δihδjk), x ∈ Ω2ε.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæ�

äåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå èñõîäíîé çàäà÷å â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà�

ñà, âåêòîð-�óíêöèþ v ∈ (H1
0(Ω))

3
, íå çàâèñÿùóþ îò ε, è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó

ïðè ε→ 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì

1
∑

m=0

∫

Ωm

(

λ2ρ̃muλ · v + Γm
ijkhekh(uλ)eij(v)

)

dx =

∫

Ω

fλ · vdx,

ãäå

ρ̃0 =

∫

Y

ρ1(y)dy, ρ̃1 =

∫

Y1

ρ1(y)dy + |Y2|ρ2. (2.83)

Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííàÿ çàäà÷à â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà�

ñà ïðèíèìàåò âèä

λ2ρ̃muλi =
∂

∂xj

(

Γm
ijkh(λ)ekh(uλ)

)

+ fλi(x) â Ωm, m = 0, 1,

[uλ]|S0
= 0, [σλ

ijn
0
j ]
∣

∣

S0
= 0; uλ(x) = 0 íà ∂Ω,

ãäå n0 � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S0,

σλ
ij = Γm

ijkh(λ)ekh(uλ), x ∈ Ωm, m = 0, 1.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê îðèãèíàëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ïðåäñòàâèì

âåêòîð-�óíêöèè Qkh
0 (y, t) â âèäå

Qkh
0 (y, t) = δ(t)V kh(y) +Mkh(y, t).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ï. 4 �ëàâû 1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çäåñü

âåêòîð-�óíêöèè V kh(y) è Mkh(y, t) íå çàâèñÿò îò δ(t), à èìåííî, îíè îïðå�

äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Åñëè b(1)(y) = 0, òî V kh(y) èMkh(y, t)� ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

∂

∂yj

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh)
)

= 0 â Y (2.84)

è

∂

∂yj

(

a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(M

kh)− d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(M

kh)
)

=

=
∂

∂yj

(

d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(V

kh) + d
(1)
ijkh(y, t)

)

â Y × (0, T ) (2.85)

ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè b(1)(y) 6= 0, òî V kh(y) èMkh(y, t)� ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

∂

∂yj

(

b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh)
)

= 0 â Y (2.86)

è































∂

∂yj

(

a
(1)
ijkh(y)e

y
lm(M

kh) + b
(1)
ijkh(y)e

y
lm

(

∂Mkh

∂t

)

− d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(M

kh)

)

=

=
∂

∂yj

(

d
(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(V

kh) + d
(1)
ijkh(y, t)

)

â Y × (0, T ),

Mkh(y, 0) = Nkh(y) â Y

(2.87)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì âåêòîð-�óíêöèÿ Nkh(y) â (2.87) îïðåäåëåíà êàê

ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è

∂

∂yj

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(N

kh)
)

= 0 â Y.

Äàëåå, ïðåäñòàâëÿÿ âåêòîð-�óíêöèè Qkh
λ (y) â âèäå èìååì: Qkh(y, t) =

δ(t)Zkh(y) +W kh(y, t), ïðè÷åì âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) è W kh(y, t) îïðåäå�

ëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ðàññìîòðåííîãî â 2.2 ïîëíîñòüþ ïåð�îðèðî�

âàííîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü óñðåäíåííóþ çàäà÷ó â ïåðåìåííûõ x è t:

ρ̃m
∂2ui
∂t2

=
∂σij
∂xj

+ fi(x, t) â Ωm × (0, T ), m = 0, 1,

[u]S0
= 0, [σ0

ijn
0
j ]
∣

∣

S0
= 0, u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,

∂u

∂t
|t=0 = 0,

(2.88)
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ãäå

σij = αm
ijkhekh(u) + βm

ijkhekh

(

∂u

∂t

)

− gmijkh(t) ∗ ekh(u) â Ωm × (0, T ),

m = 0, 1.

Çäåñü, êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α1
, β1

, g1(t) îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê êîìïî�

íåíòû òåíçîðîâ α, β, g(t) â ï. 2 ýòîé ãëàâû, à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α0
, β0

,

g0(t) íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè b(1)(y) = 0, òî

α0
ijkh =

∫

Y

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh)
)

dy, β0
ijkh = 0,

g0ijkh(t) =

∫

Y

(

d
(1)
ijkh(y, t) + d

(1)
ijlm(y, t)e

y
im(V

kh)
)

dy+

+

∫

Y

(

d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(M

kh)− a
(1)
ijlm(y)e

y
lm(M

kh)
)

dy,

à åñëè b(1)(y) 6= 0, òî

α0
ijkh =

∫

Y

(

a
(1)
ijkh(y) + a

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm(N

kh)
)

dy,

β0
ijkh =

∫

Y

(

b
(1)
ijkh(y) + b

(1)
ijlm(y)e

y
lm(V

kh)
)

dy,

g0ijkh(t) =

∫

Y

(

d
(1)
ijkh(y, t) + d

(1)
ijlm(y, t)e

y
lm(V

kh) + d
(1)
ijlm(y, t) ∗ e

y
lm(M

kh)
)

dy−

−
∫

Y

(

a
(1)
ijlm(y)e

y
lm(M

kh) + b
(1)
ijlm(y)e

y
lm

(

∂Mkh

∂t

))

dy.

Óñðåäíåííàÿ çàäà÷à (2.88) âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñè�

ñòåìà óðàâíåíèé, çàäàííàÿ â îáëàñòè Ω1, îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé

âÿçêîóïðóãîé ñðåäû êàê ñ âÿçêîñòüþ, òàê è ñ ïàìÿòüþ. Ñèñòåìà óðàâíå�

íèé, çàäàííàÿ â îáëàñòè Ω0, îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ:

óïðóãîãî, åñëè òâåðäàÿ �àçà Ωε ñîñòîèò èç ÓÌ; âÿçêîóïðóãîãî ñ ïàìÿòüþ,
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åñëè Ωε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II; âÿçêîóïðóãîãî ñ âÿçêîñòüþ è ïàìÿòüþ, åñëè Ωε

ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III.

Êàê âèäíî èç (2.88), óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ

àêóñòèêè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñïëîøíîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è ïîðèñòîãî

òâåðäîãî ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå äâóõ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîâåäåíèè ïðè ε → 0 ðåøåíèé

uε(x, t) íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (2.79), îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñðåä, ñî�

ñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è âÿçêîé ñæèìàåìîé

æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïîðû.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü uε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.79), â êîòîðîé σε
ij çàäàíû

ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) è (2.14) â Ωε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ âñåõ

t ∈ [0, T ]

uε(x, t) → u(x, t) â (L2(Ω))3,

e(uε(x, t))
2→ e(u(x, t)) + ey(u0(x, y, t)), x ∈ Ω0,

e(uε(x, t))
2→ e(u(x, t)) + ey(u1(x, y, t)), x ∈ Ω1,

ãäå u(x, t) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è (2.88), âåêòîð-�óíêöèÿ u1(x, y, t)

îïðåäåëåíà â Òåîðåìå 6, à âåêòîð-�óíêöèÿ u0(x, y, t) èìååò âèä

u0(x, y, t) = V kh(y)
∂uk
∂xh

(x, t) +Mkh(y, t) ∗ ∂uk
∂xh

(x, t), x ∈ Ω0.

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèè V kh(y), Mkh(y, t) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

(2.84), (2.85) ïðè b(1)(y) = 0 è çàäà÷ (2.86), (2.87) ïðè b(1)(y) 6= 0.

Èç ýòîé òåîðåìû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

ãëàäêîñòè, íàëàãàåìûõ íà âåêòîð-�óíêöèþ u(x, t), âûïîëíåíû ñîîòíîøå�

íèÿ (1.88) è (1.89).
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2.5.2. Ñëó÷àé ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè

Åñëè �àçà Ω2ε çàïîëíåíà ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ, òî âàðèàöèîííàÿ

�îðìóëèðîâêà çàäà÷è (2.79) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

(2.25), â êîòîðîì âìåñòî èíòåãðàëà ïî Ω1ε áåðåòñÿ èíòåãðàë ïî Ωε, è íà�

÷àëüíûõ óñëîâèé (2.26). �åøåíèå uε ýòîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

(2.10)-(2.13) ïðè Cε = C/ε, à åãî îáðàç Ëàïëàñà uελ � îöåíêàì (2.28), (2.29),

ïðè÷åì âî âñåõ ýòèõ îöåíêàõ Ω1ε ñëåäóåò çàìåíèòü íà Ωε.

Èç Òåîðåì 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäî�

âàòåëüíîñòè,

uελ(x)
2
⇀ v0λ(x), x ∈ Ω0, v0λ ∈ (H1(Ω0))

3,

uελ(x)
2
⇀ v1λ(x) + wλ(x, y), x ∈ Ω1, v1λ ∈ (H1(Ω1))

3,

ãäå wλ ∈ L2(Ω1, (H
1
per(Y ))

3), wλ = 0 ïðè y ∈ Y1∪∂Y1, divy wλ = 0. Äîêàæåì,

÷òî v0λ|S = v1λ|S. Äëÿ ýòîãî ðàñïðîñòðàíèì ïåð�îðàöèþ íà âñþ îáëàñòü Ω è

îáîçíà÷èì Dε = Ω ∩ εE1, ãäå E1 � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ïåðèîäè÷åñêèì

ïðîäîëæåíèåì Y1 íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî R3
(ñì. ï. 1.1). Òîãäà èç ñâîéñòâ

äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì

χ(Dε)u
ε
λ(x)

2
⇀ χ(Y1)uλ(x), uλ(x) ∈ (H1

0(Ω))
3,

χ(Dε ∩ Ω0)u
ε
λ(x)

2
⇀ χ(Y1)v

0
λ(x), χ(Ω1ε)u

ε
λ(x)

2
⇀ χ(Y1)v1λ(x)

(ñì. [59℄). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà, îòñþäà ñëåäó�

åò, ÷òî uλ(x) = v0λ(x) ïðè x ∈ Ω0 è uλ(x) = v1λ(x) ïðè x ∈ Ω1. Òàêèì

îáðàçîì, v0λ|S = v1λ|S è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

uελ(x)
2
⇀ uλ(x), x ∈ Ω0, (2.89)

uελ(x)
2
⇀ uλ(x) + wλ(x, y), x ∈ Ω1. (2.90)

Äàëåå, èç Òåîðåì 2 è 3 ïîëó÷àåì

∇uελ(x)
2
⇀ ∇uλ(x) +∇yu0λ(x, y), x ∈ Ω0, (2.91)
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χ(Ω1ε)∇uελ(x)
2
⇀ χ(Y1)(∇uλ(x) +∇yu1λ(x, y)), x ∈ Ω1, (2.92)

εχ(Ω2ε)∇uελ(x)
2
⇀ χ(Y2)∇ywλ(x, y), x ∈ Ω1, (2.93)

ãäå u0λ ∈ L2(Ω0, (H
1
per(Y ))3/R3), u1λ ∈ L2(Ω1, (H

1
per(Y2))

3/R3).

Âûáèðàÿ â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò âåêòîð�

�óíêöèÿ uελ, ñíà÷àëà ïðîáíûå âåêòîð-�óíêöèè v(x) = εϕ(x)b(ε−1x) ïðè

ϕ ∈ C∞
0 (Ω1), b ∈ (H1

per(Y ))
3
, supp b ⊂ Y2, à çàòåì v(x) = ϕ(x)b(ε−1x)

ïðè ϕ ∈ C∞
0 (Ω1), b ∈ (H1

per(Y ))
3
, supp b ⊂ Y2, divy b(y) = 0 è èñïîëüçóÿ

ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü (2.31), â êîòîðîì p(x) ∈ L2(Ω1), è ïðåäñòàâëåíèå (2.34)

âåêòîð-�óíêöèè wλ(x, y).

Òåïåðü â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå âîçüìåì ïðîáíûå âåêòîð-�óíêöèè

âèäà v(x) = εϕ(x)b(ε−1x), ãäå b ∈ (C∞
per(Y ))3. Òîãäà, âûáèðàÿ ñíà÷àëà ϕ ∈

C∞
0 (Ω0), çàòåì ϕ ∈ C∞

0 (Ω1) è ïåðåõîäÿ ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðè

ε→ 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî

u0λ(x, y) = Qkh
0λ(y)

∂uλk
∂xh

(x), x ∈ Ω0,

u1λ(x, y) = Qkh
λ (y)

∂uλk
∂xh

(x) + pλ(x)Qλ(y), x ∈ Ω1,

ãäå âåêòîð-�óíêöèè Qkh
0λ(y), Q

kh
λ (y), Qλ(y) � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

(2.80), (2.37), (2.38) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ï. 2.3.1 è ï. 2.5.1, ìû òàêæå ïîëó÷àåì

Γ1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ Γ0

ijkh(λ)ekh(uλ) â L2(Ω0),

χ(Ω1ε)Γ
1ε
ijkh(x, λ)ekh(u

ε
λ)⇀ A0

ijkh(λ)ekh(uλ) + βij(λ)pλ â L2(Ω1),

ãäå Γ0
ijkh(λ), A

0
ijkh(λ), βij(λ) íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (2.82) è (2.40).

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå

òîæäåñòâî âåêòîð-�óíêöèþ v ∈ (H1
0(Ω))

3
, íå çàâèñÿùóþ îò ε, è ïåðåéäåì

ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì

λ2ρ̃0

∫

Ω0

uλ · vdx+ λ2
∫

Ω1

(

ρ̃1uλ + ρ2w
0
λ

)

· vdx−Π

∫

Ω1

pλ div vdx+
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+

∫

Ω0

Γ0
ijkhekh(uλ)eij(v)dx+

∫

Ω1

(

A0
ijkhekh(uλ) + βijpλ

)

eij(v)dx =

∫

Ω

fλ · vdx,

ãäå ρ̃0 è ρ̃1 íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (2.83).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è äîáàâëÿÿ óðàâíåíèå (2.56) è ãðàíè÷íûå óñëî�

âèÿ (2.57), çàïèñàííûå äëÿ îáëàñòè Ω1, ïîëó÷àåì óñðåäíåííóþ çàäà÷ó â

îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

λ2ρ̃0uλi =
∂

∂xj

(

Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ)

)

+ fλi â Ω0, (2.94)

λ2ρ̃1uλi + λ2ρ2w
0
λi =

∂

∂xj

(

A0
ijkh(λ)ekh(uλ)− αij(λ)pλ

)

+ fλi â Ω1, (2.95)

(

Π

γ
+ β(λ)

)

pλ + divw0
λ + αkh(λ)ekh(uλ) = 0 â Ω1, (2.96)

[uλ]|S0
= 0,

[

σ0λ
ij n

0
j

]∣

∣

S0
= 0; uλ = 0 íà ∂Ω; w0

λ · ν = 0 íà ∂Ω1, (2.97)

ãäå αij(λ) = Πδij − βij(λ), ν � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Ω1,

σ0λ
ij =







Γ0
ijkh(λ)ekh(uλ), x ∈ Ω0,

A0
ijkh(λ)ekh(uλ)− αij(λ)pλ, x ∈ Ω1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîîáðàçàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è èñïîëüçóÿ ðå�

çóëüòàòû ï. 2.3.2 è ï. 2.5.1, ìû ìîæåì âûïèñàòü óñðåäíåííóþ çàäà÷ó â

ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ x è t:

ρ̃0
∂2ui
∂t2

=
∂σ0

ij

∂xj
+ fi â Ω0 × (0, T ), (2.98)

ρ̃1
∂2ui
∂t2

+ ρ2Gr ∗
∂Dr

i

∂t
+ΠGi =

∂σ0
ij

∂xj
+ fi â Ω1 × (0, T ), (2.99)

Π

γ
p+ β(1)p+ β(2) ∗ p+ div



Gr ∗
t∫

0

Dr(τ)dτ



+

+ α
(1)
ij eij(u) + α

(2)
ij ∗ eij(u) = 0 â Ω1 × (0, T ), (2.100)



Gr ∗
t∫

0

Dr
j(τ)dτ



 νj = 0 íà ∂Ω1 × (0, T ), (2.101)
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[u]|S0
= 0,

[

σ0
ijn

0
j

]∣

∣

S0
= 0, (2.102)

u|Ω = 0, ut=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0, (2.103)

ãäå Dr(t), Gr(x, t), β
(1)
, β(2)(t), α(1)

, α
(2)
ij (t) îïðåäåëåíû ïî ï. 2.3.2, à

σ0
ij =































α0
ijkhekh(u) + β0

ijkhekh

(

∂u

∂t

)

+ g0ijkh(t) ∗ ekh(u), x ∈ Ω0,

A
(1)
ijkhekh(u) + A

(2)
ijkhekh

(

∂u

∂t

)

+A
(3)
ijkh(t) ∗ ekh(u)−

− α
(1)
ij p− α

(2)
ij (t) ∗ p, x ∈ Ω1.

Çäåñü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α0
, β0

, g0(t) îïðåäåëåíû â ï. 2.5.1, à êîìïîíåí�

òû òåíçîðîâ A(1)
, A(2)

, A(3)(t) � â ï. 2.3.2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.99), (2.100), çàäàííàÿ â îáëàñòè Ω1, îïèñûâàåò

êîëåáàíèÿ ñðåäû Áèî, åñëè òâåðäàÿ �àçà Ωε ñîñòîèò èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà,

è ìîäè�èöèðîâàííîé ñðåäû Áèî, åñëè Ωε ñîñòîèò èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðè�

àëà (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.98), çàäàííàÿ â

îáëàñòè Ω0, îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ: óïðóãîãî, åñëè

Ωε ñîñòîèò èç ÓÌ; âÿçêîóïðóãîãî ñ ïàìÿòüþ, åñëè Ωε ñîñòîèò èç ÂÓÌ�

II; âÿçêîóïðóãîãî ñ âÿçêîñòüþ è ïàìÿòüþ, åñëè Ωε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I èëè

ÂÓÌ-III.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî u(x, t), p(x, t), f(x, t) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâè�

ÿì ãëàäêîñòè, ÷òî è â ï. 2.4, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ïîâåäå�

íèè ïðè ε → 0 ðåøåíèé uε(x, t) íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (2.79), îïèñûâàþ�

ùèõ êîëåáàíèÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ

è ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïîðû.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü uε(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.79), â êîòîðîé σε
ij

çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (2.1) è (2.24) â Ωε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

lim
ε→0

∫

Ωε

|uε(x, t)− u(x, t)|2dx = 0, lim
ε→0

∫

Ω2ε

|pε(x, t)− p(x, t)|2dx = 0,
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lim
ε→0

∫

Ω2ε

|uε(x, t)− u(x, t)− w(x, ε−1x, t)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω0

∣

∣e
(

uε(x, t)− u(x, t)− εu0(x, ε
−1x, t)

)∣

∣

2
= 0,

lim
ε→0

∫

Ω1ε

∣

∣e
(

uε(x, t)− u(x, t)− εu1(x, ε
−1x, t)

)∣

∣

2
= 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

ε2
∣

∣e
(

uε(x, t)− w(x, ε−1x, t)
)∣

∣

2
dx = 0.

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèÿ u(x, t) è �óíêöèÿ p(x, t) åñòü ðåøåíèå óñðåäíåííîé

çàäà÷è (2.98)-(2.103), âåêòîð-�óíêöèÿ u0(x, y, t) îïðåäåëåíà â Òåîðåìå 9, à

âåêòîð-�óíêöèè u1(x, y, t) è w(x, y, t) � â Òåîðåìå 8.

Îòìåòèì, ÷òî èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàí�

ñòâå L2
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé uε(x, t) èñõîäíûõ çàäà÷ (2.79) ê ðå�

øåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è (2.98)-(2.103), ñ êîððåêòîðîì â âèäå îñöèëëèðó�

þùåé âåêòîð-�óíêöèè w(x, ε−1x, t).
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�ëàâà 3

Óñðåäíåííûå òåíçîðû ÿäåð ðåëàêñàöèè

äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõ�àçíûå òâåðäûå è ñìåøàííûå

ñëîèñòûå ñðåäû ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû áå�

ðåòñÿ èçîòðîïíûé óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë, à â êà÷åñòâå äðóãîé

�àçû � èçîòðîïíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë èëè âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ æèä�

êîñòü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé óêàçàííûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ

äèññèïàöèåé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâ 2 è 3. Êàê áóäåò ïî�

êàçàíî, äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ñëîèñòûõ ñðåä ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷,

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè ñî�

îòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä, âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ýòî äàåò

âîçìîæíîñòü âûâåñòè ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ

ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð

ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä.

3.1. Èñõîäíûå ìîäåëè ñëîèñòûõ ñðåä

�àññìîòðèì ãåòåðîãåííóþ ñðåäó ñ äèññèïàöèåé, çàïîëíÿþùóþ îáëàñòü

Ω è ñîñòîÿùóþ èç ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïëîñêèõ ñëîåâ äâóõ èçî�

òðîïíûõ �àç. Îáúåäèíåíèå âñåõ ñëîåâ ïåðâîé (âòîðîé) �àçû îáîçíà÷èì

÷åðåç Ω1ε (ñîîòâåòñòâåííî Ω2ε). Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû ìû áóäåì ðàññìàò�

ðèâàòü óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III),

à â êà÷åñòâå äðóãîé �àçû � âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II èëè

ÂÓÌ-III) èëè âÿçêóþ ñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Ïóñòü ε � ñóììàðíàÿ òîëùè�

íà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ ñëîåâ, à ε1 (ε2) � òîëùèíà êàæäîãî

îòäåëüíîãî âíóòðåííåãî ñëîÿ ïåðâîé (âòîðîé) �àçû: ε1 = ε(1− h), ε2 = εh,
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0 < h < 1. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñëîè ãåòåðîãåí�

íîé ñðåäû íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé,

íàïðèìåð, ïëîñêîñòèOx2x3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ÿ÷åéêîé ïåðèîäè÷íîñòè òàêîé ñëîèñòîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ êóá εY = (0, ε)3,

ñîäåðæàùèé îäèí ñëîé òîëùèíû εh âòîðîé �àçû è äâà ñëîÿ îäèíàêîâîé

òîëùèíû ε(1−h)/2 ïåðâîé �àçû (ðèñ. 3.1). Òàêèì îáðàçîì, Y = Y1∪Y2∪Γ,

ãäå

Ys = Is × (0, 1)2, I1 = (0, h1) ∪ (h2, 1), I2 = (h1, h2),

Γ =

2
⋃

m=1

(

{hm} × (0, 1)2
)

, h1 =
1− h

2
, h2 =

1 + h

2
.

2
x

1
x

3
x

e

e

e

he

�èñ. 3.1. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè εY äâóõ�àçíîé ñëîèñòîé ñðåäû

Òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè äëÿ èçîòðîïíîé �àçû Ωsε íå çàâèñèò îò ïðî�

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Γ(s)(t) = δ(t)a(s) + δ′(t)b(s) − d(s)(t), (3.1)

ãäå a(s), b(s), d(s)(t) � òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè

è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè �àçû Ωsε ñîîòâåòñòâåííî.
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Åñëè �àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-III, òî êîìïîíåíòû òåíçîðà a(s) çà�

äàþòñÿ �îðìóëàìè (1.7), êîìïîíåíòû òåíçîðà b(s) � �îðìóëàìè (1.9), à

êîìïîíåíòû òåíçîðà d(s)(t) � �îðìóëàìè (1.14), â êîòîðûõ �óíêöèè Gs(t)

è G1s(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.15) è (1.11).

Åñëè �àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II, òî êîìïîíåíòû òåíçîðà b(s) (èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè ζs è ηs) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ, êîìïîíåíòû òåíçîðà a(s) çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (1.7), à êîìïîíåíòû

òåíçîðà d(s)(t) � �îðìóëàìè (1.14), â êîòîðûõ �óíêöèè Gs(t) è G1s(t) óäî�

âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.15) è (1.11).

Åñëè �àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I, òî êîìïîíåíòû òåíçîðà d(s)(t) ïîëàãà�

þòñÿ ðàâíûìè íóëþ, à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(s) è b(s) çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

(1.7) è (1.9) ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè �àçà Ωsε ñîñòîèò èç ÓÌ, òî êîìïîíåíòû òåíçîðà a(s) çàäàþòñÿ

�îðìóëàìè (1.7), à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ b(s) è d(s)(t) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ.

È, íàêîíåö, åñëè �àçà Ωsε ñîñòîèò èç âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, òî

a
(s)
ijkh = γδijδkh, b

(s)
ijkh = ζsδijδkh + ηs(δikδjh + δihδjk), d

(s)
ijkh(t) = 0.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ äâóõ�àçíîé ñëîè�

ñòîé ñðåäû, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.18), â êîòîðîé ρεs(x) =

ρs = 
onst > 0, óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé (1.19),

êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

[uε]|Sε
= 0, [σε

i1]|Sε
= 0,

ãäå Sε � ïëîñêèå ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ:

Sε = Ω ∩
(

⋃

k∈Z3

(ε(Γ + ∂Γ) + εk)

)

,

à òàêæå îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.20).
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Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �ëàâ 1 è 2, óñðåäíåííûå ìîäåëè ñëîèñòûõ ñðåä

ñ äèññèïàöèåé çàïèñûâàþòñÿ â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1),

Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñëîèñòûõ ñðåä îñíîâàíî íà ïðèìå�

íåíèè ðåçóëüòàòîâ �ëàâ 1 è 2. Ñîãëàñíî ýòèì ðåçóëüòàòàì, óñðåäíåííûå

ìîäåëè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâîé

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ðåøå�

íèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ

êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè Γ(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ

ñðåä, ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå. Ýòî ïîçâîëèò íàì â äàëüíåéøåì

âûâåñòè �îðìóëû, âûðàæàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ Γ(t) ÷åðåç êîìïî�

íåíòû òåíçîðîâ a(s), b(s), d(s)(t), áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì

âñåñòîðîííèé àíàëèç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ

äèññèïàöèåé ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ âåëè÷èíû ε.

3.2. �åøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �ëàâ 1 è 2, âèä âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

çàäà÷ çàâèñèò îò òîãî, îáëàäàþò ëè �àçû Ω1ε è Ω2ε íåíóëåâûìè òåíçîðàìè

êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè èëè íåò. À èìåííî, ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è ïðè

b(1) 6= 0, b(2) 6= 0 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (1.54), (1.55), (1.56); ïðè b(1) = 0,

b(2) 6= 0 � â âèäå (1.65), (1.66), (1.67); ïðè b(1) = b(2) = 0 � â âèäå (1.72),

(1.73).

Ïîèñê ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî ðàçáèòü íà äâà

øàãà: 1) ïîèñê ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷, ò.å. çàäà÷, ðå�

øåíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è íå çà�

âèñÿò îò âðåìåíè; 2) ïîèñê ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷,

ò.å. çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ,

è îò âðåìåíè.
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3.2.1. Ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è

1. Ñëó÷àé b(1) 6= 0 è b(2) 6= 0 (îäíà �àçà � ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III,

äðóãàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Âûïèøåì ðåøåíèÿ âñïîìîãà�

òåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå, êîãäà îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε îáëàäàþò

íåíóëåâûìè òåíçîðàìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè.

Ïðåæäå âñåãî íàéäåì ðåøåíèÿ Zkh(y) çàäà÷ (1.54). Òàê êàê êîìïî�

íåíòû îáîèõ òåíçîðîâ b(1) è b(2) íå çàâèñÿò îò y, òî èç (1.54) âèäèì, ÷òî

Y -ïåðèîäè÷åñêèå âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

∂

∂yj

(

b
(s)
ijlme

y
lm(Z

kh)
)

= 0 â Ys, s = 1, 2 (3.2)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

Zkhdy = 0,
[

Zkh
]∣

∣

y1=h1
= 0,

[

Zkh
]∣

∣

y1=h2
= 0,

b
(1)
i1kh + b

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
= b

(2)
i1kh + b

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
,

b
(1)
i1kh + b

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
= b

(2)
i1kh + b

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ Zkh(y) ñèñòåì óðàâíåíèé (3.2), óäî�

âëåòâîðÿþùèå çàäàííûì óñëîâèÿì, èìåþò âèä

Z11(y) = (c11z(y1), 0, 0) , Z22(y) = Z33(y) = (c12z(y1), 0, 0) ,

Z12(y) = Z21(y) = (0, c13z(y1), 0) , Z13(y) = Z31(y) = (0, 0, c13z(y1)) ,

Z23(y) = Z32(y) = (0, 0, 0),

ãäå

c11 =
1

b12
(1− h)(b2 − b1), c12 =

1

b12
(1− h)(ζ2 − ζ1),

c13 =
1

η12
(1− h)(η2 − η1), bs = b

(s)
1111 (s = 1, 2),

b12 = b1h+ b2(1− h), η12 = η1h+ η2(1− h),
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à z(y1) � íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ:

z(y1) =



























y1h

1− h
, y1 ∈ (0, h1),

− y1 +
1

2
, y1 ∈ (h1, h2),

(y1 − 1)h

1− h
, y1 ∈ (h2, 1).

Òåïåðü, çíàÿ Zkh(y), ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîèñêó ðåøåíèé Dkh(y) çà�

äà÷ (1.55). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(1)

è a(2) íå çàâèñÿò îò y, à íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé Zkh(y)

åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè îò y1, òî Y -ïåðèîäè÷åñêèå âåêòîð-�óíê�

öèè Dkh(y) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí�

íûìè êîý��èöèåíòàìè

∂

∂yj

(

b
(s)
ijlme

y
lm(D

kh)
)

= 0 â Ys, s = 1, 2 (3.3)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

Dkhdy = 0,
[

Dkh
]∣

∣

y1=h1
= 0,

[

Dkh
]∣

∣

y1=h2
= 0,

a
(1)
i1kh +

(

a
(1)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(1)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1−0
=

= a
(2)
i1kh +

(

a
(2)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1+0
,

a
(1)
i1kh +

(

a
(1)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(1)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2+0
=

= a
(2)
i1kh +

(

a
(2)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2−0
.

�åøåíèÿ Dkh(y) ñèñòåì óðàâíåíèé (3.3), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëî�

âèÿì, èìåþò âèä

D11(y) = (r11z(y1), 0, 0) , D22(y) = D33(y) = (r12z(y1), 0, 0) ,

D12(y) = D21(y) = (0, r13z(y1), 0) , D13(y) = D31(y) = (0, 0, r13z(y1)) ,

D23(y) = D32(y) = (0, 0, 0),
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ãäå

r11 =
1

b212
(1− h)(b1a2 − b2a1), r12 =

1− h

b12

(

a4 − a3 −
(ζ2 − ζ1)a12

b12

)

,

r13 =
1

η212
(1− h)(η1a6 − η2a5), a12 = a1h+ a2(1− h),

as = a
(s)
1111, as+2 = a

(s)
1122, as+4 = a

(s)
1212, s = 1, 2.

2. Ñëó÷àé b(1) = 0 è b(2) 6= 0 (ïåðâàÿ �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II,

âòîðàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Âûïèøåì ðåøåíèÿ âñïîìî�

ãàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå, êîãäà òîëüêî âòîðàÿ �àçà Ω2ε

îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçîðîì êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè.

Ñíà÷àëà íàéäåì ðåøåíèÿ Zkh(y) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.65). Òàê êàê

êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(s), b(s) ïîñòîÿííû, òî Y -ïåðèîäè÷åñêèå âåêòîð-�óíê�

öèè Zkh(y) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí�

íûìè êîý��èöèåíòàìè

∂

∂yj

(

a
(1)
ijlme

y
lm(Z

kh)
)

= 0 â Y1,
∂

∂yj

(

b
(2)
ijlme

y
lm(Z

kh)
)

= 0 â Y2

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

Zkhdy = 0,
[

Zkh
]∣

∣

y1=h1
= 0,

[

Zkh
]∣

∣

y1=h2
= 0,

b
(2)
i1kh + b

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
= b

(2)
i1kh + b

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
= 0.

�åøàÿ ýòè çàäà÷è, íàõîäèì

Z11(y) = (z(y1), 0, 0) , Z22(y) = Z33(y) = (c22z(y1), 0, 0) , c22 =
ζ2
b2
,

Z12(y) = Z21(y) = (0, z(y1), 0) , Z13(y) = Z31(y) = (0, 0, z(y1)) ,

Z23(y) = Z32(y) = (0, 0, 0).

Òåïåðü, çíàÿ Zkh(y), ïåðåéäåì ê ïîèñêó ðåøåíèé çàäà÷ (1.66). Ó÷è�

òûâàÿ, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé Zkh(y) åñòü êóñî÷íî�

ëèíåéíûå �óíêöèè îò y1, Y -ïåðèîäè÷åñêèå âåêòîð-�óíêöèè Dkh(y) åñòü
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ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöè�

åíòàìè

∂

∂yj

(

b
(2)
ijlme

y
lm(D

kh)
)

= 0 â Y2

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì∫

Y2

Dkhdy = 0, a
(2)
i1kh +

(

a
(2)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1+0
=

= a
(1)
i1kh + a

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
,

a
(2)
i1kh +

(

a
(2)
i1lme

y
lm(Z

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm(D

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2−0
=

= a
(1)
i1kh + a

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
.

�åøàÿ ýòè çàäà÷è, íàõîäèì

D11(y) = (r21z(y1), 0, 0) , D22(y) = D33(y) = (r22z(y1), 0, 0) ,

D12(y) = D21(y) = (0, r23z(y1), 0) , D13(y) = D31(y) = (0, 0, r23z(y1)) ,

D23(y) = D32(y) = (0, 0, 0),

ãäå

r21 = − a1
b2(1− h)

, r22 =
a4 − a3
b2

− a12ζ2
b22(1− h)

, r23 = − a5
η2(1− h)

.

3. Ñëó÷àé b(1) = b(2) = 0 (îäíà �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II, äðóãàÿ

�àçà � ÂÓÌ-II). Îñòàåòñÿ âûïèñàòü ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðèîäè÷å�

ñêèõ çàäà÷ â ïîñëåäíåì òðåòüåì ñëó÷àå, êîãäà îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε èìåþò

íóëåâûå òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ â äâà

ðàçà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àåâ: òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî

ðåøåíèÿ Zkh(y) çàäà÷ (1.72). Èç (1.72) âèäèì, ÷òî Y -ïåðèîäè÷åñêèå âåê�

òîð-�óíêöèè Zkh(y) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

∂

∂yj

(

a
(s)
ijlme

y
lm(Z

kh)
)

= 0 â Ys, s = 1, 2
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è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

Zkhdy = 0,
[

Zkh
]∣

∣

y1=h1
= 0,

[

Zkh
]∣

∣

y1=h2
= 0,

a
(1)
i1kh + a

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
= a

(2)
i1kh + a

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
,

a
(1)
i1kh + a

(1)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
= a

(2)
i1kh + a

(2)
i1lme

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
.

�åøàÿ ýòè çàäà÷è, íàõîäèì

Z11(y) = (c31z(y1), 0, 0) , Z22(y) = Z33(y) = (c32z(y1), 0, 0) ,

Z12(y) = Z21(y) = (0, c33z(y1), 0) , Z13(y) = Z31(y) = (0, 0, c33z(y1)) ,

Z23(y) = Z32(y) = (0, 0, 0),

ãäå

c31 =
1

a12
(1− h)(a2 − a1), c32 =

1

a12
(1− h)(λ2 − λ1),

c33 =
1

µ12
(1− h)(µ2 − µ1), µ12 = µ1h+ µ2(1− h).

3.2.2. Ýâîëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è

Ïåðåéäåì ê ïîèñêó ðåøåíèé W kh(y, t) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷, çàâèñÿ�

ùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé y è îò âðåìåíè t. Ïðåæäå ÷åì âûïè�

ñàòü ýòè çàäà÷è, îòìåòèì, ÷òî âèä äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äè��å�

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âåêòîð-�óíêöèèW kh(y, t),

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû íàéäåí�

íûõ âûøå ðåøåíèé Zkh(y) ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿþò�

ñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè îò y1, à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ d(1)(t) è

d(2)(t) íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

1. Ñëó÷àé b(1) 6= 0 è b(2) 6= 0 (îäíà �àçà � ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ�

III, äðóãàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Åñëè îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε

èìåþò íåíóëåâûå òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî, ñîãëàñíî (1.56),
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Y -ïåðèîäè÷åñêèå ïî y âåêòîð-�óíêöèèW kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâ�

íåíèé

∂

∂yj

(

a
(s)
ijlme

y
lm(W

kh) + b
(s)
ijlme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(s)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)

= 0

â Ys × (0, T ), s = 1, 2, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

W khdy = 0, W kh(y, 0) = Dkh(y), y ∈ Y,

[

W kh
]∣

∣

y1=h1
= 0,

[

W kh
]∣

∣

y1=h2
= 0,

(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(1)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h1−0

−

− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
− d

(1)
i1kh(t) =

=

(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h1+0

−

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
− d

(2)
i1kh(t),

(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(1)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h2+0

−

− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
− d

(1)
i1kh(t) =

=

(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h2−0

−

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
− d

(2)
i1kh(t).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè d(s)(t) = 0 (ïðè ýòîì Gs(t) = 0), òî ñèñòåìû óðàâíå�

íèé äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîð-�óíêöèé W kh(y, t) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëü�

íûìè â Ys × (0, T ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûìè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

W 22(y, t) =W 33(y, t), W 23(y, t) = 0, (3.4)
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à çíà÷èò, ïîèñê ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.56) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó

÷åòûðåõ âåêòîð-�óíêöèé: W 11(y, t), W 22(y, t), W 12(y, t) è W 13(y, t). Áóäåì

èñêàòü èõ â ñëåäóþùåì âèäå:

W 11(y, t) = (z(y1)p11(t), 0, 0), W 22(y, t) = (z(y1)p12(t), 0, 0),

W 12(y, t) = (0, z(y1)p13(t), 0), W 13(y, t) = (0, 0, z(y1)p13(t)),

ãäå z(y1) � ââåäåííàÿ âûøå êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, à �óíêöèè p1k(t)

óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

p1k(0) = r1k, k = 1, 2, 3. (3.5)

Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ y1 = h1 è y = h2

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé p1k(t):

h

1− h

(

a1p11(t) + b1
∂p11
∂t

− d
(1)
1111(t) ∗ p11(t)− c11d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1111(t) =

= −a2p11(t)− b2
∂p11
∂t

+ d
(2)
1111(t) ∗ p11(t) + c11d

(2)
1111(t)− d

(2)
1111(t),

h

1− h

(

a1p12(t) + b1
∂p12
∂t

− d
(1)
1111(t) ∗ p12(t)− c12d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1122(t) =

= −a2p12(t)− b2
∂p12
∂t

+ d
(2)
1111(t) ∗ p12(t) + c12d

(2)
1111(t)− d

(2)
1122(t),

h

1− h

(

a5p13(t) + η1
∂p13
∂t

− d
(1)
1212(t) ∗ p13(t)− c13d

(1)
1212(t)

)

− d
(1)
1212(t) =

= −a6p13(t)− η2
∂p13
∂t

+ d
(2)
1212(t) ∗ p13(t) + c13d

(2)
1212(t)− d

(2)
1212(t).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

∂p11
∂t

− 1

b12

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p11(t) +
a12
b12

p11(t) =

=
1− h

b212

(

b2d
(1)
1111(t)− b1d

(2)
1111(t)

)

, (3.6)

∂p12
∂t

− 1

b12

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p12(t) +
a12
b12

p12(t) =
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=
1− h

b12

(

ζ2 − ζ1
b12

(hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)) + d

(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t))

)

, (3.7)

∂p13
∂t

− 1

η12

(

hd
(1)
1212(t) + (1− h)d

(2)
1212(t)

)

∗ p13(t) +
a56
η12

p13(t) =

=
1− h

η212

(

η2d
(1)
1212(t)− η1d

(2)
1212(t)

)

, a56 = a5h+ a6(1− h). (3.8)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè d(1)(t) = d(2)(t) = 0, òî (3.6)-(3.8) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂p1k
∂t

+
a12
b12
p1k(t) = 0, k = 1, 2;

∂p13
∂t

+
a56
η12

p13(t) = 0

è èõ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.5), ëåãêî íàõîäÿò�

ñÿ:

p11(t) = r11 exp

(

−a12t
b12

)

=
1− h

b212
(b1a2 − b2a1) exp

(

−a12t
b12

)

,

p12(t) =
1− h

b212
((a4 − a3)b12 − (ζ2 − ζ1)a12) exp

(

−a12t
b12

)

,

p13(t) = r13 exp

(

−a56t
η12

)

=
1− h

η212
(η1a6 − η2a5) exp

(

−a56t
η12

)

.

Ïåðåéäåì ê ïîèñêó ðåøåíèé èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.6)-(3.8) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îäèí èëè îáà òåíçîðà d(s)(t) îòëè÷íû îò

íóëÿ.

a) �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëîèñòóþ ñðåäó, äëÿ êîòîðîé òîëüêî îäèí èç

òåíçîðîâ d(s)(t) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáîçíà÷å�

íèÿ �àç, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî d(1)(t) = 0, à d(2)(t) 6= 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.6)-(3.8) â âèäå ëèíåéíîé êîìáè�

íàöèè ýêñïîíåíò:

p1k(t) =

M1k
∑

m=1

w(1k)
m exp(−ξ(1k)m t), (3.9)

ãäå

ξ
(1k)
1 < ξ

(2k)
1 < ... < ξ

(1k)
M1k

, k = 1, 2, 3. (3.10)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d
(2)
1111(t) =

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t, d

(2)
1212(t) =

1

2

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,
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d
(2)
1122(t) =

(

k2 −
1

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,

èç (3.6)-(3.8) ïîëó÷àåì

M11
∑

m=1

w(11)
m ξ(11)m e−ξ

(11)
m t +

1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M11
∑

m=1

w(11)
m e−ξ

(11)
m t−

−a12
b12

M11
∑

m=1

w(11)
m e−ξ

(11)
m t =

b1(1− h)

b212

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,

M12
∑

m=1

w(12)
m ξ(12)m e−ξ

(12)
m t +

1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M12
∑

m=1

w(12)
m e−ξ

(12)
m t−

−a12
b12

M12
∑

m=1

w(12)
m e−ξ

(12)
m t =

1− h

b12

(

k2 −
1

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+
(1− h)2

b212

(

k2 +
2

3

)

(ζ1 − ζ2)

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,

M13
∑

m=1

w(13)
m ξ(13)m e−ξ

(13)
m t +

1− h

2η12

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M13
∑

m=1

w(13)
m e−ξ

(13)
m t−

−a56
η12

M13
∑

m=1

w(13)
m e−ξ

(13)
m t =

η1(1− h)

2η212

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè ðàâåíñòâà çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

M11
∑

m=1

A(11)
m w(11)

m e−ξ
(11)
m t +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

B(11)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.11)

M12
∑

m=1

A(12)
m w(12)

m e−ξ
(12)
m t +

N2
∑

n=1

B(12)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.12)

M13
∑

m=1

A(13)
m w(13)

m e−ξ
(13)
m t +

1

2

N2
∑

n=1

B(13)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.13)

ãäå

A(11)
m = ξ(11)m − a12

b12
− 1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

,

A(12)
m = ξ(12)m − a12

b12
− 1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(12)
m − γ

(2)
n

,
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A(13)
m = ξ(13)m − a56

η12
− 1− h

2η12

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

,

B(11)
n =

1− h

b12

M11
∑

m=1

w
(11)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

− b1(1− h)

b212
,

B(12)
n =

1− h

b12

(

k2 +
2

3

) M12
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(12)
m − γ

(2)
n

−

−1− h

b212

(

(1− h)

(

k2 +
2

3

)

(ζ1 − ζ2) +

(

k2 −
1

3

)

b12

)

,

B(13)
n =

1− h

η12

M13
∑

m=1

w
(13)
m

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

− η1(1− h)

η212
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâà (3.11)-(3.13) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà

A(1k)
m = 0, m = 1, ...,M1k, k = 1, 2, 3, (3.14)

B(1k)
n = 0, n = 1, ..., N2, k = 1, 2, 3. (3.15)

Èç (3.14) âèäèì, ÷òî ξ
(1k)
1 , ..., ξ

(1k)
M1k

åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé

ξ(1k) − a12
b12

=
1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(1k) − γ
(2)
n

, k = 1, 2, (3.16)

ξ(13) − a56
η12

=
1− h

2η12

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(13) − γ
(2)
n

. (3.17)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñòà�

íîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñòåïåíè N2 + 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

M11 =M12 =M13 = N2 + 1,

à òàêæå, â ñèëó óñëîâèÿ (3.10), ξ
(11)
m = ξ

(12)
m äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1. Â

÷àñòíîñòè, åñëè N2 = 1, òî ξ
(11)
1,2 è ξ

(13)
1,2 åñòü êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

(

ξ(11)
)2

−
(

γ
(2)
1 +

a12
b12

)

ξ(11) +
1

b12

(

a12γ
(2)
1 − (1− h)

(

k2 +
2

3

)

v
(2)
1

)

= 0



117

è

(

ξ(13)
)2

−
(

γ
(2)
1 +

a56
η12

)

ξ(13) +
1

η12

(

a56γ
(2)
1 − (1− h)

(

k2 +
2

3

)

v
(2)
1

)

= 0

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ
(11)
1,2 = ξ

(12)
1,2 =

1

2

(

γ
(2)
1 +

a12
b12

±
√

D1

)

, (3.18)

ξ
(13)
1,2 =

1

2

(

γ
(2)
1 +

a56
η12

±
√

D2

)

, (3.19)

ãäå

D1 =

(

γ
(2)
1 − a12

b12

)2

+
4v

(2)
1

b12
(1− h)

(

k2 +
2

3

)

,

D2 =

(

γ
(2)
1 − a56

η12

)2

+
2v

(2)
1

η12
(1− h).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè N2 ≥ 2 âûïèñàòü êîðíè óðàâíåíèé (3.16) è (3.17)

â ÿâíîì è êîìïàêòíîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Òåì íå ìåíåå,

ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé è �îðìóë Âèåòà íåòðóäíî âûâåñòè

ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ êîðíåé ýòèõ óðàâíåíèé ïðè N2 ≥ 1:

0 < ξ
(1k)
1 < γ

(2)
1 , γ

(2)
m−1 < ξ(1k)m < γ(2)m , (3.20)

k = 1, 3, m = 2, ..., N2,

max

{

γ
(2)
N2
,

a12
b12

}

< ξ
(11)
N2+1 < γ

(2)
N2

+
a12
b12

,

max

{

γ2N2,
a56
η12

}

< ξ
(13)
N2+1 < γ

(2)
N2

+
a56
η12

.

(3.21)

Äàëåå, èç (3.15) âèäèì, ÷òî w
(1k)
1 , ..., w

(1k)
N2+1 åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì N2+1

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



























N2+1
∑

m=1

w
(11)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

=
b1
b12
, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(11)
m =

1− h

b212
(b1a2 − b2a1),

(3.22)
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

























N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

=
1− h

b12
(ζ1 − ζ2) +

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(12)
m =

1− h

b12

(

a4 − a3 −
(ζ2 − ζ1)a12

b12

)

,

(3.23)



























N2+1
∑

m=1

w
(13)
m

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

=
η1
η12

, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(13)
m =

1− h

η212
(η1a6 − η2a5).

(3.24)

Íåòðóäíî âûïèñàòü ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðè N2 = 1:

w
(1k)
1 =

ξ
(1k)
1 − γ

(2)
1

ξ
(1k)
2 − ξ

(1k)
1

((

ξ
(1k)
2 − γ

(2)
1

)

C
(1k)
1 − C

(1k)
2

)

,

w
(1k)
2 = − ξ

(1k)
2 − γ

(2)
1

ξ
(1k)
2 − ξ

(1k)
1

((

ξ
(1k)
1 − γ

(2)
1

)

C
(1k)
1 − C

(1k)
2

)

,

ãäå ξ
(1k)
1,2 íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (3.18), (3.19),

C
(11)
1 =

b1
b12
, C

(11)
2 =

1− h

b212
(b1a2 − b2a1),

C
(12)
1 =

1− h

b12
(ζ1− ζ2)+

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, C

(12)
2 =

1− h

b12

(

a4 − a3 −
(ζ2 − ζ1)a12

b12

)

,

C
(13)
1 =

η1
η12

, C
(13)
2 =

1− h

η212
(η1a6 − η2a5).

Íàì â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûì óäî�

âëåòâîðÿþò ðåøåíèÿ ñèñòåì (3.22)-(3.24):

(

a1
b1

− ξ(11)m

)

w(11)
m > 0, (3.25)

(

(1− h)(k2 + 2/3)(a3 − a4) + a12(k2 − 1/3)

(1− h)(k2 + 2/3)(ζ1 − ζ2) + b12(k2 − 1/3)
− ξ(11)m

)

w(12)
m > 0, (3.26)

(

a5
η1

− ξ(13)m

)

w(13)
m > 0 (3.27)

äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ (3.25) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

N2+1
∑

m=1

w
(11)
m

γ − ξ
(11)
m

= − b1
b12
. (3.28)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò N2 + 1 êîðíåé, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò γ
(2)
1 ,...,γ

(2)
N2
.

Âûÿñíèì, ÷åìó ðàâåí åùå îäèí åãî êîðåíü, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç γ
(2)
0 .

Ïî �îðìóëå Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâ�

íåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèþ (3.28), èìååì

γ
(2)
0 +

N2
∑

n=1

γ(2)n =

N2+1
∑

m=1

ξ(11)m − b12
b1

N2+1
∑

m=1

w(11)
m .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî �îðìóëå Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåá�

ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèþ (3.16),

N2+1
∑

m=1

ξ(11)m =

N2
∑

n=1

γ(2)n +
a12
b12

, (3.29)

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.22),

γ
(2)
0 =

1

b12

(

a12 −
1− h

b1
(b1a2 − b2a1)

)

=
a1
b1
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâà (3.20), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñ�

ëè γ
(2)
0 < ξ

(11)
1 , òî w

(11)
m < 0 äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1, à åñëè γ

(2)
0 > ξ

(11)
N2+1,

òî w
(11)
m > 0 äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1. Åñëè æå γ

(2)
0 ∈

(

ξ
(11)
k , ξ

(11)
k+1

)

ïðè

íåêîòîðîì k, òî w
(11)
m > 0 äëÿ âñåõ m = 1, ..., k è w

(11)
m < 0 äëÿ âñåõ

m = k + 1, ..., N2 + 1. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

(

γ
(2)
0 − ξ(11)m

)

w(11)
m > 0

äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1 è íåðàâåíñòâà (3.25) äîêàçàíû.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà (3.26) è (3.27): äëÿ èõ äîêàçà�

òåëüñòâà ïðèìåíÿåòñÿ �îðìóëà Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåá�

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ (3.16), (3.17) è óðàâíåíèÿì

N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

γ − ξ
(11)
m

=
1− h

b12
(ζ2 − ζ1)−

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, (3.30)
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N2+1
∑

m=1

w
(13)
m

γ − ξ
(13)
m

= − η1
η12

.

á) Òåïåðü âûïèøåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.6)-(3.8) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

d(1)(t) 6= 0 è d(2)(t) 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî

γ
(1)
n1 6= γ

(2)
n2 äëÿ âñåõ ns = 1, ..., Ns. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ p1k(t) óêàçàí�

íûõ óðàâíåíèé òàêæå â âèäå (3.9). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.9) â (3.6)-(3.8) è

ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî ξ
(11)
m , ξ

(13)
m åñòü êîðíè äðîáíî�

ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

ξ(11) − a12
b12

=
h

b12

(

k1 +
2

3

) N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(11) − γ
(1)
n

+
1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(11) − γ
(2)
n

,

(3.31)

ξ(13) − a56
η12

=
h

2η12

N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(13) − γ
(1)
n

+
1− h

2η12

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(13) − γ
(2)
n

, (3.32)

à ξ
(12)
m = ξ

(11)
m , m = 1, ...,M12 (M12 = M11). Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñòåïåíè N1 + N2 + 1, ïîýòîìó M11 = M12 =

M13 = N1 +N2 + 1.

Ââåäåì ìíîæåñòâî

γ = {γ(1)1 , ..., γ
(1)
N1
} ∪ {γ(2)1 , ..., γ

(2)
N2
}

è óïîðÿäî÷èì åãî ýëåìåíòû γ1, ..., γN1+N2
ïî âîçðàñòàíèþ: γi < γj ïðè i < j.

Òîãäà äëÿ êîðíåé ïðèâåäåííûõ âûøå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé èìå�

þò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

0 < ξ
(1k)
1 < γ1, γm−1 < ξ(1k)m < γm, (3.33)

k = 1, 3, m = 2, ..., N1 +N2,

max

{

γN1+N2
,
a12
b12

}

< ξ
(11)
N1+N2+1 < γN1+N2

+
a12
b12
,

max

{

γN1+N2
,
a56
η12

}

< ξ
(13)
N1+N2+1 < γN1+N2

+
a56
η12

.

(3.34)
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Êîý��èöèåíòû w
(1k)
m ïåðåä ýêñïîíåíòàìè e−ξ

(1k)
m

â ðàçëîæåíèè (3.9)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì N1 + N2 + 1 ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:















































N1+N2+1
∑

m=1

w
(11)
m

ξ
(11)
m − γ

(1)
n

= −b2(1− h)

b12h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(11)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

=
b1
b12
, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(11)
m =

1− h

b212
(b1a2 − b2a1),

(3.35)































































N1+N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(11)
m − γ

(1)
n

=
1− h

b12
(ζ1 − ζ2)−

(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
,

n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

=
1− h

b12
(ζ1 − ζ2) +

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(12)
m =

1− h

b12

(

a4 − a3 −
(ζ2 − ζ1)a12

b12

)

,

(3.36)















































N1+N2+1
∑

m=1

w
(13)
m

ξ
(13)
m − γ

(1)
n

= −η2(1− h)

η12h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(13)
m

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

=
η1
η12

, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(13)
m =

1− h

η212
(η1a6 − η2a5).

(3.37)

2. Ñëó÷àé b(1) = 0 è b(2) 6= 0 (ïåðâàÿ �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ�

II, âòîðàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Åñëè òîëüêî îäíà �àçà

Ω2ε èìååò íåíóëåâîé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî, ñîãëàñíî (1.67),

Y -ïåðèîäè÷åñêèå ïî y âåêòîð-�óíêöèèW kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâ�

íåíèé

∂

∂yj

(

a
(1)
ijlme

y
lm(W

kh)− d
(1)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)

= 0
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â Y1 × (0, T ) è

∂

∂yj

(

a
(2)
ijlme

y
lm(W

kh) + b
(2)
ijlme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(2)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)

= 0

â Y2 × (0, T ) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

W khdy = 0, W kh(y, 0) = Dkh(y) â Y2,

(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1−0
−

− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
− d

(1)
i1kh(t) =

=

(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h1+0

−

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
− d

(2)
i1kh(t),

(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2+0
−

− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
− d

(1)
i1kh(t) =

=

(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh) + b
(2)
i1lme

y
lm

(

∂W kh

∂t

)

− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)

)∣

∣

∣

∣

y1=h2−0

−

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
− d

(2)
i1kh(t).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ W kh(y, t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè�

ÿì (3.4) è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî íàéòè W 11(y, t), W 22(y, t), W 12(y, t)

è W 13(y, t). Êàê è ðàíåå, áóäåì èñêàòü ýòè âåêòîð-�óíêöèè â âèäå

W 11(y, t) = (z(y1)p21(t), 0, 0), W 22(y, t) = (z(y1)p22(t), 0, 0),

W 12(y, t) = (0, z(y1)p23(t), 0), W 13(y, t) = (0, 0, z(y1)p23(t)),

ãäå �óíêöèè p2k(t) óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

p2k(0) = r2k, k = 1, 2, 3. (3.38)
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Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ y1 = h1 è y = h2

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé p2k(t):

h

1− h

(

a1p21(t)− d
(1)
1111(t) ∗ p21(t)− d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1111(t) =

= −a2p21(t)− b2
∂p21
∂t

+ d
(2)
1111(t) ∗ p21(t),

h

1− h

(

a1p22(t)− d
(1)
1111(t) ∗ p22(t)− c22d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1122(t) =

= −a2p22(t)− b2
∂p22
∂t

+ d
(2)
1111(t) ∗ p22(t) + c22d

(2)
1111(t)− d

(2)
1122(t),

h

1− h

(

a5p23(t)− d
(1)
1212(t) ∗ p23(t)− d

(1)
1212(t)

)

− d
(1)
1212(t) =

= −a6p23(t)− η2
∂p23
∂t

+ d
(2)
1212(t) ∗ p23(t).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂p21
∂t

− 1

b2(1− h)

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p21(t) +
a12

b2(1− h)
p21(t) =

=
1

b2(1− h)
d
(1)
1111(t), (3.39)

∂p22
∂t

− 1

b2(1− h)

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p22(t) +
a12

b2(1− h)
p22(t) =

=
1

b2

(

ζ2
b2(1− h)

(hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)) + d

(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

, (3.40)

∂p23
∂t

− 1

η2(1− h)

(

hd
(1)
1212(t) + (1− h)d

(2)
1212(t)

)

∗ p23(t) +
a56

η2(1− h)
p23(t) =

=
1

η2(1− h)
d
(1)
1212(t). (3.41)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè d(1)(t) = d(2)(t) = 0, òî (3.39)-(3.41) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂p2k
∂t

+
a12

b2(1− h)
p2k(t) = 0, k = 1, 2,

∂p23
∂t

+
a56

η2(1− h)
p23(t) = 0
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è èõ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.38), èìåþò âèä

p21(t) = − a1
b2(1− h)

exp

(

− a12t

b2(1− h)

)

,

p22(t) =
1

b2

(

a4 − a3 −
a12ζ2

b2(1− h)

)

exp

(

− a12t

b2(1− h)

)

,

p23(t) = − a5
η2(1− h)

exp

(

− a56t

η2(1− h)

)

.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà èç �óíêöèé Gs(t) îòëè÷íà îò íó�

ëÿ è èìååò âèä (1.15), òî ðåøåíèå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.39)-(3.41) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíå�

íèé è ïîñëåäóþùåìó ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

a) �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà d(1)(t) = 0, à d(2)(t) 6= 0. Áóäåì

èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.39)-(3.41) â âèäå

p2k(t) =

M2k
∑

m=1

w(2k)
m exp(−ξ(2k)m t), (3.42)

ãäå

ξ
(2k)
1 < ξ

(2k)
2 < ... < ξ

(2k)
M2k

, k = 1, 2, 3. (3.43)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.42) â (3.39)-(3.41) ïîëó÷àåì

M21
∑

m=1

w(21)
m ξ(21)m e−ξ

(21)
m t +

1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M21
∑

m=1

w(21)
m e−ξ

(21)
m t−

− a12
b2(1− h)

M21
∑

m=1

w(21)
m e−ξ

(21)
m t = 0,

M22
∑

m=1

w(22)
m ξ(22)m e−ξ

(22)
m t +

1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M22
∑

m=1

w(22)
m e−ξ

(22)
m t−

− a12
b2(1− h)

M22
∑

m=1

w(22)
m e−ξ

(22)
m t =

1

b22

((

k2 −
1

3

)

b2 −
(

k2 +
2

3

)

ζ2

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,

M23
∑

m=1

w(23)
m ξ(23)m e−ξ

(23)
m t +

1

η2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M23
∑

m=1

w(23)
m e−ξ

(21)
m t−
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− a56
η2(1− h)

M23
∑

m=1

w(23)
m e−ξ

(23)
m t = 0.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè ðàâåíñòâà ïðèíèìàþò âèä

M21
∑

m=1

A(21)
m w(21)

m e−ξ
(21)
m t +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

B(21)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.44)

M22
∑

m=1

A(22)
m w(22)

m e−ξ
(22)
m t +

N2
∑

n=1

B(22)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.45)

M23
∑

m=1

A(23)
m w(23)

m e−ξ
(23)
m t +

1

2

N2
∑

n=1

B(23)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.46)

ãäå

A(21)
m =

a12
b2(1− h)

− ξ(21)m +
1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

,

A(22)
m =

a12
b2(1− h)

− ξ(22)m +
1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(22)
m − γ

(2)
n

,

A(23)
m =

a56
η2(1− h)

− ξ(23)m +
1

2η2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

,

B(21)
n = − 1

b2

M21
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

, B(23)
n = − 1

η2

M23
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

,

B(22)
n = − 1

b2

(

k2 +
2

3

) M22
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(22)
m − γ

(2)
n

−

− 1

b22

(

ζ2

(

k2 +
2

3

)

− b2

(

k2 −
1

3

))

.

Èç (3.44)-(3.46) ìû âèäèì, ÷òî ξ
(2k)
1 , ..., ξ

(2k)
M2k

åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèî�

íàëüíûõ óðàâíåíèé

ξ(2k) − a12
b2(1− h)

=
1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(2k) − γ
(2)
n

, k = 1, 2, (3.47)

ξ(23) − a56
η2(1− h)

=
1

2η2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(23) − γ
(2)
n

. (3.48)
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Òàê êàê êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò â òî÷íîñòè N2 + 1 êîðíåé, òî

M21 =M22 =M23 = N2 + 1,

à òàêæå, â ñèëó óñëîâèÿ (3.43), ξ
(21)
m = ξ

(22)
m äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1. Â

÷àñòíîñòè, åñëè N2 = 1, òî ξ
(11)
1,2 è ξ

(13)
1,2 åñòü êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé è

ξ
(21)
1,2 = ξ

(22)
1,2 =

1

2

(

γ
(2)
1 +

a12
b2(1− h)

±
√

D3

)

, (3.49)

ξ
(23)
1,2 =

1

2

(

γ
(2)
1 +

a56
η2(1− h)

±
√

D4

)

, (3.50)

ãäå

D3 =

(

γ
(2)
1 − a12

b2(1− h)

)2

+
4v

(2)
1

b2

(

k2 +
2

3

)

,

D4 =

(

γ
(2)
1 − a56

η2(1− h)

)2

+
2v

(2)
1

η2
.

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è �îðìóëû Âèåòà, íåòðóäíî

âûâåñòè ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ êîðíåé óðàâíåíèé (3.47), (3.48) ïðè N2 ≥ 1:

0 < ξ
(2k)
1 < γ

(2)
1 , γ

(2)
m−1 < ξ(2k)m < γ(2)m , (3.51)

k = 1, 3, m = 2, ..., N2,

max

{

γ
(2)
N2
,

a12
b2(1− h)

}

< ξ
(21)
N2+1 < γ

(2)
N2

+
a12

b2(1− h)
, (3.52)

max

{

γ
(2)
N2
,

a56
η2(1− h)

}

< ξ
(23)
N2+1 < γ

(2)
N2

+
a56

η2(1− h)
. (3.53)

Äàëåå, èç (3.44)-(3.46) ñëåäóåò, ÷òî w
(2k)
1 , ...,w

(2k)
N2+1 åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì

N2 + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé


























N2+1
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

= 0, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(21)
m = − a1

b2(1− h)
,

(3.54)
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

























N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

= −ζ2
b2

+
k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(22)
m =

1

b2

(

a4 − a3 −
ζ2a12

b2(1− h)

)

,

(3.55)



























N2+1
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

= 0, n = 1, ..., N2,

N2+1
∑

m=1

w(23)
m = − a5

η2(1− h)
,

(3.56)

Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ïðè N2 = 1 èìåþò âèä

w
(2k)
1 =

ξ
(2k)
1 − γ

(2)
1

ξ
(2k)
2 − ξ

(2k)
1

((

ξ
(2k)
2 − γ

(2)
1

)

C
(2k)
1 − C

(2k)
2

)

,

w
(2k)
2 = − ξ

(2k)
2 − γ

(2)
1

ξ
(2k)
2 − ξ

(2k)
1

((

ξ
(2k)
1 − γ

(2)
1

)

C
(2k)
1 − C

(2k)
2

)

,

ãäå ξ
(2k)
1,2 íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (3.49), (3.50),

C
(21)
1 = 0, C

(21)
2 = − a1

b2(1− h)
, C

(22)
1 = −ζ2

b2
+
k2 − 1/3

k2 + 2/3
,

C
(22)
2 =

1

b2

(

a4 − a3 −
ζ2a12

b2(1− h)

)

, C
(23)
1 = 0, C

(23)
2 =

a5
η2(1− h)

.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ðå�

øåíèÿ ñèñòåì (3.54)-(3.56):

w(21)
m < 0, w(23)

m < 0, (3.57)

(

(k2 − 1/3)a12 + (1− h)(k2 + 2/3)(a3 − a4)

(1− h) ((k2 − 1/3)b2 − (k2 + 2/3)ζ2)
− ξ(21)m

)

w(22)
m > 0 (3.58)

äëÿ âñåõm = 1, ..., N2+1. Ýòè íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî íåðà�

âåíñòâàì (3.25), à èìåííî: ïðèìåíÿåòñÿ �îðìóëà Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ

è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ (3.47), (3.48) è óðàâíå�

íèÿì

N2+1
∑

m=1

w
(21)
m

γ − ξ
(21)
m

= 0,

N2+1
∑

m=1

w
(23)
m

γ − ξ
(23)
m

= 0, (3.59)
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N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

γ − ξ
(21)
m

=
ζ2
b2

− k2 − 1/3

k2 + 2/3
. (3.60)

á) Cëó÷àé, êîãäà d(1)(t) 6= 0, d(2)(t) = 0 èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî òîëü�

êî ÷òî ðàññìîòðåííîìó: ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.42) â (3.39)-(3.41) è ïîñëå�

äóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî M21 = M22 = M23 = N1 + 1, à

ξ
(21)
m = ξ

(22)
m è ξ

(23)
m åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

ξ(21) − a12
b2(1− h)

=
h

b2(1− h)

(

k1 +
2

3

) N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(21) − γ
(1)
n

(3.61)

è

ξ(23) − a56
η2(1− h)

=
h

2η2(1− h)

N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(23) − γ
(1)
n

, (3.62)

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì èìåþò ìåñòî îöåíêè

0 < ξ
(2k)
1 < γ

(1)
1 , γ

(1)
m−1 < ξ(2k)m < γ(1)m , k = 1, 3, m = 2, ..., N1,

max

{

γ
(1)
N1
,

a12
b2(1− h)

}

< ξ
(21)
N1+1 < γ

(1)
N1

+
a12

b2(1− h)
,

max

{

γ
(1)
N1
,

a56
η2(1− h)

}

< ξ
(23)
N1+1 < γ

(1)
N1

+
a56

η2(1− h)
.

Äàëåå, w
(2k)
1 , ..., w

(2k)
N1+1 îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì N1 +1 ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé



























N1+1
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(1)
n

= −1

h
, n = 1, ..., N1,

N1+1
∑

m=1

w(21)
m = − a1

b2(1− h)
,

(3.63)



























N1+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(1)
n

= −ζ2
b2

− (1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
, n = 1, ..., N1,

N1+1
∑

m=1

w(22)
m =

1

b2

(

a4 − a3 −
ζ2a12

b2(1− 1)

)

,

(3.64)



























N1+1
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(1)
n

= −1

h
, n = 1, ..., N1,

N1+1
∑

m=1

w(23)
m = − a5

η2(1− h)

(3.65)
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è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(

a2 − b2ξ
(21)
m

)

w(21)
m > 0,

(

a6 − η2ξ
(23)
m

)

w(23)
m > 0, (3.66)

(

(k1 − 1/3)a12 + h(k1 + 2/3)(a4 − a3)

(1− h)(k1 − 1/3)b2 + h(k1 + 2/3)ζ2
− ξ(21)m

)

w(22)
m > 0 (3.67)

äëÿ âñåõ m = 1, ..., N1 + 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.66), (3.67) ïðèìåíÿåòñÿ

�îðìóëà Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

ýêâèâàëåíòíûõ (3.61), (3.62) è óðàâíåíèÿì

N1+1
∑

m=1

w
(21)
m

γ − ξ
(21)
m

=
1

h
,

N1+1
∑

m=1

w
(23)
m

γ − ξ
(23)
m

=
1

h
, (3.68)

N1+1
∑

m=1

w
(22)
m

γ − ξ
(21)
m

=
ζ2
b2

+
(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
. (3.69)

â) Îñòàåòñÿ âûïèñàòü ðåøåíèÿ p2k(t) óðàâíåíèé (3.39)-(3.41) äëÿ ñëó�

÷àÿ, êîãäà d(1)(t) 6= 0 è d(2)(t) 6= 0. Ñ÷èòàÿ, êàê è ðàíåå, ÷òî γ
(1)
n1 6= γ

(2)
n2

äëÿ âñåõ ns = 1, ..., Ns, áóäåì èñêàòü �óíêöèè p2k(t) â âèäå (3.42). Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè (3.42) â (3.39)-(3.41) è ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì,

÷òî ξ
(21)
m , ξ

(23)
m åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

ξ(21) − a12
b2(1− h)

=
h

b2(1− h)

(

k1 +
2

3

) N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(21) − γ
(1)
n

+

+
1

b2

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(21) − γ
(2)
n

, (3.70)

ξ(23) − a56
η2(1− h)

=
h

2η2(1− h)

N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(23) − γ
(1)
n

+
1

2η2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(23) − γ
(2)
n

, (3.71)

à ξ
(22)
m = ξ

(21)
m , m = 1, ...,M22 (M22 = M21). Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñòåïåíè N1 + N2 + 1, ïîýòîìó M21 = M22 =

M23 = N1+N2+1. Êðîìå òîãî, äëÿ èõ êîðíåé ξ
(11)
m , ξ

(13)
m (m = 1, ..., N1+N2)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.33), à äëÿ êîðíåé ξ
(11)
N1+N2+1 è ξ

(13)
N1+N2+1 � îöåíêè

max

{

γN1+N2
,

a12
b12

}

< ξ
(11)
N1+N2+1 < γN1+N2

+
a12

b2(1− h)
,

max

{

γN1+N2
,

a56
η12

}

< ξ
(13)
N1+N2+1 < γN1+N2

+
a56

η2(1− h)
.

(3.72)
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Êîý��èöèåíòû w
(2k)
m ïåðåä ýêñïîíåíòàìè e−ξ

(2k)
m

â ðàçëîæåíèè (3.42)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì N1 + N2 + 1 ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:















































N1+N2+1
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(1)
n

= −1

h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

= 0, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(21)
m = − a1

b2(1− h)
,

(3.73)















































N1+N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(1)
n

= −ζ2
b2

− (1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
, n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

= −ζ2
b2

+
k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(22)
m =

1

b2

(

a4 − a3 −
ζ2a12

b2(1− h)

)

,

(3.74)















































N1+N2+1
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(1)
n

= −1

h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2+1
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

= 0, n = 1, ..., N2,

N1+N2+1
∑

m=1

w(23)
m = − a5

η2(1− h)
.

(3.75)

3. Ñëó÷àé b(1) = b(2) = 0 (îäíà �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II, äðóãàÿ �à�

çà � ÂÓÌ-II). Åñëè îáå �àçû Ω1ε è Ω2ε èìåþò íóëåâûå òåíçîðû êîý��èöè�

åíòîâ âÿçêîñòè, òî, ñîãëàñíî (1.73), Y -ïåðèîäè÷åñêèå ïî y âåêòîð-�óíêöèè

W kh(y, t) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

∂

∂yj

(

a
(s)
ijlme

y
lm(W

kh)− d
(s)
ijlm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)

= 0 â Ys × (0, T ), s = 1, 2

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∫

Y

W khdy = 0,
(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1−0
−
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− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1−0
− d

(1)
i1kh(t) =

=
(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h1+0
+

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h1+0
− d

(2)
i1kh(t),

(

a
(1)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(1)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2+0
−

− d
(1)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2+0
− d

(1)
i1kh(t) =

=
(

a
(2)
i1lme

y
lm(W

kh)− d
(2)
i1lm(t) ∗ e

y
lm(W

kh)
)∣

∣

∣

y1=h2−0
−

− d
(2)
i1lm(t)e

y
lm(Z

kh)
∣

∣

∣

y1=h2−0
− d

(2)
i1kh(t).

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ W kh(y, t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (3.4), òî

äîñòàòî÷íî íàéòè W 11(y, t), W 22(y, t), W 12(y, t) è W 13(y, t). Áóäåì èñêàòü

ýòè âåêòîð-�óíêöèè â âèäå

W 11(y, t) = (z(y1)p31(t), 0, 0), W 22(y, t) = (z(y1)p32(t), 0, 0),

W 12(y, t) = (0, z(y1)p33(t), 0), W 13(y, t) = (0, 0, z(y1)p33(t)).

Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ y1 = h1 è y = h2

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäå�

íèÿ �óíêöèé p3k(t):

h

1− h

(

a1p31(t)− d
(1)
1111(t) ∗ p31(t)− c31d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1111(t) =

= −a2p31(t) + d
(2)
1111(t) ∗ p31(t) + c31d

(2)
1111(t)− d

(2)
1111(t),

h

1− h

(

a1p32(t)− d
(1)
1111(t) ∗ p32(t)− c32d

(1)
1111(t)

)

− d
(1)
1122(t) =

= −a2p32(t) + d
(2)
1111(t) ∗ p32(t) + c32d

(2)
1111(t)− d

(2)
1122(t),

h

1− h

(

µ1p33(t)− d
(1)
1212(t) ∗ p33(t)− c33d

(1)
1212(t)

)

− d
(1)
1212(t) =

= −µ2p33(t) + d
(2)
1212(t) ∗ p33(t) + c33d

(2)
1212(t)− d

(2)
1212(t).
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

p31(t)−
1

a12

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p31(t) =

=
1− h

a212

(

a2d
(1)
1111(t)− a1d

(2)
1111(t)

)

, (3.76)

p32(t)−
1

a12

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

∗ p32(t) =

=
1− h

a12

(

λ2 − λ1
a12

(

hd
(1)
1111(t) + (1− h)d

(2)
1111(t)

)

+ d
(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

,

(3.77)

p33(t)−
1

µ12

(

hd
(1)
1212(t) + (1− h)d

(2)
1212(t)

)

∗ p33(t) =

=
1− h

µ212

(

µ2d
(1)
1212(t)− µ1d

(2)
1212(t)

)

. (3.78)

à) �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà òîëüêî îäèí èç òåíçîðîâ d(s)(t)

îòëè÷åí îò íóëÿ. Ìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îáîçíà÷åíèÿ �àç, áåç îãðàíè�

÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d(1)(t) = 0, à d(2)(t) 6= 0. Ïîëàãàÿ

p3k(t) =

M3k
∑

m=1

w(3k)
m exp(−ξ(3k)m t), (3.79)

ξ
(3k)
1 < ξ

(3k)
2 < ... < ξ

(3k)
M3k

, k = 1, 2, 3, (3.80)

èç (3.76)-(3.78) ïîëó÷àåì

M31
∑

m=1

w(31)
m e−ξ

(31)
m t − 1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M31
∑

m=1

w(31)
m e−ξ

(31)
m t =

= −a1(1− h)

a212

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,

M32
∑

m=1

w(32)
m e−ξ

(12)
m t − 1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M32
∑

m=1

w(32)
m e−ξ

(32)
m t =

= −1− h

a212

(

(1− h)

(

k2 +
2

3

)

(λ1 − λ2) +

(

k2 −
1

3

)

a12

) N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t,
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M33
∑

m=1

w(33)
m e−ξ

(33)
m t − 1− h

2µ12

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t ∗

M33
∑

m=1

w(33)
m e−ξ

(33)
m t =

= −µ1(1− h)

2µ212

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòè ðàâåíñòâà çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

M31
∑

m=1

A(31)
m w(31)

m e−ξ
(31)
m t +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

B(31)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.81)

M32
∑

m=1

A(32)
m w(32)

m e−ξ
(32)
m t +

N2
∑

n=1

B(32)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.82)

M33
∑

m=1

A(33)
m w(33)

m e−ξ
(33)
m t +

1

2

N2
∑

n=1

B(33)
n v(2)n e−γ

(2)
n t = 0, (3.83)

ãäå

A(31)
m = 1 +

1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

,

A(32)
m = 1 +

1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(32)
m − γ

(2)
n

,

A(33)
m = 1 +

1− h

2µ12

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

,

B(31)
n = −1− h

a12

M31
∑

m=1

w
(31)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

+
a1(1− h)

a212
,

B(32)
n = −1− h

a12

(

k2 +
2

3

) M32
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(32)
m − γ

(2)
n

+

+
1− h

a212

(

(1− h)

(

k2 +
2

3

)

(λ1 − λ2) +

(

k2 −
1

3

)

a12

)

,

B(33)
n = −1− h

µ12

M33
∑

m=1

w
(33)
m

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

+
µ1(1− h)

µ212
.

Èç (3.81)-(3.83) ìû âèäèì, ÷òî ξ
(3k)
1 , ..., ξ

(3k)
M3k

åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèî�

íàëüíûõ óðàâíåíèé

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(3k) − γ
(2)
n

= − a12
(1− h)(k2 + 2/3)

, k = 1, 2, (3.84)
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N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(33) − γ
(2)
n

= − 2µ12
1− h

. (3.85)

Òàê êàê êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò â òî÷íîñòè N2 êîðíåé, òî

M31 = M32 = M33 = N2,

à òàêæå, â ñèëó óñëîâèÿ (3.80), ξ
(31)
m = ξ

(32)
m äëÿ âñåõm = 1, ..., N2. Â ÷àñòíî�

ñòè, ïðè N2 = 1 äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (3.84), (3.85) ýêâèâàëåíò�

íû ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì è èõ êîðíè ëåãêî íàõîäÿòñÿ:

ξ(31)m = ξ(32)m = γ
(2)
1 − v

(2)
1

a12
(1− h)

(

k2 +
2

3

)

,

ξ(33)m = γ
(2)
1 − v

(2)
1 (1− h)

2µ12
.

Â îáùåì ñëó÷àåN2 ≥ 1, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, íåòðóä�

íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîðíåé óðàâíåíèé (3.84), (3.85) èìåþò ìåñòî ñëåäóþ�

ùèå îöåíêè:

0 < ξ
(3k)
1 < γ

(2)
1 , γ

(2)
m−1 < ξ(3k)m < γ(2)m , (3.86)

k = 1, 3, m = 2, ..., N2.

Äàëåå, èç (3.81)-(3.83) ñëåäóåò, ÷òî w
(3k)
1 , ...,w

(3k)
N2+1 åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì

N2 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

N2
∑

m=1

w
(31)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

=
a1
a12

, n = 1, ..., N2, (3.87)

N2
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

=
1− h

a12
(λ1 − λ2) +

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2, (3.88)

N2
∑

m=1

w
(33)
m

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

=
µ1
µ12

, n = 1, ..., N2. (3.89)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè N2 = 1 èìååì

w
(31)
1 = −a1v

(2)
1

a212
(1− h)

(

k2 +
2

3

)

, w
(33)
1 = −µ1v

(2)
1

2µ212
(1− h),
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w
(32)
1 = −v

(2)
1 (1− h)

a212

(

(λ1 − λ2)(1− h)

(

k2 +
2

3

)

+ a12

(

k2 −
1

3

))

.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.86) è ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Âèåòà äëÿ êîý��èöè�

åíòîâ è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ (3.84), (3.85) è

óðàâíåíèÿì

N2
∑

m=1

w
(31)
m

γ − ξ
(31)
m

= − a1
a12

,

N2
∑

m=1

w
(33)
m

γ − ξ
(33)
m

= − µ1
µ12

, (3.90)

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

w(31)
m < 0, w(33)

m < 0, m = 1, ..., N2. (3.91)

Êðîìå òîãî, ñðàâíèâàÿ (3.87) è (3.88), ìû âèäèì, ÷òî

w(32)
m =

w
(31)
m

a1

(

(1− h)(λ1 − λ2) +
a12(k2 − 1/3)

k2 + 2/3

)

, (3.92)

m = 1, ..., N2.

á) Îñòàåòñÿ âûïèñàòü ðåøåíèÿ p3k(t) óðàâíåíèé (3.76)-(3.78) äëÿ ñëó�

÷àÿ, êîãäà d(1)(t) 6= 0 è d(2)(t) 6= 0. Ñ÷èòàÿ, ÷òî γ1n1
6= γ2n2

äëÿ âñåõ

ns = 1, ..., Ns, áóäåì èñêàòü �óíêöèè p3k(t) â âèäå (3.79). Ïîñëå ïîäñòà�

íîâêè (3.79) â (3.76)-(3.78) è ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî

ξ
(31)
m , ξ

(33)
m åñòü êîðíè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

h

(

k1 +
2

3

) N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(31) − γ
(1)
n

+(1−h)
(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(31) − γ
(2)
n

= −a12, (3.93)

h

N1
∑

n=1

v
(1)
n

ξ(33) − γ
(1)
n

+ (1− h)

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ(33) − γ
(2)
n

= −2µ12, (3.94)

à ξ
(32)
m = ξ

(31)
m , m = 1, ...,M32 (M32 = M31). Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíò�

íû àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñòåïåíè N1 + N2, ïîýòîìó M31 = M32 =

M33 = N1 +N2. Êðîìå òîãî, äëÿ èõ êîðíåé ξ
(31)
m , ξ

(33)
m (m = 1, ..., N1 + N2)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.33).



136

Êîý��èöèåíòû w
(3k)
m ïåðåä ýêñïîíåíòàìè e−ξ

(3k)
m

â ðàçëîæåíèè (3.79)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì N1 + N2 ëèíåéíûõ óðàâ�

íåíèé:



























N1+N2
∑

m=1

w
(31)
m

ξ
(31)
m − γ

(1)
n

= −a2(1− h)

a12h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2
∑

m=1

w
(31)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

=
a1
a12

, n = 1, ..., N2,

(3.95)



























N1+N2
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(31)
m − γ

(1)
n

=
1− h

a12
(λ1 − λ2)−

(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
, n = 1, ..., N1,

N1+N2
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

=
1− h

a12
(λ1 − λ2) +

k2 − 1/3

k2 + 2/3
, n = 1, ..., N2,

(3.96)



























N1+N2
∑

m=1

w
(33)
m

ξ
(33)
m − γ

(1)
n

= −µ2(1− h)

µ12h
, n = 1, ..., N1,

N1+N2
∑

m=1

w
(33)
m

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

=
µ1
µ12

, n = 1, ..., N2.

(3.97)

3.3. Òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè

Çíàÿ ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.54), (1.55), (1.65), (1.66), (1.72),

ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïî �îðìóëàì (1.57), (1.68), (1.57) âñå êîìïîíåíòû òåí�

çîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè α óñðåäíåííîé ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé

ñëîèñòîé ñðåäå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçîòðîïíûõ ñëîåâ αijkh = 0,

åñëè δijδkh + δikδjh + δihδjk = 0. Òàêèì îáðàçîì, íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè

òåíçîðà ìîãóò áûòü òîëüêî αiijj, αijij, αijji (i, j = 1, 2, 3). Ó÷èòûâàÿ ñâîé�

ñòâà ñèììåòðèè αijkh = αjikh = αkhij, âñå ýòè êîìïîíåíòû áóäóò èçâåñòíû,

åñëè ìû íàéäåì αiijj è αijij ïðè i ≤ j.

Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a(y) = as, b(y) = bs, λ(y) = a
(s)
1122 = as+2, ζ(y) = ζs,

µ(y) = a
(s)
1212 = as+4, η(y) = ηs, y ∈ Ys, s = 1, 2.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ òâåðäûõ �àç,

λ(y) = λs è µ(y) = µs ïðè y ∈ Ys, s = 1, 2.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûøå ðåøåíèÿ Zkh(y) è Dkh(y) ïåðèîäè÷åñêèõ

çàäà÷ â (1.57), (1.68), (1.74) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Z22(y) = Z33(y), Z12(y) = Z13(y), Z23(y) = 0,

D22(y) = D33(y), D12(y) = D13(y), D23(y) = 0, (3.98)

íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àåâ

α2222 = α3333, α1122 = α1133, α1212 = α1313, (3.99)

α2222 − α2233 = 〈a〉 − 〈λ〉 = 2 〈µ〉 , α2323 = (1− h)a
(1)
2323 + ha

(2)
2323 = 〈µ〉 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

〈·〉 =
∫

Y

· dy.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

1

2
(α2222 − α2233) = α2323 (3.100)

è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà α áóäóò èçâåñòíû, åñëè íàéòè

�îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà α1111, α2222, α1122, α1212.

1. Ñëó÷àé b(1) 6= 0 è b(2) 6= 0 (îäíà �àçà � ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III,

äðóãàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.57) âû÷èñëÿ�

åì:

α1111 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
11lme

y
lm(Z

11) + b
(s)
11lme

y
lm(D

11)
)

dy =

= 〈a〉 + hc11(a1 − a2) + hr11(b1 − b2) =
a2b

2
1h+ a1b

2
2(1− h)

(b1h+ b2(1− h))2
,

α2222 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
22lme

y
lm(Z

22) + b
(s)
22lme

y
lm(D

22)
)

dy =

= 〈a〉 + hc12(a3 − a4) + hr12(ζ1 − ζ2) =
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= 〈a〉 − 2h

b12
(1− h)(a3 − a4)(ζ1 − ζ2) +

ha12
b212

(1− h)(ζ1 − ζ2)
2,

α1122 = 〈λ〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
11lme

y
lm(Z

22) + b
(s)
11lme

y
lm(D

22)
)

dy =

= 〈λ〉 + c12h(a1 − a2) + r12h(b1 − b2) =

=
b1a4h+ b2a3(1− h)

b1h+ b2(1− h)
+
h(1− h)(ξ2 − ξ1)(a1b2 − a2b1)

(b1h+ b2(1− h))2
,

α1212 = 〈µ〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

a
(s)
12lme

y
lm(Z

12) + b
(s)
12lme

y
lm(D

12)
)

dy =

= 〈µ〉 + c13h(a5 − a6) + r13h(η1 − η2) =
a6η

2
1h+ a5η

2
2(1− h)

(η1h+ η2(1− h))2
.

Ïîëó÷åííûå �îðìóëû óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

α1111 =

〈

ab−2
〉

〈b−1〉2
, α2222 = 〈a〉 − 2

〈

λζb−1
〉

+
〈

ζ2ab−2
〉

+ (3.101)

+
2
〈

ζb−1
〉 (〈

λb−1
〉

−
〈

ζab−2
〉)

〈b−1〉 +

〈

ab−2
〉

·
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉2
, (3.102)

α1212 =

〈

µη−2
〉

〈η−1〉2
, α1122 =

〈

λb−1
〉

−
〈

ζab−2
〉

〈b−1〉 +

〈

ζb−1
〉

·
〈

ab−2
〉

〈b−1〉2
. (3.103)

2. Ñëó÷àé b(1) = 0 è b(2) 6= 0 (ïåðâàÿ �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II,

âòîðàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.68) âû÷èñëÿ�

åì:

α1111 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
11lme

y
lm(Z

11)dy +

∫

Y2

b
(2)
11lme

y
lm(D

11)dy =

= 〈a〉 + h(a1 − a2)− hr21b2 =
a1

1− h
,

α2222 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
22lme

y
lm(Z

22)dy +

∫

Y2

b
(2)
22lme

y
lm(D

22)dy =

= 〈a〉+ hζ2
b2

(λ1 − a4)− hr22ζ2 =

= 〈a〉+ 2hζ2
b2

(λ1 − a4) +
hζ22(a1h+ a2(1− h))

b22(1− h)
,
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α1122 = 〈λ〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
11lme

y
lm(Z

22)dy +

∫

Y2

b
(2)
11lme

y
lm(D

22)dy =

= 〈λ〉+ hζ2
b2

(a1 − a2)− hr22b2 = λ1 +
a1ζ2h

b2(1− h)
,

α1212 = 〈µ〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
12lme

y
lm(Z

12)dy +

∫

Y2

b
(2)
12lme

y
lm(D

12)dy =

= 〈µ〉 + h(µ1 − a6)− hr23η2 =
µ1

1− h
.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü a4 = λ2, a6 = µ2 â ñëó÷àå òâåðäîé âòîðîé �àçû è

a4 = γ, a6 = 0 â ñëó÷àå æèäêîé âòîðîé �àçû.

3. Ñëó÷àé b(1) = b(2) = 0 (îäíà �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II, äðóãàÿ

�àçà � ÂÓÌ-II). Ïî �îðìóëàì (1.74) âû÷èñëÿåì:

α1111 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
11lme

y
lm(Z

11)dy = 〈a〉 + hc31(a1 − a2) =

=
a1a2

a1h+ a2(1− h)
,

α2222 = 〈a〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
22lme

y
lm(Z

22)dy = 〈a〉 + hc32(λ1 − λ2) =

= 〈a〉 − h

a12
(1− h)(λ1 − λ2)

2,

α1122 = 〈λ〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
11lme

y
lm(Z

22)dy = 〈λ〉+ hc32(a1 − a2) =

=
a1λ2h+ a2λ1(1− h)

a1h+ a2(1− h)
,

α1212 = 〈µ〉 +
2
∑

s=1

∫

Ys

a
(s)
12lme

y
lm(Z

12)dy = 〈µ〉 + hc33(µ1 − µ2) =

=
µ1µ2

µ1h+ µ2(1− h)
.

Ïîëó÷åííûå �îðìóëû óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

α1111 =
1

〈a−1〉 , α2222 = 〈a〉+
〈

ζa−1
〉2

〈a−1〉 −
〈

λ2a−1
〉

,
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α1122 =

〈

λa−1
〉

〈a−1〉 , α1212 =
1

〈µ−1〉 .

3.4. Òåíçîðû êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè

Ïåðåéäåì ê âûâîäó �îðìóë äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà êîý��èöèåíòîâ

âÿçêîñòè β óñðåäíåííîé ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé ñëîèñòîé ñðåäå.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå ðåøåíèÿìè Dkh(y) ïåðèîäè�

÷åñêèõ çàäà÷ (1.55), (1.66) è �îðìóëàìè (1.58), (1.69). Íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî òåíçîð β, êàê è òåíçîð α, èìååò íå áîëåå 21 íåíóëåâîé êîìïîíåíòû.

Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè βijkh = βjikh = βkhij ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî

êîìïîíåíòû áóäóò èçâåñòíû, åñëè ìû íàéäåì βiijj è βijij ïðè i ≤ j.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ Dkh(y) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ â �îðìóëû (1.58),

(1.69), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî êàê ïðè b(1) 6= 0, b(2) 6= 0, òàê è ïðè b(1) = 0,

b(2) 6= 0, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

β2222 = β3333, β1122 = β1133, β1212 = β1313, (3.104)

β2222 − β2233 = 〈b〉 − 〈ζ〉 = 2 〈η〉 , β2323 = 〈η〉 .

Òàêèì îáðàçîì,

1

2
(β2222 − β2233) = β2323 (3.105)

è âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà β áóäóò èçâåñòíû, åñëè íàéòè �îðìóëû äëÿ ðàñ�

÷åòà β1111, β2222, β1122, β1212.

1. Ñëó÷àé b(1) 6= 0 è b(2) 6= 0 (îäíà �àçà � ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III,

äðóãàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.58) íàõîäèì

β1111 = 〈b〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

b
(s)
11lme

y
lm(Z

11)dy = 〈b〉+ hc11(b1 − b2) =

=
b1b2

b1h+ b2(1− h)
,
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β2222 = 〈b〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

b
(s)
22lme

y
lm(Z

22)dy = 〈b〉+ hc12(ζ1 − ζ2) =

= 〈b〉 − h

b12
(1− h)(ζ1 − ζ2)

2,

β1122 = 〈ζ〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

b
(s)
11lme

y
lm(Z

22)dy = 〈ζ〉+ hc12(b1 − b2) =

=
b1ζ2h+ b2ζ1(1− h)

b1h+ b2(1− h)
,

β1212 = 〈η〉+
2
∑

s=1

∫

Ys

b
(s)
12lme

y
lm(Z

12)dy = 〈η〉+ hc13(η1 − η2) =

=
η1η2

η1h+ η2(1− h)
.

Ïîëó÷åííûå �îðìóëû îêîí÷àòåëüíî ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

β1111 =
1

〈b−1〉, β2222 = 〈b〉+
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉 −
〈

ζ2b−1
〉

, (3.106)

β1122 =

〈

ζb−1
〉

〈b−1〉 , β1212 =
1

〈η−1〉. (3.107)

2. Ñëó÷àé b(1) = 0 è b(2) 6= 0 (ïåðâàÿ �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II,

âòîðàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.69) íàõîäèì

β1111 = b2h+

∫

Y2

b
(2)
11lme

y
lm(Z

11)dy = 0,

β2222 = b2h+

∫

Y2

b
(2)
22lme

y
lm(Z

22)dy =
h(b22 − ζ22)

b2
,

β1122 = ζ2h+

∫

Y2

b
(2)
11lme

y
lm(Z

22)dy = 0,

β1212 = η2h+

∫

Y2

b
(2)
12lme

y
lm(Z

12)dy = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè òîëüêî îäíà èç äâóõ �àç ñëîèñòîé ñðåäû õàðàê�

òåðèçóåòñÿ íåíóëåâûì òåíçîðîì êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî òåíçîð êîý��

�èöèåíòîâ âÿçêîñòè β óñðåäíåííîé ñðåäû âûðîæäåí è èìååò òîëüêî äâà

îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíòà: β2222 è β3333, ïðè÷åì β2222 = β3333 > 0.

3. Ñëó÷àé b(1) = b(2) = 0 (îäíà �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II, äðóãàÿ

�àçà � ÂÓÌ-II). Òåíçîð β � íóëåâîé.

3.5. Òåíçîðû ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè

Âûâîä �îðìóë äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðå�

ëàêñàöèè g(t) óñðåäíåííîé ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé ñëîèñòîé ñðå�

äå, îñíîâàí íà ïîäñòàíîâêå â �îðìóëû (1.59), (1.70), (1.75) íàéäåííûõ ðàíåå

ðåøåíèé W kh(y, t) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ (1.56), (1.67), (1.73). Òåíçîð g(t),

êàê è òåíçîðû α è β, èìååò íå áîëåå 21 íåíóëåâîé êîìïîíåíòû, ïðè÷åì,

â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè gijkh(t) = gjikh(t) = gkhij(t), ïîýòîìó âñå åãî

êîìïîíåíòû áóäóò èçâåñòíû, åñëè ìû íàéäåì giijj(t) è gijij(t) ïðè i ≤ j.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ W kh(y, t) ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ â (1.59), (1.70),

(1.75) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.4), ïîëó÷àåì

g2222(t) = g3333(t), g1122(t) = g1133(t), g1212(t) = g1313(t), (3.108)

g2222(t)− g2233(t) = (1− h)
(

d
(1)
2222(t)− d

(1)
2233(t)

)

+ h
(

d
(2)
2222(t)− d

(2)
2233(t)

)

=

= (1− h)G1(t) + hG2(t),

g2323(t) = (1− h)d
(1)
2323(t) + hd

(2)
2323(t) =

1

2
((1− h)G1(t) + hG2(t)) ,

òàê ÷òî

1

2
(g2222(t)− g2233(t)) = g2323(t). (3.109)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè G1(t) = G2(t) = 0, òî g2323(t) = 0; åñëè

G1(t) = 0, G2(t) 6= 0, òî

g2323(t) =
h

2

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t;



143

åñëè G1(t) 6= 0, G2(t) = 0, òî

g2323(t) =
1− h

2

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t;

åñëè G1(t) 6= 0, G2(t) 6= 0, òî

g2323(t) =
1− h

2

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t +

h

2

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.108) è (3.109), äëÿ íàõîæäå�

íèÿ âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà g(t) äîñòàòî÷íî âûâåñòè �îðìóëû äëÿ êîì�

ïîíåíòîâ g1111(t), g2222(t), g1122(t), g1212(t).

1. Ñëó÷àé b(1) 6= 0 è b(2) 6= 0 (îäíà �àçà � ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III,

äðóãàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.75) íàõîäèì

g1111(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
11lm(t)e

y
lm(Z

11)dy+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ e

y
lm(W

11)− a
(s)
11lme

y
lm(W

11)− b
(s)
11lme

y
lm

(

∂W 11

∂t

))

dy =

= (1− h+ hc11)d
(1)
1111(t) + h(1− c11)d

(2)
1111(t) + h(a2 − a1)p11(t)+

+h(b2 − b1)
∂p11
∂t

+ h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p11(t) =

=
b2(1− h)

b12
d
(1)
1111(t) +

b1h

b12
d
(2)
1111(t) + h(a2 − a1)p11(t)+

+ h(b2 − b1)
∂p11
∂t

+ h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p11(t), (3.110)

g2222(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
22lm(t)e

y
lm(Z

22)dy+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
22lm(t) ∗ e

y
lm(W

22)− a
(s)
22lme

y
lm(W

22)− b
(s)
22lme

y
lm

(

∂W 22

∂t

))

dy =

= (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) + hc12(d

(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t))+

+ h(a4 − a3)p12(t) + h(ζ2 − ζ1)
∂p12
∂t

+ h
(

d
(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

∗ p12(t), (3.111)
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g1122(t) = (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
11lm(t)e

y
lm(Z

22)dy+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ e

y
lm(W

22)− a
(s)
11lme

y
lm(W

22)− b
(s)
11lme

y
lm

(

∂W 22

∂t

))

dy =

= (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t) + hc12

(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

+

+ h(a2 − a1)p12(t) + h(b2 − b1)
∂p12
∂t

+ h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p12(t), (3.112)

g1212(t) = (1− h)d
(1)
1212(t) + hd

(2)
1212(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
12lm(t)e

y
lm(Z

12)dy+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
12lm(t) ∗ e

y
lm(W

12)− a
(s)
12lme

y
lm(W

12)− b
(s)
12lme

y
lm

(

∂W 12

∂t

))

dy =

=
η2(1− h)

η12
d
(1)
1212(t) +

η1h

η12
d
(2)
1212(t) + h(a6 − a5)p13(t)+

+ h(η2 − η1)
∂p13
∂t

+ h
(

d
(1)
1212(t)− d

(2)
1212(t)

)

∗ p13(t). (3.113)

a) Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä êîìïîíåíòû g1111(t), g2222(t), g1122(t), g1212(t)

ïðèíèìàþò äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä, ó êîòîðûõ ïåðâîé �àçîé ÿâëÿåòñÿ ÂÓÌ-I, à

âòîðîé �àçîé � ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ. Òàêèå ñðåäû îáëàäàþò íóëåâûìè òåíçî�

ðàìè ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè d(1)(t) è d(2)(t), à �óíêöèè p1k(t),

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð�

âîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì

âèäå (ñì. ï. 3.2.2). Äàëåå, èç (3.110)-(3.113) ïîëó÷àåì

g1111(t) = h(a2 − a1)p11(t) + h(b2 − b1)
∂p11
∂t

=

=
h(1− h)

b312
(a1b2 − a2b1)

2 exp

(

−a12t
b12

)

,

g2222(t) = g2233(t) = h(a4 − a3)p12(t) + h(ζ2 − ζ1)
∂p12
∂t

=

=
h(1− h)

b312
((a3 − a4)b12 − (ζ1 − ζ2)a12)

2 exp

(

−a12t
b12

)

,
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g1122(t) = h(a2 − a1)p12(t) + h(b2 − b1)
∂p12
∂t

=

=
h(1− h)

b312
(a1b2 − a2b1) ((a3 − a4)b12 − (ζ1 − ζ2)a12) exp

(

−a12t
b12

)

,

g1212(t) = h(a6 − a5)p13(t) + h(η2 − η1)
∂p13
∂t

=

=
h(1− h)

η312
(a5η2 − a6η1)

2 exp

(

−a56t
η12

)

.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ïðåäñòàâ�

ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå êîíñòàíòû ëèáî íà ýêñïîíåíòó exp(−a12t/b12), ëè�
áî íà ýêñïîíåíòó exp(−a56t/η12), ò.å. âñå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

g(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 2 çàòóõàþùèå ýêñïîíåíòû.

á) Âûïèøåì �óíêöèè g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t) äëÿ ñëîèñòûõ

ñðåä, ó êîòîðûõ îäíà �àçà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ, à äðóãàÿ �àçà � èç

ÂÓÌ-III. Ìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ �àç, áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàåì d(1)(t) = 0, à d(2)(t) 6= 0. Òîãäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ï.

3.3.2, �óíêöèè p1k(t) èìåþò âèä

p1k(t) =

N2+1
∑

m=1

w(1k)
m exp(−ξ(1k)m t), k = 1, 3; p12(t) =

N2+1
∑

m=1

w(12)
m exp(−ξ(11)m t),

ãäå ξ
(1k)
1 , ..., ξ

(1k)
N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.16) è (3.17) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(1k)
1 , ..., w

(1k)
N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.22), (3.23),

(3.24) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (3.16) è (3.22), èç (3.110) íàõîäèì

g1111(t) = h

N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξ
(11)
m

)

w(11)
m e−ξ

(11)
m t+

+h

(

k2 +
2

3

)

[

b1
b12

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t −

(

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t

)

∗
(

N2+1
∑

m=1

w(11)
m e−ξ

(11)
m t

)]

=

= h

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

(

b1
b12

−
N2+1
∑

m=1

w
(11)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+
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+h

N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξ
(11)
m +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

)

w(11)
m e−ξ

(11)
m t =

=
h

1− h

N2+1
∑

m=1

(

b1ξ
(11)
m − a1

)

w(11)
m e−ξ

(11)
m t.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (3.16), (3.17), (3.23) è (3.24), èç (3.111)-(3.113)

âûâîäèì

g2222(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 +
2

3
−
(

k2 −
1

3

)

(

c12 +

N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξ
(11)
m +

(

k2 −
1

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t =

=
h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξ
(11)
m +

(k2 − 1/3)(b12ξ
(11)
m − a12)

(1− h)(k2 + 2/3)

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t,

g1122(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 −
1

3
−
(

k2 +
2

3

)

(

c12 +

N2+1
∑

m=1

w
(12)
m

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξ
(11)
m +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(11)
m − γ

(2)
n

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t =

=
h

1− h

N2+1
∑

m=1

(

b1ξ
(11)
m − a1

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t,

g1212(t) =
h

2

N2
∑

n=1

(

η1
η12

−
N2+1
∑

m=1

w
(13)
m

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a6 − a5 − (η2 − η1)ξ
(13)
m +

1

2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(13)
m − γ

(2)
n

)

w(13)
m e−ξ

(13)
m t =

=
h

1− h

N2+1
∑

m=1

(

η1ξ
(13)
m − a5

)

w(13)
m e−ξ

(13)
m t.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ÿäðà ñäâèãîâîé ðåëàêñàöèè äëÿ

ïåðâîé �àçû ðàâíà íóëþ, à äëÿ âòîðîé �àçû åñòü ñóììà N2 çàòóõàþùèõ
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ýêñïîíåíò, òî êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé 3N2 + 2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(2)n t
)

, exp
(

−ξ(11)m t
)

, exp
(

−ξ(13)m t
)

,

n = 1, ..., N2, m = 1, ..., N2 + 1.

â) Âûïèøåì �óíêöèè g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t) äëÿ ñëîèñòûõ

ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-III. Òàê êàê äëÿ òàêèõ ñðåä d(1)(t) 6= 0

è d(2)(t) 6= 0, òî (ñì. ï. 3.2.2)

p1k(t) =

N1+N2+1
∑

m=1

w(1k)
m exp(−ξ(1k)m t), k = 1, 3,

p12(t) =

N1+N2+1
∑

m=1

w(12)
m exp(−ξ(11)m t),

ãäå ξ
(1k)
1 , ..., ξ

(1k)
N1+N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.31) è (3.32) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(1k)
1 , ..., w

(1k)
N1+N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.35),

(3.36), (3.37) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, èç �îðìóë (3.111)-(3.113) ïîëó÷àåì

g1111(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξ
(11)
m

)

w(11)
m e−ξ

(11)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(11)
m − γ

(s)
n

)

w(11)
m e−ξ

(11)
m t,

g2222(t) =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t +

h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

λ2 − λ1 − (ζ2 − ζ1)ξ
(11)
m

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξ
(11)
m − γ

(s)
n

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t,
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g1122(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξ
(11)
m

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(11)
m − γ

(s)
n

)

w(12)
m e−ξ

(11)
m t,

g1212(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

µ2 − µ1 − (η2 − η1)ξ
(13)
m

)

w(13)
m e−ξ

(13)
m t+

+
h

2

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)sv
(s)
n

ξ
(13)
m − γ

(s)
n

)

w(13)
m e−ξ

(13)
m t.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ÿäðà ñäâèãîâîé ðåëàêñàöèè äëÿ

ïåðâîé �àçû åñòü ñóììà N1 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò, à äëÿ âòîðîé �àçû �

ñóììà N2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò, òî êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà

g(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N2 + 2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

Àíàëèçèðóÿ âèä ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé íåíó�

ëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N1+3N2+2

çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(1)n1
t
)

, exp
(

−γ(2)n2
t
)

, exp
(

−ξ(11)m t
)

, exp
(

−ξ(13)m t
)

,

ns = 1, ..., Ns (s = 1, 2), m = 1, ..., N1 +N2 + 1.

2. Ñëó÷àé b(1) = 0 è b(2) 6= 0 (ïåðâàÿ �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II,

âòîðàÿ �àçà � ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-III èëè ÂÑÆ). Ïî �îðìóëàì (1.70) íàõîäèì

g1111(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t)−

∫

Y2

b
(s)
11lme

y
lm

(

∂W 11

∂t

)

+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ e

y
lm(W

11) + d
(s)
11lm(t)e

y
lm(Z

11)− a
(s)
11lme

y
lm(W

11)
)

dy =

= d
(1)
1111(t)+h(a2−a1)p21(t)+hb2

∂p21
∂t

+h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗p21(t), (3.114)

g2222(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t)−

∫

Y2

b
(s)
22lme

y
lm

(

∂W 22

∂t

)

+
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+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
22lm(t) ∗ e

y
lm(W

22) + d
(s)
22lm(t)e

y
lm(Z

22)− a
(s)
22lme

y
lm(W

22)
)

dy =

= (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) +

ζ2h

b2

(

d
(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

+

+ h(a4 − a3)p22(t) + hζ2
∂p22
∂t

+ h
(

d
(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

∗ p22(t), (3.115)

g1122(t) = (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t)−

∫

Y2

b
(s)
11lme

y
lm

(

∂W 22

∂t

)

+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ e

y
lm(W

22) + d
(s)
11lm(t)e

y
lm(Z

22)− a
(s)
11lme

y
lm(W

22)
)

dy =

= (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t) +

ζ2h

b2

(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

+

+ h(a2 − a1)p22(t) + b2h
∂p22
∂t

+ h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p22(t), (3.116)

g1212(t) = (1− h)d
(1)
1212(t) + hd

(2)
1212(t)−

∫

Y2

b
(s)
12lme

y
lm

(

∂W 12

∂t

)

+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
12lm(t) ∗ e

y
lm(W

12) + d
(s)
12lm(t)e

y
lm(Z

12)− a
(s)
12lme

y
lm(W

12)
)

dy =

= d
(1)
1212(t) + h(a6 − a5)p23(t) + h(η2 − η1)

∂p23
∂t

+

+ h
(

d
(1)
1212(t)− d

(2)
1212(t)

)

∗ p23(t). (3.117)

a) Âûïèøåì êîìïîíåíòû g1111(t), g2222(t), g1122(t), g1212(t) äëÿ ñëîè�

ñòûõ ñðåä, ó êîòîðûõ ïåðâîé �àçîé ÿâëÿåòñÿ óïðóãèé ìàòåðèàë, à âòîðîé

�àçîé � ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ. Òàêèå ñðåäû îáëàäàþò íóëåâûìè òåíçîðàìè ðå�

ãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè d(1)(t) è d(2)(t), à �óíêöèè p2k(t) âûïèñû�

âàþòñÿ â ÿâíîì âèäå (ñì. ï. 3.2.2). Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç �îðìóë (3.114)-(3.117)

íàõîäèì

g1111(t) =
a21h

b2(1− h)2
exp

(

− a12t

b2(1− h)

)

,

g2222(t) =
h

b2

(

a3 − a4 +
a12ζ2

b2(1− h

)

exp

(

− a12t

b2(1− h)

)

,
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g1122(t) =
a1h

b2(1− h)

(

a3 − a4 +
a12ζ2

b2(1− h

)

exp

(

− a12t

b2(1− h)

)

,

g1212(t) =
a25h

η2(1− h)2
exp

(

− a56t

η2(1− h)

)

.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò

òåíçîðà g(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå êîíñòàíòû ëèáî íà ýêñïîíåí�

òó exp(−a12t/(b2(1− h)), ëèáî íà ýêñïîíåíòó exp(−a56t/η2(1− h)), ò.å. âñå

íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà g(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 2 çàòóõàþùèå ýêñ�

ïîíåíòû.

á) Âûÿñíèì âèä �óíêöèé g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t) äëÿ ñðåä,

ïåðâàÿ �àçà êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÓÌ, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-III. Äëÿ òàêèõ

ñðåä d(1)(t) = 0, d(2)(t) 6= 0 è, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ï. 3.2.2,

p2k(t) =

N2+1
∑

m=1

w(2k)
m exp(−ξ(2k)m t), k = 1, 3, p22(t) =

N2+1
∑

m=1

w(22)
m exp(−ξ(21)m t),

ãäå ξ
(2k)
1 , ..., ξ

(2k)
N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.47) è (3.48) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(2k)
1 , ..., w

(2k)
N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.54), (3.55),

(3.56) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ (3.47), (3.54), (3.48), (3.55) è (3.56), èç (3.114)-(3.117) ïîëó�

÷àåì

g1111(t) = −h
(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

(

N2+1
∑

m=1

w
(21)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − b2ξ
(21)
m +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

)

w(21)
m e−ξ

(21)
m t =

= − a1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w(21)
m e−ξ

(21)
m t,

g2222(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 +
2

3
−
(

k2 −
1

3

)

(

ζ2
b2

+

N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

λ2 − λ1 − ζ2ξ
(21)
m +

(

k2 −
1

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t =



151

=
h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

λ2 − λ1 − ζ2ξ
(21)
m +

(k2 − 1/3)(b2ξ
(21)
m (1− h)− a12)

(1− h)(k2 + 2/3)

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1122(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 −
1

3
−
(

k2 +
2

3

)

(

ζ2
b2

+

N2+1
∑

m=1

w
(22)
m

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − b2ξ
(21)
m +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(21)
m − γ

(2)
n

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t =

= − a1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1212(t) = −h
2

N2
∑

n=1

(

N2+1
∑

m=1

w
(23)
m

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

µ2 − µ1 − η2ξ
(23)
m +

1

2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(23)
m − γ

(2)
n

)

w(23)
m e−ξ

(23)
m t =

= − µ1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w(23)
m e−ξ

(23)
m t.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N2 + 2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(2)n t
)

, exp
(

−ξ(21)m t
)

, exp
(

−ξ(23)m t
)

,

n = 1, ..., N2, m = 1, ..., N2 + 1.

â) Âûÿñíèì âèä �óíêöèé g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t) äëÿ ñðåä,

ïåðâàÿ �àçà êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ.

Äëÿ òàêèõ ñðåä d(1)(t) 6= 0, d(2)(t) = 0 è

p2k(t) =

N1+1
∑

m=1

w(2k)
m exp(−ξ(2k)m t), k = 1, 3, p22(t) =

N1+1
∑

m=1

w(22)
m exp(−ξ(21)m t),

ãäå ξ
(2k)
1 , ..., ξ

(2k)
N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.70) è (3.71) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(2k)
1 , ..., w

(2k)
N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.63), (3.64),

(3.65) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Èñïîëüçóÿ (3.61)-(3.65), èç (3.114)-(3.117) íàõîäèì

g1111(t) =

N1+1
∑

m=1

(

a2 − b2ξ
(21)
m

)

w(21)
m e−ξ

(21)
m t,

g2222(t) =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t+

+h

N2+1
∑

m=1

(

a4 − a3 − ζ2ξ
(21)
m − (k1 − 1/3)(b2ξ

(21)
m (1− h)− a12)

h(k1 + 2/3)

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1122(t) =

N1+1
∑

m=1

(

a2 − b2ξ
(21)
m

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1212(t) =

N1+1
∑

m=1

(

a6 − η2ξ
(23)
m

)

w(23)
m e−ξ

(23)
m t.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N1 + 2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(1)n t
)

, exp
(

−ξ(21)m t
)

, exp
(

−ξ(23)m t
)

,

n = 1, ..., N1, m = 1, ..., N1 + 1.

ã) Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü âèä �óíêöèé g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t)

äëÿ ñðåä, ïåðâàÿ �àçà êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-III.

Äëÿ ýòèõ ñðåä íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ îáà òåíçîðà d(1)(t) è d(2)(t) è, ñîãëàñíî

ðåçóëüòàòàì ï. 3.2.2,

p2k(t) =

N1+N2+1
∑

m=1

w(2k)
m exp(−ξ(2k)m t), k = 1, 3,

p22(t) =

N1+N2+1
∑

m=1

w(22)
m exp(−ξ(21)m t),

ãäå ξ
(2k)
1 , ..., ξ

(2k)
N1+N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.70) è (3.71) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(2k)
1 , ..., w

(2k)
N1+N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.73),

(3.74), (3.75) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Èç �îðìóë (3.114)-(3.117) ïîëó÷àåì

g1111(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − b2ξ
(21)
m

)

w(21)
m e−ξ

(21)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(21)
m − γ

(s)
n

)

w(21)
m e−ξ

(21)
m t,

g2222(t) =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t +

h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

λ2 − λ1 − ζ2ξ
(21)
m

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξ
(21)
m − γ

(s)
n

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1122(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

a2 − a1 − b2ξ
(22)
m

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t+

+h

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(21)
m − γ

(s)
n

)

w(22)
m e−ξ

(21)
m t,

g1212(t) = h

N1+N2+1
∑

m=1

(

µ2 − µ1 − η2ξ
(23)
m

)

w(23)
m e−ξ

(23)
m t+

+
h

2

N1+N2+1
∑

m=1

(

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)sv
(s)
n

ξ
(23)
m − γ

(s)
n

)

w(23)
m e−ξ

(23)
m t.

Àíàëèçèðóÿ âèä ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäûé íåíó�

ëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N1+3N2+2

çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(1)n1
t
)

, exp
(

−γ(2)n2
t
)

, exp
(

−ξ(21)m t
)

, exp
(

−ξ(23)m t
)

,

ns = 1, ..., Ns (s = 1, 2), m = 1, ..., N1 +N2 + 1.

3. Ñëó÷àé b(1) = b(2) = 0 (îäíà �àçà � ÓÌ èëè ÂÓÌ-II, äðóãàÿ

�àçà � ÂÓÌ-II). Ïî �îðìóëàì (1.75) íàõîäèì

g1111(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
11lm(t)elm(Z

11)dy+
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+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ elm(W 11)− a

(s)
11lmelm(W

11)
)

dy =

= (1− h+ hc31)d
(1)
1111(t) + h(1− c31)d

(2)
1111(t)+

+h(a2 − a1)p31(t) + h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p31(t) =

=
a2(1− h)

a12
d
(1)
1111(t) +

a1h

a12
d
(2)
1111(t) + h(a2 − a1)p31(t)+

+ h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p31(t), (3.118)

g2222(t) = (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
22lm(t)elm(Z

22)dy+

+

2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
22lm(t) ∗ elm(W 22)− a

(s)
22lmelm(W

22)
)

dy =

= (1− h)d
(1)
1111(t) + hd

(2)
1111(t) + hc32(d

(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t))+

+ h(λ2 − λ1)p32(t) + h
(

d
(1)
1122(t)− d

(2)
1122(t)

)

∗ p32(t), (3.119)

g1122(t) = (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
11lm(t)elm(Z

22)dy+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
11lm(t) ∗ elm(W 22)− a

(s)
11lmelm(W

22)
)

dy =

= (1− h)d
(1)
1122(t) + hd

(2)
1122(t) + hc32(d

(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t))+

+ h(a2 − a1)p32(t) + h
(

d
(1)
1111(t)− d

(2)
1111(t)

)

∗ p32(t), (3.120)

g1212(t) = (1− h)d
(1)
1212(t) + hd

(2)
1212(t) +

2
∑

s=1

∫

Ys

d
(s)
12lm(t)elm(Z

12)dy+

+
2
∑

s=1

∫

Ys

(

d
(s)
12lm(t) ∗ elm(W 12)− a

(s)
12lmelm(W

12)
)

dy =

= (1− h+ hc33)d
(1)
1212(t) + h(1− c33)d

(2)
1212(t)+

+h(µ2 − µ1)p33(t) + h
(

d
(1)
1212(t)− d

(2)
1212(t)

)

∗ p33(t) =
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=
µ2(1− h)

µ12
d
(1)
1212(t) +

µ1h

µ12
d
(2)
1212(t)+

+ h(µ2 − µ1)p33(t) + h
(

d
(1)
1212(t)− d

(2)
1212(t)

)

∗ p33(t). (3.121)

à) Âûïèøåì �óíêöèè g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t) äëÿ ñëîèñòûõ

ñðåä, ó êîòîðûõ îäíà �àçà ñîñòîèò èç ÓÌ, à äðóãàÿ �àçà � èç ÂÓÌ-II.

Ìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ �àç, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ñ÷èòàåì d(1)(t) = 0, à d(2)(t) 6= 0. Òîãäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ï. 3.3.2,

�óíêöèè p3k(t) èìåþò âèä

p3k(t) =

N2
∑

m=1

w(3k)
m exp(−ξ(3k)m t), k = 1, 3; p32(t) =

N2
∑

m=1

w(32)
m exp(−ξ(31)m t),

ãäå ξ
(3k)
1 , ..., ξ

(3k)
N2+1 � êîðíè óðàâíåíèé (3.84) è (3.85) ïðè k = 1 è k = 3

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(3k)
1 , ..., w

(3k)
N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.87), (3.88),

(3.89) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ (3.84) è (3.87), ïî �îðìóëå (3.118) íàõîäèì

g1111(t) = h

N2+1
∑

m=1

(a2 − a1)w
(31)
m e−ξ

(31)
m t−

−h
(

k2 +
2

3

)

(

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t

)

∗
(

N2+1
∑

m=1

w(31)
m e−ξ

(31)
m t

)

=

= h

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

(

a1
a12

−
N2+1
∑

m=1

w
(31)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2
∑

m=1

(

a2 − a1 +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

)

w(31)
m e−ξ

(31)
m t =

= − a1h

1− h

N2
∑

m=1

w(31)
m e−ξ

(31)
m t.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (3.84), (3.85), (3.88) è (3.89), ïî �îðìóëàì

(3.119)-(3.121) íàõîäèì

g2222(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 +
2

3
−
(

k2 −
1

3

)

(

c32 +

N2
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+
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+h

N2
∑

m=1

(

λ2 − λ1 +

(

k2 −
1

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

)

w(32)
m e−ξ

(31)
m t =

=
h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2
∑

m=1

(

λ2 − λ1 −
a12(k2 − 1/3)

(1− h)(k2 + 2/3)

)

w(32)
m e−ξ

(31)
m t =

=
h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t−

− h

a1(1− h)

N2
∑

m=1

(

(1− h)(λ2 − λ1)−
a12(k2 − 1/3)

k2 + 2/3

)2

w(31)
m e−ξ

(31)
m t,

g1122(t) = h

N2
∑

n=1

(

k2 −
1

3
−
(

k2 +
2

3

)

(

c32 +

N2
∑

m=1

w
(32)
m

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

))

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2
∑

m=1

(

a2 − a1 +

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(31)
m − γ

(2)
n

)

w(32)
m e−ξ

(31)
m t =

= − a1h

1− h

N2
∑

m=1

w(32)
m e−ξ

(31)
m t,

g1212(t) =
h

2

N2
∑

n=1

(

µ1
µ12

−
N2
∑

m=1

w
(33)
m

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

)

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N2
∑

m=1

(

µ2 − µ1 +
1

2

N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ
(33)
m − γ

(2)
n

)

w(33)
m e−ξ

(33)
m t =

= − µ1h

1− h

N2
∑

m=1

w(33)
m e−ξ

(33)
m t.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(2)n t
)

, exp
(

−ξ(31)m t
)

, exp
(

−ξ(33)m t
)

,

n = 1, ..., N2, m = 1, ..., N2.
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á) Îñòàåòñÿ âûïèñàòü êîìïîíåíòû g1111(t), g2222(t), g1122(t) è g1212(t)

äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II. Äëÿ ýòèõ ñðåä íåíóëåâûìè

ÿâëÿþòñÿ îáà òåíçîðà d(1)(t) è d(2)(t), à �óíêöèè p3k(t) èìåþò âèä

p3k(t) =

N1+N2
∑

m=1

w(3k)
m exp(−ξ(3k)m t), k = 1, 3,

p32(t) =

N1+N2
∑

m=1

w(32)
m exp(−ξ(31)m t),

ãäå ξ
(3k)
1 , ..., ξ

(3k)
N1+N2

� êîðíè óðàâíåíèé (3.70) è (3.71) ïðè k = 1 è k =

3 ñîîòâåòñòâåííî, à w
(3k)
1 , ..., w

(3k)
N1+N2

� ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.95),

(3.96), (3.97) ïðè k = 1, k = 2, k = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî �îðìóëàì (3.118)-(3.121) íàõîäèì

g1111(t) = h

N1+N2
∑

m=1

(

a2 − a1 +

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(31)
m − γ

(s)
n

)

w(31)
m e−ξ

(31)
m t,

g2222(t) =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3

N1
∑

n=1

v(1)n e−γ
(1)
n t +

h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3

N2
∑

n=1

v(2)n e−γ
(2)
n t+

+h

N1+N2
∑

m=1

(

λ2 − λ1 +

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξ
(31)
m − γ

(s)
n

)

w(32)
m e−ξ

(31)
m t,

g1122(t) = h

N1+N2
∑

m=1

(

a2 − a1 +

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξ
(31)
m − γ

(s)
n

)

w(32)
m e−ξ

(31)
m t,

g1212(t) = h

N1+N2
∑

m=1

(

µ2 − µ1 +
1

2

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)sv
(s)
n

ξ
(33)
m − γ

(s)
n

)

w(33)
m e−ξ

(33)
m t.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé íåíóëåâîé êîìïîíåíò òåíçîðà g(t) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 3N1 + 3N2 çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò

exp
(

−γ(1)n1
t
)

, exp
(

−γ(2)n2
t
)

, exp
(

−ξ(21)m t
)

, exp
(

−ξ(23)m t
)

,

ns = 1, ..., Ns (s = 1, 2), m = 1, ..., N1 +N2.

Àíàëèç âûðàæåíèé äëÿ êîìïîíåíòîâ g1111(t), g2222(t), g1122(t), g1212(t) è

g2323(t) òåíçîðà g(t) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé,
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ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ãëàâå, èõ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì

âèäå:

g1111(t) =
M
∑

m=1

hc(1)m w(1)
m e−ξmt, g1122(t) =

M
∑

m=1

hc(1)m w(2)
m e−ξmt,

g2222(t) =
M
∑

m=1

hc(2)m w(2)
m e−ξmt +

2
∑

s=1

Rs|Ys|(2ks + 1/3)

ks + 2/3

Ns
∑

n=1

v(s)n e−γ
(s)
n t,

g1212(t) =
M
∑

m=1

hc(3)m w(3)
m e−τmt, g2323(t) =

1

2

2
∑

s=1

Rs|Ys|
Ns
∑

n=1

v(s)n e−γ
(s)
n t,

ãäå |Y1| = 1− h, |Y2| = h,

Rs =







1, åñëè d(s)(t) 6= 0 (s-ÿ �àçà � ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III),

0, åñëè d(s)(t) = 0 (s-ÿ �àçà � ÓÌ, ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ),

M =







R1N1 +R2N2 + 1, åñëè b(1) + b(2) 6= 0,

R1N1 +R2N2, åñëè b(1) + b(2) = 0.

c(1)m = a2 − a1 − (b2 − b1)ξm +

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

,

c(2)m = a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξm +

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

,

c(3)m = a6 − a5 − (η2 − η1)τm +
1

2

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)sv
(s)
n

τm − γ
(s)
n

.

Çäåñü as = λs + 2µs, as+2 = λs, as+4 = µs, åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç

ÓÌ èëè ÂÓÌ; as = as+2 = γ, as+4 = 0, åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÑÆ;

bs = ζs + 2ηs, s = 1, 2; ξ1, ..., ξM è τ1, ..., τM � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòà�

íèþ êîðíè óðàâíåíèé

b12ξ − a12 =
2
∑

s=1

Rs(ks + 2/3)|Y3−s|
Ns
∑

n=1

v
(s)
n

ξ − γ
(s)
n

(3.122)

è

η12τ − a56 =
1

2

2
∑

s=1

Rs|Y3−s|
Ns
∑

n=1

v
(s)
n

ξ − γ
(s)
n

(3.123)
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ñîîòâåòñòâåííî; w
(j)
1 , ..., w

(j)
M , j = 1, 2, 3, � ðåøåíèÿ òðåõ ñèñòåì M ëèíåé�

íûõ óðàâíåíèé. Åñëè b(1) + b(2) 6= 0, ò.å. åñëè õîòÿ áû îäíà �àçà ñëîèñòîé

ñðåäû � ÂÓÌ-I, ÂÑÆ èëè ÂÓÌ-III, òî ýòè ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò âèä















































R1

(

M
∑

m=1

w
(1)
m

ξm − γ
(1)
n

+
b2(1− h)

b12h

)

= 0, n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(1)
m

ξm − γ
(2)
n

− b1
b12

)

= 0, n = 1, ..., N2,

M
∑

m=1

w(1)
m =

1− h

b212
(b1a2 − b2a1),

(3.124)











































































R1

(

M
∑

m=1

w
(2)
m

ξm − γ
(1)
n

− 1− h

b12
(ζ1 − ζ2)−

(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)

)

= 0,

n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(2)
m

ξm − γ
(2)
n

− 1− h

b12
(ζ1 − ζ2) +

k2 − 1/3

k2 + 2/3

)

= 0,

n = 1, ..., N2,

M
∑

m=1

w(2)
m =

1− h

b12

(

a4 − a3 −
(ζ2 − ζ1)a12

b12

)

,

(3.125)















































R1

(

M
∑

m=1

w
(3)
m

τm − γ
(1)
n

+
η2(1− h)

η12h

)

= 0, n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(3)
m

τm − γ
(2)
n

− η1
η12

)

= 0, n = 1, ..., N2,

M
∑

m=1

w(3)
m =

1− h

η212
(η1a6 − η2a5).

(3.126)

Åñëè æå b(1)+ b(2) = 0, ò.å. åñëè �àçàìè ñëîèñòîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ ÓÌ

è ÂÓÌ-II èëè äâà ðàçíûõ ÂÓÌ-II, òî óêàçàííûå ñèñòåìû èìåþò âèä



























R1

(

M
∑

m=1

w
(1)
m

ξm − γ
(1)
n

+
a2(1− h)

a12h

)

= 0, n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(1)
m

ξm − γ
(2)
n

− a1
a12

)

= 0, n = 1, ..., N2,

(3.127)
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





















































R1

(

M
∑

m=1

w
(2)
m

ξm − γ
(1)
n

− 1− h

a12
(λ1 − λ2) +

(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)

)

= 0,

n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(2)
m

ξm − γ
(2)
n

− 1− h

a12
(λ1 − λ2)−

k2 − 1/3

k2 + 2/3

)

= 0,

n = 1, ..., N2,

(3.128)



























R1

(

M
∑

m=1

w
(3)
m

τm − γ
(1)
n

+
µ2(1− h)

µ12h

)

= 0, n = 1, ..., N1,

R2

(

M
∑

m=1

w
(3)
m

τm − γ
(2)
n

− µ1
µ12

)

= 0, n = 1, ..., N2.

(3.129)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, îáå �àçû êîòîðûõ

îáëàäàþò íóëåâûìè òåíçîðàìè d(1)(t) è d(2)(t), óðàâíåíèÿ (3.122) è (3.123)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, èõ êîðíè âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âè�

äå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ c
(1)
m , c

(2)
m , c

(3)
m ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé

âèä:

c(1)m =
b1a2 − b2a1

b12
, c(3)m =

η1a6 − η2a5
η12

,

c(2)m =
1

b12
((a4 − a3)b12 − (ζ2 − ζ1)a12).

Äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó �àçó ñ íóëåâûì òåíçîðîì

ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè, âûðàæåíèÿ äëÿ c
(1)
m , c

(2)
m , c

(3)
m òàêæå

ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå íàãëÿäíîì âèäå: ïðè d(1)(t) = 0, d(2)(t) 6= 0 � â

âèäå

c(1)m =
b1ξm − a1
1− h

, c(3)m =
η1τm − a5
1− h

,

c(2)m = a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξm +
(k2 − 1/3)(b12ξm − a12)

(1− h)(k2 + 2/3)
,

à ïðè d(1)(t) 6= 0, d(2)(t) = 0 � â âèäå

c(1)m =
a2 − b2ξm

h
, c(3)m =

a6 − η2τm
h

,
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c(2)m = a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξm − (k1 − 1/3)(b12ξm − a12)

h(k1 + 2/3)
.
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�ëàâà 4

Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îäíîìåðíûõ

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ

ñðåä ñ äèññèïàöèåé

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîá�

ñòâåííûõ êîëåáàíèé äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñðåä�

íåííûõ ñðåä, à òàêæå ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñëîèñòûõ ñðåä è èõ

îòäåëüíûõ �àç. Ïðè ýòîì, êàê è â ãëàâå 3, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíà �à�

çà ñîñòîèò èç èçîòðîïíîãî óïðóãîãî èëè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà (ÂÓÌ-I,

ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III), à äðóãàÿ � èç èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà

(ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III) èëè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè.

4.1. Ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà

Ñîãëàñíî ââåäåííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ, ïî÷òè âñå èçó÷àåìûå íà�

ìè ñëîèñòûå ñðåäû ñîäåðæàò îäíó èëè äâå èçîòðîïíûå âÿçêîóïðóãèå �àçû.

Ïîýòîìó áëèæàéøåé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îäíîìåð�

íûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà (ÂÓÌ-I,

ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III), çàíèìàþùåãî íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó 0 < x1 < L è

õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ïëîòíîñòüþ ρ è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σij = a
(0)
ijkhekh(u) + b

(0)
ijkhekh

(

∂u

∂t

)

− R0d
(0)
ijkh(x, t) ∗ ekh(u), (4.1)

ãäå R0 = 0 äëÿ ÂÓÌ-I, R0 = 1 äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III,

a
(0)
ijkh = λ0δijδkh + µ0(δikδjh + δihδjk),

b
(0)
ijkh = ζ0δijδkh + η0(δikδjh + δihδjk), ζ0 = κ0 −

2

3
η0,
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d
(0)
ijkh(t) =

N
∑

n=1

vne
−γnt

((

k0 −
1

3

)

δijδkh +
1

2
(δikδjh + δihδjk)

)

.

Çäåñü λ0 è µ0 � ïàðàìåòðû Ëàìå; η0 è κ0 � êîý��èöèåíòû ñäâèãîâîé è

îáúåìíîé âÿçêîñòè; ζ0 = η0 = 0 äëÿ ÂÓÌ-II. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî

äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

k0 ∈ R
+ ∪ {0}, vn, γn ∈ R

+, γi < γj ïðè i < j,

N
∑

n=1

vn
γn

≤











min

{

2µs,
3λ0 + 2µ0

3k0

}

, åñëè k0 > 0,

2µ0, åñëè k0 = 0.

(4.2)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùè�

åñÿ â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå âäîëü îñè Ox1. Òàêèì êîëåáàíèÿì ñîîòâåò�

ñòâóåò âåêòîð ïåðåìåùåíèé

u(x, t) = (u1(x1, t), 0, 0).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ âäîëü îñè Ox1 âÿç�

êîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (4.1), èìååò âèä

ρ
∂2u

∂t2
= A

∂2u

∂x21
+B

∂3u

∂x21∂t
−R0

(

N
∑

n=1

qne
−γnt

)

∗ ∂
2u

∂x21
+

+f(x1, t), x1 ∈ (0, L), t > 0,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0,

u(x1, 0) =
∂u

∂t
(x1, 0) = 0, x1 ∈ (0, L),

(4.3)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u(x1, t) = u1(x1, t), A = λ0 + 2µ0, B = ζ0 + 2η0,

qn =

(

k0 +
2

3

)

vn, n = 1, ..., N.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â çàäà÷å (4.3) A > 0; B = 0 äëÿ ÂÓÌ-II; B > 0

äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III; qn > 0 (n = 1, ..., N) äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III. Êðîìå
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òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ (4.2), äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III

A−
N
∑

m=1

qn
γn

> 0. (4.4)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà u(x1, t) → u(x1, λ) = uλ(x1), çàïè�

øåì çàäà÷ó (4.3) ïðè f(x1, t) ≡ 0 â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà:

ρλ2uλ =

(

A+ Bλ−R0

N
∑

n=1

qn
λ+ γn

)

∂2uλ
∂x21

, uλ(0) = uλ(L) = 0. (4.5)

Â äàëüíåéøåì λ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåò�

ðà, à ïîä ñïåêòðîì îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþ�

ùèõñÿ â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå âäîëü îñè Ox1, ïîíèìàåòñÿ ñïåêòð S0 çà�

äà÷è (4.5), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ýòà

çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ uλ(x1): S0 = {λ ∈ C : uλ(x1) 6≡ 0}.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ìíèìûõ ÷àñòåé òî÷åê ñïåêòðà S0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòð F0 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé

âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà âäîëü îñè Ox1, ò.å. F0 = {ω : ω = Imλ > 0, λ ∈
S0}. Åñëè ñïåêòð S0 ñîäåðæèò êîíå÷íîå (áåñêîíå÷íîå) ÷èñëî íåâåùåñòâåí�

íûõ òî÷åê, òî F0 � êîíå÷íîå (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî. Â

÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà S0 ìíîæåñòâî F0 �

ïóñòîå.

×òîáû íàéòè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S0, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå uλ(x1)

çàäà÷è (4.5) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî x1:

uλ(x1) =
∞
∑

k=1

uλk sin
πkx1
L

. (4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.6) â (4.5), ïîëó÷àåì

∞
∑

k=1

(

λ2 + Ck

(

A+ Bλ− R0

N
∑

n=1

qn
λ+ γn

))

uλk sin
πkx1
L

= 0,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Ck =
π2k2

ρL2
. (4.7)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÂÓÌ-I (R0 = 0) ñïåêòð S0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáúåäèíåíèå êîðíåé êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

λ2 +BCkλ+ACk = 0 (4.8)

äëÿ âñåõ k ∈ N, à äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III (R0 = 1) � îáúåäèíåíèå êîðíåé

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

λ2 + BCkλ+ ACk =

N
∑

n=1

Ckqn
λ+ γn

(4.9)

äëÿ âñåõ k ∈ N.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà S0 è ðàññìîòðèì ïî îò�

äåëüíîñòè ÷åòûðå ñëó÷àÿ: 1) R0 = 0, B > 0; 2) R0 = 1, B = 0, N = 1;

3) R0 = 1, B > 0, N = 1; 4) R0 = 1, B ≥ 0, N > 1. Ïåðâûé ñëó÷àé

ñîîòâåòñòâóåò ÂÓÌ-I; âòîðîé è ÷åòâåðòûé ïðè B = 0 � ÂÓÌ-II; òðåòèé è

÷åòâåðòûé ïðè B > 0 � ÂÓÌ-III.

1) Ñëó÷àé R0 = 0, B > 0. ×òîáû îïèñàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S0

äëÿ ÂÓÌ-I, ïðåæäå âñåãî âûïèøåì êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé (4.8):

λ1k,2k =
BCk

2

(

−1±
√

1− 4A

B2Ck

)

.

Òåïåðü ââåäåì îáîçíà÷åíèå

k1 = min

{

k : k ∈ N ∪ {0} : k <
2L

πB

√

ρA

}

è ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà S0

äëÿ ÂÓÌ-I.

Òåîðåìà 11. Åñëè R0 = 0, B > 0, òî ñïåêòð S0 çàäà÷è (4.5) ïðåäñòàâèì

â âèäå

S = {λ1k}∞k=1 ∪ {λ2k}∞k=1, (4.10)

ãäå

λ1k,2k =
π2k2B

2ρL2

(

−1±
√

1− 4ρL2A

π2k2B2

)

.
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Ïðè ýòîì, åñëè k1 = 0, òî λ1k,2k ∈ R äëÿ âñåõ k ∈ N, à åñëè k1 ≥ 1, òî

λ1k,2k ∈ C\R äëÿ k = 1, ..., k1 è λ1k,2k ∈ R äëÿ âñåõ k ≥ k1+1. Êðîìå òîãî,

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

λ1k = −A
B

+ O

(

1

k2

)

ïðè k → ∞,

λ2k = O(k2) ïðè k → ∞, lim
k→∞

λ2k
k2

= −π
2B

ρL2
.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ïàð k1 êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîá�

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (4.3) çàâèñèò íå òîëüêî îò ïàðà�

ìåòðîâ ρ, A, B, íî è îò òîëùèíû ïîëîñû 0 < x1 < L, çàíÿòîé ÂÓÌ-I.

Óìåíüøåíèå (óâåëè÷åíèå) ðàçìåðà L ïðèâîäèò â öåëîì ê óìåíüøåíèþ (ñî�

îòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèþ) ÷èñëà k1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè L < πB/(2
√
ρA), òî

ñïåêòð S0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ âåùåñòâåííûì.

Ñòðóêòóðà ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-I èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.1.

2) Ñëó÷àé R0 = 1, B = 0, N = 1. Ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ ñòðóêòóðû

ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II ïðè N = 1. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü êîðíè

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

λ2 + ACk =
Ckq1
λ+ γ1

(4.11)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé

λ3 + γ1λ
2 + ACkλ+ (Aγ1 − q1)Ck = 0 (4.12)

äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì k ∈ N óðàâíåíèå (4.12) èìååò

ëèáî òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, ëèáî îäèí âåùåñòâåííûé è äâà ñîïðÿæåííûõ

êîìïëåêñíûõ êîðíÿ. Îáîçíà÷èì êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç λ1k, λ2k, λ3k,

ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî λ1k ∈ R, â òî âðåìÿ êàê λ2k, λ3k ∈ R èëè

λ2k, λ3k ∈ C \ R.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ k óðàâíåíèå (4.12) èìååò íåâå�

ùåñòâåííûå êîðíè λ2k è λ3k, âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé λ = θ − γ1/3 è
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Rel0A

B
-

Im l
a

Rel0A

B
-

Im l
б

�èñ. 4.1. Ñïåêòð çàäà÷è (4.5) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ (a) è ñóùåñòâîâàíèÿ (á ) íåâåùåñòâåí�

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ïðèâåäåì óðàâíåíèå (4.12) ê �íåïîëíîìó� âèäó

θ3 + akθ + bk = 0, (4.13)

ãäå

ak = −γ
2
1

3
+ ACk, bk =

2γ31
27

− Ck

3
(Aγ1 − 3(Aγ1 − q1)) .

×èñëîmk âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.12) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

âûðàæåíèÿ Qk = a3k/27 + b2k/4, à èìåííî: mk = 1 ïðè Qk > 0 è mk = 3

ïðè Qk ≤ 0. Ïðè ýòîì, åñëè Qk = 0, òî óðàâíåíèå (4.12) èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà ðàâíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå

äëÿ Qk ïðèíèìàåò âèä

Qk = Ck

(

A3

27
C2

k +

(

2

27
A2γ21 −

1

3
Aγ1q1 +

1

4
q21

)

Ck +
γ31
27

(Aγ1 − q1)

)

.

�àññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

A3

27
z2 +

(

2

27
A2γ21 −

1

3
Aγ1q1 +

1

4
q21

)

z +
γ31
27

(Aγ1 − q1) = 0. (4.14)
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Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí

D =
4q1
27

(

3q1
4

− 2Aγ1
3

)3

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè q1 < (8/9)Aγ1 óðàâíåíèå (4.14) íå èìååò

âåùåñòâåííûõ êîðíåé è, ñëåäîâàòåëüíî, Qk > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N. Ýòî çíà÷èò,

÷òî λ2k, λ3k ∈ C \ R äëÿ âñåõ k ∈ N.

Äàëåå, ïðè q1 = (8/9)Aγ1 óðàâíåíèå (4.14) èìååò îäèí êîðåíü z0 =

27q21/(64A
3) êðàòíîñòè 2. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî

k0 =
3q1L

8πA

√

3ρ

A

ÿâëÿåòñÿ öåëûì, òî Qk = 0 ïðè k = k0 è Qk > 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ

çíà÷åíèé k ∈ N. Åñëè æå k0 /∈ N, òî Qk > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ2k, λ3k ∈ R òîëüêî äëÿ k = k0 ∈ N.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (8/9)Aγ1 < q1 < Aγ1. Îáîçíà÷èì

êîðíè óðàâíåíèÿ (4.14) ÷åðåç z1 è z2, ïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî

z1 < z2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî z1 > 0 è z2 > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ Qk ≤ 0 ïðè z1 ≤ Ck ≤ z2 è Qk > 0 ïðè Ck < z1 è

Ck > z2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

k1 = min

{

k : k ∈ N, k ≥ L

π

√
ρz1

}

,

k2 = max

{

k : k ∈ N ∪ {0}, k ≤ L

π

√
ρz2

}

,

òî λ2k, λ3k ∈ R òîëüêî ïðè k1 ≤ k ≤ k2 è k2 ≥ k1. Åñëè æå k2 < k1, òî

λ2k, λ3k ∈ C \ R äëÿ âñåõ k ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, ñóùåñòâóåò íå áî�

ëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé k ∈ N, ïðè êîòîðûõ λ2k, λ3k ∈ R. Ýòî îçíà÷à�

åò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè B = 0 è N = 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (4.5). ×òîáû

ñîñòàâèòü áîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II



169

ïðè N = 1, íåîáõîäèìî íàéòè îöåíêè äëÿ êîðíåé λik óðàâíåíèé (4.12), à

òàêæå âûÿñíèòü èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè k → ∞.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî åñëè λ < −γ1 èëè λ > −γ1 + q1/A, òî

λ2 + ACk >
Ckq1
λ+ γ1

,

ïîýòîìó âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ (4.11) íå ìîãóò ëåæàòü âíå èíòåð�

âàëà (−γ1,−γ1 + q1/A). Ýòîò �àêò âìåñòå ñ �îðìóëîé Âèåòà

λ1k + λ2k + λ3k = −γ1

ïîçâîëÿåò òàêæå îöåíèòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîðíåé λ2k è λ3k â ñëó÷àå,

êîãäà λ2k, λ3k ∈ C \ R. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

− γ1 < λik < −γ1 +
q1
A
, i = 1, 2, 3, (4.15)

åñëè λ2k, λ3k ∈ R è

− γ1 < λ1k < −γ1 +
q1
A
, − q1

2A
< Re λik < 0, i = 2, 3, (4.16)

åñëè λ2k, λ3k ∈ C \ R.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [18℄, âûïèøåì ñëåäóþùèå àñèìï�

òîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîðíåé óðàâíåíèé (4.5):

λ1k = −γ1 +
q1
A

+O

(

1

k2

)

, k → ∞,

Reλ2k,3k = − q1
2A

+ O

(

1

k2

)

, Im λ2k,3k = ±O(k), k → ∞,

lim
k→∞

Imλik
k

= ±π
L

√

A

ρ
, i = 2, 3.

(4.17)

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó,

îïèñûâàþùóþ òî÷êè ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II ïðè N = 1.

Òåîðåìà 12. Åñëè R0 = 1, B = 0, N = 1, òî ñïåêòð çàäà÷è (4.5) ïðåä�

ñòàâèì â âèäå

S = {λ1k}∞k=1 ∪ {λ2k}∞k=1 ∪ {λ3k}∞k=1, (4.18)
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ãäå λik (i = 1, 2, 3) � êîðíè êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.12) è λ1k ∈ R äëÿ

âñåõ k ∈ N. Ïðè ýòîì λ2k, λ3k ∈ C\R äëÿ âñåõ k ∈ N, åñëè âûïîëíåíî îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) q1 < (8/9)Aγ1;

2) q1 = (8/9)Aγ1 è k0 /∈ N;

3) (8/9)Aγ1 < q1 < Aγ1 è k1 = k2 + 1.

Åñëè íè îäíî èç óñëîâèé 1)-3) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè {λ2k}∞k=1 è {λ3k}∞k=1 ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

À èìåííî, λ2k, λ3k ∈ R òîëüêî ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ k:

1) k = k0, åñëè q1 = (8/9)Aγ1 è k0 ∈ N;

2) k = k1, ..., k2, åñëè (8/9)Aγ1 < q1 < Aγ1 è k2 ≥ k1.

Êðîìå òîãî, åñëè λ2k, λ3k ∈ R, òî âûïîëíåíû îöåíêè (4.15), à åñëè

λ2k, λ3k ∈ C \ R, òî âûïîëíåíû îöåíêè (4.16) è ñîîòíîøåíèÿ (4.17).

Ñòðóêòóðà ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II ïðè N = 1 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.2.

3) Ñëó÷àé R0 = 1, B > 0, N = 1. Ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ ñòðóêòóðû

ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-III ïðè N = 1. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü êîðíè

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

λ2 +BCkλ+ACk =
Ckq1
λ+ γ1

(4.19)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé

λ3 + (γ1 + BCk)λ
2 + (A+Bγ1)Ckλ+ (Aγ1 − q1)Ck = 0 (4.20)

äëÿ âñåõ k ∈ N. Îáîçíà÷èì êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé ÷åðåç λ1k, λ2k, λ3k, ñ÷èòàÿ,

êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ÷òî λ1k ∈ R, à λ2k, λ3k ∈ R èëè λ2k, λ3k ∈ C\R.
Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè λ = θ − (γ1 + BCk)/3 óðàâíåíèå (4.20) ïðè�

âîäèòñÿ ê �íåïîëíîìó� âèäó (4.13), â êîòîðîì êîý��èöèåíòû ak è bk îïðå�

äåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ak = −1

3
(γ1 + BCk)

2 + aCk, a = A+ Bγ1,
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3q1
2A

(a), γ1 <
3q1
2A

(á ) è

γ1 =
3q1
2A

(â)
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bk =
2

27
(γ1 +BCk)

3 − Ck

3
((γ1 + BCk)a− 3b) , b = Aγ1 − q1.

×èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.20) çàâèñèò îò çíàêà âûðà�

æåíèÿ Qk = a3k/27 + b2k/4, êîòîðîå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå

Qk = A1C
3
k + A2C

2
k + A3Ck + A4,

ãäå

A1 = − B2

108

(

(A− Bγ1)
2 + 4Bq1

)

,

A2 =
a3

27
− B

54
(a2γ1 + 9ab− 6Bbγ1),

A3 =
b2

4
− γ1

108
(a2γ1 + 18ab− 12Bbγ1), A4 =

1

27
γ31b.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n0 ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâ�

íåíèÿ

A1z
3 + A2z

2 + A3z +A4 = 0. (4.21)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A1 < 0 è A4 > 0, âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: n0 = 1 èëè

n0 = 3. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:M1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ�

íåíèÿ (4.21) ïðè n0 = 1; M1, M2, M3 (M1 < M2 < M3) � ïîëîæèòåëüíûå

êîðíè óðàâíåíèÿ (4.21) ïðè n0 = 3;

ki = max

{

n : n ∈ N ∪ {0}, n <
L

π

√

ρMi

}

, i = 1, 3,

k2 = min

{

n : n ∈ N, n >
L

π

√

ρM2

}

.

Ïðè n0 = 1 íåðàâåíñòâî Qk ≤ 0 âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ Ck ≥ M1, à

çíà÷èò, λ2k, λ3k ∈ R äëÿ âñåõ k > k1. Ïðè n0 = 3 íåðàâåíñòâî Qk ≤ 0 âûïîë�

íåíî òîëüêî äëÿ M1 ≤ Ck ≤ M2 èëè Ck ≥ M3, ñëåäîâàòåëüíî, λ2k, λ3k ∈ R

äëÿ âñåõ k > k3 è, åñëè k2 > k1 + 1, òî è äëÿ k ∈ (k1, k2).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé

óðàâíåíèÿ (4.21), ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé k ∈ N,

ïðè êîòîðûõ λ2k, λ3k ∈ C \ R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð S0 çàäà÷è (4.5)
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ïðè B 6= 0, N = 1 ëèáî ïîëíîñòüþ âåùåñòâåííûé, ëèáî ñîäåðæèò êîíå÷íîå

÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè

γ1 > BCk (γ1 < BCk), òî âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ (4.19) íå ìîãóò

ëåæàòü âíå èíòåðâàëà (−γ1, 0) (ñîîòâåòñòâåííî (−BCk, 0)). Îòñþäà è èç

�îðìóëû Âèåòà

λ1k + λ2k + λ3k = −γ1 − BCk

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

−max{γ1, BCk} < λik < 0, i = 1, 2, 3, (4.22)

åñëè λ2k, λ3k ∈ R è

− γ1 < λ1k < 0, −1

2
(γ1 + BCk) < Re λ2k,3k < −1

2
BCk, (4.23)

åñëè λ2k, λ3k ∈ C \ R.
Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîðíåé ïðè k → ∞ îáî�

çíà÷èì ÷åðåç λ1 è λ2 êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

Bλ2 + (A+ Bγ1)λ+Aγ1 − q1 = 0.

Òîãäà

λ1,2 =
1

2B

(

−A− Bγ1 ±
√

(A− Bγ1)2 + 4Bq1

)

è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

λik = λi + O

(

1

k2

)

, k → ∞, i = 1, 2,

λ3k = O(k2), k → ∞, lim
k→∞

λ3k
k2

= −Bπ
2

ρL2
.

(4.24)

Ïîäâîäÿ èòîã ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû êîðíåé óðàâíå�

íèé (4.20) è ó÷èòûâàÿ âîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïðåäåëåííûìè âû�

øå ÷èñëàìè k1, k2 è k3, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ

òî÷êè ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-III ïðè N = 1.
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Òåîðåìà 13. Åñëè R0 = 1, B > 0, N = 1, òî ñïåêòð S0 çàäà÷è (4.5)

ïðåäñòàâèì â âèäå

S = {λ1k}∞k=1 ∪ {λ2k}∞k=1 ∪ {λ3k}∞k=1, (4.25)

ãäå λik (i = 1, 2, 3) � êîðíè êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.20) è λ1k ∈ R äëÿ

âñåõ k ∈ N. Ïðè ýòîì λ2k, λ3k ∈ R äëÿ âñåõ k ∈ N, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) n0 = 1, k1 = 0;

2) n0 = 3, k3 = 0;

3) n0 = 3, k1 = 0, k3 = k2 − 1.

Åñëè íè îäíî èç óñëîâèé 1)-3) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè {λ2k}∞k=1 è {λ3k}∞k=1 ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

À èìåííî, λ2k, λ3k ∈ C \ R òîëüêî ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ k:

1) k ∈ [1, k1], åñëè n0 = 1, k1 > 0 èëè n0 = 3, k1 > 0, k3 = k2 − 1;

2) k ∈ [k2, k3], åñëè n0 = 3, k1 = 0, k3 > k2 − 1;

3) k ∈ [1, k1] ∪ [k2, k3], åñëè n0 = 3, k1 > 0, k3 > k2 − 1.

Êðîìå òîãî, åñëè λ2k, λ3k ∈ C\R, òî âûïîëíåíû îöåíêè (4.23), à åñëè

λ2k, λ3k ∈ R, òî âûïîëíåíû îöåíêè (4.22) è ñîîòíîøåíèÿ (4.24).

Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-III ïðè N = 1, êàê è äëÿ

ÂÓÌ-I, çàâèñèò îò òîëùèíû ïîëîñû 0 < x1 < L. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî L0, ÷òî ñïåêòð çàäà÷è (4.5) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ âåùåñòâåííûì

äëÿ âñåõ L ≤ L0. Ïðè ýòîì L0 = π/(
√
ρM1), åñëè n0 = 1, è L0 = π/(

√
ρM3),

åñëè n0 = 3. Êðîìå òîãî, åñëè n0 = 1, òî äëÿ âñåõ L > L0 ñïåêòð S0 îáÿ�

çàòåëüíî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Åñëè æå n0 = 3, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îòðåçîê

[L1, L2] ⊂
[

π√
ρM2

,
π√
ρM1

]

òàêîé, ÷òî ñïåêòð S0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ âåùåñòâåííûì íå òîëüêî äëÿ âñåõ
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L ≤ L0, íî è äëÿ âñåõ L ∈ [L1, L2]. Ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå òàêîãî

îòðåçêà [L1, L2] ïðîâåðÿþòñÿ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì.

Ñòðóêòóðà ñïåêòðà çàäà÷è (4.5) ïðè B > 0 è N = 1 èçîáðàæåíà íà

ðèñ. 4.3.

Rel0
1

l

Im l
a

2
l

Rel0
1

l

Im l
б

2
l

�èñ. 4.3. Ñïåêòð çàäà÷è (4.5) ïðè B > 0, N = 1 â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ (à) è ñóùåñòâîâàíèÿ

(á ) íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

4) Ñëó÷àé R0 = 1, B ≥ 0, N > 1. Òàêîå òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæå�

ñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (4.5), êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè N = 1,

ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ïðè N > 1. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (4.9) ýêâèâàëåíòíû àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ�

íåíèÿì (N + 2)-ãî ïîðÿäêà

λN+2 +

(

BCk +
N
∑

n=1

γn

)

λN+1 + ...+ Ck

(

N
∏

n=1

γn

)(

A−
N
∑

n=1

qn
γn

)

= 0,

êîðíè êîòîðûõ óæå ïðè N = 2 íàõîäÿòñÿ ïî âåñüìà ãðîìîçäêèì �îðìó�

ëàì, ìàëîïðèãîäíûì äëÿ àíàëèçà. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
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äîêàçàòü, ÷òî åñëè B = 0, òî ïðè ëþáîì N ≥ 1 ñïåêòð çàäà÷è (4.5) ñîäåð�

æèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè æå

B > 0, òî ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé, ò.å. ñïåêòð ýòîé çàäà÷è

ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî N > 1, äîñòàòî÷íî íàéòè

÷èñëà M11 ≥ 0 è M12 ≥ 0 òàêèå, ÷òî ïðè B = 0 óðàâíåíèå (4.9) èìååò

íåâåùåñòâåííûå êîðíè äëÿ âñåõ Ck ≥ M11, à ïðè B > 0 îíî èìååò òîëüêî

âåùåñòâåííûå êîðíè äëÿ âñåõ Ck ≥M12.

Ïðè �èêñèðîâàííîì k ∈ N óðàâíåíèå (4.9) èìååò ëèáîN+2 âåùåñòâåí�

íûõ êîðíÿ, ëèáî N âåùåñòâåííûõ êîðíåé è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êîðíÿ. Ïóñòümk � ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.9). Îáîçíà÷èì

êîðíè óðàâíåíèÿ (4.9) ÷åðåç λik, i = 1, 2, .., N + 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî�

ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λik ∈ R ïðè i = 1, ..., N è λ1k > λ2k > ... > λNk.

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå

îöåíêè:

− γ1 < λ1k < 0, −γn < λnk < −γn−1, n = 2, ..., N. (4.26)

Êðîìå òîãî, åñëè êîðíè λ(N+1)k è λ(N+2)k òàêæå âåùåñòâåííû, òî

− γN < λjk < 0, j = N + 1, N + 2 (4.27)

ïðè B = 0 è

−BCk < λjk < 0, j = N + 1, N + 2 (4.28)

ïðè B > 0.

�àññìîòðèì �óíêöèþ

fk(λ) = λ2 + BCkλ+ Ck

(

A−
N
∑

n=1

qn
λ+ γn

)

,

íóëè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (4.9). �ðà�èê �óíêöèè fk(λ)

èìååò àñèìïòîòû â òî÷êàõ λ = −γn, ïðè÷åì ïðè ε ↓ 0

fk(−γn + ε) → −∞, fk(−γn − ε) → +∞, n = 1, ..., N. (4.29)
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Èññëåäóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè fk(λ) íà èíòåðâàëàõ I1 = (−γ1, 0) è
In = (−γn,−γn−1), n = 2, ..., N . Òàê êàê

f ′
k(λ) = 2λ+ Ck

(

B +

N
∑

n=1

qn
(λ+ γn)2

)

,

òî ïðè λ ∈ In, n = 1, ..., N , èìååì

f ′
k(λ) > −2γN +

Ck

γ2N

N
∑

n=1

qn

è, ñëåäîâàòåëüíî, f ′
k(λ) > 0 ïðè Ck ≥ M11, ãäå

M11 = 2γ3N

(

Bγ2N +
N
∑

n=1

qn

)−1

. (4.30)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè Ck ≥ M11, òî �óíêöèÿ fk(λ) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà

êàæäîì èíòåðâàëå In. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fk(0) > 0, ïîýòîìó èç (4.29) ñëå�

äóåò, ÷òî �óíêöèÿ fk(λ) èìååò òîëüêî îäèí âåùåñòâåííûé íóëü λnk âíóòðè

êàæäîãî èíòåðâàëà In, n = 1, ..., N .

Åñëè B = 0, òî

M11 = 2γ3N

(

N
∑

n=1

qn

)−1

è â ñèëó îöåíîê (4.26), (4.27) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè Ck > M11 �óíêöèÿ fk(λ)

èìååò N âåùåñòâåííûõ è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ. Òàêèì îáðà�

çîì, mk = N äëÿ âñåõ k ≥ π−1L
√
ρM11. Â ÷àñòíîñòè, åñëè L ≤ π/

√
ρM11,

òî mk = N äëÿ âñåõ k ∈ N.

Åñëè B > 0, òî ïîëîæèì

M12 = max

{

2γN
B

,
4A

B2

}

.

Òîãäà M12 > M11, à çíà÷èò, ïðè Ck ≥ M12 �óíêöèÿ fk(λ) èìååò òîëüêî

îäèí âåùåñòâåííûé íóëü λnk âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà In, n = 1, ..., N .

Êðîìå òîãî,

fk(−γN − ε) → +∞ ïðè ε ↓ 0,
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fk

(

−1

2
BCk

)

= −1

4
B2C2

k + Ck

(

A−
N
∑

n=1

2qn
BCk − 2γn

)

< 0,

fk(−BCk) = Ck

(

A+
N
∑

n=1

qn
BCk − γn

)

> 0,

ïîýòîìó �óíêöèÿ fk(λ) èìååò 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ(N+1)k è λ(N+2)k â

èíòåðâàëå (−BCk,−γN), ïðè÷åì

−1

2
BCk < λ((N+1)k < −γN , −BCk < λ(N+2)k < −1

2
BCk.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè Ck ≥M12 �óíêöèÿ fk(λ) èìååò N +2 âå�

ùåñòâåííûõ êîðíÿ, ò.å. mk = N +2 äëÿ âñåõ k ≥ π−1L
√
ρM12. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè L ≤ π/
√
ρM12, òî mk = N + 2 äëÿ âñåõ k ∈ N.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè B = 0 óñëîâèå Ck ≥ M11 ÿâëÿåòñÿ äî�

ñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåâåùåñòâåííûõ

êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.9). Íà ñàìîì äåëå mk = N äëÿ âñåõ Ck ≥ M01, ãäå

M01 < M11. Ïðè ýòîì ÷èñëîM01 ìîæåò îêàçàòüñÿ ìíîãî ìåíüøå ÷èñëàM11,

íàéäåííîãî ïî �îðìóëå (4.30), è, â ÷àñòíîñòè, îíî ìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (4.9) èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí�

íûõ êîðíÿ ïðè êàæäîì k ∈ N. Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ N = 1 è q1 = (2/3)Aγ1,

íàõîäèìM11 = 3γ21/A, â òî âðåìÿ êàê èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò,

÷òî M01 = 0.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è ïðè B > 0: â äåéñòâèòåëüíîñòè

mk = N + 2 äëÿ âñåõ Ck ≥ M02, ãäå M02 < M12.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîðíåé äðîáíî�

ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (4.9) ïðè N > 1, k → ∞. Ñ ýòîé öåëüþ îáîçíà÷èì

÷åðåç λ11,..., λ1N êîðíè óðàâíåíèÿ

N
∑

n=1

qn
λ+ γn

= A,
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à ÷åðåç λ21,..., λ2(N+1) � êîðíè óðàâíåíèÿ

N
∑

n=1

qn
λ+ γn

= Bλ+ A.

C ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîð�

íè ýòèõ óðàâíåíèé âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù�

íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü λsi < λsj ïðè i > j, s = 1, 2.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [18℄, âûïèøåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ,

îïèñûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.9) ïðè B =

0, k → ∞:

λik = λ1i + O

(

1

k2

)

, i = 1, ..., N,

Re λjk = − 1

2A

N
∑

n=1

qn + O

(

1

k2

)

, j = N + 1, N + 2,

Im λjk = ±O(k), j = N + 1, N + 2,

lim
k→∞

Im λjk
k

= ±π
L

√

A

ρ
, j = N + 1, N + 2.

(4.31)

Ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîðíåé óðàâ�

íåíèÿ (4.9) ïðè B > 0, k → ∞, èìåþò âèä

λik = λ2i + O

(

1

k2

)

, i = 1, ..., N + 1,

λ(N+2)k = O(k2), lim
k→∞

λ3k
k2

= −Bπ
2

ρL2
.

(4.32)

Çàâåðøàÿ èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû êîðíåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâ�

íåíèé (4.9), âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Âèåòà. Èìååì

N+2
∑

i=1

λik = −
N
∑

n=1

γn −BCk.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è îöåíîê (4.26)-(4.28) çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè

λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ C \ R,



180

òî

− 1

2
(BCk + γN) < Reλjk < −1

2
BCk, j = N + 1, N + 2. (4.33)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè B = 0

− γN
2
< Reλjk < 0, j = N + 1, N + 2. (4.34)

Ñóììèðóÿ âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ òî÷êè ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III ïðèN > 1.

Òåîðåìà 14. Ïðè R0 = 1, B ≥ 0, N > 1 ñïåêòð S çàäà÷è (4.5) ïðåäñòà�

âèì â âèäå

S = {λ1k}∞k=1 ∪ {λ2k}∞k=1 ∪ ... ∪ {λ(N+1)k}∞k=1 ∪ {λ(N+2)k}∞k=1, (4.35)

ãäå λik (i = 1, .., N + 2) � êîðíè óðàâíåíèé (4.9) è λjk ∈ R (j = 1, ..., N)

äëÿ âñåõ k ∈ N,

0 > λ1k > −γ1 > λ2k > −γ2 > ... > −γN−1 > λNk > −γN .

Ïðè ýòîì, åñëè B = 0 (B > 0), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λ(N+1)k}∞k=1 è

{λ(N+2)k}∞k=1 ìîãóò ñîäåðæàòü íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ

(ñîîòâåòñòâåííî íåâåùåñòâåííûõ) ÷èñåë. À èìåííî, ñóùåñòâóþò íîìå�

ðà K1 ≥ 1 è K2 ≥ 1 òàêèå, ÷òî åñëè B = 0 , òî λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ C \ R
äëÿ âñåõ k ≥ K1, à åñëè B > 0, òî λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ R äëÿ âñåõ k ≥ K2.

Êðîìå òîãî, åñëè λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ R, òî ïðè B = 0 âûïîëíåíû îöåí�

êè (4.27), à ïðè B > 0 � îöåíêè (4.28) è ñîîòíîøåíèÿ (4.32). Åñëè æå

λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ C \ R, òî ïðè B > 0 âûïîëíåíû îöåíêè (4.33), à ïðè

B = 0 � îöåíêè (4.34) è ñîîòíîøåíèÿ (4.31).

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåì 11-14, ìû îáíàðóæèâàåì ñëåäóþùåå

êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-I,III:

äëÿ ÂÓÌ-II ñïåêòð S0 ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è
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áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

à äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III îí ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåí�

íûõ è íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà�

÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÂÓÌ-II ìíîæåñòâî F0 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ÿâëÿ�

åòñÿ áåñêîíå÷íûì, à äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III � êîíå÷íûì (â ÷àñòíîñòè, îíî

ìîæåò áûòü ïóñòûì).

4.2. Ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñëîèñòûõ ñðåä

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà�

íèé óñðåäíåííûõ ñðåä, çàíèìàþùèõ ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîîòâåòñòâóþùèõ

äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì, ðàññìîòðåííûì â �ëàâå 3, à òàêæå îòëè�

÷àþùèõñÿ îò íèõ ëèøü ðàñïîëîæåíèåì ñëîåâ ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàò�

íûì ïëîñêîñòÿì (ñì. ðèñ. 4.4). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü îñè Ox1 ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì (åñëè ïîñëåäíèå

ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox2x3) èëè ïàðàëëåëüíî ñëîÿì (åñëè ïîñëåäíèå

ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3).

1
x

2
x

1
x

3
x he

2
x

e

e

e

3
x

e

e

e

he

�èñ. 4.4. Ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä, ñëîè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè

Ox1x2 èëè ïëîñêîñòè Ox1x3
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êè óêàçàííûõ ñïåêòðîâ, ñíà÷àëà âûïèøåì

ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ óñðåäíåí�

íîé ñðåäû âäîëü îñè Ox1. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �ëàâ 1 è 2, îíà èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

ρ0
∂2u

∂t2
= αi

∂2u

∂x21
+ βi

∂3u

∂x21∂t
− gi(t) ∗

∂2u

∂x21
+ f(x1, t), x1 ∈ (0, L), t > 0,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0; u(x1, 0) =
∂u

∂t
(x1, 0) = 0,

(4.36)

ãäå u(x1, t) � ñìåùåíèå òî÷êè, èìåâøåé â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ àáñöèññó

x1 â ìîìåíò âðåìåíè t; f(x1, t) � âíåøíÿÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè

Ox1; i = 1 â ñëó÷àå ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox2x3, è i = 2 â ñëó÷àå

ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3,

αi = αiiii, βi = βiiii, gi(t) = giiii(t), i = 1, 2.

Çäåñü αiiii, βiiii, giiii(t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì, ïðèâåäåííûì â �ëàâå 3.

Òàêèì îáðàçîì,

α1 =

〈

ab−2
〉

〈b−1〉2
, α2 = 〈a〉 − 2

〈

λζb−1
〉

+
〈

ζ2ab−2
〉

+

+
2
〈

ζb−1
〉 (〈

λb−1
〉

−
〈

ζab−2
〉)

〈b−1〉 +

〈

ab−2
〉

·
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉2
,

β1 =
1

〈b−1〉, β2 = 〈b〉+
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉 −
〈

ζ2b−1
〉

,

åñëè b(1) 6= 0, b(2) 6= 0;

α1 =
a1

1− h
, α2 = 〈a〉 + 2hζ2

b2
(λ1 − a4) +

hζ22a12
b22(1− h)

,

β1 = 0, β2 =
h(b22 − ζ22)

b2
,

åñëè b(1) = 0, b(2) 6= 0;

α1 =
1

〈a−1〉, α2 = 〈a〉 +
〈

ζa−1
〉2

〈a−1〉 −
〈

λ2a−1
〉

, β1 = β2 = 0,
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åñëè b(1) = 0, b(2) = 0.

×òî êàñàåòñÿ �óíêöèé g1(t) è g2(t), òî, èñïîëüçóÿ �îðìóëû è îáîçíà�

÷åíèÿ èç �ëàâû 3, çàïèøåì èõ â âèäå

g1(t) =
M
∑

m=1

dm exp (−ξmt) , (4.37)

g2(t) =
M
∑

m=1

pm exp (−ξmt) +
2
∑

s=1

Rsk2+s

Ns
∑

n=1

v(s)n exp(−γ(s)n t), (4.38)

k3 =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3
, k4 =

h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3
,

Çäåñü M = R1N1 + R2N2 + 1, åñëè õîòÿ áû îäíà �àçà èñõîäíîé ñëîè�

ñòîé ñðåäû îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçîðîâ êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, èM =

R1N1 +R2N2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

dm = hc(1)m w(1)
m , pm = hc(2)m w(2)

m , m = 1, ...,M,

à ξ1, ..., ξM � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîðíè óðàâíåíèé (3.122).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uλ(x1) è gi(λ) èçîáðàæåíèÿ Ëàïëàñà �óíêöèé u(x1, t)

è gi(t) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñëîè èñõîäíîé ñðåäû ïàðàëåëëüíû ïëîñêîñòè

Ox2x3, òî ïîä ñïåêòðîì îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðà�

íÿþùèõñÿ â óñðåäíåííîé ñðåäå âäîëü îñè Ox1, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

ìíîæåñòâî S1 âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ

çàäà÷à

ρ0λ
2uλ =(α1 + β1λ− g1(λ))

∂2uλ
∂x21

, uλ(0) = uλ(L) = 0 (4.39)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ uλ(x1).

Åñëè ñëîè èñõîäíîé ñðåäû ïàðàëåëëüíû ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3,

òî ïîä ñïåêòðîì îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ�

ñÿ â óñðåäíåííîé ñðåäå âäîëü îñè Ox1, ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî S2 âñåõ êîì�

ïëåêñíûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

ρ0λ
2uλ =(α2 + β2λ− g2(λ))

∂2uλ
∂x21

, uλ(0) = uλ(L) = 0
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èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ uλ(x1).

Ñïåêòðû F1 è F2 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ�

ñÿ â óñðåäíåííîé ñðåäå âäîëü îñè Ox1 ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíî

è ïàðàëëåëüíî ñëîÿì èñõîäíîé ñðåäû, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fi = {ω : ω = Im λ > 0, λ ∈ Si}, i = 1, 2.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ Ck = π2k2/(ρ0L
2) è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäû�

äóùåãî ïàðàãðà�à, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð S1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú�

åäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé

λ2 + β1Ckλ+ α1Ck = Ck

M
∑

m=1

dm
λ+ ξm

, k ∈ N, (4.40)

à ñïåêòð S2 � îáúåäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé

λ2+β2Ckλ+α2Ck = Ck

(

M
∑

m=1

pm
λ+ ξm

+
2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

k2+sv
(s)
n

λ+ γ
(s)
n

)

, k ∈ N. (4.41)

Ïðîâåðèì âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåì 11-14 äëÿ îïè�

ñàíèÿ òî÷åê ñïåêòðîâ Si äëÿ ñðåä ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

1) b(1) 6= 0, b(2) 6= 0, d(1)(t) = d(2)(t) = 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ñîñòîÿùóþ ëèáî èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-I,

ëèáî ëèáî èç ÂÓÌ-I è ÂÑÆ. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = 1 è

g1(t) = d1 exp(−ξ1t), g2(t) = p1 exp(−ξ1t),

ãäå

d1 =
h(1− h)

b312
(a1b2 − a2b1)

2 , ξ1 =
a12
b12

,

p1 =
h(1− h)

b312
((a3 − a4)b12 − (ζ1 − ζ2)a12)

2 .

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

a1
a2

6= b1
b2
,

a3 − a4
ζ1 − ζ2

6= a12
b12

.

Òîãäà d1 > 0 è p1 > 0, ïðè÷åì íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêà�

çûâàþò, ÷òî α1 − d1/ξ1 > 0 è α2 − p1/ξ1 > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð S1
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ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ0, A = α1, B = β1, N = 1,

q1 = d1, γ1 = ξ1, à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì ýòîé æå çàäà÷è ïðè ρ = ρ0,

A = α2, B = β2, N = 1, q1 = p1, γ1 = ξ1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà òî�

÷åê ñïåêòðîâ S1 è S2 îïèñûâàþòñÿ òåîðåìîé 13. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò,

â ÷àñòíîñòè, ÷òî êàæäûé èç ñïåêòðîâ S1 è S2 ñîñòîèò ëèáî èç òðåõ ïîñëå�

äîâàòåëüíîñòåé {λ1k}∞k=1, {λ2k}∞k=1, {λ3k}∞k=1 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ëèáî èç

îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λ1k}∞k=1 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòåé {λ2k}∞k=1 è {λ3k}∞k=1, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ âåùåñòâåííû, çà

èñêëþ÷åíèåì èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a1
a2

=
b1
b2
. (4.42)

Òîãäà d1 = 0 è ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.3) ïðè ρ = ρ0,

A = α1, B = β1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 11, îí ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòåé {λ1k}∞k=1 è {λ2k}∞k=1, ãäå

λ1k,2k =
π2k2β1
2ρ0L2

(

−1±
√

1− 4ρ0L2α1

π2k2β2
1

)

.

Àíàëîãè÷íî, åñëè

a3 − a4
ζ1 − ζ2

=
a12
b12
,

òî ñïåêòð S2 ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ1k}∞k=1 è {λ2k}∞k=1, ãäå

λ1k,2k =
π2k2β2
2ρ0L2

(

−1±
√

1− 4ρ0L2α2

π2k2β2
2

)

.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ S1 è S2 ñî ñïåêòðàìè îäíî�

ìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îòäåëüíûõ �àç ñëîèñòîé ñðåäû. Äëÿ ýòîãî

ïðåäïîëîæèì, ÷òî j-ÿ �àçà (â äàííîì ñëó÷àå ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ) ñëîèñòîé

ñðåäû öåëèêîì çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L. Îïèðàÿñü íà ðàññóæäå�

íèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð S(j)
ñîáñòâåí�

íûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñïëîøíîé j-é �àçå âäîëü îñè Ox1,
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ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.3) ïðè ρ = ρj, A = aj , B = bj. Ïîýòîìó èç

òåîðåìû (11) ñëåäóåò, ÷òî

S(j) = {λ(j)1k }∞k=1 ∪ {λ(j)2k }∞k=1,

ãäå

λ
(j)
1k,2k =

π2k2bj
2ρjL2

(

−1±
√

1− 4ajρjL2

π2k2b2j

)

. (4.43)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðû S1, S2, S
(1)

è S(2)
îáëàäàþò ñëåäóþùèì îá�

ùèì ñâîéñòâîì: îíè ëèáî íå ñîäåðæàò íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å�

íèé, ëèáî ñîäåðæàò òîëüêî êîíå÷íîå èõ ÷èñëî.

2) b(1) = 0, b(2) 6= 0, d(1)(t) = d(2)(t) = 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç óïðó�

ãîãî ìàòåðèàëà, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = 1

è

g1(t) = d1 exp(−ξ1t), g2(t) = p1 exp(−ξ1t),

ãäå

d1 =
a21h

b2(1− h)2
, ξ1 =

a12
b2(1− h)

,

p1 =
h

b2

(

λ1 − a4 +
a12ζ2

b2(1− h

)2

.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî α1 − d1/ξ1 > 0 è α2 − p1/ξ1 > 0, à çíà÷èò,

ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ0, A = α1, B = 0,

N = 1, q1 = d1, γ1 = ξ1, à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì ýòîé çàäà÷è ïðè ρ = ρ0,

A = α2, B = β2, N = 1, q1 = r1, γ1 = ξ1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà òî÷åê

ñïåêòðîâ S1 è S2 îïèñûâàþòñÿ òåîðåìàìè 12 è 13 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòèõ

òåîðåì ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñïåêòð S1 (ñîîòâåòñòâåííî S2) ñîñòîèò èç

îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λ1k}∞k=1 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòåé {λ2k}∞k=1 è {λ3k}∞k=1, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû

� íåâåùåñòâåííûå (ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííûå) ÷èñëà. Ìû âèäèì, ÷òî

èìååòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñïåêòðîâ S1 è S2: ñïåêòð S1
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ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, â òî

âðåìÿ êàê ñïåêòð S2 ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âûïèøåì ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

äëÿ êàæäîé �àçû ñëîèñòîé ñðåäû. Ñïåêòð S(1)
îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé óïðóãîãî ìàòåðèàëà, çàïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L è ÿâëÿþ�

ùåãîñÿ ïåðâîé �àçîé ñëîèñòîé ñðåäû, ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{λ(1)1k }∞k=1 è {λ(1)2k }∞k=1 ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ
(1)
1k,2k = ±iπk

L

√

a1
ρ1
. (4.44)

Ñïåêòð S(2)
îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÂÓÌ-I (èëè ÂÑÆ),

çàïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L è ÿâëÿþùåãîñÿ âòîðîé �àçîé ñëîèñòîé

ñðåäû, ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ(1)1k }∞k=1 è {λ
(2)
2k }∞k=1, ýëåìåíòû

êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå (4.43) ïðè j = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà �àç ñëîèñòîé ñðåäû êà÷åñòâåí�

íî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, à èìåííî: äëÿ ïåðâîé �àçû òî÷êàìè ñïåêòðà

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà, à äëÿ

âòîðîé �àçû � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, èõ êîíå÷�

íîãî ÷èñëà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêîå æå êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå â ñòðóê�

òóðå íàáëþäàåòñÿ è ó ñïåêòðîâ S1 è S2.

3) b(1) 6= 0, b(2) 6= 0, d(1)(t) = 0, d(2)(t) 6= 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I

èëè ÂÑÆ, à âòîðàÿ �àçà � èç ÂÓÌ-III. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = N2 + 1 è

dm =
hw

(1)
m

1− h
(b1ξm − a1) ,

pm = hw(2)
m

(

λ2 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξm +
(k2 − 1/3)(b12ξm − a12)

(1− h)(k2 + 2/3)

)

,

m = 1, ..., N2 + 1,
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ãäå ξ1, ..., ξN2+1 � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîðíè óðàâíåíèé (3.122),

à w
(1)
1 , ..., w

(1)
N2+1 è w

(2)
1 , ..., w

(2)
N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(3.124) è (3.125) ïðè R1 = 0, R2 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî k4v
(2)
n ∈ R

+
äëÿ âñåõ n = 1, ..., N2, à òàêæå, â ñèëó (3.25)

è (3.26), dm, pm ∈ R+
äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, íàì

íóæíî äîêàçàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

α1 −
N2+1
∑

m=1

dm
ξm

> 0, α2 −
N2+1
∑

m=1

pm
ξm

− k4

N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

> 0. (4.45)

Äîêàæåì ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ. Èìååì

N2+1
∑

m=1

dm
ξm

=
b1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w(1)
m − a1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm
=

=
b1h

b212
(b1a2 − b2a1)−

a1h

1− h

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm
. (4.46)

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Âèåòà, âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êî�

ý��èöèåíòû è êîðíè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèþ

(3.122) ïðè R1 = 0, R2 = 1 è óðàâíåíèþ

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

γ − ξm
= − b1

b12
. (4.47)

Òàê êàê êîðíÿìè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ a1/b1, γ
(2)
1 , ...,

γ
(2)
N2
, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

N2+1
∏

m=1

ξm =

N2
∏

n=1

γ(2)n

(

a12
b12

− 1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

)

,

γ
(2)
0

N2
∏

n=1

γ(2)n =

N2+1
∏

m=1

ξm

(

1− b12
b1

N2+1
∑

m=1

w1m

ξm

)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(

1− b12
b1

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm

)(

a12 − (1− h)

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

)

=
a1b12
b1

.
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Íî

a12 − (1− h)

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

> a1h,

ïîýòîìó

(

1− b12
b1

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm

)

<
b12
b1h

,

îòêóäà

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm
> −b2(1− h)

b12h
.

Òåïåðü èç (4.46) íàõîäèì

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

ξm
<
b1h

b212
(b1a2 − b2a1) +

a1b2
b12

=
a2b

2
1h+ a1b

2
2(1− h)

b212

è ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (4.49) äîêàçàíî.

Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèþ (3.122) ïðè R1 = 0,

R2 = 1 è óðàâíåíèþ

N2+1
∑

m=1

w
(2)
m

γ − ξm
=

1− h

b12
(ζ2 − ζ1)−

k2 − 1/3

k2 + 2/3
,

äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî â (4.49).

Èç (4.49) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5)

ïðè

ρ = ρ0, A = α1, B = β1, N = N2 + 1, qn = dn, γn = ξn,

à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì ýòîé æå çàäà÷è ïðè

ρ = ρ0, A = α2, B = β2, N = 2N2 + 1, γn = τn;

qn = pm, åñëè γn = ξm; qn = k4v
(2)
n , åñëè γn = γ(2)n ,

ãäå τn � n-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ξ1, ..., ξN2+1} ∪ {γ(2)1 ,...,γ
(2)
N2
}, óïîðÿäî÷åí�

íîãî ïî âîçðàñòàíèþ.
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Ïîñêîëüêó β1 6= 0 è β2 6= 0, îáà ñïåêòðà S1 è S2 îïèñûâàþòñÿ òåîðåìîé

14 ïðè B > 0. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñïåêòðû S1 è S2 ñîñòîÿò ñîîòâåò�

ñòâåííî èç N2 + 3 è 2N2 + 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîäåðæàò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îòñóòñòâèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å�

íèé õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêæå ñïåêòðû S(1)
è S(2)

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé îáåèõ �àç èñõîäíîé ñðåäû: åñëè ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ (ïåðâàÿ �àçà)

çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(1)
ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòåé {λ(1)1k }∞k=1 è {λ(1)2k }∞k=1, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå

(4.43) ïðè j = 1. Åñëè æå ÂÓÌ-III (âòîðàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó

0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(2)
ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ2,

A = a2, B = b2, N = N2, qn = (k2 + 2/3)v
(2)
n , γn = γ

(2)
n , ïîýòîìó ïî òåîðå�

ìå 14 îí ñîñòîèò èç N2 + 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

4) b(1) = 0, b(2) = 0, d(1)(t) = 0, d(2)(t) 6= 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç óïðó�

ãîãî ìàòåðèàëà, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-II. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = N2 è

dm = −a1hw
(1)
m

1− h
,

pm = − hw
(1)
m

a1(1− h)

(

(1− h)(λ2 − λ1)−
a12(k2 − 1/3)

k2 + 2/3

)2

,

m = 1, ..., N2,

ãäå ξ1, ..., ξN2
� êîðíè óðàâíåíèÿ (3.122) ïðè b12 = 0, R1 = 0, R2 = 1, à

w
(1)
1 , ..., w

(1)
N2

� ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.127) ïðè R1 = 0,

R2 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî k4v
(2)
n ∈ R+

äëÿ âñåõ n = 1, ..., N2, à òàêæå, â ñèëó (3.91)

è (3.92), dm, pm ∈ R
+
äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî
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íåðàâåíñòâà

α1 −
N2
∑

m=1

dm
ξm

> 0, α2 −
N2
∑

m=1

pm
ξm

− k4

N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

> 0,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè �îðìóë Âèåòà äëÿ êîý��

�èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèþ

(3.122) ïðè b12 = 0, R1 = 0, R2 = 1 è óðàâíåíèÿì

N2
∑

m=1

w
(1)
m

γ − ξm
= − a1

a12
,

M
∑

m=1

w
(2)
m

γ − ξm
=

1− h

a12
(λ2 − λ1)−

k2 − 1/3

k2 + 2/3
. (4.48)

Èç óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåê�

òðîì çàäà÷è (4.5) ïðè

ρ = ρ0, A = α1, B = 0, N = N2, qn = dn, γn = ξn,

à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì çàäà÷è ýòîé çàäà÷è ïðè

ρ = ρ0, A = α2, B = 0, N = 2N2, γn = τn,

qn = pm, åñëè γn = ξm; qn = k4v
(2)
n , åñëè γn = γ(2)n ,

ãäå τn � n-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ξ1, ..., ξN2}∪{γ(2)1 ,...,γ
(2)
N2
}, óïîðÿäî÷åííîãî

ïî âîçðàñòàíèþ.

Ïîñêîëüêó β1 = β2 = 0, ñïåêòðû S1 è S2 îïèñûâàþòñÿ òåîðåìîé 14 ïðè

B = 0. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñïåêòðû S1 è S2 ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç

N2 è 2N2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòåé, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû � íåâåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Íàëè÷èåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêæå ñïåêòðû S(1)
è S(2)

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êî�

ëåáàíèé îáåèõ �àç èñõîäíîé ñëîèñòîé ñðåäû: åñëè óïðóãèé ìàòåðèàë (ïåð�

âàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(1)
ñîñòîèò èç

äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ(2)1k }∞k=1 è {λ(2)2k }∞k=1 ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåí�

íûõ çíà÷åíèé (4.44). Åñëè æå ÂÓÌ-II (âòîðàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó
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0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(2)
ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ2,

A = a2, B = b2, N = N2, qn = (k2 + 2/3)v
(2)
n , γn = γ

(2)
n , ïîýòîìó ñîñòîèò èç

N2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû.

5) b(1) = 0, b(2) 6= 0, d(1)(t) = 0, d(2)(t) 6= 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç óïðó�

ãîãî ìàòåðèàëà, à âòîðàÿ � èç ÂÓÌ-III. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = N2 + 1

è

dm = −a1hw
(1)
m

1− h
,

pm = hw(2)
m

(

λ2 − λ1 − ζ2ξm +
(k2 − 1/3)(b2(1− h)ξm − a12)

(1− h)(k2 + 2/3)

)

,

m = 1, ..., N2 + 1,

ãäå ξ1, ..., ξN2+1 � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîðíè óðàâíåíèé (3.122)

ïðè b12 = b2(1 − h), R1 = 0, R2 = 1, à w
(1)
1 , ..., w

(1)
N2+1 è w

(2)
1 , ..., w

(2)
N2+1 �

ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.124) è (3.125) ïðè R1 = 0, R2 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî k4v
(2)
n ∈ R+

äëÿ âñåõ n = 1, ..., N2, à òàêæå, â ñèëó (3.57)

è (3.58), dm, pm ∈ R+
äëÿ âñåõ m = 1, ..., N2 + 1. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà (4.49), êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë Âèåòà äëÿ

êîý��èöèåíòîâ è êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíûõ óðàâ�

íåíèþ (3.122) ïðè b12 = b2(1− h), R1 = 0, R2 = 1 è óðàâíåíèé

N2+1
∑

m=1

w
(1)
m

γ − ξm
= 0,

N2+1
∑

m=1

w
(2)
m

γ − ξm
=
ζ2
b2

− k2 − 1/3

k2 + 2/3
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè

ρ = ρ0, A = α1, B = 0, N = N2 + 1, qn = dn, γn = ξn,

à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè

ρ = ρ0, A = α2, B = β2, N = 2N2 + 1, γn = τn

qn = pm, åñëè γn = ξm; qn = k4v
(2)
n , åñëè γn = γ(2)n ,
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ãäå τn � n-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ξ1, ..., ξN2+1} ∪ {γ(2)1 ,...,γ
(2)
N2
}, óïîðÿäî÷åí�

íîãî ïî âîçðàñòàíèþ.

Òàê êàê β1 = 0, à β2 6= 0, òî ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ S1 è S2 îïèñûâàåòñÿ

òåîðåìîé 14 ïðè B = 0 è B > 0 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò,

÷òî ñïåêòð S1 (S2) ñîñòîèò èç N2 + 1 (ñîîòâåòñòâåííî 2N2 + 1) ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ âñå

èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû � íåâåùåñòâåííûå (ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííûå)

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñïåê�

òðîâ S1 è S2, ñâÿçàííîå ñ íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå îáíàðó�

æèâàåòñÿ òàêæå ïðè ñðàâíåíèè ñïåêòðîâ S(1)
è S(2)

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåí�

íûõ êîëåáàíèé äâóõ �àç ñëîèñòîé ñðåäû: åñëè óïðóãèé ìàòåðèàë (ïåð�

âàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(1)
ñîñòîèò èç

äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ(2)1k }∞k=1 è {λ(2)2k }∞k=1 ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé (4.44). Åñëè æå ÂÓÌ-III (âòîðàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó

0 < x1 < L, òî ñïåêòð S(2)
ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ2,

A = a2, B = b2, N = N2, qn = (k2 + 2/3)v
(2)
n , γn = γ

(2)
n , ïîýòîìó ñîñòîèò

èç N2 + 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîäåðæèò íå áîëåå

êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

6) b(1) = 0, b(2) 6= 0, d(1)(t) 6= 0, d(2)(t) = 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòóþ ñðåäó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II,

à âòîðàÿ �àçà � èç ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ. Äëÿ òàêîé ñðåäû M = N1 + 1 è

dm = −a1hw
(1)
m

1− h
,

pm = hw(2)
m

(

a4 − λ1 − ζ2ξm +
(k1 − 1/3)(b2(1− h)ξm − a12)

(1− h)(k1 + 2/3)

)

,

m = 1, ..., N1 + 1,

ãäå ξ1, ..., ξN1+1 �êîðíè óðàâíåíèé (3.122) ïðè b12 = b2(1 − h), R1 = 1,
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R2 = 0, à w
(1)
1 , ..., w

(1)
N1+1 è w

(2)
1 , ..., w

(2)
N1+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

(3.124) è (3.125) ïðè R1 = 1, R2 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî k3v
(1)
n ∈ R+

äëÿ âñåõ n = 1, ..., N1, à òàêæå, â ñèëó (3.91)

è (3.92), dm, pm ∈ R
+
äëÿ âñåõ m = 1, ..., N1 + 1. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà

α1 −
N1+1
∑

m=1

dm
ξm

> 0, α2 −
N1+1
∑

m=1

pm
ξm

− k3

N1
∑

n=1

v
(1)
n

γ
(1)
n

> 0, (4.49)

êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë Âèåòà äëÿ êîý��èöèåíòîâ è

êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèÿì

N1+1
∑

m=1

w
(1)
m

γ − ξm
=

1

h
,

N1+1
∑

m=1

w
(2)
m

ξ
(1)
m − γ

(1)
n

=
1− h

b12
(ζ2 − ζ1)−

(1− h)(k1 − 1/3)

h(k1 + 2/3)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè

ρ = ρ0, A = α1, B = 0, N = N1 + 1, qn = dn, γn = ξn,

à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì ýòîé çàäà÷è ïðè

ρ = ρ0, A = α2, B = β2, N = 2N1 + 1, γn = τn,

qn = pm, åñëè γn = ξm; qn = k3v
(1)
n , åñëè γn = γ(1)n ,

ãäå τn � n-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ξ1, ..., ξN1+1} ∪ {γ(1)1 ,...,γ
(1)
N1
}, óïîðÿäî÷åí�

íîãî ïî âîçðàñòàíèþ.

Òàê êàê β1 = 0, à β2 6= 0, òî ñïåêòðû S1 è S2 îïèñûâàþòñÿ òåîðåìîé 14

ïðè B = 0 è B > 0 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð S1

(S2) ñîñòîèò èç N1+1 (ñîîòâåòñòâåííî 2N1+1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå�

ñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå

ýëåìåíòû � íåâåùåñòâåííûå (ñîîòâåñòâåííî âåùåñòâåííûå) ÷èñëà. Òàêèì

îáðàçîì, êàê è äëÿ ïðåäûäóùåé ñëîèñòîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî

ìàòåðèàëà è ÂÓÌ-III, èìååòñÿ óïîìÿíóòîå âûøå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â

ñòðóêòóðå ñïåêòðîâ S1 è S2.
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Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàçëè÷èå îáíàðóæèâàåòñÿ òàêæå ïðè ñðàâíåíèè ñïåê�

òðîâ S(1)
è S(2)

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äâóõ �àç ñëîèñòîé ñðå�

äû: åñëè ÂÓÌ-II (ïåðâàÿ �àçà) çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L, òî S(1)

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ1, A = a1, B = 0, N = N1,

qn = (k1 + 2/3)v
(1)
n , γn = γ

(1)
n , ïîýòîìó ñîñòîèò èç N1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî�

÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû. Åñëè æå ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ (âòîðàÿ �àçà)

çàïîëíÿåò âñþ ïîëîñó 0 < x1 < L, òî S(2)
ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòåé {λ(2)1k }∞k=1 è {λ(2)2k }∞k=1, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå (4.43)

ïðè j = 2, è ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåí�

íûõ çíà÷åíèé.

7) d(1)(t) 6= 0, d(2)(t) 6= 0.

�àññìîòðèì ñëîèñòûå ñðåäû, ó êîòîðûõ îáå �àçû îáëàäàþò íåíóëåâû�

ìè òåíçîðàìè ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè. Ê òàêîìó òèïó îòíîñÿò�

ñÿ ñðåäû, ó êîòîðûõ ëèáî îáå �àçû ñîñòîÿò èç ÂÓÌ-II, ëèáî îáå �àçû �

èç ÂÓÌ-III, ëèáî îäíà �àçà � èç ÂÓÌ-II, à äðóãàÿ � èç ÂÓÌ-III.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî γ
(1)
n1 6= γ

(s)
n2 äëÿ âñåõ ns = 1, ..., Ns (s = 1, 2), âûïèøåì

êîý��èöèåíòû dm è pm äëÿ �óíêöèé g1(t) è g2(t) (ñì. (4.37) è (4.38)):

dm = hw(1)
m

(

a2 − a1 − (b2 − b1)ξm +
2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

)

,

pm = hw(2)
m

(

λ2 − λ1 − (ζ2 − ζ1)ξm +
2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

)

,

m = 1, ...,M.

Çäåñü äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-III èëè èç ÂÓÌ-II è

ÂÓÌ-III,M = N1+N2+1, ξ1, ..., ξN1+N2+1 � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ

êîðíè óðàâíåíèé (3.122) ïðèR1 = R2 = 1, b12 6= 0, à w
(1)
1 , ...,w

(1)
N1+N2+1 è w

(2)
1 ,

..., w
(2)
N1+N2+1 � ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (3.124) è (3.125) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II, M = N1 + N2, ξ1,

..., ξN1+N2
� óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîðíè óðàâíåíèé (3.122) ïðè
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R1 = R2 = 1, b12 = 0, à w
(1)
1 , ..., w

(1)
N1+N2+1 è w

(2)
1 , ..., w

(2)
N1+N2+1 � ðåøåíèÿ

ñèñòåì óðàâíåíèé (3.127) è (3.128) ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî k3v
(1)
n ∈ R+

äëÿ âñåõ n = 1, ..., N1 è k4v
(2)
n ∈ R+

äëÿ âñåõ

n = 1, ..., N2. ×èñëåííîå èñññëåäîâàíèå ïðè N1, N2 = 1, 2, 3 ïîêàçûâàåò,

÷òî dm, pm ∈ R+
, m = 1, ..., N1 + N2 + N3, ò.å. îáå �óíêöèè g1(t) è g2(t)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò. Êðîìå òîãî, ÷èñëåííûå

ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

α1 −
M
∑

m=1

dm
ξm

> 0,

α2 −
M
∑

m=1

pm
ξm

− k3

N1
∑

n=1

v
(1)
n

γ
(1)
n

− k4

N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

> 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð S1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè

ρ = ρ0, A = α1, B = β1, N = M, qn = dn, γn = ξn,

à ñïåêòð S2 � ñî ñïåêòðîì ýòîé æå çàäà÷è ïðè

ρ = ρ0, A = α2, B = β2, N =M +N1 +N2, γn = τn,

qn = pm, åñëè γn = τn; qn = k3v
(1)
n , åñëè γn = γ(1)n ,

qn = k4v
(2)
n , åñëè γn = γ(2)n ,

ãäå τn � n-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà {ξ1, ..., ξM} ∪ {γ(1)1 ,...,γ
(1)
N1
} ∪ {γ(2)1 ,...,γ

(2)
N2
},

óïîðÿäî÷åííîãî ïî âîçðàñòàíèþ.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 14, îïèøåì ñòðóêòóðó ñïåêòðîâ S1 è

S2 äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä òðåõ ðàçíûõ òèïîâ ïî îòäåëüíîñòè.

a) Åñëè b(1) 6= 0, b(2) 6= 0, ò.å. åñëè èñõîäíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ñëîåâ

äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-III, òî β1 6= 0, β2 6= 0. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 14 ïðè

B > 0, ñïåêòðû S1 è S2 ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èçN1+N2+3 è 2N1+2N2+3

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîäåðæàò íå áîëåå êîíå÷íî�

ãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îòñóòñòâèåì áåñêîíå÷íî�

ãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêæå
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ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáåèõ �àç èñõîäíîé ñðåäû:

äëÿ ÂÓÌ-III (j-é �àçû), çàïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L, ñïåêòð S(j)

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρj, A = aj , B = bj, N = Nj,

qn = (k2+2/3)v
(j)
n , γn = γ

(j)
n , ïîýòîìó ñîñòîèò èçNj+2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåí�

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

á) Åñëè b(1) = 0, b(2) 6= 0, ò.å. åñëè ïåðâîé �àçîé ÿâëÿåòñÿ ÂÓÌ-II,

à âòîðîé �àçîé � ÂÓÌ-III, òî β1 = 0, β2 6= 0. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå

14, ñïåêòð S1 (S2) ñîñòîèò èç N1 +N2 + 1 (ñîîòâåòñòâåííî 2N1 + 2N2 + 1)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è äâóõ ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû (ñîîò�

âåñòâåííî âåùåñòâåííû). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â

ñòðóêòóðå ñïåêòðîâ S1 è S2, ñâÿçàííîå ñ íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì áåñêî�

íå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàêîå æå ðàçëè÷èå

îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà�

íèé ïåðâîé è âòîðîé �àç ñëîèñòîé ñðåäû: äëÿ ÂÓÌ-II (ïåðâîé �àçû), çà�

ïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L, ñïåêòð S(1)
ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è

(4.5) ïðè ρ = ρ1, A = a1, B = 0, N = N1, qn = (k1 + 2/3)v
(1)
n , γn = γ

(1)
n

è ñîñòîèò èç N1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è äâóõ ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû. Äëÿ

ÂÓÌ-III (âòîðîé �àçû), çàïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L, ñïåêòð S(2)

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρ2, A = a2, B = b2, N = N2,

qn = (k2+2/3)v
(2)
n , γn = γ

(2)
n , ïîýòîìó ñîñòîèò èçN2+2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåí�

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

â) Åñëè b(1) = b(2) = 0, ò.å. åñëè èñõîäíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ñëîåâ

äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II, òî β1 = β2 = 0. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 14, ñïåêòðû

S1 è S2 ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç N1 + N2 è 2N1 + 2N2 ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòåé âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó
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êîòîðûõ âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû. Íàëè÷èåì áåñêîíå÷�

íîãî ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêæå

ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáåèõ �àç èñõîäíîé ñðåäû:

äëÿ ÂÓÌ-II (j-é �àçû), çàïîëíÿþùåãî ïîëîñó 0 < x1 < L, ñïåêòð S(j)

ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì çàäà÷è (4.5) ïðè ρ = ρj , A = aj , B = 0, N = Nj,

qn = (k2 + 2/3)v
(j)
n , γn = γ

(j)
n è ñîñòîèò èç Nj ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå�

ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ

âñå èëè ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íåâåùåñòâåííû.

Àíàëèçèðóÿ âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû î ñòðóêòóðå ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåí�

íûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ äèññèïàöèåé.

Åñëè îáå �àçû ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàþò íåíóëåâûìè òåíçîðàìè êîý��

�èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî äëÿ óñðåäíåííîé ñðåäû, íåçàâèñèìî îò íàïðàâëå�

íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ïàðàëëåëüíî èëè ïåðïåíäè�

êóëÿíî ñëîÿì), ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íî�

ãî ÷èñëà åãî òî÷åê. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, åñëè ñïåêòð ïîë�

íîñòüþ âåùåñòâåíåí).

Åñëè òîëüêî îäíà �àçà ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçîðîì

êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî äëÿ óñðåäíåííîé ñðåäû ñòðóêòóðà ñïåêòðà çà�

âèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé: åñëè îíè

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì, òî ñïåêòð âìåñòå ñ âåùåñòâåí�

íîé ÷àñòüþ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî�

÷åê. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé � áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî. Åñëè æå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïàðàëëåëü�

íî ñëîÿì èñõîäíîé ñðåäû, òî ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, êðîìå, âîç�

ìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî òî÷åê. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷à�

ñòîò êîëåáàíèé � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì,
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åñëè ñïåêòð ïîëíîñòüþ âåùåñòâåíåí).

Åñëè îáå �àçû ñëîèñòîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé îáëàäàþò íóëåâûìè òåí�

çîðàìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî äëÿ óñðåäíåííîé ñðåäû, íåçàâèñèìî îò

íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ïàðàëëåëüíî èëè

ïåðïåíäèêóëÿíî ñëîÿì), ñïåêòð âìåñòå ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì ìíîæå�

ñòâî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè îáå �àçû èìåþò íåíóëåâûå òåíçîðû êî�

ý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî ìîæíî âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå L1 > 0, ÷òî äëÿ

óñðåäíåííîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëîñó 0 < x1 < L, ñïåêòð îäíîìåðíûõ

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (âäîëü îñè Ox1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ âåùåñòâåí�

íûì ïðè ëþáîì L ≤ L1, íåçàâèñèìî îò òîãî, ïàðàëëåëüíû èëè ïåðïåíäèêó�

ëÿðíû ïëîñêîñòè Ox2x3 ñëîè èñõîäíîé ñðåäû. Åñëè æå òîëüêî îäíà �àçà

èìååò íåíóëåâîé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî òàêîå çíà÷åíèå L1

ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ðàñïðîñòðà�

íÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî ñëîÿì, ò.å. êîãäà ñëîè ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox1x2

èëè Ox1x3. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì L

óìåíüøåíèå äîëè �àçû, èìåþùåé íåíóëåâîé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêî�

ñòè, ïðèâîäèò â öåëîì ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà íåâåùåñòâåííûõ òî÷åê ñïåêòðà,

à çíà÷èò, ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, óìåíüøåíèå âåëè÷èíû L ïðèâîäèò â öåëîì ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà

íåâåùåñòâåííûõ òî÷åê ñïåêòðà è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé âïëîòü äî

èõ èñ÷åçíîâåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äàæå íåçíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ÂÑÆ, ÂÓÌ-I

èëè ÂÓÌ-III ìåæäó ñëîÿìè ÓÌ èëè ÂÓÌ-II ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó îò�

ëè÷èþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äâóõ�àçíîé ñðåäû îò ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ

ÓÌ èëè ÂÓÌ-II. Áëèçêèé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì áûë

îáíàðóæåí ý��åêò èñ÷åçíîâåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè ïîïà�

äàíèè â ïîðû ìðàìîðíîãî ñòåðæíÿ î÷åíü ìàëîãî êîëè÷åñòâà âàçåëèíîâîãî

ìàñëà, ïðèâåäåí â ðàáîòå [2℄.
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Óêàçàííîå âûøå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â äèíàìèêå êîëåáàíèé, ðàñ�

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî èëè ïàðàëëåëüíî ñëîÿì, ìîæíî îáúÿñ�

íèòü íà ïðèìåðå ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîé ñæèìà�

åìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñëó÷àå êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþ�

ùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì, ñëîè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè äâèãàþò�

ñÿ â ãëàâíîì êàê åäèíîå öåëîå, à â ñëó÷àå êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

ïàðàëëåëüíî ñëîÿì, ãðàíèöû ñëîåâ îáÿçàíû (â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé)

äâèãàòüñÿ òàê, êàê äâèãàþòñÿ óïðóãèå ãðàíèöû. Ïðè ýòîì öåíòðàëüíûå

÷àñòè æèäêîñòè âñëåäñòâèå èíåðöèîííîñòè æèäêîñòè ìîãóò îòñòàâàòü îò

äâèæåíèÿ èõ ãðàíèö. Ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì çíà÷åíèÿì ãðàäèåíòà ñêîðî�

ñòè âíóòðè æèäêèõ ñëîåâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò âûñîêèé óðîâåíü

ðàññåèâàíèÿ ýíåðãèè â òåïëî. Ýòèì è ìîæíî îáúÿñíèòü èíòåðåñíûé ý��åêò

�èñ÷åçíîâåíèÿ� ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, îïèñàííûé â [2℄.

4.3. Ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñëîèñòûõ ñðåä,

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ñïåêòðà

îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóùèõ äâóõ�

�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ äèññèïàöèåé, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êîðíåé äðîáíî�

ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî èñ�

ñëåäîâàíèå ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþ�

ùèõñÿ â ñëîèñòîé ñðåäå ñ äèññèïàöèåé ïåðïåíäèêóëÿðíî åå ñëîÿì, ñâîäèòñÿ

ê ïîèñêó êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñëîèñòàÿ ñðåäà çàïîëíÿåò ïîëîñó

0 < x1 < L è ñîñòîèò èç M ñëîåâ ïåðâîé �àçû è M ñëîåâ âòîðîé �àçû

(ïðè ýòîì L = εM). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîè

ïåðâîé �àçû Ω1ε çàíèìàþò ïîëîñû (m−1)ε < x1 < (m−h)ε, à ñëîè âòîðîé
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�àçû Ω2ε � ïîëîñû (m− h)ε < x1 < mε, m = 1, ...,M . Îáîçíà÷èì

Isε =
M
⋃

m=1

Iεsm, s = 1, 2,

ãäå

Iε1m = ((m− 1)ε, (m− h)ε) , Iε2m = ((m− h)ε,mε), m = 1, ...,M.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ ñëîèñòîé ñðåäû âäîëü

îñè Ox1, èìååò âèä

ρs
∂2uε

∂t2
=
∂σε

∂x1
+ f(x1, t), x1 ∈ Isε, t > 0, s = 1, 2,

[uε]|x1=(m−h)ε = 0, [σε]|x1=(m−h)ε = 0, m = 1, ...,M,

[uε]|x1=nε = 0, [σε]|x1=nε = 0, n = 1, ...,M − 1,

uε(0, t) = uε(L, t) = 0, t > 0,

uε(x1, 0) =
∂uε

∂t
(x1, 0) = 0, x1 ∈ (0, L),

(4.50)

ãäå uε(x1, t) � ñìåùåíèå òî÷êè, èìåâøåé â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ àáñöèññó

x1 â ìîìåíò âðåìåíè t; f(x1, t) � âíåøíÿÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè

Ox1;

σε = as
∂uε

∂x1
+ bs

∂2uε

∂x1∂t
+Rs

(

ks +
2

3

)

(

Ns
∑

n=1

v(s)n e−γ
(s)
n t

)

∗ ∂u
ε

∂x1
,

x1 ∈ Isε, s = 1, 2.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà uε(x1, t) → uελ(x1) è çàïèøåì çà�

äà÷ó (4.50) ïðè f(x1, t) = 0 â èçîáðàæåíèÿõ Ëàïëàñà:

ρsλ
2uελ = Asλ

∂2uελ
∂x21

, x1 ∈ Isε, s = 1, 2,

[uελ]|(m−h)ε = 0, A1λ
∂uελ
∂x1

∣

∣

∣

∣

(m−h)ε−0

= A2λ
∂uελ
∂x1

∣

∣

∣

∣

(m−h)ε+0

,

[uελ]|nε = 0, A1λ
∂uελ
∂x1

∣

∣

∣

∣

nε+0

= A2λ
∂uελ
∂x1

∣

∣

∣

∣

nε−0

,

uελ(0) = uελ(L) = 0,

m = 1, ...,M ; n = 1, ...,M − 1,

(4.51)
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Asλ = as + bsλ−Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

λ+ γ
(s)
n

, s = 1, 2.

Ïîä ñïåêòðîì îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþ�

ùèõñÿ â ñëîèñòîé ñðåäå âäîëü îñè Ox1, ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî Sε âñåõ

êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (4.51) èìååò

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. Sε = {λ ∈ C : uελ(x1) 6≡ 0}.
Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Sε îáîçíà÷èì ÷åðåç P ε

λ êâàäðàò�

íóþ ìàòðèöó 2-ãî ïîðÿäêà, ñâÿçûâàþùóþ çíà÷åíèÿ uελ(ε+ 0) è
∂uελ
∂x1

(ε+ 0)

ñî çíà÷åíèÿìè uελ(+0) è
∂uελ
∂x1

(+0):







uελ(ε+ 0)
∂uελ
∂x1

(ε+ 0)






= P ε

λ







uελ(+0)
∂uελ
∂x1

(+0)






.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïî x1 êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé, âõî�

äÿùèõ â çàäà÷ó (4.51),







uελ((n+ 1)ε+ 0)
∂uελ
∂x1

((n+ 1)ε+ 0)






= P ε

λ







uελ(nε+ 0)
∂uελ
∂x1

(nε+ 0)







äëÿ âñåõ n = 0, ...,M − 1, òàê ÷òî







uελ(L)
∂uελ
∂x1

(L)






= (P ε

λ)
M







uελ(0)
∂uελ
∂x1

(0)






.

Íî uελ(0) = uελ(L) = 0, ïîýòîìó






0
∂uελ
∂x1

(L)






= (P ε

λ)
M







0
∂uελ
∂x1

(0)






,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (4.51) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå�

íèå uελ(x1), åñëè λ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(P ε
λ)

M
12 = 0. (4.52)
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Òàêèì îáðàçîì, íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ñòàíîâèòñÿ ïîèñê ýëåìåíòà

(P ε
λ)

M
12 ìàòðèöû (P ε

λ)
M
. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûïèøåì îáùèå ðåøåíèÿ óðàâ�

íåíèé, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó (4.51), íà èíòåðâàëå (0, ε):

uελ(x1) = Cε
1λ exp(−B1λx1) + Cε

2λ exp(B1λx1), x1 ∈ (0, ε(1− h)),

uελ(x1) = Cε
3λ exp(−B2λx1) + Cε

4λ exp(B2λx1), x1 ∈ (ε(1− h), ε),

ãäå

Bsλ = λ

√

ρs
Asλ

, s = 1, 2.

Èìååì

uελ(+0) = Cε
1λ + Cε

2λ,
∂uελ
∂x1

(+0) = B1λ (−Cε
1λ + Cε

2λ) ,

uελ(ε(1− h) + 0) = Cε
3λ exp(−εB2λ(1− h)) + Cε

4λ exp(εB2λ(1− h)),

∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0) = B2λ (−Cε
3λ exp(−εB2λ(1− h)) + Cε

4λ exp(εB2λ(1− h))) ,

îòêóäà íàõîäèì

Cε
1λ =

1

2B1λ

(

B1λu
ε
λ(+0)− ∂uελ

∂x1
(+0)

)

,

Cε
2λ =

1

2B1λ

(

B1λu
ε
λ(+0) +

∂uελ
∂x1

(+0)

)

,

Cε
3λ =

exp(εB2λ(1− h))

2B2λ

(

B2λu
ε
λ(ε(1− h) + 0)− ∂uελ

∂x1
(ε(1− h) + 0)

)

,

Cε
4λ =

exp(−εB2λ(1− h))

2B2λ

(

B2λu
ε
λ(ε(1− h) + 0) +

∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0)

)

.

Òàêèì îáðàçîì,

uελ(x1) =
exp(−B1λx1)

2B1λ

(

B1λu
ε
λ(+0)− ∂uελ

∂x1
(+0)

)

+

+
exp(B1λx1)

2B1λ

(

B1λu
ε
λ(+0) +

∂uελ
∂x1

(+0)

)

, x1 ∈ (0, ε(1− h)),

uελ(x1) =
exp(B2λ(ε(1− h)− x1))

2B2λ
·
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·
(

B2λu
ε
λ(ε(1− h) + 0)− ∂uελ

∂x1
(ε(1− h) + 0)

)

+

+
exp(−B2λ(ε(1− h)− x1))

2B2λ

(

B2λu
ε
λ(ε(1− h) + 0) +

∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0)

)

,

x1 ∈ (ε(1− h), ε).

Â ÷àñòíîñòè,

uελ(ε(1− h)− 0) =
1

2

(

e−εM1λ + eεM1λ
)

uελ(+0)+

+
1

2B1λ

(

−e−εM1λ + eεM1λ
) ∂uελ
∂x1

(+0),

∂uελ
∂x1

(ε(1− h)− 0) =
B1λ

2

(

−e−εM1λ + eεM1λ
)

uελ(+0)+

+
1

2

(

e−εM1λ + eεM1λ
) ∂uελ
∂x1

(+0),

uελ(ε− 0) =
1

2

(

e−εM2λ + eεM2λ
)

uελ(ε(1− h) + 0)+

+
1

2B2λ

(

−e−εM2λ + eεM2λ
) ∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0),

∂uελ
∂x1

(ε− 0) =
B2λ

2

(

−e−εM2λ + eεM2λ
)

uελ(ε(1− h) + 0)+

+
1

2

(

e−εM2λ + eεM2λ
) ∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0),

ãäå

M1λ = (1− h)B1λ = λ(1− h)

√

ρ1
A1λ

, (4.53)

M2λ = hB2λ = λh

√

ρ2
A2λ

. (4.54)

Ïîëó÷åííûå ÷åòûðå ðàâåíñòâà ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì

âèäå







uελ(ε(1− h)− 0)
A1λ

A2λ
· ∂u

ε
λ

∂x1
(ε(1− h)− 0)






= P ε

1λ







uελ(+0)
∂uελ
∂x1

(+0)






,







uελ(ε− 0)
A2λ

A1λ
· ∂u

ε
λ

∂x1
(ε− 0)






= P ε

2λ







uελ(ε(1− h) + 0)
∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0)






,
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ãäå

(P ε
1λ)11 =

1

2

(

e−εM1λ + eεM1λ
)

, (P ε
1λ)12 =

1

2B1λ

(

−e−εM1λ + eεM1λ
)

,

(P ε
1λ)21 =

A1λB1λ

2A2λ

(

−e−εM1λ + eεM1λ
)

, (P ε
1λ)22 =

A1λ

2A2λ

(

e−εM1λ + eεM1λ
)

,

(P ε
2λ)11 =

1

2

(

e−εM2λ + eεM2λ
)

, (P ε
2λ)12 =

1

2B2λ

(

−e−εM2λ + eεM2λ
)

,

(P ε
2λ)21 =

A2λB2λ

2A1λ

(

−e−εM2λ + eεM2λ
)

, (P ε
2λ)22 =

A2λ

2A1λ

(

e−εM2λ + eεM2λ
)

.

Òàê êàê

uελ(ε(1− h)− 0) = uελ(ε(1− h) + 0), uελ(ε− 0) = uελ(ε+ 0),

A1λ
∂uελ
∂x1

(ε(1− h)− 0) = A2λ
∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0),

A2λ
∂uελ
∂x1

(ε− 0) = A1λ
∂uελ
∂x1

(ε+ 0),

òî èç ïîñëåäíèõ äâóõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì







uελ(ε(1− h) + 0)
∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0)






= P ε

1λ







uελ(+0)
∂uελ
∂x1

(+0)






,







uελ(ε+ 0)
∂uελ
∂x1

(ε+ 0)






= P ε

2λ







uελ(ε(1− h) + 0)
∂uελ
∂x1

(ε(1− h) + 0)






.

Ñëåäîâàòåëüíî,







uελ(ε+ 0)
∂uελ
∂x1

(ε+ 0)






= P ε

λ







uελ(+0)
∂uελ
∂x1

(+0)






,

ãäå ýëåìåíòû (P ε
λ)ij ìàòðèöû P ε

λ = P ε
2λP

ε
1λ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

(P ε
λ)11 =

1

4

(

1 +
A1λB1λ

A2λB2λ

)

(

e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4

(

1− A1λB1λ

A2λB2λ

)

(

e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,
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(P ε
λ)12 =

1

4

(

1

B1λ
+

A1λ

A2λB2λ

)

(

−e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4

(

1

B1λ
− A1λ

A2λB2λ

)

(

−e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,

(P ε
λ)21 =

1

4

(

B1λ +
A2λB2λ

A1λ

)

(

−e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4

(

B1λ −
A2λB2λ

A1λ

)

(

−e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,

(P ε
λ)22 =

1

4

(

1 +
A2λB2λ

A1λB1λ

)

(

eε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4

(

1− A2λB2λ

A1λB1λ

)

(

e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

AsλBsλ = λ
√

ρsAsλ, s = 1, 2,

ïðåäûäóùèå �îðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(P ε
λ)11 =

1

4

(

1 +

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

)

(

e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4

(

1−
√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

)

(

e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,

(P ε
λ)12 =

1

4λ

√

A1λ

ρ1

(

1 +

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

)

(

−e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

4λ

√

A1λ

ρ1

(

1−
√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

)

(

−e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,

(P ε
λ)21 =

λ

4

√

ρ1
A1λ

(

1 +

√

ρ2A2λ

ρ1A1λ

)

(

−e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
λ

4

√

ρ1
A1λ

(

1−
√

ρ2A2λ

ρ1A1λ

)

(

−e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

,

(P ε
λ)22 =

1

4

(

1 +

√

ρ2A2λ

ρ1A1λ

)

(

e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+
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+
1

4

(

1−
√

ρ2A2λ

ρ1A1λ

)

(

e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî detP ε
λ = 1, ïîýòîìó (P ε

λ)
M
12 îïðåäåëÿåòñÿ

÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû P ε
λ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(P ε
λ)

M
12 = (P ε

λ)12

K
∑

j=1

(−1)j−1Cj−1
M−j (tr P

ε
λ)

M+1−2j ,

tr P ε
λ = (P ε

λ)11 + (P ε
λ)22,

ãäå K =M/2 ïðè ÷åòíîì M è K = (M + 1)/2 ïðè íå÷åòíîì M , à Cj−1
M−j �

áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû,

Cj−1
M−j =

(M − j)!

(j − 1)!(M + 1− 2j)!
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4.52) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:

(P ε
λ)12 = 0

è

K
∑

j=1

(−1)j−1Cj−1
M−j (tr P

ε
λ)

M+1−2j = 0. (4.55)

Äîêàæåì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåòñÿ íàM−1

óðàâíåíèé

tr P ε
λ = 2 cos

πk

M
, k = 1, ...,M − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (4.55) åñòü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïå�

íè M − 1 îòíîñèòåëüíî tr P ε
λ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî åìó óäîâëå�

òâîðÿþò òå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ tr P ε
λ = 2 cos(πk/M), âîñïîëüçóåìñÿ

òîæäåñòâîì (ñì. [129℄)

[n/2]
∑

l=0

(−1)lC l
n−l(2 cos z)

n−2l =
sin(n+ 1)z

sin z
.

Ïîëàãàÿ çäåñü l = j − 1, n = M − 1, z = πk/M , ïîëó÷àåì

K
∑

j=1

(−1)j−1Cj−1
M−j(tr P

ε
λ)

M+1−2j =
sin πk

sin
πk

M

= 0, k = 1, ...,M − 1,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Kλ =

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

è îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðà�å ðåçóëüòàòû â âèäå ñëåäóþ�

ùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 15. Ñïåêòð Sε çàäà÷è (4.51) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå

êîðíåé ñëåäóþùèõ M óðàâíåíèé:

1

λ
(1 +Kλ)

(

−e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+
1

λ
(1−Kλ)

(

−e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

= 0,
(4.56)

(

2 +Kλ +
1

Kλ

)

(

e−ε(M1λ+M2λ) + eε(M1λ+M2λ)
)

+

+

(

2−Kλ −
1

Kλ

)

(

e−ε(M1λ−M2λ) + eε(M1λ−M2λ)
)

= (4.57)

= 8 cos
πk

M
, k = 1, ...,M − 1.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè λ ∈ Sε åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.56), òî

ðåøåíèå uελ(x1) çàäà÷è (4.51) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

uελ(nε) = 0, n = 0, ...,M.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëå�

áàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîèñòîé ñðåäå ïåðïåíäèêóëÿðíî åå ñëîÿì,

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (4.56) è (4.57). Ýòè óðàâ�

íåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû òîëüêî ÷èñëåííî, ïîñêîëüêó íàéòè èõ àíàëèòè�

÷åñêîå ðåøåíèå äàæå â îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç�

ìîæíûì. Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îòñóòñòâèå èí�îðìàöèè

î ëîêàëèçàöèè è êðàòíîñòè êîðíåé óðàâíåíèé (4.56) è (4.57) ñóùåñòâåííî

çàòðóäíÿåò èõ ïîèñê ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Êðîìå òîãî, óâåëè�

÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûé îáðàçåö ñëîèñòîé ñðåäû,
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ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ýòèõ óðàâíåíèé, à çíà�

÷èò, ðîñòó îáúåìà âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå òî÷åê

ñïåêòðà Sε.

4.4. Ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé ñëîèñòûõ è óñðåäíåííûõ ñðåä

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò âû�

áèðàòü ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (4.56) è

(4.57) â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ ñðåä, òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèÿ êîðíåé λ = λ(ε) ýòèõ óðàâíåíèé ïðè ε→ 0. Òàêîå èññëåäîâàíèå

äàñò âîçìîæíîñòü âûÿñíèòü, íàñêîëüêî áëèçêè ìåæäó ñîáîé òî÷êè ñïåê�

òðîâ Sε è S1 îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî ñëîèñòîé

è óñðåäíåííîé ñðåä.

�àçëîæèì �óíêöèè e±ελ(M1±M2)
â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ±ελ(M1 ±M2), à

�óíêöèþ cos(πk/M) � â ðÿä ïî ñòåïåíÿì επk/L. Èìååì

eε(M1λ±M2λ) = 1 +
∞
∑

n=1

εn(M1λ ±M2λ)
n

n!
,

e−ε(M1λ±M2λ) = 1 +

∞
∑

n=1

(−1)nεn(M1λ ±M2λ)
n

n!
,

cos
πk

M
= cos

επk

L
= 1 +

∞
∑

n=1

(−1)n

(2n)!

(

επk

L

)2n

(4.58)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

e−ε(M1λ±M2λ) + eε(M1λ±M2λ) = 2 + 2
∞
∑

n=1

ε2n(M1λ ±M2λ)
2n

(2n)!
, (4.59)

− e−ε(M1λ±M2λ) + eε(M1λ±M2λ) = 2

∞
∑

n=1

ε2n−1(M1λ ±M2λ)
2n−1

(2n− 1)!
. (4.60)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàçëîæåíèé (4.60) â óðàâíåíèå (4.56) ïîëó÷àåì

1

λ
(1 +Kλ)

∞
∑

n=1

ε2n−1(M1λ +M2λ)
2n−1

(2n− 1)!
+
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+
1

λ
(1−Kλ)

∞
∑

n=1

ε2n−1(M1λ −M2λ)
2n−1

(2n− 1)!
= 0

èëè, ðàçäåëèâ íà ε,

2

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

+ hKλ

√

ρ2
A2λ

)

+

+

(

1 +

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

) ∞
∑

n=2

(ελ)2n−2

(2n− 1)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

+ hKλ

√

ρ2
A2λ

)2n−1

+

+

(

1−
√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

) ∞
∑

n=2

(ελ)2n−2

(2n− 1)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

− hKλ

√

ρ2
A2λ

)2n−1

= 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå

2

√

ρ1
A1λ

(

1− h+
hA1λ

A2λ

)

+ ε2Qε
1λ = 0, (4.61)

ãäå

Qε
1λ =

(

1 +

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

) ∞
∑

n=2

ε2n−4λ2n−2

(2n− 1)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

+ h

√

ρ2
A2λ

)2n−1

+

+

(

1−
√

ρ1A1λ

ρ2A2λ

) ∞
∑

n=2

ε2n−4λ2n−2

(2n− 1)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

− h

√

ρ2
A2λ

)2n−1

.

Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîðíåé λ(ε) îãðàíè÷åíà è

λ(ε) → θ0 <∞.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A1λ èA2λ íå ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å.A1λ 6=
kA2λ äëÿ âñåõ k = 
onst > 0, èç (4.61) çàêëþ÷àåì, ÷òî θ0 åñòü êîðåíü

óðàâíåíèÿ

b12θ + a12 =
2
∑

s=1

Rs(ks + 2/3)|Y3−s|
Ns
∑

n=1

v
(s)
n

θ + γ
(s)
n

Ñðàâíèâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (3.122), ìû âèäèì, ÷òî −θ0 ñîâïàäà�
åò ñ îäíèì èç êîðíåé ξm óðàâíåíèÿ (3.122). Òàêèì îáðàçîì, θ0 åñòü òî÷êà, â
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êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü çíàìåíàòåëü îäíîé èç äðîáåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

óðàâíåíèé (4.40). Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû �óøå ñëåäóåò îáðàòíîå óòâåð�

æäåíèå, à èìåííî: äëÿ êàæäîé òî÷êè θm = −ξm, â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â

íóëü îäèí èç çíàìåíàòåëåé äðîáåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (4.40), íàé�

äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.56), ñõîäÿùàÿñÿ ê θm ïðè

ε → 0. Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

êîðíåé óðàâíåíèé (4.56) íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåêòðà S1.

Çàâåðøàÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.56) ïðè ε→ 0,

îòìåòèì, ÷òî åñëè A1λ = kA2λ ïðè íåêîòîðîì k = 
onst > 0, òî èç (4.61)

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ε0 > 0, ÷òî óðàâíåíèå (4.56) íå èìååò êîðíåé

ïðè âñåõ 0 < ε < ε0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî

ïðåäåëà ïðè ε→ 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåé λ(ε) óðàâíåíèé (4.56). Çàìå�

òèì, ÷òî óêàçàííîìó óñëîâèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî

�óíêöèè Asλ = as + bsλ, åñëè as è bs ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (4.42).

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîðíåé óðàâ�

íåíèé (4.57) ïðè ε → 0. Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì (4.58) è (4.59) â (4.57).

Èìååì

(

2 +Kλ +
1

Kλ

) ∞
∑

n=1

ε2n(M1λ +M2λ)
2n

(2n)!
+

+

(

2−Kλ −
1

Kλ

) ∞
∑

n=1

ε2n(M1λ −M2λ)
2n

(2n)!
−

−4
∞
∑

n=1

(−1)n

(2n)!

(

επk

L

)2n

= 0, k = 1, ...,M − 1,

îòêóäà ïîñëå äåëåíèÿ íà 2ε2 ïîëó÷àåì

M2
1λ +M2

2λ +M1λM2λ

(

Kλ −
1

Kλ

)

+
π2k2

L2
+

+

(

1 +
Kλ

2
+

1

2Kλ

) ∞
∑

n=2

ε2n−2

(2n)!
(M1λ +M2λ)

2n+

+

(

1− Kλ

2
− 1

2Kλ

) ∞
∑

n=2

ε2n−2

(2n)!
(M1λ −M2λ)

2n−
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−2

∞
∑

n=2

(−1)nε2n−2

(2n)!

(

πk

L

)2n

= 0, k = 1, ...,M − 1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.53) è (4.54), ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

ρ0

(

1− h

A1λ
+

h

A2λ

)

λ2 +
π2k2

L2
+ ε2Qε

2λ = 0, (4.62)

ãäå

Qε
2λ =

(

1 +
Kλ

2
+

1

2Kλ

) ∞
∑

n=2

ε2n−4λ2n

(2n)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

+ h

√

ρ2
A2λ

)2n

+

+

(

1− Kλ

2
− 1

2Kλ

) ∞
∑

n=2

ε2n−4λ2n

(2n)!

(

(1− h)

√

ρ1
A1λ

− h

√

ρ2
A2λ

)2n

−

− 2
∞
∑

n=2

(−1)nε2n−4

(2n)!

(

πk

L

)2n

.

Ïóñòü λk(ε) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé k-ãî óðàâíåíèÿ (4.57) è

λk(ε) → θk < ∞.

Òîãäà èç (4.62) ñëåäóåò, ÷òî θk åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

(A1θh+ A2θ(1− h))θ2 + CkA1θA2θ = 0, Ck =
π2k2

ρ0L2
,

êîòîðîå â ðàçâåðíóòîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê

b12θ
3 +

(

a12 −
2
∑

s=1

Rs|Y3−s|
Ns
∑

n=1

(ks + 2/3)v
(s)
n

θ + γ
(s)
n

)

θ2+

+ Ck

2
∏

s=1

(

as + bsθ −Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

θ + γ
(s)
n

)

= 0, (4.63)

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (4.63) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (4.40). Ïðîùå

âñåãî ýòî ñäåëàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà R1 = R2 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.40) ýêâèâàëåíòíî êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

λ3 + (ξ1 + β1Ck)λ
2 + (α1 + β1ξ1)Ckλ+ (α1ξ1 − d1)Ck = 0.
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Òàê êàê äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé b12 6= 0 ïðè R1 = R2 = 0, òî ïîñëå

ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ âûøå âåëè÷èí α1, β1, d1, ξ1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ3 +
1

b12
(a12 + b1b2Ck)λ

2 +
1

b12
(a1b2 + a2b1)Ckλ+

a1a2
b12

Ck = 0,

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîý��èöèåíòàìè óðàâíåíèÿ (4.63)

ïðè R1 = R2 = 0.

Ïóñòü òåïåðü R1 + R2 = 1. Ìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáîçíà÷å�

íèÿ �àç, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R1 = 0, à R2 = 1.

Äàëåå, âûïèøåì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå äðîáíî-ðàöèî�

íàëüíûì óðàâíåíèÿì (4.40) è (4.63) ïðè R1 = 0, R2 = 1:

λN2+k + S1λ
N2+k−1 + ...+ SN2+k = 0,

θN2+k +D1θ
N2+k−1 + ...+DN2+k = 0,

ãäå

k = 2, S1 =

N2
∑

m=1

ξm, D1 =

N2
∑

n=1

γ(2)n − 1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n ,

...

SN2+2 = Ck

N2
∏

m=1

ξm

(

a1a2
a12

−
N2
∑

m=1

dm
ξm

)

,

DN2+2 =
a1Ck

a12

N2
∏

n=1

γ(2)n

(

a2 −
(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

)

ïðè b12 = 0 è

k = 3, S1 =
b1b2
b12

Ck +

N2+1
∑

m=1

ξm, D1 =
a12 + b1b2Ck

b12
+

N2
∑

n=1

γ(2)n ,

...

SN2+3 = Ck

N2+1
∏

m=1

ξm

(

a2b
2
1h+ a1b

2
2(1− h)

b12
−

N2+1
∑

m=1

dm
ξm

)

,

DN2+3 =
a1Ck

b12

N2
∏

n=1

γ(2)n

(

a2 −
(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

γ
(2)
n

)
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ïðè b12 6= 0. Äîêàæåì, ÷òî S1 = D1. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿ

N2
∏

n=1

(

ξ + γ(2)n

)

(

1 +
1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ + γ
(2)
n

)

= 0 (4.64)

è

N2
∏

n=1

(

ξ + γ(2)n

)

(

ξ − a12
b12

− 1− h

b12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v
(2)
n

ξ + γ
(2)
n

)

= 0, (4.65)

ðàâíîñèëüíûå óðàâíåíèþ (3.122) ïðè b12 = 0 è b12 6= 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Âèåòà, ñâÿçûâàþùóþ êîðíè óðàâíåíèÿ (4.64) è êîý��

�èöèåíò ïðè ξN2−1
, à òàêæå êîðíè óðàâíåíèÿ (4.65) è êîý��èöèåíò ïðè

ξN2
, ïîëó÷àåì

N2
∑

n=1

ξm =

N2
∑

n=1

γ(2)n − 1− h

a12

(

k2 +
2

3

) N2
∑

n=1

v(2)n ,

åñëè b12 = 0, è
N2+1
∑

n=1

ξm =

N2
∑

n=1

γ(2)n +
a12
b12

,

åñëè b12 6= 0. Îòñþäà ñðàçó æå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî S1 = D1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ðàâåíñòâ S2 = D2, ..., SN2+k = DN2+k

ïðèìåíÿþòñÿ �îðìóëû Âèåòà, ñâÿçûâàþùèå êîðíè è êîý��èöèåíòû óðàâ�

íåíèé (4.64) è (4.65), à òàêæå êîðíè è êîý��èöèåíòû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ�

íåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì (4.47) è (4.48).

Íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà R1 6= 0, R2 6= 0. Àëãåáðàè÷å�

ñêèå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì (4.40) è

(4.63) èìåþò âèä

λN1+N2+k + S1λ
N1+N2+k−1 + ...+ SN1+N2+k = 0,

θN1+N2+k +D1θ
N1+N2+k−1 + ...+DN1+N2+k = 0,

ãäå

k = 2, S1 =

N1+N2
∑

m=1

ξm,
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D1 =
2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

(

γ(s)n −
(

ks +
2

3

) |Y3−s|v(s)n

a12

)

,

...

SN1+N2+2 = Ck

N1+N2
∏

n=1

ξm

(

a1a2
a12

−
N1+N2
∑

n=1

dm
ξm

)

,

DN1+N2+2 =
Ck

a12

N1
∏

n=1

γ(1)n

N2
∏

n=1

γ(2)n

2
∏

s=1

(

as −
(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

ïðè b12 = 0 è

k = 3, S1 =
b1b2
b12

Ck +

N1+N2+1
∑

m=1

ξm,

D1 =
a12 + b1b2Ck

b12
+

2
∑

s=1

Ns
∑

n=1

γ(s)n ,

...

SN1+N2+3 = Ck

N1+N2+1
∏

n=1

ξm

(

a2b
2
1h+ a1b

2
2(1− h)

b12
−

N1+N2+1
∑

n=1

dm
ξm

)

,

DN1+N2+3 =
Ck

b12

N1
∏

n=1

γ(1)n

N2
∏

n=1

γ(2)n

2
∏

s=1

(

as −
(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

)

ïðè b12 6= 0. Âûïèñûâàÿ àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå óðàâíå�

íèþ (3.122) ïðè b12 = 0 è b12 6= 0, à çàòåì ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Âèåòà, ñâÿ�

çûâàþùóþ êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé è êîý��èöèåíòû ïðè ξN1+N2−1
è ξN1+N2

ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî S1 = D1. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîä�

òâåðæäàåò òàêæå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ S2 = D2, ..., SN1+N2+k = DN1+N2+k

äëÿ N1, N2 = 1, 2.

Óñòàíîâëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé (4.40) è (4.63) ïîçâîëÿåò

óòâåðæäàòü, ÷òî âñå êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîð�

íåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (4.57) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåêòðà S1 îäíî�

ìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óñðåäíåííîé ñðåäå

âäîëü îñè Ox1. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû �óøå ñëåäóåò îáðàòíîå óòâåðæäå�

íèå, à èìåííî: äëÿ êàæäîãî êîðíÿ λjk, j = 1, ...,M + 2, óðàâíåíèÿ (4.40)
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íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé k-ãî óðàâíåíèÿ (4.62), ñõîäÿùàÿñÿ ê

λjk ïðè ε→ 0.

Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðà�å ðåçóëüòàòû â âèäå äâóõ

òåîðåì.

Òåîðåìà 16. Åñëè R1 = R2 = 0, à êîìïîíåíòû as = a
(s)
1111 è bs = b

(s)
1111

òåíçîðîâ a(s) è b(s) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (4.42), òî ñïåêòð Sε çàäà÷è

(4.51) ñõîäèòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê ñïåêòðó S1 çàäà÷è (4.39), ò.å.

(i) äëÿ ëþáîãî λ ∈ S1 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λε ∈ Sε òàêàÿ,

÷òî λε → λ ïðè ε→ 0;

(ii) åñëè λε ∈ Sε è λε → λ0 <∞ ïðè ε→ 0, òî λ0 ∈ S1.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ ïî Õàóñ�îð�ó Sε → S1

èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ óêàçàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñëîèñòîé ñðåäû. Äëÿ

âñåõ îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé ñõî�

äèìîñòü ñïåêòðîâ ïî Õàóñäîð�ó îòñóòñòâóåò, òàê êàê ïðåäåë ïî Õàóñäîð�ó

ñïåêòðà Sε èñõîäíîé çàäà÷è �áîëüøå� ñïåêòðà S1.

Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé âòîðîé òåîðåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê, ê êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü çíàìåíàòåëü îä�

íîé èç äðîáåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (4.40), êîðíè êîòîðûõ îáðàçóþò

ñïåêòð S1: V = {−ξ1, ...,−ξM}.

Òåîðåìà 17. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 16 íå âûïîëíåíû, òî ñïåêòð Sε çàäà�

÷è (4.51) ñõîäèòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáúåäèíåíèþ ñïåêòðà S1 çàäà÷è (4.39)

è ìíîæåñòâà V , ò.å.

(i) äëÿ ëþáîãî λ ∈ S1 è äëÿ ëþáîãî θ ∈ V íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

λ1ε ∈ Sε è λ2ε ∈ Sε òàêèå, ÷òî λ1ε → λ è λ2ε → θ ïðè ε→ 0;

(ii) åñëè λε ∈ Sε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.56) è

λε → λ0 <∞ ïðè ε→ 0, òî λ0 ∈ V ;
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(iii) åñëè λε ∈ Sε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé îäíîãî èç óðàâíåíèé

(4.57) è λε → λ0 <∞ ïðè ε→ 0, òî λ0 ∈ S1.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ñ ñàìîãî

íà÷àëà âçÿòü b12 = 0, R1 = R2 = 0 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñëîèñòîé

óïðóãîé ñðåäû), òî èç (4.61) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ε0 > 0, ÷òî

óðàâíåíèå (4.56) íå èìååò êîðíåé äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0. Â ýòîì ñëó÷àå

âñå êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λε ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

óðàâíåíèé (4.63), êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

λ2 − a1a2π
2k2

ρ0a12L2
= 0.

Îáúåäèíåíèå êîðíåé

λ1k,2k = ±iπk
L

√

1

〈a−1〉
ýòèõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé äëÿ âñåõ k ∈ N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòð îä�

íîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ÷òî

ïðèâîäèò ê õîðîøî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó î ñõîäèìîñòè ïî Õàóñäîð�ó ñïåê�

òðîâ èñõîäíîé è óñðåäíåííîé çàäà÷ äëÿ ñëîèñòûõ óïðóãèõ ñðåä [56℄.

Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííàÿ ñõîäèìîñòü Sε → S1 ∪ V ïî Õàóñäîð�

�ó îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé ïðè

÷èñëåííîì ïîèñêå òî÷åê ñïåêòðà Sε â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé

ñëåäóåò áðàòü òî÷êè êàê ñïåêòðà S1, òàê è ìíîæåñòâà V .

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñòåïåíè áëèçîñòè òî÷åê ñïåêòðà Sε è

òî÷åê ñïåêòðà S1 è ìíîæåñòâà V âîçüìåì L = 0.14 ì è ðàññìîòðèì ñëî�

èñòûé êîìïîçèò, çàíèìàþùèé ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîñòîÿùèé èç ÷åðåäó�

þùèõñÿ ñëîåâ ÓÌ (ïåðâàÿ �àçà) è ÂÓÌ-II (âòîðàÿ �àçà) ñî ñëåäóþùèìè

÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè: ε = 0.014 ì, h = 0.5, ρ1 = 5500 êã/ì3
,

ρ2 = 2500 êã/ì3
, λ1 = 9.8 × 109 Ïà, µ1 = 8.5 × 109 Ïà, λ2 = 5.5 × 108

Ïà, µ2 = 3.8 × 108 Ïà, N2 = 1, k2 = 0, v
(2)
1 = 3 · 1011 Ïà · 
−1

, γ
(2)
1 = 400
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−1
. Îòìåòèì, ÷òî âûáðàííûé êîìïîçèò ñîñòîèò èç 10 óïðóãèõ è 10 âÿçêî�

óïðóãèõ ñëîåâ (ò.å. M = 10), ïðè÷åì òîëùèíà âñåõ ñëîåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ

îäèíàêîâîé è ðàâíîé 7 ìì.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ðàíåå �îðìóëû, âû÷èñëÿåì êîý��èöèåíòû è

ÿäðî ñâåðòêè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî â çàäà÷ó

(4.36):

ρ0 = 4000 êã/ì3, β1 = 0, α1 = 2.4979× 109 Ïà,

g1(t) = d1 exp(−ξ1t), d1 = 3.6359× 1011 Ïà · 
−1, ξ1 = 392.8851 
−1.

Ñïåêòð S1 åñòü îáúåäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé (4.40) ïðè M = 1 èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé

λ3 + ξ1λ
2 + α1Ckλ+ (α1ξ1 − d1)Ck = 0, Ck =

π2k2

ρ0L2
(4.66)

äëÿ âñåõ k ∈ N. Òàê êàê d1 < (8/9)α1ξ1, òî ïðè êàæäîì k ∈ N óðàâíåíèå

(4.66) èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ
(0)
1k è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êîðíÿ λ
(0)
2k,3k = A

(0)
k ± iω

(0)
k (ñì. Òåîðåìó 12), ïðè÷åì ïðè k → ∞

λ
(0)
1k → −ξ1 +

d1
α1

= −247.3282 
−1,

A
(0)
k → − d1

2α1
= −72.7784 
−1, ω

(0)
k → ∞.

Â òàáëèöå 4.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ λ
(0)
1k è A

(0)
k , âû÷èñëåííûå ñ òî÷íî�

ñòüþ äî 0.0001 
−1
, è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω

(0)
k êîëåáàíèé óñðåäíåííîé ñðå�

äû, âû÷èñëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî 0.1 
−1
.

Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ïîãðåøíîñòåé çíà÷åíèé −ξ1,
λ
(0)
1k , λ

(0)
2k è λ

(0)
3k , ïðèíèìàÿ èõ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé òî÷åê ñïåê�

òðà Sε. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.35, ñïåêòð Sε åñòü ñîâîêóïíîñòü íóëåé �óíêöèé

R(M)(λ) =

(

1 +

√

ρ1a1
ρ2A2λ

)

(

−e−L(M1λ+M2λ)/M + eL(M1λ+M2λ)/M
)

+

+

(

1−
√

ρ1a1
ρ2A2λ

)

(

−e−L(M1λ−M2λ)/M + eL(M1λ−M2λ)/M
)
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λ
(0)
1k , 


−1 A
(0)
k , 


−1 ω
(0)
k , 


−1

k = 1 −247.3566 −72.7643 17731.7

k = 2 −247.3353 −72.7749 35465.2

k = 3 −247.3314 −72.7769 53198.3

k = 4 −247.3300 −72.7775 70931.3

k = 5 −247.3294 −72.7779 88664.2

Òàáëèöà 4.1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà òî÷åê λ
(0)
1k è A

(0)
k

+ iω
(0)
k

ñïåêòðà S1

è

R
(M)
k (λ) =

(

2 +

√

ρ1a1
ρ2A2λ

+

√

ρ2A2λ

ρ1a1

)

(

e−L(M1λ+M2λ)/M + eL(M1λ+M2λ)/M
)

+

+

(

2−
√

ρ1a1
ρ2A2λ

−
√

ρ2A2λ

ρ1a1

)

(

e−L(M1λ−M2λ)/M + eL(M1λ−M2λ)/M
)

− 8 cos
πk

M
,

k = 1, ...,M − 1,

ãäå

a1 = λ1 + 2µ1, A2λ = λ2 + 2µ2 −
v
(2)
1 (k2 + 2/3)

λ+ γ
(2)
1

,

M1λ = λ(1− h)

√

ρ1
λ1 + 2µ1

, M2λ = λh

√

ρ2
A2λ

.

Ýòè �óíêöèè èìåþò åäèíñòâåííóþ èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó

λ = λ1 � òî÷êó, â êîòîðîé A2λ = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

λ1 = −γ(2)1 +
v
(2)
1 (k2 + 2/3)

λ2 + 2µ2
= −ξ1 +

d1
α1
,

ò.å. λ1 ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ
(0)
1k âåùåñòâåííûõ êîðíåé

êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.66).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ñïåêòðà Sε, íàèáîëåå áëèçêîé ê −ξ1, îïèøåì
âîêðóã òî÷êè (−ξ1, 0) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü D ðàäèóñà R.

Èç ïðèíöèïà àðãóìåíòà, õîðîøî èçâåñòíîãî â òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñ�

íîãî ïåðåìåííîãî, ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì íóëåé è ÷èñëîì
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ïîëþñîâ �óíêöèè R(10)(λ) âíóòðè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ D,

ðàâíà ïîëíîìó ÷èñëó îáîðîòîâ âîêðóã òî÷êè w = 0, êîòîðûå ñäåëàåò âåêòîð

w = R(10)(λ), êîãäà λ îáõîäèò ïóòü D [70℄. Îïèðàÿñü íà ïðèíöèï àðãóìåí�

òà, ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âíóòðè êðóãà

ðàäèóñà R = 0.00001 
−1
ñ öåíòðîì â òî÷êå −ξ1 = −392.8851 
−1

�óíêöèÿ

R(10)(λ) èìååò â òî÷íîñòè îäèí íóëü λ(10). Òàêèì îáðàçîì, λ(10) ñîâïàäàåò

ñ −ξ1 ñ òî÷íîñòüþ äî 0.0001 


−1
, à îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ

−ξ1, ïðèíèìàåìîãî â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ λ(10) ∈ Sε, íå ïðå�

âûøàåò 2.6 · 10−6 %.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ñïåêòðà Sε, ëåæàùèõ âáëèçè âåùåñòâåííûõ òî�

÷åê λ
(0)
1k ñïåêòðà S1, îïèøåì âîêðóã êàæäîé òî÷êè (λ

(0)
1k , 0) êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü ðàäèóñà Rk. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà, ñ ïî�

ìîùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âíóòðè êðóãà ðàäèóñà

0.0002 
−1
ñ öåíòðîì â òî÷êå λ

(0)
1k �óíêöèÿ R

(10)
k (λ) èìååò â òî÷íîñòè îäèí

íóëü. Äàëüíåéøåå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âåùåñòâåí�

íûå íóëè λ
(10)
1k �óíêöèé R

(10)
k (λ) ñ òî÷íîñòüþ äî 0.0001 
−1

(ñì. òàáë. 4.2).

Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ λ
(10)
1k ñ èõ íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè λ

(0)
1k , ìû âè�

äèì, ÷òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü λ
(0)
1k ðàâíà 0.0001 


−1
, à îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 4.1 · 10−4 %.

λ
(10)
1k , 


−1 |λ(10)1k − λ
(0)
1k |, 
−1

k = 1 −247.3567 0.0001

k = 2 −247.3354 0.0001

k = 3 −247.3315 0.0001

k = 4 −247.3301 0.0001

k = 5 −247.3295 0.0001

Òàáëèöà 4.2. Âåùåñòâåííûå òî÷êè λ
(10)
1k ñïåêòðà Sε
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ñïåêòðà Sε, ëåæàùèõ âáëèçè êîìïëåêñíûõ òî�

÷åê λ
(0)
2k,3k ñïåêòðà S1, îïèøåì âîêðóã êàæäîé òî÷êè (A

(0)
k ,±ω(0)

k ) êîìïëåêñ�

íîé ïëîñêîñòè ýëëèïñ E±
k ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, áîëüøàÿ ïîëóîñü êî�

òîðîãî ïàðàëëåëüíà ìíèìîé îñè (ò.å. ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü ìíèìîé îñè).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A2k è B2k äëèíó ñîîòâåòñòâåííî ìàëîé è áîëüøîé ïîëóîñè

ýëëèïñà E±
k . Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ìîæíî

óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè âçÿòü

A21 = 0.2 
−1, B21 = 35 
−1, A22 = 0.5 
−1, B22 = 260 
−1,

A23 = 1 
−1, B23 = 910 
−1, A24 = 1.5 
−1, B24 = 2300 
−1,

A25 = 2.5 
−1, B25 = 4800 
−1,

òî âíóòðè ýëëèïñà E±
k �óíêöèÿ R

(10)
k (λ) èìååò â òî÷íîñòè îäèí íóëü A

(10)
k ±

iω
(10)
k . Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíóþ ëîêàëèçàöèþ íóëåé �óíêöèé R

(10)
k (λ) è îïèðà�

ÿñü íà ïðèíöèï àðãóìåíòà, 
 ïîìîùüþ ñäâèãà öåíòðîâ ýëëèïñîâ è óìåíüøå�

íèÿ äëèí èõ ïîëóîñåé ìû ìîæåì ÷èñëåííî íàéòè A
(10)
k è ω

(10)
k ñ òî÷íîñòüþ

äî 0.0001 


−1
è 0.1 


−1
ñîîòâåòñòâåííî. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â

òàáëèöàõ 4.3 è 4.4.

A
(10)
k , 


−1 δA
(10)
k , 


−1 ∆A
(10)
k , %

k = 1 −72.8000 0.0357 0.049

k = 2 −72.9188 0.1439 0.197

k = 3 −73.1028 0.3259 0.446

k = 4 −73.3614 0.5839 0.796

k = 5 −73.6947 0.9168 1.244

Òàáëèöà 4.3. Âåùåñòâåííûå ÷àñòè òî÷åê A
(10)
k

+ iω
(10)
k

ñïåêòðà Sε è ïîãðåøíîñòè δA
(10)
k

,

∆A
(10)
k

Â òàáëèöàõ 4.3 è 4.4 ïðèâåäåíû òàêæå àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå
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ω
(10)
k , 


−1 δω
(10)
k , 


−1 ∆ω
(10)
k , %

k = 1 17701.6 30.1 0.170

k = 2 35220.6 244.6 0.694

k = 3 52351.3 847.0 1.618

k = 4 68849.1 2082.2 3.024

k = 5 84400.2 4264.0 5.052

Òàáëèöà 4.4. Ìíèìûå ÷àñòè òî÷åê A
(10)
k

+ iω
(10)
k

ñïåêòðà Sε è ïîãðåøíîñòè δω
(10)
k

, ∆ω
(10)
k

ïîãðåøíîñòè

δA
(10)
k = |A(10)

k − A
(0)
k |, δω

(10)
k = |ω(10)

k − ω
(0)
k |,

∆A
(10)
k =

|A(10)
k −A

(0)
k |

|A(10)
k |

, ∆ω
(10)
k =

|ω(10)
k − ω

(0)
k |

|ω(10)
k |

çíà÷åíèéA
(0)
k è ω

(0)
k , ïðèíèìàåìûõ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèéA

(10)
k

è ω
(10)
k äëÿ òî÷åê A

(10)
k ±iω(10)

k , ïðèíàäëåæàùèõ ñïåêòðó Sε. Îòìåòèì, â ÷àñò�

íîñòè, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà k îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ∆A
(10)
k è

∆ω
(10)
k óâåëè÷èâàþòñÿ è ïðè k = 5 äîñòèãàþò 1.244% è 5.052% ñîîòâåò�

ñòâåííî.

Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òî÷åê ñïåê�

òðà Sε ê èõ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì −ξ1, λ(0)1k ∈ S1 è A
(0)
k ± iω

(0)
k ∈ S1 ïðè

óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëîåâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûé îáðàçåö ñëîèñòîãî

êîìïîçèòà. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì åùå äâà êîìïîçèòà, çàíèìàþùèå ïî�

ëîñó 0 < x1 < L ïðè L = 0.14 ì è îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî

÷èñëîì è òîëùèíîé óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ ñëîåâ: äëÿ ïåðâîãî êîìïîçèòà

ïðèìåì M = 14 (ïðè ýòîì ε = 0.01 ì), à äëÿ âòîðîãî � M = 28 (ïðè

ýòîì ε = 0.005 ì). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåí�

íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé −ξ1 è λ(0)1k î÷åíü ìàëû äàæå ïðè M = 10, ìû

îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé âåùåñòâåííûõ è

ìíèìûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ òî÷åê A
(0)
k ± iω

(0)
k ñïåêòðà S1, ïðèíèìàåìûõ â
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êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ òî÷åê A
(M)
k ±iω(M)

k ñïåêòðà

Sε äëÿ óêàçàííûõ äâóõ êîìïîçèòîâ.

Â òàáëèöàõ 4.5 è 4.6 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ A
(M)
k è ω

(M)
k , âû÷èñëåííûå ñ

òî÷íîñòüþ äî 0.0001 
−1
è 0.1 
−1

ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå îòíîñèòåëüíûå

ïîãðåøíîñòè

∆A
(M)
k =

|A(0)
k − A

(M)
k |

|A(M)
k |

, ∆ω
(M)
k =

|ω(0)
k − ω

(M)
k |

|ω(M)
k |

.

A
(M)
k , 


−1 ∆A
(M)
k , %

M 14 28 14 28

k = 1 −72.7825 −72.7688 0.025 0.006

k = 2 −72.8481 −72.7931 0.100 0.025

k = 3 −72.9422 −72.8180 0.227 0.056

k = 4 −73.0729 −72.8507 0.404 0.100

k = 5 −73.2419 −72.8924 0.634 0.157

Òàáëèöà 4.5. Âåùåñòâåííûå ÷àñòè òî÷åê A
(M)
k

+ iω
(M)
k

ñïåêòðà Sε è îòíîñèòåëüíûå ïî�

ãðåøíîñòè ∆A
(M)
k

Ñðàâíåíèå îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ∆A
(M)
k , ∆ω

(M)
k ïðè M = 10,

M = 14 è M = 28 ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåþò ìåñòî îöåíêè

∆A
(14)
k < 0.52∆A

(10)
k , ∆A

(28)
k ≤ 0.25∆A

(14)
k ,

∆ω
(14)
k < 0.51∆ω

(10)
k , ∆ω

(28)
k < 0.25∆ω

(14)
k ,

k = 1, 2, 3, 4, 5.

Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ êîìïëåêñíûõ ñîá�

ñòâåííûõ çíà÷åíèé λ
(0)
2k,3k äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà

M . Â ÷àñòíîñòè, óäâîåíèå ÷èñëà M 
 14 äî 28 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ

ïîãðåøíîñòè íå ìåíåå, ÷åì â 4 ðàçà.
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ω
(M)
k , 


−1 ∆ω
(M)
k , %

M 14 28 14 28

k = 1 17716.4 17727.9 0.086 0.021

k = 2 35341.7 35434.5 0.349 0.087

k = 3 52775.9 53094.5 0.800 0.196

k = 4 69911.4 70684.2 1.459 0.350

k = 5 86624.2 88178.8 2.355 0.550

Òàáëèöà 4.6. Ìíèìûå ÷àñòè òî÷åê A
(M)
k

+iω
(M)
k

ñïåêòðà Sε è îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

∆ω
(M)
k

Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ ñëîè�

ñòûõ êîìïîçèòîâ ω
(M)
k < ω

(0)
k , k = 1, ..., 5. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè k

ðàññòîÿíèÿ S
(M)
k = ω

(M)
k+1 − ω

(M)
k è S

(0)
k = ω

(0)
k+1 − ω

(0)
k ìåæäó �ñîñåäíèìè�

ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé äëÿ èñõîäíîãî êîìïîçèòà è ñîîòâåò�

ñòâóþùåãî åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà óìåíüøàþòñÿ, ò.å. S
(M)
k1

> S
(M)
k2

è

S
(0)
k1

> S
(0)
k2

ïðè k1 < k2. Ïðè ýòîì äëÿ óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà ýòî óìåíü�

øåíèå î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî: ñ S1 = 17733.5 äî S4 = 17732.9. Äëÿ èñõîäíîãî

êîìïîçèòà îíî çàâèñèò îò ÷èñëà åãî ñëîåâ, à èìåííî: S
(M1)
k > S

(M2)
k ïðè

M1 > M2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷åì áîëüøåå ÷èñëî ñëîåâ ñîäåðæèòñÿ â âû�

áðàííîì îáðàçöå ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, òåì ìåäëåííåå óìåíüøàåòñÿ ðàññòî�

ÿíèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω
(M)
k+1 è ω

(M)
k ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà

k.
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�ëàâà 5

�àñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí

â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ äèññèïàöèåé

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ çâóêî�

âûõ âîëí â äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ äèññèïàöèåé, ðàññìîòðåííûõ â

�ëàâå 4 (ñì. ï. 4.2) è èìåþùèõ îáùèå ãðàíèöû ñ îäíîðîäíûìè ñæèìàåìûìè

ñðåäàìè (èçîòðîïíûì óïðóãèì ìàòåðèàëîâ, æèäêîñòüþ èëè ãàçîì).

5.1. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí

5.1.1. Ñëó÷àé ñëîèñòîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî

x1 > 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > 0 çàíÿòî äâóõ�àçíîé ñëîè�

ñòîé ñðåäîé ñ äèññèïàöèåé, âñå ñëîè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îäíîé èç êîîðäè�

íàòíûõ ïëîñêîñòåé (ñì. ðèñ. 3.1 è 4.4), à òåíçîðû ÿäåð ðåëàêñàöèè äëÿ êàæ�

äîé �àçû çàäàíû �îðìóëîé (3.1), â òî âðåìÿ êàê ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 < 0

çàíÿòî îäíîðîäíîé ñæèìàåìîé ñðåäîé (èçîòðîïíûì óïðóãèì ìàòåðèàëîì,

æèäêîñòüþ èëè ãàçîì) ñ ïëîòíîñòüþ ρ è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðî�

äîëüíîé âîëíû c. Ïóñòü ñî ñòîðîíû îòðèöàòåëüíûõ x1 íà ãðàíèöó ðàçäåëà

x1 = 0 ïàäàåò ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ çâóêîâàÿ âîëíà u0(x1, t) åäè�

íè÷íîé àìïëèòóäû, �ðîíò êîòîðîé ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè Ox2x3. Ïðåäïî�

ëàãàÿ, ÷òî äëèíà âîëíû ìíîãî áîëüøå âåëè÷èíû ïåðèîäà ε (ñóììû òîëùèí

ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ ñëîåâ), çàìåíèì ñëîèñòóþ ñðåäó íà ñîîò�

âåòñòâóþùóþ åé óñðåäíåííóþ âÿçêîóïðóãóþ ñðåäó è ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá

îòðàæåíèè âîëíû u0(x1, t) îò ãðàíèöû ðàçäåëà x1 = 0.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: u1(x1, t) � âîëíà, îòðàæåííàÿ îò ãðà�

íèöû x1 = 0; u2(x1, t) � âîëíà, ïðîøåäøàÿ â îäíîðîäíóþ (óñðåäíåííóþ)

âÿçêîóïðóãóþ ñðåäó ÷åðåç ãðàíèöó x1 = 0. Èìååì

u0(x1, t) = exp[i(ωt− kx1)], x1 < 0, (5.1)

u1(x1, t) = A1 exp[i(ωt+ kx1)], x1 < 0, (5.2)

u2(x1, t) = A2 exp(−δ0x1) exp[i(ωt− k0x1)], x1 > 0, (5.3)

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, A1 è A2 � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû îòðàæåííîé

è ïðîøåäøåé âîëí, δ0 = δ0(ω) � êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ â âÿçêîóïðóãîé

ñðåäå, k =
ω

c
è k0 =

ω

c0
� âîëíîâûå ÷èñëà, c0 = c0(ω) � �àçîâàÿ ñêîðîñòü

ïðîäîëüíîé âîëíû â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå.

Íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû A1 è A2 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà x1 = 0. Ýòè

óñëîâèÿ èìåþò âèä

u0(0, t) + u1(0, t) = u2(0, t),

σ0(0, t) + σ1(0, t) = σ2(0, t),

ãäå ÷åðåç σm(x1, t) îáîçíà÷åíî íàïðÿæåíèå, âûçâàííîå ïåðåìåùåíèåì

um(x1, t):

σm(x1, t) = a
∂um
∂x1

(x1, t), a = ρc2, m = 0, 1,

σ2(x1, t) = α0
∂u2
∂x1

(x1, t) + β0
∂2u2
∂x1∂t

(x1, t)− g0(t) ∗
∂u2
∂x1

(x1, t).

Çäåñü äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox2x3,

α0 = α1, β0 = β1, g0(t) = g1(t),

à äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3,

α0 = α2, β0 = β2, g0(t) = g2(t),

ãäå αi, βi è gi(t) íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì, ïðèâåäåííûì â ï. 4.2.
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Èç (4.37) è (4.38) âèäíî, ÷òî ÿäðî ñâåðòêè g0(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

g0(t) =
N
∑

n=1

qn exp(−νnt),

ãäå äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó âîëíû (ò.å. ïëîñêîñòè Ox2x3),

N =M, qn = dn, νn = ξn, n = 1, ..., N,

à äëÿ ñëîåâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ �ðîíòó âîëíû (ò.å. ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêî�

ñòè Ox1x2 èëè Ox1x3),

N = M +R1N1 + R2N2, qn = pn, νn = ξn, n = 1, ...,M,

ïðè R1 = 1 : qM+n = k3v
(1)
n , ξM+n = γ(1)n , n = 1, ..., N1,

ïðè R2 = 1 : qM+R1N1+n = k4v
(2)
n , ξM+R1N1+n = γ(2)n , n = 1, ..., N2.

Äàëåå, âûðàçèì σm(x1, t) ÷åðåç um(x1, t):

σ0(x1, t) = −iaku0(x1, t), σ1(x1, t) = iaku1(x1, t),

σ2(x1, t) = −(δ0 + ik0) ((α0 + iωβ0)u2(x1, t)− g0(t) ∗ u2(x1, t)) .

Ñ÷èòàÿ ïåðåìåùåíèÿ ðàâíûìè íóëþ ïðè t < 0, íàõîäèì

g0(t) ∗ u2(x1, t) = A2 exp[−(δ0 + ik0)x1]

t∫

−∞

g0(t− s) exp(iωs)ds =

= A2 exp[−(δ0 + ik0)x1]
N
∑

n=1

qn

t∫

−∞

exp[−νn(t− s)] exp(iωs)ds.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé t− s = η ïîëó÷àåì

t∫

−∞

exp[−νn(t− s)] exp(iωs)ds = exp(iωt)

∞∫

0

exp(−νnη) exp(−iωη)dη =

= exp(iωt)





∞∫

0

exp(−νnη) cos(ωη)dη − i

∞∫

0

exp(−νnη) sin(ωη)dη



 =
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= exp(iωt)

N
∑

n=1

qn(νn − iω)

ν2n + ω2
, n = 1, ..., N.

Ñëåäîâàòåëüíî,

g0(t) ∗ u2(x1, t) = u2(x1, t)

N
∑

n=1

qn(νn − iω)

ν2n + ω2

è

σ2(x1, t) = −(δ0 + ik0)

(

α0 + iωβ0 −
N
∑

n=1

qn(νn − iω)

ν2n + ω2

)

u2(x1, t) =

= θu2(x1, t).

Çäåñü ÷åðåç θ = θ(ω) îáîçíà÷åíà êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿ�

åìàÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ÷àñòîòíûõ �óíêöèé θ1(ω) è

θ2(ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ(ω) = θ1(ω)− iθ2(ω),

ãäå

θ1(ω) =

(

β0 +

N
∑

n=1

qn
ν2n + ω2

)

ωk0(ω)−
(

α0 −
N
∑

n=1

qnνn
ν2n + ω2

)

δ0(ω),

θ2(ω) =

(

β0 +
N
∑

n=1

qn
ν2n + ω2

)

ωδ0(ω) +

(

α0 −
N
∑

n=1

qnνn
ν2n + ω2

)

k0(ω).

Òàê êàê

u0(0, t) = exp(iωt), um(0, t) = Am exp(iωt), m = 1, 2,

òî ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

íà ãðàíèöå x1 = 0 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:






A1 − A2 = −1,

akA1 + iA2θ = ak,

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì

A1(ω) =
ak − iθ(ω)

ak + iθ(ω)
, A2(ω) =

2ak

ak + iθ(ω)
. (5.4)
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Äëÿ óòî÷íåíèÿ õàðàêòåðà ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé êîìïëåêñíûõ àì�

ïëèòóä A1(ω) è A2(ω) íàì ïîòðåáóþòñÿ �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå �àçîâóþ

ñêîðîñòü c0(ω) è êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ δ0(ω) â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå [43℄:

c0(ω) =

√

|C(ω)|
ρ0

sec
ϕ(ω)

2
, δ0(ω) =

ω

c0(ω)
arctg

ϕ(ω)

2
,

ãäå C(ω) � êîìïëåêñíûé ìîäóëü, C(ω) = C1(ω) + iC2(ω), C1(ω) � ìîäóëü

íàêîïëåíèÿ, C2(ω) � ìîäóëü ïîòåðü, ϕ(ω) � óãîë ïîòåðü,

ϕ(ω) = arctg
C2(ω)

C1(ω)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

sec
ϕ(ω)

2
=

√

2|C(ω)|
|C(ω)|+ C1(ω)

, tg
ϕ(ω)

2
=

√

|C(ω)| − C1(ω)

|C(ω)|+ C1(ω)
,

ïîýòîìó ïðåäûäóùèå �îðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

c0(ω) = |C(ω)|
√

2

ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω))
, (5.5)

δ0(ω) =
ω

|C(ω)|

√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)). (5.6)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîìïëåêñíûé ìîäóëü C(ω), â îäíîìåðíîì ñî�

îòíîøåíèè ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ(t) è äå�îðìàöèåé e(t)

σ(t) = α0e(t) + β0
∂e

∂t
(t)− g0(t) ∗ e(t)

âîçüìåì e(t) = e0 exp(iωt), ãäå e0 � àìïëèòóäà (ñì. [43℄, [57℄). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì

σ(t) = e0 ((α0 + iωβ0) exp(iωt)− g0(t) ∗ exp(iωt)) =

= e0

(

α0 + iωβ0 −
N
∑

n=1

qn(νn − iω)

ν2n + ω2

)

exp(iωt) =

= e0 (C1(ω) + iC2(ω)) exp(iωt),
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ãäå

C1(ω) = α0 −
N
∑

n=1

qnνn
ν2n + ω2

, C2(ω) = ω

(

β0 +
N
∑

n=1

qn
ν2n + ω2

)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

θ1(ω) = C2(ω)k0(ω)− C1(ω)δ0(ω) = ω

√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)),

θ2(ω) = C1(ω)k0(ω) + C2(ω)δ0(ω) = ω

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω)).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ak = ρcω, èç (5.4) ïîëó÷àåì

A1(ω) =
Z − η(ω)

Z + η(ω)
, A2(ω) =

2Z

Z + η(ω)
, (5.7)

ãäå Z = ρc � èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëóïðî�

ñòðàíñòâî x1 < 0, à η(ω) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ÷àñòîòíàÿ �óíêöèÿ:

η(ω) =

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω)) + i

√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)). (5.8)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè âçÿòü β0 = 0, g0(t) ≡ 0, òî �àçîâàÿ

ñêîðîñòü c0(ω), ìîäóëü íàêîïëåíèÿ C1(ω) è êîìïëåêñíûé ìîäóëü C(ω) íå

çàâèñÿò îò ÷àñòîòû:

c0 =

√

α0

ρ0
, C1 = C = α0,

ïîýòîìó η(ω) = ρ0c0 = 
onst. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (5.7) ïðèíèìàþò

âèä

A1 =
Z − Z0

Z + Z0
, A2 =

2Z

Z + Z0
, Z0 = ρ0c0

è ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè �îðìóëàìè äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííîé è

ïðîøåäøåé âîëí â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ïëîñêîé çâóêîâîé âîëíû

íà ãðàíèöó óïðóãîé ñðåäû (ñì., íàïðèìåð, [14℄ è [15℄).

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ η(ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå òî èíîå, êàê èìïå�

äàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëå�

íèþ èìïåäàíñ åñòü îòíîøåíèå çâóêîâîãî äàâëåíèÿ ê íîðìàëüíîìó êîìïî�
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íåíòó ñêîðîñòè â ïëîñêîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâëåíèè ïîëî�

æèòåëüíûõ çíà÷åíèé x1 [14℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p2(x1, t) äàâëåíèå, âûçâàííîå

ïåðåìåùåíèåì u2(x1, t). Òîãäà

p2(x1, t) = −σ2(x1, t) = −θu2(x1, t) = iωηu2(x1, t),

v2(x1, t) =
∂u2(x1, t)

∂t
= iωu2(x1, t),

ïîýòîìó

p2(x1, t)

v2(x1, t)
= η,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû A1(ω) è A2(ω) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïî ïåðåìåùåíèþ èëè, ÷òî

òî æå ñàìîå, ïî êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè. Çíàÿ A1(ω) è A2(ω), ìîæíî íàéòè

êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïî äàâëåíèþ. Äëÿ ýòîãî îáîçíà�

÷èì ÷åðåç pm(x1, t) äàâëåíèå, âûçâàííîå ïåðåìåùåíèåì um(x1, t) (m = 0, 1).

Èìååì

p0(x1, t) = −σ0(x1, t) = iωZu0(x1, t) = ωZ exp

(

iπ

2

)

u0(x1, t),

p1(x1, t) = −σ1(x1, t) = −iωZu1(x1, t) = ωZ exp

(

−iπ
2

)

u1(x1, t),

p2(x1, t) = −σ2(x1, t) = iωη(ω)u2(x1, t) = ωη(ω) exp

(

iπ

2

)

u2(x1, t).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ V (ω) è êîý��èöèåíò ïðî�

õîæäåíèÿ W (ω) (ïî äàâëåíèþ) ðàâíû

V (ω) = A1(ω) exp(iπ) =
η(ω)− Z

η(ω) + Z
, (5.9)

W (ω) =
η(ω)

Z
A2(ω) =

2η(ω)

Z + η(ω)
. (5.10)

Ïîñêîëüêó ðàíåå íàìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ÷à�

ñòîòíàÿ �óíêöèÿ η(ω) åñòü èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â âÿçêîóïðóãîé

ñðåäå, �îðìóëû (5.9) è (5.19) ñîâïàäàþò ñ �îðìóëàìè äëÿ êîý��èöèåíòîâ
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îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïî äàâëåíèþ, ïðèâåäåííûìè â ìîíîãðà�èè [15℄

äëÿ ñðåä ñ äèññèïàöèåé è ïîëó÷åííûìè èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äàâëå�

íèé è èìïåäàíñîâ íà ãðàíèöå ñðåä. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåííûé íàìè ñïîñîá

âûâîäà ýòèõ �îðìóë, îñíîâàííûé íà âûïîëíåíèè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè

ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ñðåä, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòî�

ÿòåëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó îí ïîçâîëèë íàéòè èìïåäàíñ âÿçêîóïðóãîé

ñðåäû, çíàÿ åå ïëîòíîñòü è êîìïëåêñíûé ìîäóëü.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü àìïëèòóäû è íà÷àëüíûå �àçû îòðàæåí�

íîé è ïðîøåäøåé âîëí, ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû A1(ω) è A2(ω)

â ñëåäóþùåì âèäå:

A1 = B1 exp(iϕ1), A2 = B2 exp(iϕ2),

ãäå B1 = B1(ω) è B2 = B2(ω) � àìïëèòóäû, à ϕ1 = ϕ1(ω) è ϕ2 = ϕ2(ω) �

íà÷àëüíûå �àçû êîëåáàíèé. Òàê êàê

ReA1(ω) =
Z2 − η21(ω)− η22(ω)

(Z + η1(ω))2 + η22(ω)
,

ReA2(ω) =
2Z(Z + η1(ω))

(Z + η1(ω))2 + η22(ω)
,

ImA1(ω) = ImA2(ω) = − 2Zη2(ω)

(Z + η1(ω))2 + η22(ω)
,

ãäå

η1(ω) = Re η(ω) =

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω)), (5.11)

η2(ω) = Im η(ω) =

√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)), (5.12)

òî

B1(ω) =

√

η22(ω) + (Z − η1(ω))2

η22(ω) + (Z + η1(ω))2
,

B2(ω) =
2Z

√

η22(ω) + (Z + η1(ω))2
,
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ϕ1(ω) =















− π

2
, åñëè η3(ω) = Z2,

K(ω) + arctg
2Zη2(ω)

η3(ω)− Z2
, åñëè η3(ω) 6= Z2,

ϕ2(ω) = − arctg
η2(ω)

Z + η1(ω)
,

ãäå η3(ω) = η21(ω) + η22(ω),

K(ω) =







0, åñëè η3(ω) < Z2,

−π, åñëè η3(ω) > Z2.

Ïîäñòàâëÿÿ (5.11) è (5.12) â ïîëó÷åííûå �îðìóëû, íàõîäèì àìïëèòóäó

è íà÷àëüíóþ �àçó êîëåáàíèé îòðàæåííîé âîëíû:

B1(ω) =

√

ρ0|C(ω)| − Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2

ρ0|C(ω)|+ Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2
, (5.13)

ϕ1(ω) =



































− π

2
, åñëè |C(ω)| = Z2

ρ0
,

arctg
Z
√

2ρ0 (|C(ω)| − C1(ω))

ρ0|C(ω)| − Z2
, åñëè |C(ω)| < Z2

ρ0
,

− π + arctg
Z
√

2ρ0 (|C(ω)| − C1(ω))

ρ0|C(ω)| − Z2
, åñëè |C(ω)| > Z2

ρ0
,

(5.14)

à òàêæå àìïëèòóäó è íà÷àëüíóþ �àçó êîëåáàíèé ïðîøåäøåé âîëíû:

B2(ω) =
2Z

√

ρ0|C(ω)|+ Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2

, (5.15)

ϕ2(ω) = − arctg

√

ρ0 (|C(ω)| − C1(ω))
√

ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z
√
2
. (5.16)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ V (ω) è êîý��èöèåíò

ïðîõîæäåíèÿ W (ω) ïî äàâëåíèþ ðàâíû

V (ω) = B1(ω) exp[iϕ1(ω) + π], W (ω) =
η(ω)

Z
B2(ω) exp[iϕ2(ω)].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1(ω) è U2(ω) òî÷íûå àìïëèòóäû îòðàæåííîé è ïðî�

øåäøåé âîëí ïðè ïàäåíèè çâóêîâîé âîëíû íà ãðàíèöó x1 = 0 èñõîäíîé ñëî�

èñòîé ñðåäû è âûÿñíèì äèàïàçîí ÷àñòîò ω, äëÿ êîòîðîãî A1(ω) è A2(ω) äî�

ïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé U1(ω) è U2(ω)

ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: λ0(ω) � äëè�

íà ïðîäîëüíîé âîëíû â óñðåäíåííîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäå, λs(ω) � äëèíà

ïðîäîëüíîé âîëíû â s-é �àçå ñëîèñòîé ñðåäû (s = 1, 2). Èìååì

λk(ω) =
2πck(ω)

ω
, k = 0, 1, 2,

ãäå, êàê è ïðåæäå, c0(ω) � �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â óñðåäíåííîé ñðåäå,

îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (5.5), à cs(ω)��àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â s-é �àçå:

cs(ω) = |C(s)(ω)|
√

√

√

√

2

ρs

(

|C(s)(ω)|+ C
(s)
1 (ω)

),

C(s)(ω) = C
(s)
1 (ω) + iC

(s)
2 (ω), s = 1, 2.

Çäåñü C(s)(ω), C
(s)
1 (ω), C

(s)
2 (ω) � êîìïëåêñíûé ìîäóëü, ìîäóëü íàêîïëåíèÿ

è ìîäóëü ïîòåðü s-é �àçû ñëîèñòîé ñðåäû,

C
(s)
1 (ω) = a

(s)
1111 −Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n γ

(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

, (5.17)

C
(s)
2 (ω) = ω

(

b
(s)
1111 + Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

)

. (5.18)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè s-é �àçîé ñëîèñòîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ óïðóãèé ìàòå�

ðèàë, òî

cs =

√

λs + 2µs
ρs

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàìåíà èñõîäíîé ñðåäû íà åå óñðåäíåííóþ ìîäåëü ìàòå�

ìàòè÷åñêè îáîñíîâàíà òîëüêî ïðè èññëåäîâàíèè âîëí, äëèíà êîòîðûõ ìíî�

ãî áîëüøå âåëè÷èíû ïåðèîäà ε [9℄, �îðìóëû (5.7) è (5.13)-(5.16) ìîæíî
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ñ÷èòàòü ïðèãîäíûìè äëÿ ðàñ÷åòà ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä îòðà�

æåííîé è ïðîøåäøåé âîëí, åñëè ÷àñòîòà ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

min{λ0(ω), λ1(ω), λ2(ω)} > Bε, (5.19)

ãäå B � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, B ≫ 1. Òàê êàê

λk(ω) � óáûâàþùèå �óíêöèè îò ÷àñòîòû, òî �îðìóëû (5.7) è (5.13)-(5.16)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âîëí ñ ÷àñòîòàìè 0 < ω < ω0, ãäå ω0 óäîâëåòâîðÿ�

åò ðàâåíñòâó

min{λ0(ω0), λ1(ω0), λ2(ω0)} = Bε.

5.1.2. Ñëó÷àé ñëîèñòîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëîñó

0 < x1 < L

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîèñòàÿ ñðåäà çàíèìàåò íåîãðàíè÷åííóþ

ïîëîñó 0 < x1 < L, à ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 < 0 (x1 > L) çàíÿòî îäíîðîäíîé

ñæèìàåìîé ñðåäîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ (ñîîòâåòñòâåííî ρ3) è ñêîðîñòüþ ðàñïðî�

ñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû c (ñîîòâåòñòâåííî c3). Ïóñòü, êàê è ïðåæäå,

ñî ñòîðîíû îòðèöàòåëüíûõ x1 íà ãðàíèöó ðàçäåëà x1 = 0 ïàäàåò ïëîñêàÿ

çâóêîâàÿ âîëíà u0(x1, t), çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (5.1). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷àñòîòà

ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.19) è L ≫ ε, çàìåíèì ñëîèñòóþ ñðåäó âíóòðè

ïîëîñû 0 < x1 < L íà ñëîé ñîîòâåòñòâóþùåé åé óñðåäíåííîé âÿçêîóïðóãîé

ñðåäû. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: u1(x1, t) � âîëíà, îòðàæåííàÿ îò

ãðàíèöû x1 = 0 âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ òîëùèíû L; u2(x1, t) � âîëíà, ïðîíèê�

øàÿ â âÿçêîóïðóãèé ñëîé ÷åðåç ãðàíèöó x1 = 0; u3(x1, t) � âîëíà, ïðîøåä�

øàÿ âÿçêîóïðóãèé ñëîé è îòðàæåííàÿ îò ãðàíèöû x1 = L; u4(x1, t) � âîëíà,

âûøåäøàÿ èç âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ ÷åðåç ãðàíèöó x1 = L.
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1
0x <

1
0 x L< <

0
u

1
u

1
x L>

4
u

3
u

2
u

�èñ. 5.1. Îòðàæåííûå è ïðîøåäøèå âîëíû íà ãðàíèöàõ îäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ

Èìååì

u1(x1, t) = D1 exp[i(ωt+ kx1)], x1 < 0,

u2(x1, t) = D2 exp(−δ0x1) exp[i(ωt− k0x1)], 0 < x1 < L,

u3(x1, t) = D3 exp[δ0(x1 − L)] exp[i(ωt+ k0(x1 − L))], 0 < x1 < L,

u4(x1, t) = D4 exp[i(ωt− k3(x1 − L))], x1 > L,

ãäå Dj � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû; δ0 = δ0(ω) � êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ

â óñðåäíåííîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäå; k = ω/c, k3 = ω/c3 è k0 = ω/c0 �

âîëíîâûå ÷èñëà.

Íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû Dj íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé íåïðå�

ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ x1 = 0 è x1 = L. Ýòè

óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

u0(0, t) + u1(0, t) = u2(0, t) + u3(0, t),

u2(L, t) + u3(L, t) = u4(L, t),

σ0(0, t) + σ1(0, t) = σ2(0, t) + σ3(0, t),

σ2(L, t) + σ3(L, t) = σ4(L, t),

ãäå σm(x1, t) � íàïðÿæåíèå, âûçâàííîå ïåðåìåùåíèåì um(x1, t):

σm(x1, t) = a
∂um
∂x1

, a = ρc2, m = 0, 1,

σm(x1, t) = α0
∂um
∂x1

+ β0
∂2um
∂x1∂t

− g0(t) ∗
∂um
∂x1

, m = 2, 3,

σ4(x1, t) = a3
∂u4
∂x1

, a3 = ρ3c
2
3.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

σ0(x1, t) = −iωZu0(x1, t), σ1(x1, t) = iωZu1(x1, t),

σ2(x1, t) = −iωηu2(x1, t), σ3(x1, t) = iωηu3(x1, t),

σ4(x1, t) = −iωZ3u4(x1, t),

ãäå Z3 = ρ3c3 � èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëó�

ïðîñòðàíñòâî x1 > L, à η(ω) � èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â óñðåäíåííîé

ñðåäå, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé (5.8).

Äàëåå íàõîäèì

um(0, t) = Dm exp(iωt), m = 1, 2,

u3(0, t) = D3 exp(−b0L) exp(iωt),

u2(L, t) = D2 exp(−b0L) exp(iωt),

um(L, t) = Dm exp(iωt), m = 3, 4,

ãäå

b0 = b0(ω) = δ0(ω) + ik0(ω) =

=
ω

|C(ω)|

(
√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)) + i

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω))

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíè�

öàõ x1 = 0 è x1 = L ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ íàõîæ�

äåíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä Dj:



































D1 −D2 −D3 exp(−b0L) = −1,

D1Z +D2η −D3η exp(−b0L) = Z,

D2 exp(−b0L) +D3 −D4 = 0,

D2η exp(−b0L)−D3η −D4Z3 = 0.

�åøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì

D1(ω) =
−(η(ω)− Z)(η(ω) + Z3) + (η(ω) + Z)(η(ω)− Z3)e

−2b0(ω)L

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
, (5.20)
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D2(ω) =
2Z(η(ω) + Z3)

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
,

D3(ω) =
2Z(η(ω)− Z3)e

−b0(ω)L

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
,

D4(ω) =
4Zη(ω)e−β0(ω)L

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
. (5.21)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Z = Z3, òî

D1(ω) =
(η2(ω)− Z2)(−1 + exp[−2b0(ω)L])

(η(ω) + Z)2 − (η(ω)− Z)2 exp[−2b0(ω)L]
, (5.22)

D2(ω) =
2Z(η(ω) + Z)

(η(ω) + Z)2 − (η(ω)− Z)2 exp[−2b0(ω)L]
,

D3(ω) =
2Z(η(ω)− Z) exp[−b0(ω)L]

(η(ω) + Z)2 − (η(ω)− Z)2 exp[−2b0(ω)L]
,

D4(ω) =
4Zη(ω) exp[−b0(ω)L]

(η(ω) + Z)2 − (η(ω)− Z)2 exp[−2b0(ω)L]
. (5.23)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü β1 = 0, g1(t) ≡ 0, òî η(ω) = ρ0c0 = Z0 =


onst. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû äëÿ D1(ω) è D4(ω) ïðèíèìàþò âèä

D1(ω) =
−(Z0 − Z)(Z0 + Z3) + (Z0 + Z)(Z0 − Z3) exp[−2iϕ0(ω)]

(Z0 + Z)(Z0 + Z3)− (Z0 − Z)(Z0 − Z3) exp[−2iϕ0(ω)]
,

D4(ω) =
4ZZ0 exp[−iϕ0(ω)]

(Z0 + Z)(Z0 + Z3)− (Z0 − Z)(Z0 − Z3) exp[−2iϕ0(ω)]
,

ãäå ϕ0 = k0L � íàáåã �àçû ïëîñêîé âîëíû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÷åðåç

óïðóãèé ñëîé [15℄. Ýòè �îðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûå

�îðìóëû äëÿ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí â ñëó÷àå îäíîðîä�

íîãî óïðóãîãî ñëîÿ (ñì. [14℄, [15℄).

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ñëîèñòîé ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëîñó

0 < x1 < L, çàìåòèì, ÷òî ïðè ââåäåííûõ ðàíåå ïðåäïîëîæåíèÿõ D1(ω) è

D4(ω) ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âîë�

íû, îòðàæåííîé îò ãðàíèöû x1 = 0, è âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç âñþ ïîëîñó

òîëùèíû L ñëîèñòîé ñðåäû.
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Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (5.23) ìîæíî âûâåñòè �îðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà ïðè�

áëèæåííûõ çíà÷åíèé èçìåíåíèé óðîâíÿ èíòåíñèâíîñòè çâóêà ïðè ïðîõîæ�

äåíèè åãî ÷åðåç ïîëîñó 0 < x1 < L ñëîèñòîé ñðåäû. Ñ ýòîé öåëüþ îáîçíà÷èì

÷åðåç I1 (I2) èíòåíñèâíîñòü çâóêà â óñðåäíåííîé ñðåäå ïðè x1 < 0 (ñîîòâåò�

ñòâåííî ïðè x1 > L). Òîãäà

I1(ω) =
ω2Z

2
, I2(ω) =

ω2Z3|D4(ω)|2
2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðîâåíü èíòåíñèâíîñòè çâóêà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïî�

ëîñó ñëîèñòîé ñðåäû òîëùèíû L ìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåííî íà âåëè÷èíó

I(ω) = 10 lg
I2(ω)

I1(ω)
= 10 lg

Z3|D4(ω)|2
Z

.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè �óíêöèè I(ω) îò ÷àñòî�

òû ðàññìîòðèì ïîëîñó ñëîèñòîé ñðåäû òîëùèíû L = 0.14 ì, ñîñòîÿùóþ èç

÷åðåäóþùèõñÿ 10 ñëîåâ óïðóãîãî ìàòåðèàëà è 10 ñëîåâ ÂÓÌ-II, ïðè÷åì

òîëùèíó âñåõ ñëîåâ ïðåäïîëàãàåì îäèíàêîâîé, ò.å. h = 0.5, ε = 0.014 ì.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ âîçüìåì

òå æå ñàìûå, ÷òî è â ï. 4.4. Ñðåäó âíå ïîëîñû 0 < x1 < L ñ÷èòàåì çàïîë�

íåííîé âîçäóõîì, ò.å. ïîëàãàåì ρ = ρ3 = 1.3 êã/ì3
, c = c3 = 330 ì/ñ.

Çàìåíèì ñëîèñòóþ ñðåäó íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åé óñðåäíåííóþ ñðåäó

è íàéäåì ρ0, α0, β0 è g0(t). Ïðåæäå âñåãî, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå

�îðìóëû, íàõîäèì ρ0 è β0: ρ0 = 4000 êã/ì3
, β0 = 0. Äàëåå, äëÿ ñëîåâ,

ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox2x3, èìååì (ñì. ï. 4.4): α0 = 2.4979× 109 Ïà,

g0(t) = q1 exp(−ν1t), q1 = 3.6359 × 1011 Ïà · 
−1
, ν1 = 392.8851 


−1
. Äëÿ

ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3, âû÷èñëÿåì:

α0 = 1.2533× 1010 Ïà, g0(t) = q1 exp(−ν1t) + q2 exp(−ν2t),

q1 = 2.9219× 109 Ïà · c−1, q2 = 7.5× 1010 Ïà · c−1,

ν1 = 392.8851 
−1, ν2 = 400 
−1.
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�àññìîòðèì ÷àñòîòíûé äèàïàçîí D1 = [1 �ö, 30 ê�ö] è óáåäèìñÿ â

äîïóñòèìîñòè ïðèìåíåíèÿ óñðåäíåííîé ìîäåëè ïðè èññëåäîâàíèè âîëí ñ

÷àñòîòàìè èç ýòîãî äèàïàçîíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ01(ω) (λ02(ω)) äëèíó ïðî�

äîëüíîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω â óñðåäíåííîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäå, ñîîòâåò�

ñòâóþùåé ñëîèñòîé ñðåäå, äëÿ êîòîðîé ñëîè ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox2x3

(ñîîòâåòñòâåííî Ox1x2 èëè Ox1x3). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâå�

ëè÷åíèè ÷àñòîòû ω ñ 1 �ö äî 30 ê�ö �óíêöèè λ0s(ω) è λs(ω) (äëèíà ïðîäîëü�

íîé âîëíû â s-é �àçå) ìîíîòîííî óáûâàþò, ïðè÷åì λ0s(ω), λs(ω) > 0.15 ì

ïðè ω = 30 ê�ö, s = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè âîëí ñ ÷à�

ñòîòàìè èç óêàçàííîãî äèàïàçîíà ïðèìåíåíèå �îðìóëû (5.23) äëÿ ðàñ÷åòà

ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû âîëíû, ïðîøåäøåé ÷å�

ðåç âñå 10 óïðóãèõ è 10 âÿçêîóïðóãèõ ñëîåâ, âïîëíå îáîñíîâàíî, ïîñêîëüêó

äëèíû òàêèõ âîëí ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãî áîëüøå âåëè÷èíû ε = 0.014 ì.

Íà ðèñóíêàõ 5.2 è 5.3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ïðèáëèæåííî�

ãî çíà÷åíèÿ I(ω) óðîâíÿ èíòåíñèâíîñòè çâóêà ïðè ïðîõîæäåíèè åãî ÷åðåç

ïîëîñó êîìïîçèòà äëÿ äèàïàçîíîâ ÷àñòîò 1�1000 �ö è 1�30 ê�ö ñîîòâåò�

ñòâåííî: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæäåíèþ çâóêà ÷åðåç ïîëîñó

êîìïîçèòà, ñëîè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû �ðîíòó âîëíû; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 2�

÷åðåç ïîëîñó êîìïîçèòà, ñëîè êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû �ðîíòó âîëíû;

øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ÷åðåç ïîëîñó ñïëîøíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà (ïåðâîé

�àçû êîìïîçèòà); ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ÷åðåç ïîëîñó ñïëîøíîãî âÿçêîóïðó�

ãîãî ìàòåðèàëà (âòîðîé �àçû êîìïîçèòà). Íà ðèñ. 5.2 ñïëîøíûå ëèíèè 1

è 2 ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òàê êàê â ýòîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ðàç�

ëè÷èå ìåæäó èçìåíåíèÿìè óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè çâóêà äëÿ êîìïîçèòîâ,

îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ðàñïîëîæåíèåì ñëîåâ ïî îòíîøåíèþ

ê êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 0.04 äÁ.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âíóòðè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà D1 �óíêöèÿ

I(ω) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äëÿ äâóõ ñðåä: êîìïîçèòà, ñëîè êî�

òîðîãî ïàðàëëåëüíû �ðîíòó âîëíû, è ñïëîøíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà
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�èñ. 5.2. �ðà�èê �óíêöèè I(ω) â äèàïàçîíå ÷àñòîò 1�1000 �ö

(ñì. êðèâóþ 1 è ïóíêòèðíóþ êðèâóþ íà ðèñ. 5.3). Ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì, äëÿ

ñïëîøíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷àñòîòå

16242.5 �ö, ðàâíîé íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå åãî îäíîìåðíûõ êî�

ëåáàíèé, à äëÿ êîìïîçèòà � ïðè ÷àñòîòå 17731.7 �ö, ðàâíîé íàèìåíüøåé

ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó óñðåä�

íåííîãî ìàòåðèàëà (ñì. òàáë. 4.1).

�èñ. 5.3. �ðà�èê �óíêöèè I(ω) â äèàïàçîíå ÷àñòîò 1�30 ê�ö
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5.2. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí äëÿ êîíå÷íîãî

÷èñëà ñëîåâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîèñòàÿ ñðåäà, çàïîëíÿþùàÿ ïîëîñó 0 < x1 < L,

ñîñòîèò èç 2M ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox2x3: M ñëîåâ ïåðâîé �à�

çû èM ñëîåâ âòîðîé �àçû (ïðè ýòîì L = εM). Îïðåäåëèì ñëîè Ωε
1m ïåðâîé

�àçû è ñëîè Ωε
2m âòîðîé �àçû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ωε
1m = Iε1m × (−∞,∞)2, Iε1m = ((m− 1)ε, (m− h)ε),

Ωε
2m = Iε2m × (−∞,∞)2, Iε2m = ((m− h)ε,mε),

m = 1, ...,M.

Ïóñòü, êàê è âûøå, u0(x1, t)� ïàäàþùàÿ âîëíà åäèíè÷íîé àìïëèòóäû,

çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (5.1), à u1(x1, t) � ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà, îòðàæåí�

íàÿ îò ãðàíèöû x1 = 0:

u1(x1, t) = U1 exp[i(ωt+ kx1)], x1 < 0,

ãäå U1 � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: u4m−2(x1, t) è u4m−1(x1, t) � âîëíû,

ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ñëîå Ωε
1m ñîîòâåòñòâåííî â ïîëîæèòåëüíîì è îòðè�

öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Ox1; u4m(x1, t) è u4m+1(x1, t) � âîëíû, ðàñïðî�

ñòðàíÿþùèåñÿ â ñëîå Ωε
2m ñîîòâåòñòâåííî â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëü�

íîì íàïðàâëåíèè îñè Ox1; u4M+2(x1, t) � âîëíà, ïðîøåäøàÿ ÷åðåç âñå 2M

ñëîÿ. Òîãäà

u4m−2(x1, t) =U4m−2 exp[−δ1(x1 − (m− 1)ε)]·

· exp[i(ωt− k1(x1 − (m− 1)ε))], x1 ∈ Iε1m,

u4m−1(x1, t) =U4m−1 exp[δ1(x1 − (m− h)ε))]·

· exp[i(ωt+ k1(x1 − (m− h)ε)))], x1 ∈ Iε1m,
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u4m(x1, t) =U4m exp[−δ2(x1 − (m− h)ε)]·

· exp[i(ωt− k2(x1 − (m− h)ε)))], x1 ∈ Iε2m,

u4m+1(x1, t) =U4m+1 exp[δ2(x1 −mε)]·

· exp[i(ωt+ k2(x1 −mε))], x1 ∈ Iε2m,

u4M+2(x1, t) = U4M+2 exp[i(ωt− k3(x1 − L))], x1 > L.

Çäåñü Uj � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû; δs(ω) � êîý��èöèåíòû çàòóõàíèÿ â

ñëîÿõ Iεsm; ks = ω/cs � âîëíîâûå ÷èñëà, s = 1, 2.

Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû Uj íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïå�

ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ x1 = 0 è x1 = L, à òàêæå íà ãðàíèöàõ

x1 = nε è x1 = (m−h)ε, ðàçäåëÿþùèõ ñëîè äðóã îò äðóãà (n = 1, ...,M−1;

m = 1, ..,M). Ýòè óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

u0(0, t) + u1(0, t) = u2(0, t) + u3(0, t),

σ0(0, t) + σ1(0, t) = σ2(0, t) + σ3(0, t),

u4n(nε, t) + u4n+1(nε, t) = u4n+2(nε, t) + u4n+3(nε, t),

σ4n(nε, t) + σ4n+1(nε, t) = σ4n+2(nε, t) + σ4n+3(nε, t),

u4m−2((m− h)ε, t) + u4m−1((m− h)ε, t) =

= u4m((m− h)ε, t) + u4m+1((m− h)ε, t),

σ4m−2((m− h)ε, t) + σ4m−1((m− h)ε, t) =

= σ4m((m− h)ε, t) + σ4m+1((m− h)ε, t),

u4M(L, t) + u4M+1(L, t) = u4M+2(L, t),

σ4M(L, t) + σ4M+1(L, t) = σ4M+2(L, t),

n = 1, ...,M − 1; m = 1, ...,M,

ãäå

σj(x1, t) = a
∂uj
∂x1

, a = ρc2, j = 0, 1,
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σ4m−s(x1, t) = a1
∂u4m−s

∂x1
+ b1

∂2u4m−s

∂x1∂t
−

−R1

(

k1 +
2

3

)

(

N1
∑

n=1

v(1)n exp(−γ(1)n t)

)

∗ ∂u4m−s

∂x1
, s = 1, 2,

σ4m+j(x1, t) = a2
∂u4m+j

∂x1
+ b2

∂2u4m+j

∂x1∂t
−

−R2

(

k2 +
2

3

)

(

N2
∑

n=1

v(2)n exp(−γ(2)n t)

)

∗ ∂u4m+j

∂x1
, j = 0, 1,

σ4M+2(x1, t) = a3
∂u4
∂x1

, a3 = ρ3c
2
3.

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé uk(x1, t) íà ãðàíèöàõ ñëîåâ, íàõîäèì

u0(0, t) = eiωt, us(0, t) = Use
iωt, u3(0, t) = U3E1e

iωt,

u4m(mε, t) = U4mE2e
iωt, u4m+s(mε, t) = U4m+se

iωt,

u4n+3(nε, t) = U4n+3E1e
iωt, u4m−2((m− h)ε, t) = U4m−2E1e

iωt,

u4m−1((m− h)ε, t) = U4m−1e
iωt, u4m((m− h)ε, t) = U4me

iωt,

u4m+1((m− h)ε, t) = U4m+1E2e
iωt,

m = 1, ...,M ; n = 1, ...,M − 1; s = 1, 2,

ãäå

E1 = E1(ω) = exp[−ε(1− h)(δ1(ω) + ik1(ω))],

E2 = E2(ω) = exp[−εh(δ2(ω) + ik2(ω))].

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöàõ x1 = 0, x1 = mε,

x1 = (m− h)ε ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì 2M + 1 óðàâíåíèÿì:


































U1 − U2 − E1U3 = −1,

E1U4m−2 + U4m−1 − U4m − E2U4m+1 = 0,

E2U4n + U4n+1 − U4n+2 − E1U4n+3 = 0,

E2U4M + U4M+1 − U4M+2 = 0,

(5.24)

m = 1, ...,M ; n = 1, ...,M − 1.
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Ïðåæäå ÷åì âûïèñàòü óðàâíåíèÿ, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò óñëîâèÿ íåïðå�

ðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ ñëîåâ, âû÷èñëÿåì:

(

N1
∑

n=1

exp(−γ(1)n t)

)

∗ ∂u4m−2

∂x1
= −U4m−2(δ1 + ik1)·

· exp[−(δ1 + ik1)(x1 − (m− 1)ε)]

N1
∑

n=1

t∫

−∞

exp[−γ(1)n (t− s)] exp(iωs)ds.

Íî

t∫

−∞

exp[−γ(1)n (t− s)] exp(iωs)ds = exp(iωt)

N1
∑

n=1

γ
(1)
n − iω

(γ
(1)
n )2 + ω2

,

ïîýòîìó

(

N1
∑

n=1

exp(−γ(1)n t)

)

∗ ∂u4m−2

∂x1
= −(δ1 + ik1)u4m−2(x1, t)

N1
∑

n=1

γ
(1)
n − iω

(γ
(1)
n )2 + ω2

.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

(

N1
∑

n=1

exp(−γ(1)n t)

)

∗ ∂u4m−1

∂x1
= (δ1 + ik1)u4m−1(x1, t)

N1
∑

n=1

γ
(1)
n − iω

(γ
(1)
n )2 + ω2

,

(

N2
∑

n=1

exp(−γ(2)n t)

)

∗ ∂u4m
∂x1

= −(δ2 + ik2)u4m(x1, t)

N2
∑

n=1

γ
(2)
n − iω

(γ
(2)
n )2 + ω2

,

(

N2
∑

n=1

exp(−γ(2)n t)

)

∗ ∂u4m+1

∂x1
= (δ2 + ik2)u4m+1(x1, t)

N2
∑

n=1

γ
(2)
n − iω

(γ
(2)
n )2 + ω2

.

Èñïîëüçóÿ ýòè �îðìóëû äëÿ ñâåðòîê, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëó÷àåì

σ4m−2(x1, t) = (θ
(1)
1 − iθ

(1)
2 )u4m−2(x1, t),

σ4m−1(x1, t) = −(θ
(1)
1 − iθ

(1)
2 )u4m−1(x1, t),

σ4m(x1, t) = (θ
(2)
1 − iθ

(2)
2 )u4m(x1, t),

σ4m+1(x1, t) = −(θ
(2)
1 − iθ

(2)
2 )u4m+1(x1, t),
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ãäå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ÷àñòîòíûå �óíêöèè θ
(s)
1 (ω), θ

(s)
2 (ω), s = 1, 2, îïðå�

äåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ
(s)
1 (ω) =

(

bs + Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

)

ωks(ω)−

−
(

as − Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n γ

(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

)

δs(ω),

θ
(s)
2 (ω) =

(

bs + Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

)

ωδs(ω)+

+

(

as − Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n γ

(s)
n

(γ
(s)
n )2 + ω2

)

ks(ω).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (5.17) è (5.18) äëÿ ìîäóëÿ íàêîïëåíèÿ C
(s)
1 è ìî�

äóëÿ ïîòåðü C
(s)
2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ks(ω) =
ω

|C(s)(ω)|

√

ρs
2

(

|C(s)(ω)|+ C
(s)
1 (ω)

)

,

δs(ω) =
ω

|C(s)(ω)|

√

ρs
2

(

|C(s)(ω)| − C
(s)
1 (ω)

)

,

âûðàæåíèÿ äëÿ θ
(s)
1 è θ

(s)
2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

θ
(s)
1 (ω) = C

(s)
2 (ω)ks(ω)− C

(s)
1 (ω)δs(ω) = ω

√

ρs
2

(

|C(s)(ω)| − C
(s)
1 (ω)

)

,

θ
(s)
2 (ω) = C

(s)
1 (ω)ks(ω) + C

(s)
2 (ω)δs(ω) = ω

√

ρs
2

(

|C(s)(ω)|+ C
(s)
1 (ω)

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

σ4m−2(x1, t) = −iωη(1)u4m−2(x1, t), σ4m−1(x1, t) = iωη(1)u4m−1(x1, t),

σ4m(x1, t) = −iωη(2)u4m(x1, t), σ4m+1(x1, t) = iωη(2)u4m+1(x1, t),

ãäå η(s)(ω), s = 1, 2, � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ÷àñòîòíûå �óíêöèè:

η(s)(ω) =

√

ρs
2

(
√

|C(s)(ω)|+ C
(s)
1 (ω) + i

√

|C(s)(ω)| − C
(s)
1 (ω)

)

.
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�àññóæäàÿ òàê æå, êàê â ï. 5.1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî η(s)(ω) ïðåäñòàâ�

ëÿåò ñîáîé èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â s-é �àçå ñëîèñòîé ñðåäû.

Çíàÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöàõ ñëîåâ, ìû ìîæåì âûïèñàòü

çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé σk(x1, t) íà ýòèõ ãðàíèöàõ:

σ0(0, t) = −iωZeiωt, σ1(0, t) = iωZU1e
iωt, σ2(0, t) = −iωη(1)U2e

iωt,

σ3(0, t) = iωη(1)E1U3e
iωt, σ4m(mε, t) = −iωη(2)E2U4me

iωt,

σ4m+1(mε, t) = iωη(2)U4m+1e
iωt, σ4n+2(nε, t) = −iωη(1)U4n+2e

iωt,

σ4n+3(nε, t) = iωη(1)E1U4n+3e
iωt, σ4M+2(Mε, t) = −iωZ3U4M+2e

iωt,

σ4m−2((m− h)ε, t) = −iωη(1)E1U4m−2e
iωt,

σ4m−1((m− h)ε, t) = iωη(1)U4m−1e
iωt,

σ4m((m− h)ε, t) = −iωη(2)U4me
iωt,

σ4m+1((m− h)ε, t) = iωη(2)E2U4m+1e
iωt,

m = 1, ...,M ; n = 1, ...,M − 1.

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ x1 = 0, x1 = mε,

x1 = (m− h)ε ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì 2M + 1 óðàâíåíèÿì:



































ZU1 + η(1)U2 − E1η
(1)U3 = Z,

E1η
(1)U4m−2 − η(1)U4m−1 − η(2)U4m + E2η

(2)U4m+1 = 0,

E2η
(2)U4n − η(2)U4n+1 − η(1)U4n+2 + E1η

(1)U4n+3 = 0,

E2η
(2)U4M − η(2)U4M+1 − Z3U4M+2 = 0,

(5.25)

m = 1, ...,M ; n = 1, ...,M − 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé U1(ω) è U4M+2(ω)

êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âîëíû, îòðàæåííîé îò ãðàíèöû x1 = 0, è âîëíû,

ïðîøåäøåé ÷åðåç âñå 2M ñëîÿ, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó èç 4M +2 ëèíåé�

íûõ óðàâíåíèé (5.24), (5.25).
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.24), (5.25), ñâÿçûâàþùàÿ êîìïëåêñíûå àìïëè�

òóäû îòðàæåííûõ è ïðîøåäøèõ âîëí â ñîñåäíèõ ñëîÿõ, äàåò âîçìîæíîñòü

÷èñëåííî ñðàâíèâàòü àìïëèòóäû |U1(ω)| è |U4M+2(ω)|, âû÷èñëåííûå äëÿ

òî÷íîé ìîäåëè ñëîèñòîé ñðåäû, ñ àìïëèòóäàìè |D1(ω)| è |D4(ω)|, âû÷èñ�
ëåííûìè äëÿ åå óñðåäíåííîé ìîäåëè. Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ñðàâíåíèÿ ìîæíî

èññëåäîâàòü, â ÷àñòíîñòè, âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ ñðåäû íà îòíîñèòåëüíûå

ïîãðåøíîñòè

∆
(M)
1 (ω) =

||U1(ω)| − |D1(ω)||
|U1(ω)|

, ∆
(M)
2 (ω) =

||U4M+2(ω)| − |D4(ω)||
|U4M+2(ω)|

.

àìïëèòóä |D1(ω)| è |D4(ω)|, ïðèíèìàåìûõ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ çíà�

÷åíèé |U1(ω)| è |U4M+2(ω)| ñîîòâåòñòâåííî.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðè îáðàçöà ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, çà�

íèìàþùèõ ïîëîñó 0 < x1 < L ïðè L = 0.14 ì è ñîñòîÿùèõ èç M ñëîåâ

óïðóãîãî ìàòåðèàëà è M ñëîåâ ÂÓÌ-II ñ òåìè æå ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðà�

ìè, ÷òî è â ï. 4.4. Îáðàçöû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî òîëùèíîé

è ÷èñëîì èõ ñëîåâ: äëÿ ïåðâîãî îáðàçöà ïðèíèìàåòñÿ M = 10 (ïðè ýòîì

ε = 0.014 ì), äëÿ âòîðîãî îáðàçöà � M = 14 (ïðè ýòîì ε = 0.01 ì), à äëÿ

òðåòüåãî îáðàçöà � M = 28 (ïðè ýòîì ε = 0.005 ì).

Âîçüìåì ÷àñòîòíûé äèàïàçîí D1 = [1 �ö, 30 ê�ö] è èññëåäóåì �óíê�

öèþ ∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ I1 è M = 10, 14, 28.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ

�óíêöèÿ ∆
(M)
2 (ω) ïðèíèìàåò âáëèçè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω

(0)
1 è ω

(M)
1 îä�

íîìåðíûõ êîëåáàíèé ñëîèñòîé è óñðåäíåííîé ñðåä (ñì. òàáë. 4.2 è 4.4).

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîò �óíêöèè |D4(ω)| è
|U4M+2(ω)| èìåþò �ðåçêèå� ìàêñèìóìû, ò.å. èõ çíà÷åíèÿ äîâîëüíî áûñòðî

ìåíÿþòñÿ âáëèçè òî÷åê ìàêñèìóìà. Ñ öåëüþ óòî÷íåíèÿ ïîâåäåíèÿ �óíê�

öèè ∆
(M)
2 (ω) âáëèçè òî÷åê ω

(0)
1 è ω

(M)
1 âûäåëèì ÷àñòîòíûé äèàïàçîí Q1 =

[17 ê�ö, 18.8 ê�ö]. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
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îöåíêè:

∆
(10)
2 (ω) < 23.3%, ∆

(14)
2 (ω) < 11.3%, ∆

(28)
2 (ω) < 2.8%, ω ∈ Q1.

Íà ðèñ. 5.4 èçîáðàæåí ãðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ Q1: êðèâàÿ

1 ñîîòâåòñòâóåò M = 10, êðèâàÿ 2 � M = 14, à êðèâàÿ 3 � M = 28 (ýòè

æå ñîîòâåòñòâèÿ áóäóò ïðèíÿòû è â ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ).

�èñ. 5.4. �ðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîò ω ∈ Q1

Âíå Q1 çíà÷åíèÿ �óíêöèé |D4(ω)| è |U4M+2(ω)| ìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ïëàâíî. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âåëè÷èíå îòíîñèòåëüíîé ïî�

ãðåøíîñòè ∆
(M)
2 (ω) ðàññìîòðèì ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû I1 = [1 �ö, 1 ê�ö],

I2 = [1 k�ö, 14 ê�ö], I3 = [14 ê�ö, 17 ê�ö], I4 = [18.8 ê�ö, 30 ê�ö]. Âû÷èñ�

ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ω ∈ I1

∆
(10)
2 (ω) < 0.0014%, ∆

(14)
2 (ω) < 0.0008%, ∆

(28)
2 (ω) < 0.00018%,

à ïðè ω ∈ I2

∆
(10)
2 (ω) < 0.2%, ∆

(14)
2 (ω) < 0.1%, ∆

(28)
2 (ω) < 0.025%.

Íà ðèñ. 5.5 èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ I3

è ω ∈ I4.
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�èñ. 5.5. �ðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîò: a) ω ∈ I3; b) ω ∈ I4

Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíîâðåìåííîå

óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ êîìïîçèòà è óìåíüøåíèå èõ òîëùèíû ïðèâîäèò ê

äîñòàòî÷íî áûñòðîìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ |D4(ω)|
âî âñ¼ì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå [1 �ö, 30 ê�ö].

Â çàâåðøåíèå èññëåäóåì âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ

|D4(ω)| ïðè ÷àñòîòàõ, áîëüøèõ 30 ê�ö. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì

äâà ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíà D2 = [30 ê�ö, 60 ê�ö] è D3 = [60 ê�ö, 90 ê�ö].

Ñîãëàñíî ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ, â êàæäîì èç ýòèõ äâóõ äèàïàçîíîâ

íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ �óíêöèÿ ∆
(M)
2 (ω) ïðèíèìàåò âíóòðè èíòåð�

âàëîâ Q2 = (34.5 ê�ö, 36.5 ê�ö) ∈ D2 è Q3 = (52.5 ê�ö, 54.1 ê�ö) ∈ D3,
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�èñ. 5.6. �ðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîò: a) ω ∈ Q2; b) ω ∈ Q3

ñîäåðæàùèõ òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèé |D4(ω)| è |U4M+2(ω)|.
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ �óíêöèè |D4(ω)| ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò

ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω
(0)
2 ∈ D2 è ω

(0)
3 ∈ D3 óñðåäíåííîé ñðåäû, çíà�

÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.1, à äëÿ �óíêöèè |U4M+2(ω)| � ñ ñîá�

ñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω
(M)
2 ∈ D2, ω

(M)
3 ∈ D3 ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 4.4 è 4.6 ïðè M = 10, 14, 28. �ðà�èêè �óíêöèè

∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ Q2 è ω ∈ Q3 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.7.

Ñðàâíåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ Dk (k = 1, 2, 3) ïî�

êàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè, äîñòèãàåìûå âíóòðè



252

�èñ. 5.7. �ðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîò: a) ω ∈ Q2; b) ω ∈ Q3

Dk, áûñòðî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà k. Êðîìå òîãî, ñóì�

ìàðíàÿ äëèíà âñåõ èíòåðâàëîâ âíóòðè Dk, äëÿ êîòîðûõ îòíîñèòåëüíàÿ ïî�

ãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ |D4(ω)| íåäîïóñòèìî âåëèêà (íàïðè�

ìåð, áîëüøå 20%), òàêæå áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè k.

�åçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ íàãëÿäíî äåìîí�

ñòðèðóþò òîò �àêò, ÷òî îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ êîìïîçèòà

è ïðîïîðöèîíàëüíîå óìåíüøåíèå èõ òîëùèíû ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ ãðà�

íèö ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà, äëÿ êîòîðîãî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè�

áëèæåííîãî çíà÷åíèÿ |D4(ω)| àìïëèòóäû |U4M+2(ω)| âîëíû, ïðîøåäøåé ÷å�
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ðåç âñå ñëîè êîìïîçèòà, íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî çàðàíåå çàäàííîãî åå

çíà÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, óìåíüøåíèå âåëè÷èíû ïåðèîäà ε ïðèâîäèò ê

óâåëè÷åíèþ äèàïàçîíà äëèí âîëí, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ äîïóñòèìî

èñïîëüçîâàòü óñðåäíåííóþ ìîäåëü ñëîèñòîãî êîìïîçèòà.
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Çàêëþ÷åíèå

Öåëü ïðîâåäåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèé çàêëþ÷à�

ëàñü â èññëåäîâàíèè ý��åêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óñðåäíåí�

íûõ (ý��åêòèâíûõ) ìîäåëåé ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé

ìèêðîñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè, îáóñëîâëåííîé âÿçêîñòüþ è/èëè

ïîñëåäåéñòâèåì, è ïîñëåäóþùåì èññëåäîâàíèè èõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè�

ñòèê. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ òâåðäûõ ñðåä ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ

èëè èç óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ. Â êà÷åñòâå âÿçêîóïðóãèõ ìà�

òåðèàëîâ ðàññìîòðåíû âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû, îáëàäàþùèå âÿçêîñòüþ

è/èëè ïàìÿòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ÿâ�

ëÿþòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûìè è îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíûõ

âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïàìÿòüþ. Âûïèñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ñòàöèî�

íàðíûå è ýâîëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ

òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.

2. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ

âÿçêîñòüþ è/èëè ïàìÿòüþ è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöè�

àëüíûìè è â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé

âÿçêîóïðóãîé ñðåäû, îáëàäàþùåé êàê âÿçêîñòüþ, òàê è ïàìÿòüþ, à â ñëó÷àå

ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè � êîëåáàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ñðåäû Áèî. Âûïè�

ñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå è ýâîëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà�

÷è, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ êîý��èöèåíòû è ÿäðà ñâåðòîê óñðåäíåí�

íûõ óðàâíåíèé.

3. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé èñ�

õîäíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ìèêðîíåîäíî�
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ðîäíûõ òâåðäûõ è ñìåøàííûõ ñðåä èç ïï. 1 è 2, ê ðåøåíèÿì íà÷àëüíî-êðà�

åâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä,

ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ïåðèîäà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ

òâåðäûõ ñðåä è ñìåøàííûõ ñðåä ñ âÿçêîé æèäêîé �àçîé ðåøåíèÿ óñðåä�

íåííûõ çàäà÷ åñòü ñèëüíûå L2
-ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé äî�

ïðåäåëüíûõ (èñõîäíûõ) çàäà÷. Äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèä�

êîé �àçîé óñòàíîâëåíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå L2
ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòåé ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèÿì óñðåäíåííûõ çàäà÷ ñ

êîððåêòîðàìè â âèäå îñöèëëèðóþùèõ âåêòîð-�óíêöèé, ÿâíûé âèä êîòîðûõ

äàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè.

4. Ïîëó÷åíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä ñ ïåðèîäè÷å�

ñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòîãî òâåðäîãî ìàòåðè�

àëà è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïîðû. Â

÷àñòíîñòè, âûâåäåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè óðàâíåíèÿ íà

ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä: ñïëîøíîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è ñìåøàííîé

ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïîðèñòîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè.

5. Âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðå�

ëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðå�

äàì ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû ýòèõ ñðåä

áûë âçÿò èçîòðîïíûé óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë, à â êà÷åñòâå

äðóãîé �àçû � èçîòðîïíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë èëè âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ

æèäêîñòü. Äëÿ âûâîäà óêàçàííûõ �îðìóë áûëè ðåøåíû âñïîìîãàòåëüíûå

ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è: êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è ýâîëþöèîííûå.

6. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà�

íèé óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ

äèññèïàöèåé èç ï. 5. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, íà�

ïðàâëåíèå êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî èëè ïàðàëëåëüíî ñëîÿì èñõîäíîé ñðå�

äû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíå�

íèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåí�
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íîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî

÷èñëà åãî òî÷åê, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé: 1) îáå

�àçû ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàþò âÿçêîñòüþ; 2) òîëüêî îäíà �àçà ñëîèñòîé

ñðåäû îáëàäàåò âÿçêîñòüþ è ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ íàïðàâëåíû

ïàðàëëåëüíî ñëîÿì. Åñëè æå íè îäíî èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî,

òî ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííîé ñðåäû, êðîìå

âåùåñòâåííîé ÷àñòè, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåâåùåñòâåííûõ òî�

÷åê.

7. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé óñòàíîâëåíî, ÷òî

ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî

èõ ñëîÿì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ�

íåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ïåðèîäà

óêàçàííûå ñïåêòðû ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáúåäèíåíèþ ñïåêòðîâ îä�

íîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä è

ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëè óïîìÿíóòûõ â ï. 5

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå

ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî êîìïîçèòà

è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà. ×èñëåííî ïîäòâåðæäå�

íî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ êîìïîçèòà ïðèâîäèò ê ñáëèæåíèþ òî÷åê

ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîìïîçèòà è óñðåäíåííîãî

ìàòåðèàëà.

8. Äëÿ ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí, íîðìàëüíî ïàäàþùèõ íà ãðàíèöû äâóõ�

�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5, çàíèìàþùèõ ïîëóïðîñòðàí�

ñòâî èëè íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó, âûâåäåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ

ðàñ÷åòà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí. Äëÿ ýòî�

ãî áûëà èñïîëüçîâàíà çàìåíà èñõîäíûõ ñëîèñòûõ ñðåä íà ñîîòâåòñòâóþ�

ùèå èì óñðåäíåííûå ñðåäû. Ïîëó÷åíà òàêæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðî�

øåäøåé âîëí â ñëó÷àå, êîãäà ñëîèñòûå ñðåäû ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
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ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó ïàäàþùåé âîëíû. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâ�

íåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèé àìïëèòóäû ïðîøåäøåé âîëíû

äëÿ äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî êîìïîçèòà. ×èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñ�

ëà ñëîåâ íà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííûõ �îðìóë è, â ÷àñòíîñòè,

÷èñëåííî âûÿâëåí ðåçêèé ðîñò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííî�

ãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû äëÿ âîëí, ÷àñòîòû êîòîðûõ áëèçêè ê ñîáñòâåííûì

÷àñòîòàì ñëîèñòîãî êîìïîçèòà èëè óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà.
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