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Введение

В конце 80­х годов в связи с исследованиями шумов моря возник инте­
рес к резонансным явлениям в колебаниях пузырьков. В серии работ Лонге­
Хиггинса [1–3] 1989­го года, вводятся некоторые интегральные теоремы для
колебаний пузырька, а также показывается, что, с учётом нелинейных членов, ко­
лебания по деформационной моде приведут к колебаниям по радиальной моде на
удвоенной частоте, и в случае приблизительного резонанса частот 2:1 вклад де­
формационных мод будет особенно велик, что по мнению автора может объяснить
некоторые особенности акустического спектра шума моря. Уже в следующем го­
ду тот же автор привёл численное моделирование спектра шума моря [4], дающее
неплохое согласие с недавно произведёнными измерениями [5].

В 1991­м году выходит работа Уильямса и Гуо [6], содержащая весьма
близкую для темы диссертации постановку задачи. Рассматривался резонанс де­
формационной и радиальной моды 2:1, методом двух масштабов было показано,
что энергия из деформационной моды будет медленно перекачиваться в ради­
альную моду, затухание не учитывалось. Часть статьи была посвящена критике
работ Лонге­Хиггинса в связи с отсутствием в них подобного механизма перекач­
ки энергии [2; 3]. В том же году Лонге­Хиггинс выпустил статью [7], где подвёрг
ответной критике работу Уильямса и Гуо, справедливо заметив, что механизм
медленной резонансной перекачки энергии в направлении от деформационной к
радиальной моде будет гаситься диссипацией, а также показав, что предложенный
им механизм вполне способен обеспечить требуемый уровень шумов моря даже
с учётом диссипации. В обеих работах был рассмотрен только прямой процесс,
приводящий к переходу энергии деформационной моды в акустическую энергию
излучения радиальной моды.

В работе Янга, Фенга и Лила [8] сделана попытка расширить результаты [7]
на различные типы начальных возмущений и резонансов. В статье Фенга и Ли­
ла [9] была рассмотрена перекачка энергии между модами и было показано, что
в самом деле перекачка происходит в обе стороны по очереди, если пренебречь
затуханием. Также, в пренебрежении затуханием, из закона сохранения энер­
гии было получено оценочное условие дробления для нескольких номеров мод
по амплитуде радиальных колебаний. В работе Мао [10] 1995­го года приведе­
ны экспериментальные свидетельства наличия перекачки энергии между модами
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для свободно колеблющихся пузырьков, выдуваемых из сопла. В работе Мак­
Дугалда [11] 1999­го года было проведено численное моделирование динамики
пузырька в случае резонанса 2:1 и были получены формы пузырьков практически
перед дроблением. Были предсказаны два типа дробления: пузырьковое кольцо и
дробление на несколько частей.

Затухание колебаний пузырьков – фундаментальная тема, вошедшая во мно­
гие современные труды по гидродинамике. Любые серьёзные теоретические и
экспериментальные исследования колебаний пузырьков требуют точного учёта
затухания. Диссипация играет важную роль для описания механизмов дробле­
ния пузырьков в акустической волне [12; 13], затухания акустической волны в
пузырьковой среде [14–16], задач кавитации [17], что имеет многочисленные ин­
женерные и медицинские приложения. Среди них прорыв гематоэнцефалическо­
го барьера с помощью направленного воздействия ультразвуком на специально
введённые в кровь микропузырьки [18], контрастно усиленная ультразвуковая
томография, защита турбин от кавитационной эрозии, изолированный подрыв
подводных конструкций, сонолюминесценция, подводные стелс­технологии, ис­
следование газообмена атмосферы с океаном, исследование состава пузырьковых
смесей [19].

В 70­ые годы возникла современная теория затухания, описанная в ра­
ботах Эллера [20], Чапмана и Плессета [21], Нигматуллина и Хабеева [22],
Просперетти [23]. Последняя работа содержит наиболее строгий и аккуратный
вывод линейной теории затухания одиночного пузырька, дополненный в 1991­
м году оценками применимости сделанных предположений [24]. Также следует
отметить, что в дальнейших работах Нигматуллина, Хабеева и Нагиева учтены
фазовые превращения [25;26] (см. также монографию [27], в работе Просперетти
и соавторов [28] учтена нелинейность колебаний, проведены численные расчёты
(см., например работы Жанга [29;30] и Нигматуллина с соавторами о сферически
симметричной задаче [31]), полученные результаты применены к затуханию волн
в пузырьковой среде (см. например [14–16]) и хорошо согласуются с эксперимен­
том [32; 33]. Во многих работах доказывается теоретически и экспериментально
способность слоя пузырьковой жидкости практически полностью погасить пада­
ющую на него акустическую волну [34].

Задача дробления пузырька в акустической волне имеет приложения в ме­
дицине, океанологии [19], а также смежна со многими другими проблемами
кавитации и сонолюминесценции. Имеются экспериментальные подтверждения
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того факта, что с помощью дробления пузырьков ультразвуком вблизи гемато­
энцефалического барьера, можно обеспечить доставку препаратов в мозговые
ткани [35], что является одной из основных проблем лечения болезней мозга. Ме­
ханизм дробления пузырька до сих пор не получил полного описания, несмотря на
большое количество научных работ по этой теме [36]. Также наблюдается уско­
рение процесса диффузии при возбуждении несферических колебаний [37], что
даёт потенциальные приложения задачи в технологических процессах массооб­
мена газ­жидкость.

Существует много экспериментальных подтверждений того факта, что пу­
зырьки в акустической волне излучают на субгармонических частотах, делящих
нацело частоту волны [38; 39]. Наличие таких субгармоник может вызываться
несферическими колебаниями пузырька, находящимися в целочисленном резо­
нансе частот с радиальной модой [40]. Несферические вынужденные колебания
пузырька исследовались во многих работах [41], начиная с 1958 г. [42]. В ра­
ботах [43; 44] показано, что учёт затухания деформационной моды приводит к
появлению пороговой величины амплитуды возбуждающей волны, при которой
возникают деформационные колебания пузырька, в работе [43] предложено ис­
пользовать это явление для измерения затухания колебаний пузырька.

Также существует множество экспериментальных подтверждений возмож­
ности дробления пузырька из­за деформационных колебаний его формы [45],
были сделаны даже попытки объяснить явление сонолюминесценции неустойчи­
востью радиальных колебаний при резонансе [46; 47]. Обычно деформационные
колебания пузырька возникают вследствие нелинейного взаимодействия между
его колебательными модами, и во многих теоретических исследованиях было по­
казано, что энергия активнее всего перекачивается из радиальных колебаний в
деформационные при соотношении частот колебаний 2:1 [9]. Возможность дроб­
ления пузырька вследствие такой усиленной перекачки энергии была предсказана
в работах [9;48;49], где был изучен эффект перекачки энергии между модами для
свободных колебаний пузырька. В последних двух работах были получены пери­
од перекачки энергии и отношение амплитуд мод в зависимости от номера моды,
быстро растущее с увеличением номера моды n. Также в работе [49] было показа­
но, что наибольшее увеличение амплитуды колебаний происходит при перекачке
энергии в осесимметричные деформационные моды, поэтому они представляют
наибольший интерес.
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Основным недостатком указанных работ было рассмотрение только сво­
бодных колебаний пузырька без диссипации, которая, как известно, довольно
велика. Таким образом, для оценки возможности дробления по резонансному
механизму требуется построить теорию с учётом диссипации и вынуждающей
силы, что было сделано, например в [36; 50], где были получены парамет­
рические диаграммы стабильности поверхности пузырька. Вообще, пороговый
характер возникновения неустойчивости сферических колебаний –– хорошо изу­
ченная теоретически и экспериментально тема. Эксперименты с определением
таких порогов для пузырьков разного размера были описаны в работах [47;51–55].
Для такой параметрической неустойчивости были изучены возникающие бифур­
кации и хаос [56], изучалось поведение системы вблизи порога возникновения
неустойчивости [57]. Однако не было работ, где вместо оценки и нахождения
величины порога возникновения неустойчивости проводились бы исследования
возможности дробления в предположении, что неустойчивость уже развита и
энергия активно перетекает из радиальных колебаний в деформационные.

Целью данной работы является описание резонансного механизма дробле­
ния газового пузырька в жидкости и оценка условий его реализации.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Получить аналитическое описание методом гамильтоновой нормальной
формы резонансной перекачки энергии между радиальной и произ­
вольной деформационной модой свободных малых колебаний газового
пузырька в жидкости в отсутствие затухания при резонансе частот мод
2:1. Проанализировать полученные результаты, найти период перекачки
энергии и относительное увеличение амплитуды деформации в ходе пе­
рекачки в зависимости от индексов моды.

2. Исследовать механизмы затухания колебаний газового пузырька в жид­
кости. Получить удобные для использования аналитические выражения
для линейного отклика малого пузырька на возбуждение акустической
волной с учётом термической, вязкой и акустической диссипации, а
также эффектов поверхностного натяжения. Сравнить роль различных
механизмов затухания. Вычислить огибающую резонансных пиков для
воздушного пузырька в воде при атмосферном давлении.

3. Исследовать малые вынужденные колебания малого газового пузырька
в акустической волне в жидкости при резонансной частоте акустической
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волны, а также резонансе частот между радиальной и деформационной
модами колебаний 2:1. Описать аналитически процесс перекачки энер­
гии между модами пренебрегая затуханием деформационной моды.

4. Получить оценочные условия дробления газового пузырька в жидкости
по резонансному механизму в случаях быстрого и медленного старта
акустической волны, а также характерное время быстрого её старта.

Научная новизна:
1. Получено аналитическое описание методом гамильтоновой нормальной

формы резонансной перекачки энергии между радиальной и произ­
вольной деформационной модой свободных малых колебаний газового
пузырька в жидкости в отсутствие затухания при резонансе частот мод
2:1. Найден период перекачки энергии и относительное увеличение ам­
плитуды деформации в ходе перекачки в зависимости от индексов моды
n,m.

2. Получены удобные для использования формулы, описывающие сво­
бодные и вынужденные колебания пузырька с учётом акустической,
вязкой, тепловой диссипации и поверхностного натяжения. Получена
огибающая резонансных кривых для вынужденных колебаний пузырька,
которая может быть использована для нахождения условий резонансного
дробления пузырька.

3. Выполнено оригинальное исследование малых вынужденных колебаний
небольшого газового пузырька в акустической волне в жидкости при ре­
зонансной частоте акустической волны, а также резонансе частот между
радиальной и деформационной модами колебаний 2:1. С помощью ме­
тодики осреднения Крылова­Боголюбова аналитически описан процесс
перекачки энергии между модами в пренебрежение затуханием дефор­
мационной моды.

4. Впервые получены оценочные условия дробления газового пузырька в
жидкости по резонансному механизму в случаях быстрого и медленно­
го старта акустической волны, а также характерное время быстрого её
старта.

Практическая значимость обеспечивается многочисленными возможны­
ми приложениями резонансного механизма дробления пузырька, в частности, в
медицине для прорыва гематоэнцефалического барьера и доставки лекарств в
мозг пациента с помощью облучаемых ультразвуком контрастных агентов (пу­
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зырьков, покрытых тонкой оболочкой), в процессах массообмена для управления
составом пузырьковой смеси и активизации массообмена за счёт возбуждения де­
формационных колебаний, в фундаментальной физике для исследования условий
появления субгармоник, в технологии подводных механизмов для предотвраще­
ния кавитационной эрозии, в морской акустике для объяснения спектральных
характеристик звука моря.

Методология и методы исследования. Для решения задачи о свобод­
ных колебаниях пузырька при резонансе частот мод 2:1 была использована ме­
тодика инвариантной нормализации гамильтониана, предложенная академиком
В.Ф.Журавлёвым. Для описания механизмов диссипации колебаний пузырька бы­
ла использована техника осреднения по объёму. Для исследования вынужденных
колебаний пузырька использовалась методика осреднения Крылова­Боголюбова.
Для верификации аналитических результатов путём сравнения с численными ре­
шениями, использовались разнообразные методы вычислительной математики,
предназначенные для решения систем обыкновенных дифференциальных урав­
нений и подсчёта квадратур.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Нормальная форма гамильтониана свободно колеблющегося пузырька

в случае резоананса частот радиальной и произвольной деформацион­
ной моды 2:1 позволяет получить аналитическое описание процесса
перекачки энергии между модами, что даёт возможность вычислить пе­
риод перекачки энергии, отобрать моды с наиболее низким периодом в
предположении равнораспределения энергии между модами, а также вы­
числить увеличение амплитуды деформации в ходе перекачки энергии.
Полученное увеличение амплитуды весьма значительно (до нескольких
десятков) и является предпосылкой для дальнейшего исследования воз­
можности резонансного дробления пузырька по описанному механизму
с учётом диссипации и для случая вынужденных колебаний.

2. В предположениях гомобаричности (однородности давления внутри пу­
зырька), отсутствия фазовых переходов, малости вязких, поверхностных
и акустических эффектов, методом осреднения по объёму можно еди­
ным образом описать свободные и вынужденные радиальные колебания
пузырька в линейной постановке с учётом тепловых, вязких, поверхност­
ных и акустических эффектов. Акустические эффекты можно учесть в
первом приближении с помощью уравнения Келлера. Можно показать,



11

что тепловой механизм диссипации доминирует над остальными для
воздушных пузырьков размером от 5 микрон до 5 мм в воде при атмо­
сферном давлении. Параметры свободных колебаний можно получить в
неявном виде, как решение алгебраического уравнения на комплексную
частоту колебаний, линейный отклик в случае вынужденных колеба­
ний непосредственно выражается через безразмерные параметры задачи.
Вычисляется огибающая резонансных кривых для вынужденных ко­
лебаний пузырька, которая может быть использована для нахождения
условий резонансного дробления пузырька.

3. С помощью методики осреднения Крылова­Боголюбова можно полу­
чить асимптотическое описание динамики малых колебаний пузырька
в случае резонансной частоты возбуждающей волны, а также резонанса
частот радиальной и деформационной моды 2:1. С помощью получен­
ных результатов по затуханию колебаний пузырька можно учесть все
существенные механимы диссипации энергии радиальной моды (терми­
ческий, акустический, вязкий), эффекты поверхностного натяжения, при
этом затуханием деформационной моды можно пренебречь. Можно по­
казать, что амплитуда деформационной моды значительно вырастает, и
способна многократно превысить амплитуду радиальной моды. Исходя
из этого можно получить оценочные условия резонансного дробления
пузырька в случае быстрого и медленного старта акустической волны, а
также характерное время быстрого её старта.

Достоверность полученных результатов для резонансной перекачки энер­
гии в случае свободных и вынужденных колебаний пузырька обеспечивается
сравнением с численными расчётами, а также проведением аналогии с хорошо
известной задачей о качающейся пружине. Результаты находятся в соответствии с
результатами, полученными другими авторами в упрощённой постановке [58] для
эллипсоидального пузырька. Достоверность результатов по затуханию свобод­
ных и вынужденных малых радиальных колебаний газового пузырька в жидкости
обеспечивается соответствием результатов многочисленным работам в этой об­
ласти (см. например [27]).

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на при­
мерно 20 конференциях и 7 семинарах, среди которых стоит отметить:

– X Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической
и прикладной механики (Нижний Новгород, 2011)
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– XI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической
и прикладной механики (Казань, 2015)

– 8th International Symposium on Cavitation (CAV 2012) (Сингапур, 2012)
– 8th EuropeanNonlinear Dynamics Conference (ENOC 2014) (Вена, Австрия,
2014)

– The 16th International Conference on Fluid Flow Technologies (CMFF’15)
(Будапешт, Венгрия, 2015)

– 9th International Symposium on Cavitation (CAV 2015) (Лозанна, Швейца­
рия, 2015)

– 14th International Conference on Vibration Engineering and Technology of
Machinery (VETOMAC XIV) (Лиссабон, Португалия, 2018)

– 14th International Conference on Heat Transfer, Fluid Mechanics and
Thermodynamics (HEFAT 2019) (Виклоу, Ирландия, 2019)

– Три доклада на семинарах «Механика систем» имени академика А.Ю.
Ишлинского при Научном совете РАН по механике систем под руковод­
ством акад. В.Ф. Журавлева и акад. Д.М. Климова: 18­го мая 2015 г., 10­го
октября 2016 г. и 9­го декабря 2019 г.

– Выступление на видеосеминаре по аэромеханикеЦАГИ –ИТПМСОРАН
– СПбПУ­НИИММГУ 24 апреля 2018 г.

На 4 конференциях автор был удостоен диплома за лучший доклад на соответ­
ствующей секции.

Личный вклад. Автор принял активное участие в постановке задач и
выборе методов для исследования, самостоятельно решил все поставленные за­
дачи, самостоятельно и в соавторстве подготовил результаты к публикации. В
частности, в задаче о резонансной перекачке энергии для свободных колебаний
пузырька, он самостоятельно получил потенциал скорости жидкости, кинетиче­
скую и потенциальную энергию, построил лагранжиан и гамильтониан системы
и, воспользовавшись советом научного руководителя обратить внимание на ана­
логию с качающейся пружиной, применил метод инвариантной нормализации
к получению нормальной формы гамильтониана, которую затем самостоятель­
но исследовал аналитически и численно. В задаче о затухании свободных и
вынужденных радиальных колебаний пузырька в жидкости он воспользовался
постановкой задачи, описанной в [59, сс. 284­291], самостоятельно добавив учёт
вязкой и акустической диссипации, а также поверхностного натяжения. В задаче о
вынужденных колебаниях пузырька при резонансе 2:2:1 он воспользовался алго­
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ритмом для качающейся пружины, предложенным научным руководителем [60],
но самостоятельно поставил задачу, подобрал замены, приводящие уравнения к
пригодному для осреднения виду, решил и проанализировал уравнения. Автор са­
мостоятельно получил оценочные условия дробления пузырька и предложил два
механизма резонансного дробления: при резком включении акустической волны
и при плавном её включении, а также оценил характерное время такого быстрого
включения. Также автор проанализировал полученные результаты и предложил
пути дальнейшего развития исследования, имеющие описанные выше практиче­
ские приложения.

Диссертационная работа выполнялась при поддержке грантов РФФИ№11­
01­00535­а, №12­01­09283­моб_з, №14­01­00818, №14­01­00892, №14­01­31370
мол_а, №17­01­00901 и гранта РНФ №14­19­01633 а также в рамках темы гос­
задания № АААА­А17­117021310382­5.

Публикации.Основные результаты по теме диссертации изложены в 8 ста­
тьях, из которых 6 индексированы в базах данных «Сеть науки» (Web of Science)
или «Скопус» (Scopus) и входят в список рекомендуемых изданий ВАК, а также в
большом количестве сборников материалов и тезисов международных и всерос­
сийских конференций.

Содержание работы

В главе 1 диссертации методом инвариантной нормализации гамильтониана
решается задача о динамике пузырька при резонансе радиальной и произволь­
ной деформационной моды колебаний 2:1, что составляет собой содержание
статей [48; 49]. Будут получено аналитическое описание процессов перекачки
энергии, позволяющее получить период перекачки в произвольную моду, вы­
делить наиболее возбудимые моды, а также получить увеличение амплитуды
деформации после перекачки и проанализировать возможность дробления.

Глава 2 посвящена затуханию малых радиальных колебаний пузырька в
приближениях гомобаричности, постоянства температурыжидкости и отсутствия
фазовых переходов. Рассмотрены все основные механизмы диссипации: вязкий,
термический и акустический, также предложен способ одновременного решения
задачи для свободных и вынужденных колебаний с помощью единой системы
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уравнений. Показано, что в большинстве реальных случаев определяющую роль
оказывает именно термический механизм диссипации, также определены усло­
вия, при которых важны другие механизмы затухания. Путём усреднения по
объёму характеристик пузырька выводятся точные формулы для параметров ли­
нейных свободных и вынужденных колебаний малого сферического пузырька в
жидкости. Обсуждается применение полученных результатов для описания зату­
хания волн в пузырьковой среде, описания резонансного механизма дробления
пузырька и для других приложений. Результаты, изложенные в главе 2, вошли
в работы [12; 13; 61].

В главе 3 с помощью методики осреднения Крылова­Боголюбова [62] по­
лучено асимптотическое описание динамики малых колебаний пузырька в случае
резонансной частоты возбуждающей волны, а также резонанса частот радиальной
и деформационной моды 2:1. С помощью полученных результатов по затуханию
колебаний пузырька учтены все существенные механимы диссипации энергии ра­
диальной моды (термический, акустический, вязкий), эффекты поверхностного
натяжения, показано, что затуханием деформационной моды можно пренебречь
для пузырьков не слишком большого радиуса. Доказано, что амплитуда дефор­
мационной моды значительно вырастает и способна многократно превысить
амплитуду радиальной моды, что может привести к дроблению пузырька.

Предложен новый резонансный механизм дробления газового пузырька в
акустической волне. Показано, что дробление пузырька с резонансным радиу­
сом возможно при относительно небольшой амплитуде давления в возбуждающей
волне резонансной частоты: порядка нескольких процентов от равновесного
давления. Получено оценочное условие дробления для случаев быстрого и мед­
ленного включения акустической волны. Для его полного обоснования в даль­
нейшем необходимо провести точные расчёты с учётом нелинейных колебаний
поверхности пузырька и затухания деформационной моды, а также потребуются
экспериментальные подтверждения. Данный механизм дробления может иметь
широкие приложения, в том числе для прорыва гематоэнцефалического барьера в
медицине. Содержание главы 3 составляют статьи [12; 13; 63–65].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав
и заключения. Полный объём диссертации составляет 95 страниц, включая 16 ри­
сунков и 0 таблиц. Список литературы содержит 115 наименований.
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Глава 1. Свободные колебания пузырька при резонансе частот радиальной и
деформационной мод 2:1

Рассматривается свободно колеблющийся пузырёк при наличии резонанса
между радиальной и произвольной деформационной модой колебаний 2:1. Пе­
рекачка энергии между модами описывается с помощью метода инвариантной
нормализации гамильтониана. Обнаруживается аналогия с задачей о качающей­
ся пружине при том же резонансе между модами колебаний. Показывается что,
в отличие от пружины, амплитуда колебаний деформационной моды пузырька
значительно превышает амплитуду радиальной моды, и делается вывод, что это
может привести к дальнейшему дроблению пузырька.

Во введении проводится обзор литературы, относящейся к проблеме. От­
дельным подразделом разбирается решение задачи о качающейся пружине, яв­
ляющейся простейшей модельной аналогией задачи о пузырьке. Следующие
разделы посвящаются постановке задачи, её решению, анализу полученных ре­
зультатов и выводам.

1.1 Введение

Свободные колебания пузырьков в жидкости исследовались начиная с
конца XIX­го века в огромном количестве ставших уже классическими тру­
дов. В монографии сэра Горация Лэмба [66, с. 463, с. 566] получены частота
и логарифмический декремент вязкого затухания произвольной деформацион­
ной гармоники. В статье Миннарта [67] 1933­го года получена так называемая
миннаэртовская частота радиальных колебаний пузырька в жидкости, также про­
ведено систематическое экспериментальное исследование зависимости частоты
от размера пузырька, рода жидкости и газа, а также температуры, эксперимен­
тально показано, что формула для частоты справедлива с доступной в те времена
точностью.Миннарт не учитывал затухание и считал процесс расширения­сжатия
газа адиабатическим, хотя его результаты будут верны и для политропическо­
го закона расширения газа. Логарифмический декремент затухания радиальных
колебаний был измерен вскоре Майером и Таммом [68]. Во второй главе будет



16

проведён подробный учёт затухания и будет показано, что предположение об
адиабатичности не совсем верно, однако в этой главе мы также пренебрегаем эф­
фектами затухания.

Влияние несферичности формы пузырька на частоту его объёмных колеба­
ний экспериментально исследовали в 50­х годах Страсберг и Фицпатрик [69;70],
изучая акустическое излучение пузырька, отрывающегося от сопла. Плессет [71]
в 1954­м построил дифференциальное уравнение, описывающее нелинейные
колебания по несферической моде по типу уравнения Рэлея­Плессета для сфе­
рической моды. В обзоре Плессета и Просперетти [17] в 1977­м было высказано
соображение о возможности дробления пузырька при достижении амплитудой
деформационной моды значения порядка радиуса пузырька, также был предска­
зан механизм параметрической перекачки энергии в деформационную моду при
резонансе частот 2:1. Более того, было показано, что учёт вязкой диссипации
несферической моды приводит к уравнениюМатьё, из решения которого следует,
что будет существовать пороговое значение амплитуды радиальной моды, начи­
ная с которого будет возбуждаться деформационная мода. В работе [72] методами
теории возмущений была уточнена формула Лэмба для частоты деформационной
моды с учётом слабой нелинейности колебаний.

В конце 80­х в связи с исследованиями шумов моря возник интерес к резо­
нансным явлениям в колебаниях пузырьков. В серии работ Лонге­Хиггинса [1–3]
1989­го года вводятся некоторые интегральные теоремы для колебаний пузырька,
а также показывается, что с учётом нелинейных членов колебания по деформаци­
онной моде приведут к колебаниям по радиальной моде на удвоенной частоте,
и, в случае приблизительного резонанса частот 2:1, вклад деформационных мод
в радиальные колебания пузырька будет особенно велик. По мнению автора это
явление может объяснить некоторые особенности акустического спектра шума
моря. Уже в следующем году тот же автор привёл численное моделирование спек­
тра шума моря [4], которая хорошо согласовывалась с недавно произведёнными
измерениями [5].

В 1991­м году выходит работа Уильямса и Гуо [6], содержащая очень
близкую для этой главы постановку задачи. Рассматривался резонанс деформа­
ционной и радиальной моды 2:1, методом двух масштабов было показано, что
энергия из деформационной моды будет медленно перекачиваться в радиальную
моду, как и в этой главе, затухание не учитывалось, это было сделано в контексте
критики работ [2; 3]. В том же году Лонге­Хиггинс выпустил статью [7], где под­
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верг ответной критике работу Уильямса и Гуо, справедливо заметив, что механизм
медленной резонансной перекачки энергии в направлении от деформационной к
радиальной моде будет гаситься диссипацией, а также показав, что предложенный
им механизм вполне способен обеспечить требуемый уровень шумов моря даже
с учётом диссипации. В обеих работах был рассмотрен только прямой процесс,
приводящий к переводу энергии деформационной моды в акустическую энергию
излучения радиальной моды.

В работе Янга, Фенга и Лила [8] сделана попытка расширить результаты [7]
на различные типы начальных возмущений и резонансов. В статье Фенга и Ли­
ла [9] была рассмотрена перекачка энергии между модами и было показано, что
в самом деле перекачка происходит в обе стороны по очереди, если пренебречь
затуханием. Также, в пренебрежении затуханием, из закона сохранения энер­
гии было получено оценочное условие дробления для нескольких номеров мод
по амплитуде радиальных колебаний. В работе Мао [10] 1995­го года приведе­
ны экспериментальные свидетельства наличия перекачки энергии между модами
для свободно колеблющихся пузырьков, выдуваемых из сопла. В работе Мак­
Дугалда [11] 1999­го года было проведено численное моделирование динамики
пузырька в случае резонанса 2:1 и были получены формы пузырьков практически
перед дроблением. Были предсказаны два типа дробления: пузырьковое кольцо
и дробление на несколько частей. Особняком стоит тема резонансной перекачки
энергии в случае поступательного движения пузырька, см. например [73].

Новые результаты появились в связи с развитием метода инвариантной
нормализации гамильтониана, описанного ниже. Задача о свободных эллипсо­
идальных колебаниях газового пузырька исследовалась аналитически методом
гамильтоновой нормальной формы [58]. В данной главе будет решена методом
инвариантной нормализации гамильтониана задача о динамике пузырька при ре­
зонансе радиальной и произвольной деформационной моды колебаний 2:1, что
составляет собой содержание статей [48; 49].

1.1.1 Задача о качающейся пружине

В книге Рута 1877­го года [74, с. 90] и работе Кортевега 1898­го года [75]
на качественном уровне было предсказано, что даже малое возмущение в урав­
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нении колебаний при резонансном соотношении частот может вызвать большое
отклонение системы от невозмущённой траектории. Чуть более подробный ана­
лиз условий резонанса приведён в работе Бета 1913­го года [76]. Классический
пример такого резонанса представляет физическая задача о плоских колебани­
ях качающейся пружины при резонансе частот вертикальных и горизонтальных
колебаний 2:1, рассмотренная Виттом и Гореликом [77] в 1933 г.. В этой рабо­
те описан эксперимент, в котором наблюдается периодическая перекачка энергии
вертикальных колебаний маятника в горизонтальные. Этот опыт был выполнен
по предложению академика Л.И. Мандельштама для иллюстрации некоторых
особенностей колебаний молекул углекислого газа, которые обнаружил Э. Фер­
ми [78] двумя годами ранее, анализируя спектры комбинационного рассеяния
газообразного углекислого газа. В описанной Ферми модели молекулы частота
продольной моды практически совпадает с удвоенной частотой поперечной мо­
ды, вследствие чего происходит модуляционный режим обмена энергии между
модами колебаний молекул, что приводит к появлению дополнительных полос
в рамановских спектрах. Качающаяся пружина –– простейший классический ана­
лог системы с двумя колебательными степенями свободы, на что и обратили свое
внимание Мандельштам, Витт и Горелик, а также последующие авторы (см. на­
пример [79]).

Задача о нелинейных пространственных колебаниях материальной точки
на невесомом упругом подвесе (качающаяся пружина –– рисунок 1.1а) представ­
ляется более содержательной, и имеет приложения во многих областях физики,
в том числе известен квантовый аналог задачи [80]. Частота вертикальных ко­
лебаний предполагается равной удвоенной частоте качаний (резонанс 1:1:2). В
этом случае колебания по вертикали неустойчивы, что приводит к перекачке
энергии вертикальных колебаний в энергию качаний маятника. Амплитуда ко­
лебаний материальной точки по вертикали уменьшается, и через определенный
период времени маятник начинает совершать качания в некоторой вертикальной
плоскости. Эти качания также неустойчивы, что приводит к обратной перекачке
энергии в вертикальную моду колебаний. Опять повторяются колебания по вер­
тикали. Однако после вторичной перекачки энергии вертикальных колебаний в
энергию качания видимая плоскость качания поворачивается на некоторый угол,
как видно из результатов прямого численного моделирования, изображённых
на рисунке 1.1б, причём видно, что практически весь угол поворота колебаний
формируется во время почти вертикальных колебаний маятника, как пружины.
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Фрагмент траектории внутри прямоугольника, ответственный за формирование
первого направления горизонтальных колебаний, отображён в увеличенном мас­
штабе на рисунке 1.1в. В работах [13;81;82] эти эффекты описаны аналитически:
найден период перекачки энергии, изменения амплитуд обеих мод со временем и
изменение угла видимой плоскости колебаний.

а)
Качающаяся
пружина

б) Вид сверху
траектории в) То же в увеличенном масштабе

Рисунок 1.1 –– Качающаяся пружина а) и вид сверху траектории точечной массы
в двух разным масштабах б) и в) для начальных условий δ = 0.1, ξ1 = 0.1,

ξ2 = 0.03

Перейдем к построению асимптотического решения рассматриваемой зада­
чи. Обозначим координаты по осям x,y с рисунка 1.1 как x1,x2. Запишем задачу
Коши системы уравнений для координат x1,x2,,z [82] в безразмерных координатах
и времени (нормированных на длину пружины l и частоту качаний), пренебрегая
в ней слагаемыми выше второй степени

ẋ1 = u1, u̇1 = −x1 − 3x1z, ẋ2 = u2, u̇2 = −x2 − 3x2z,

ż = w, ẇ = −4z − 3

2
(x21 + x22), z(0) = δ, w(0) = 0,

x1(0) = ξ10δ, u1(0) = 0, x2(0) = 0, u2(0) = ξ20δ

(1.1)

где параметры, входящие в начальные условия δ, ξ10 и ξ20 предполагаются
малыми. Решение этой задачи строится в работе [81] методом инвариантной
нормальной формы, представляется в элементарных функциях и описывает мед­
ленный периодический процесс перехода энергии колебаний по вертикали в
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энергию качаний по горизонтали

z(t) = Z(t) cos 2(t− t1), r(t) =
√

x21 + x22 = R(t) cos(t− t2)
Z(t)
δ

=
∣∣th3δ

4 (t− T/2)
∣∣+ ∣∣th3δ

4 (t− 3T/2)
∣∣− 1 + . . .

R(t)

2δ
= sech

3δ

4

(
t− T

2

)
+ sech

3δ

4

(
t− 3T

2

)
+ . . .

T =
4

3δ
ln

32

ξ210 + ξ
2
20

+ . . .

(1.2)

где R(t) =
√

X2
1(t) +X2

2(t), X1(t), X2(t) и Z(t) –– медленно меняющиеся ам­
плитуды колебаний x1(t), x2(t) и z(t), соответственно, T –– период перекачки
энергии между модами. ФункцииR(t) и Z(t) подчинены закону сохранения энер­
гии R2(t) + 4Z2(t) = 4δ2. При перекачке энергии отношение максимальных
значений амплитуд горизонтальной моды колебаний к вертикальной равно двум

Rmax(t)/Zmax(t) = 2

Для исследования поворота плоскости колебаний строим решение в пере­
менных орбиты. Если нелинейные члены уравнений отсутствуют, то решение
этой системы записывается в виде

x1 = rx cos(t+ s) cosψ− ry sin(t+ s) sinψ
x2 = rx cos(t+ s) sinψ+ ry sin(t+ s) cosψ
ẋ = −rx sin(t+ s) cosψ− ry cos(t+ s) sinψ
ẏ = −rx sin(t+ s) sinψ+ ry cos(t+ s) cosψ

(1.3)

Постоянные интегрирования называются элементами орбиты. Их геометриче­
ский смысл таков: rx и ry –– полуоси эллиптической траектории, параметр s

характеризует положение точки на эллипсе в момент времени t = 0, ψ –– угол
наклона оси эллипса rx к оси x. Если нелинейные члены (1.1) не нулевые, то
элементы орбиты становятся функциями времени. Чтобы получить уравнения,
описывающие их изменение, нужно сделать в (1.1) замену переменных по фор­
мулам (1.3), после которой получится система линейных уравнений относительно
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производных элементов орбиты. Разрешая ее получим систему уравнений

drx
dt

= 3rxz sin(t+ s) cos(t+ s)

dry
dt

= −3ryz sin(t+ s) cos(t+ s)

dψ

dt
= − 3zrxry

r2x − r2y
cos2(t+ s)

ds

dt
=

3z

r2x − r2y

[
r2x cos2(t+ s)− r2y sin2(t+ s)

]
d2z

dt2
+ 4z = −3

2

[
r2x cos2(t+ s) + r2y sin2(t+ s)

]
(1.4)

с начальными условиями rx(0) = rx0 = δξ10, ry(0) = ry0 = δξ20, ψ(0) = 0,
s(0) = 0, z(0) = δ, ż(0) = 0.

На полупериоде перекачки энергии t ∈ (0,T/2) асимптотическое решение
уравнения для z имеет вид z = δ cos t. Подставим его в правые части первых
четырёх уравнений системы (1.4). Получим уравнения в стандартной форме с ма­
лым параметром δ. В соответствие с первой теоремой Боголюбова [3] на отрезке
порядка 1/δ оно приближается решением автономной системы с осредненными
по периоду правыми частями

drx
dt

=
3

4
δrx sin 2s

dψ

dt
= − 3δr2xrx0ry0

2(r4x − r2x0r
2
y0)

cos 2s

ds

dt
=

3δ (r4x + r2x0r
2
y0)

4(r4x − r2x0r
2
y0)

cos 2s

(1.5)

Разделив первое уравнение системы (1.5) на третье получим

drx
ds

= rx
r4x − r2x0r

2
y0

r4x + r2x0r
2
y0

tg 2s, rxry = rx0ry0

Это уравнение имеет интеграл

cos 2s = (r2x0 − r2y0)C, C =
r2x

r4x − r2x0r
2
y0

(1.6)

Отсюда получаем дифференциальные уравнения для rx и ψ:

drx
dt

=
3

4
δrx

√
1− (r2x0 − r2y0)

2C2

dψ

dt
= −3

2
δrx0ry0(r

2
x0 − r2y0)C



22

Система уравнений интегрируется точно в элементарных функциях

2r2x = (r2x0 + r2y0) ch
3

2
δt+

√
(r2x0 + r2y0)

2 ch2
3

2
δt− 4r2x0r

2
y0

ψ = −1

2
arctg

2ξ10ξ20 th 2s
ξ210 − ξ220

(1.7)

Формулы (1.6) и (1.7) представляют собой точные решения уравнений (1.5) для
переменных орбиты. Это решение имеет смысл на полупериоде перекачки энер­
гии 0 < t < T/2.

Из решений (1.6 и 1.7) получаем простую формулу для поворота плоскости
колебаний за полупериод t = T/2

ψ1 = −1

2
arctg

2ξ10ξ20
ξ210 − ξ220

(1.8)

Численная проверка показывает высокую точность формулы (1.8). Так для при­
ведённых значений ξ10 = 0.1 и ξ20 = 0.03 численное решение задачи Коши (1.1)
даёт значение угла поворота (в радианах) ψ1 = −0.291, а аналитическая форму­
ла (1.8) –– очень близкое значение ψ1 = −0.285.

Для экспериментальной проверки эффектов перекачки энергии колебаний и
поворота плоскости колебаний требуется пружина высокого качества, чтобы сни­
зить потери энергии за счет диссипативных сил, но эффект вполне наблюдаем.
Эта задача имеет отношение к качественному объяснению эффекта Ферми для
расщепления частот в спектре молекулы углекислого газа [78] (см. также [83;84]).
В ней также, как и в рассматриваемом пружинном маятнике имеются две соб­
ственные частотыω и 2ω. Согласно решению для маятника колебания с частотой
ω имеют медленно меняющуюся амплитуду с частотой δ и колебания происхо­
дят по закону близкому к

2C sinωt sin δt = C cos(ωt− δt)− C cos(ωt+ δt)

При этом частоты расщепляются на две близкие частоты ω ± δ, что наблюдает­
ся экспериментально.

Данные результаты, опубликованные в [64; 81; 82] актуальны и для задачи
о перекачке энергии свободных колебаний пузырька между модами, далее будет
показано, что между двумя этими колебательными системами можно провести
асимптотическую аналогию, и что при резонансе частот 2:1 между радиальной
и какой­то (n,m)­ой дефомационной модой у пузырька будет сразу 2n + 1 де­
формационныхмод, одновременно удовлетворяющих условиям резонанса, между
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которыми будет распределяться энергия деформационных колебаний. Для про­
стоты будет принято, что у пузырька задействована только две из этих мод
(соответствующие каким­то (n,m)). Однако для более общего решения зада­
чи представляется целесообразным учесть взаимодействие мод между собой
и построить более точную модель, учитывающую некоторое начальное рас­
пределение энергии между модами, которое можно попробовать определить
экспериментально из сравнения результатов расчёта по такой модели с данными,
например, по акустическому излучению пузырька в ближнем поле.

1.2 Постановка и решение задачи

Для получения системы уравнений в гамильтоновом виде используется
стандартная процедура перехода от уравнений Лагранжа к уравнениям Гамиль­
тона с помощью преобразования Лежандра. Для этого требуется вычислить
кинетическую и потенциальную энергии колеблющегося пузырька, которые на­
ходятся в предположениях, потенциального течения жидкости вокруг пузырька
и отсутствия затухания.

К полученному гамильтониану применяется процедура инвариантной нор­
мализации. При этом подразумевается, что колебания по обеим модам имеют
небольшую амплитуду. Оказывается, что уравнения при некоторой замене пере­
менных c точностью до резонансных членов совпадают с таковыми для качаю­
щейся пружины. Аналогично решению задачи с пружиной, находится решение
для колебаний пузырька. Также находится период перекачки энергии в зависимо­
сти от номера моды и начальных условий и максимальное отношение амплитуд
мод, достигаемое в ходе перекачки.

1.2.1 Постановка задачи о малых свободных колебаниях пузырька при
резонансе частот 2:1

Рассматривается колеблющийся газовый пузырёк в бесконечной идеаль­
ной жидкости. Форма пузырька может быть разложена по базису сферических
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функций, однако для простоты предполагается, что существенны отклонения от
сферичности, описываемые только одной из них, находящейся в резонансе частот
с радиальной модой колебаний, все остальные искажения формы с большой ве­
роятностью будут уничтожены вязким затуханием. У этого предположения есть
недостатки. В частности, будет показано, что одновременно являются резонанс­
ными все моды описываемыми одним и тем же нижним индексом полинома
Лежандра. Тем не менее, такая постановка отвечает требованиям разумной ми­
нимальности и позволяет получить искомые эффекты перекачки энергии. Также
уравнение для формы пузырька несколько искусственно накладывает условия на
его форму, что будет верно только в нашей слабо нелинейной постановке.

Пусть пузырёк обладает двумя степенями свободы и его уравнение поверх­
ности:

r(θ,ψ,t) = a0 (1 + a(t) + Pm
n (η)(ξ1(t) cosmψ+ ξ2(t) sinmψ)) (1.9)

где a0 –– невозмущённый радиус пузырька, η = cos θ, θ –– полярный угол,
Pm
n (η) –– n,m­ый присоединённый полином Лежандра, n = 2,3,...; m = 0,1,..,n,
ψ –– обозначение для азимутального угла (вместо обычно используемого φ, та­
кой выбор объясняется желанием избежать путаницы с принятым обозначением
потенциала).

1.2.2 Потенциал скорости течения жидкости

Потенциал скоростиφ(r,θ,ψ,t) в области Ξ, заполненной жидкостью, нахо­
дится из решения задачи Неймана

∆φ = 0,
∂φ

∂n

∣∣∣∣
∂Ξ

= vn (1.10)

где vn обозначает нормальную к поверхности пузырька проекцию скорости жид­
кости v (или скорости границы пузырька), а ∂/∂n производную вдоль нормали
к поверхности пузырька. В сферических координатах граничное условие (1.10)
записывается так
∂φ

∂r
− 1

r2
∂r

∂θ

∂φ

∂θ
− 1

r2 sin2 θ
∂r

∂ψ

∂φ

∂ψ
= a0(ȧ+Pm

n (η)(ξ̇1 cosmψ+ ξ̇2 sinmψ)) (1.11)

Найдём с точностью до второго порядка малости по a и ξ1,ξ2 решение краевой
задачи (1.11)
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1.2.3 Кинетическая энергия пузырька

Выражаем кинетическую энергиюжидкости через интеграл по поверхности

EK =
ρ

2

∫∫
∂Ξ

φvn dS = −ρ
2

2π∫
ψ=0

dψ

1∫
η=−1

φ r2(ψ,θ,t)ṙ(ψ,θ,t) dη (1.12)

где ρ –– плотность жидкости. Подставляя (1.10) и потенциал жидкости в (1.12),
получаем с точностью до третьего порядка малости по a и ξ1, ξ2 кинетическую
энергию жидкости. Следуя методу нормальной формы, можно резко упростить
выкладки, если в третьем порядке малости по a и ξ1, ξ2 принимать во внимание
только резонансные члены, в которые входят переменные обеих мод (радиальной
моды a и деформационной ξ1, ξ2). Выпишем кинетическую энергию без нере­
зонансных членов

EK = 4πρa50

(
ȧ2

2
+

N 2(ξ̇21 + ξ̇
2
2)

2

)
+ 4πρa50N

2

[
3

2
a(ξ̇21 + ξ̇

2
2)+

+

(
4(n+ 3)−mn(2n+ 1)

4

)
a(ξ1ξ̇1 + ξ2ξ̇2)

]
,

N 2 =
(1 + δm0)(n+m)!

2(n+ 1)(2n+ 1)(n−m)!

(1.13)

1.2.4 Потенциальная энергия пузырька

Для нахождения потенциальной энергии пузырька необходимо вычислить
объём V и площадь S пузырька, затем учесть, что потенциальную энергию в на­
ших приближениях можно вычислить через изменения этих величин

Π = σ(S − S0) + p∞(V − V0) +
p0V0

γ− 1

[(
V0

V

)γ−1

− 1

]
(1.14)

где V0 и S0 –– невозмущённые объём и площадь пузырька, σ –– коэффициент по­
верхностного натяжения на границе газ­жидкость, p∞ –– давление в жидкости
вдали от пузырька, p0 –– начальное давление внутри пузырька, γ –– показатель
адиабаты газа. В выражении для потенциальной энергии первый член отвечает за
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энергию поверхностного натяжения, второй и третий за работу против сил давле­
ния, считая, что газ расширяется по закону адиабаты: pV γ = const (что допустимо
только при условии малости тепловых потерь). Раскладывая V и S до третьего по­
рядка малости, получаем потенциальную энергию пузырька в форме

Π = Π1 +Π2 +Π3 +O4(a,ξ1,ξ2), Π1 = 4πa20a (2σ+ (p∞ − p0)a0) (1.15)

Из условия равновесия следует Π1 = 0, что является формулой Лапласа для
давления под искривленной поверхностью p0 = p∞ + 2σ

a0
. Подставляя условие

равновесия и пренебрегая нерезонансными членами, получаем потенциальную
энергию до второго и третьего порядка малости по a и ξ1,ξ2

Π2 = 4πσa20

[(
3γ− 1 +

3p∞a0γ

2σ

)
a2 + κnN

2(ξ21 + ξ
2
2)

]
,

Π3 = 4πσa20 · 2(n+ 1)N 2

(
3γ− 1 +

3p∞a0γ

2σ

)
a(ξ21 + ξ

2
2),

κn =
(n− 1)(n+ 1)(n+ 2)

2

(1.16)

1.2.5 Собственные частоты колебаний и условия резонанса

Из решения линейной системы (закон сохранения энергии до второго
порядка малости) находим частоты колебаний радиальной [67] ωa и n,m­ой де­
формационной [66, с. 463] ωξ мод

ω2
a =

2σ

ρa30

(
3γ− 1 +

3p∞a0γ

2σ

)
, ω2

ξ =
2σκn
ρa30

(1.17)

Оказывается, что частота n,m­ой деформационной моды не зависит от второ­
го индекса, что обеспечивает одновременное соблюдение условий резонанса для
всех мод с одним и тем же первым индексом n. Так как и в кинетической и в по­
тенциальной энергии присутствуют резонансные члены только вида aξ2, остаётся
единственный возможный резонанс третьего порядка ωa/ωξ = 2 : 1 (только при
таком условии резонансные члены не обнулятся при усреднении вдоль решений
линейной системы). Условие резонанса записывается в виде

a0
aσ

=
4κn + 1

3γ
− 1, aσ =

2σ

p ∞
(1.18)
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Для газовых пузырьков в воде при атмосферном давлении aσ ≈ 1.4 микрон. На
рисунке 1.2 изображена зависимость радиуса воздушного пузырька a0 в воде при
атмосферном давлении от n –– номера резонансной моды (условие резонанса за­
висит только от нижнего индекса) при резонансе ωa/ωξ = 2 : 1, σ = 0.073 Н/м,
p∞ = 105 Па, γ = 1.4. Так как основной интерес представляют малые пузырьки

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10

100

1000

a,
 

n
Рисунок 1.2 –– Размер резонансного воздушного пузырька в воде при

атмосферном давлении в зависимости от номера деформационной моды n

радиусом менее 1 мм, выходит, что следует рассматривать моды с n 6 10. К этому
выводу также приводят соображения о большой величине коэффициента вязкого
затухания деформационных мод высокого порядка, примерно квадратично расту­
щего с увеличением номера моды βµ = (n + 2)(2n + 1)µ/a20 [66, с. 566].

1.2.6 Функция Лагранжа и уравнения Гамильтона пузырька

Находим функцию Лагранжа L = EK − Π пузырька. В безразмерных пере­
менных τ = ωξt, z = a, x1,2 = Nξ1,2 с точностью до резонансных членов 3­го
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порядка малости по z и x1,2, а также при резонансеωa/ωξ = 2 : 1 она имеет вид

L =
1

2

(
ż2 + ẋ21 + ẋ22 − 4z2 − x21 − x22

)
+

3

2
z

(
ẋ21 + ẋ22

)
+

(
n+ 3− mn(2n+ 1)

4

)
ż(x1ẋ1 + x2ẋ2)− 4(n+ 1)z(x21 + x22),

(1.19)

Используя известную процедуру преобразования Лежандра лагранжиана
системы в гамильтониан, получаем выражение для гамильтониана системы H с
точностью до резонасных членов третьей степени малости по z, x1, x2

H = H0 + F1

H0 =
1

2

(
w2 + u21 + u22 + 4z2 + x21 + x22

)
F1 = −3

2
z(u21 + u22)−

(
n+ 3− mn(2n+ 1)

4

)
w(x1u1 + x2u2)+

+ 4(n+ 1)z(x21 + x22)

(1.20)

гдеw –– обобщённый импульс радиальной моды, u1 и u2 –– обобщённые импульсы
обеих деформационных мод,H0 –– невозмущённый гамильтониан, а F1 –– гамиль­
тониан возмущения.

1.2.7 Инвариантная нормализация гамильтониана пузырька

Аналогично тому, как в статье [81] были изучены трёхмерные колебания
качающейся пружины, воспользуемся процедурой инвариантной нормализации
гамильтониана, описанной в [85]. Для описания резонанса 2:1 достаточно полу­
чить нормальную форму в первом приближении. Согласно методу инвариантной
нормализации сначала находится общее решение невозмущённой системы с га­
мильтонианом H0

z(t) = Z cos 2t+
W

2
sin 2t, x1,2(t) = X1,2 cos t+ U1,2 sin t,

w(t) = W cos 2t− 2Z sin 2t, u1,2(t) = U1,2 cos t−X1,2 sin t
(1.21)

Нормальная форма в первом приближении получается путём усреднения воз­
мущения вдоль траекторий порождающей системы, то есть при подстановке в
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систему (1.20) вместо z,w,x1,u1,x2,u2 решений невозмущенного уравнения и по­
следующего усреднения во времени

F1 = lim
T→∞

1

T

T∫
0

F1(z(t),x1(t),x2(t),w(t),u1(t),u2(t)) dt (1.22)

Подставляя (1.21), получаем

F1 = K
(
(Z(X2

1 +X2
2 − U 2

1 − U 2
2 ) +W (X1U1 +X2U2)

)
K =

4n+mn(2n+ 1)− 1

8

(1.23)

1.2.8 Система уравнений Гамильтона пузырька в переменных Биркгофа

Дальнейшие выкладки упростятся, если перейти к переменным Биркго­
фа [86, с. 72] с помощью канонического преобразования валентности 2i

z1 =
W√
2
+
√
2iZ, z2 = U1 + iX1, z3 = U2 + iX2 (1.24)

Нормальная форма первого приближения будет иметь вид H̃ = H̃0+ F̃ , где невоз­
мущенный гамильтониан

H̃0 = i(2z1z̄1 + z2z̄2 + z3z̄3) (1.25)

а возмущение

F̃ = − K√
2

(
z1(z̄

2
2 + z̄23)− z̄1(z

2
2 + z23)

)
(1.26)

В силу нормальности формы полученного гамильтониана, то есть коммутации
двух частей гамильтониана {H̃0,F̃} = 0, общее решение системы уравнений с га­
мильтонианом H̃ является композицией решений систем с гамильтонианом (1.25)

ż1 = 2iz1

ż2 = iz2

ż3 = iz3

⇒
z1 = Z1e

2it

z2 = Z2e
it

z3 = Z3e
it,

(1.27)
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и системы с гамильтонианом (1.26), где для удобства читателя решение будет
выписано в заглавных буквах, которые затем нужно будет подставить в первое
решение (1.27) вместо констант

Ż1 =
K√
2
(Z2

2 + Z2
3),

Ż2 = −
√
2KZ1Z̄2

Ż3 = −
√
2KZ1Z̄3

(1.28)

1.2.9 Решение уравнений о перекачке энергии и пружинная аналогия

У автономного гамильтониана F̃ вследствие нормальности и автономности
гамильтониана H̃ имеются два очевидных первых интеграла, а третий первый ин­
теграл можно угадать из симметрии уравнений и проверить непосредственным
вычислением

H0 = Z1Z̄1 +
1

2
Z2Z̄2 +

1

2
Z3Z̄3

F̃ = − K√
2

(
Z1(Z̄

2
2 + Z̄2

3)− Z̄1(Z
2
2 + Z2

3)

)
Σ = i

Z2Z̄3 − Z3Z̄2

2H0

(1.29)

Первый из первых интегралов выражает собой полную энергию системы, вто­
рой –– сохранение гамильтониана возмущения, третий –– сохранение некоторого
момента (по аналогии с задачей о качающейся пружине).

Если в качестве новой переменной ввести отношение энергии деформаци­
онных мод к полной энергии

ξ =
Z2Z̄2 + Z3Z̄3

2H0
∈ [0,1] (1.30)

то непосредственной подстановкой можно проверить существование четвёртого
первого интеграла системы

ξ̇2

2
+ Π(ξ) = Eeff, Π(ξ) = 4K2H0ξ

(
ξ(ξ− 1)− Σ2

)
(1.31)

где первый интеграл Eeff будет играть роль эффективной энергии, а динамика
изменения относительной энергии деформационной моды ξ будет описываться
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динамикой частицы единичной массы с энергией Eeff в эффективном потенци­
альном полеΠ(ξ). Коэффициент 4K2H0 отвечает за ускорение частицы в 2K

√
H0

раз, потому для простоты анализа положим здесь его равным единице. Полу­
чим однопараметрическое семейство потенциалов, изображённое на рисунке 1.3.
Легко заметить, что отношение Σ/ξ ∈ [0,1], потому значение Σ2 ограничено

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

 
 
 
 
 
 
 P_100

Рисунок 1.3 –– Семейство потенциалов энергии деформационной моды в
зависимости от значения эффективного момента Σ. Заштрихованы регионы

допустимого начального положения энергии деформационной моды в случаях
Σ = 0 (штриховка серым цветом) и Σ = 0.6 (штриховка малиновым цветом)

сверху минимальным значением ξ2. Также, если для потенциальной кривой с па­
раметром Σ обозначить регион допустимых начальных значений ξ ∈ [Σ,1], то
получаем Π(ξ) 6 Π(σ) = Π(1). Как и следовало ожидать, потенциал на допусти­
мых значениях ξ вызывает колебательное движение частицы от минимального
до максимального значения ξ, причём на кривой имеется единственный мини­
мум. Аналогичные результаты можно получить, если заметить, что при замене
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t̃ = 8Kt/3 система уравнений (1.27) переходит в систему уравнений для задачи о
трёхмерной качающейся пружине [81], для которой найдено общее решение.

1.3 Анализ полученных результатов

В контексте проблемы резонансного дробления пузырька особенно интере­
сен случай малых начальных несферических деформаций пузырька ξ0 = ξ(0) ≪
1, когда вначале возбуждается преимущественно радиальная мода, и лишь затем
перекачка энергии приводит к значительному возбуждению деформационной мо­
ды. В этом случае можно пренебречь начальным значениемΣ. Также характерные
значения полной энергии H0, которая вначале практически равна энергии ради­
альной моды, меньше 1, так как начальная деформация пузырька принимается
небольшой.

1.3.1 Период перекачки энергии

Для нахождения периода выпишем начальные условия и определения для
используемых в них переменных (выписываем только до второго порядка мало­
сти, хотя в общем случае можно выписать точнее)

H0 =
1

2

(
4z2 + x21 + x22 + w2 + u21 + u22

)∣∣
0

Σ =
x2u1 − x1u2

2H0

∣∣∣∣
0

ξ0 = ξ(0) =
x21 + x22 + u21 + u22

2H0

∣∣∣∣
0

ξ̇0 = 0

z = a, w ≈ ȧ, x1 = Nξ1, x2 = Nξ2, u1 ≈ N ξ̇1, u2 ≈ N ξ̇2

(1.32)

Далее из найденного первого интеграла (1.31) найдём минимальное и максималь­
ное значения ξmin, ξmax как нетривиальные корни уравнения

ξ3 − ξ2 − Σ2ξ =
Eeff

4K2H0
=

ξ̇20
8K2H0

+
(
ξ30 − ξ20 − Σ2ξ0

)
(1.33)
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Выразим период из того же уравнения движения в эффективном потенциале

ξ̇2

2
= Eeff − Π(ξ) ⇔ T =

√
2

∫ ξmax

ξmin

dξ√
Eeff − Π(ξ)

=

=
1

K
√
2H0

∫ ξmax

ξmin

dξ√
Eeff

4K2H0
+ Σ2ξ+ ξ2 − ξ3

(1.34)

В статье [81] показано, как интеграл можно выразить через эллиптический, если
решить кубическое уравнение на ξ .

В предельном случае ξ → 0 пузырёк вначале колеблется по радиальной
моде с небольшим возмущением деформационной моды. Пусть максимальная ам­
плитуда радиальной моды во время таких колебаний равна zmax, также в этом
случае можно принять ξmin = ξ0, Σ = 0. Будет происходить процесс срыва
радиальных колебаний, когда сколь угодно малое начальное возмущение де­
формационной моды приводит к практически полной периодической перекачке
энергии между модами, но за большое время. Можно получить асимптотическую
формулу для периода перекачки колебаний

T =
1

2zmaxK
ln

8

ξ0
(1 +O(ξ0)) (1.35)

Так как в общем случае одновременно выполняется условие резонанса для
всех 2n + 1 присоединенных мод, энергия будет перекачиваться в ту моду, пери­
од перекачки для которой наименьший. Предположим, что энергия запасенная в
каждой моде одинакова, что означает равенство всех ξ0, как отношений энергии
деформационной моды к энергии радиальной моды. Единственное исключение
сделаем для осесимметричной моды n,0, считая, что ей соответствуют две вырож­
денные моды, а значит её параметр ξ0 будет в два раза больше. Тогда отношение
периодов n,m­ой и n,0 мод будет равно

T

T0
=

2(4n− 1)

4n− 1 + nm(2n+ 1)
(1.36)

Графики отношения периодов n,m­ой и n,0 моды для трёх различных n = 3, 5, 7

представлены на рисунке 1.4 Видим из графика, что в сделанных предположениях
перекачка энергии быстрее всего будет происходить в n,n­ую моду.
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Рисунок 1.4 –– Отношение периодов перекачки n,m и n,0 деформационной мод в
предположении равнораспределения энергии между модами (за исключением
удвоенной энергии на осесимметричную моду). Пустые ромбы, кружки и

заполненные ромбы соответствуют n =3, 5 и 7

1.3.2 Сравнение с численными решениями

Огибающие для колебаний по радиальноймоде и деформационноймоде при
ξ0 → 0 представляются суммой солитонов, отстоящих друг от друга на период T
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(1.37)

Полученные результаты хорошо согласуются с [58], где рассмотрена перекачка
энергии колебаний между модами в случае эллипсоидального осесимметричного
пузырька (при n = 2, m = 0. На рисунке 1.5 изображён результат численного мо­
делирования для n = 7,m = 0, z0 = 0.004, x10 = 0.0007,w0 = x20 = u10 = u20 = 0

исходной системы уравнений Гамильтона для гамильтониана, записанного до
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третьего порядка малости с присутствием нерезонансных членов. Жирными ли­

Рисунок 1.5 –– Сравнение результатов прямого численного моделирования с
асимптотиками. Синим цветом изображено поведение радиальной моды,
красным –– деформационной, жирными линиями изображены полученные

аналитически асимптотики для максимальных амплитуд обеих мод

ниями изображены полученные аналитически асимптотики для максимальных
амплитуд радиальных и деформационных колебаний относительно радиуса пу­
зырька, выраженных из уравнения (1.37), как показано в следующем подразделе.
Как мы видим, они неплохо согласуются с графиком численного решения. Анали­
тическая формула для периода (1.36) даёт T ≈ 256.8. На рисунке 1.6 изображена
верхняя полуплоскость графика, но уже до большего времени. Оцененный по
графику период перекачки даёт значение T ≈ 255.7. Надо помнить, что для по­
лучения периода в секундах безразмерный период T делится на угловую частоту
деформационных колебаний ωξ (1.17).
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Рисунок 1.6 –– Измерение периода перекачки по результатам численного
моделирования. Синим цветом изображено поведение радиальной моды, а

красным –– деформационной

1.3.3 Отношение амплитуд мод и обсуждение возможности дробления

Рассмотрим отношение максимальной амплитуды деформационной моды
Aξ к начальной амплитуде радиальной моды A0 в процессе срыва радиальных
колебаний. Амплитуды рассматриваем в долях a0 –– радиуса пузырька. В слу­
чае малой начальной деформации почти вся энергия перекачивается, то есть√

x21max + x22max ≈ 2zmax. Искомое отношение

A0 = zmax, Aξ =

√
x21max + x22max ·max(Pm

n (η))

Nz0

Получаем, что отношение максимальной амплитуды деформации к начальной
амплитуде сферических колебаний максимально при m = 0 и в этом случае при­
мерно равно

Aξ
A0

≈ 2
√

(n+ 1)(2n+ 1), m = 0 (1.38)
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Рисунок 1.7 –– Отношение максимальных амплитуд n,m­ой деформационной

моды и радиальной моды в ходе перекачки. Для удобства визуализации на одном
графике всех семейств мод вдоль оси x отложена функция n+ 0.1m. Красный и
синий цвет точек помогает визуально различить чётные и нечётные моды (по

номеру первого индекса n)

Зависимость отношения Aξ/A0 от n и m изображена на рисунке 1.7. Как вид­
но, при одной и той же амплитуде радиальных колебаний амплитуда колебаний
резонансной моды тем больше, чем больше ее номер n достигая нескольких де­
сятков при n 6 10. Этот результат может послужить отправной точкой для
поиска нового резонансного механизма дробления пузырьков. Не исключено, что
при выборе достаточно невязкой жидкости и газа с низкой теплопроводностью
можно будет получить дробление пузырька среднего размера за время, меньшее
характерного времени затухания радиальных и деформационных колебаний. Ин­
тересно то, что не подходят ни резонансные пузырьки малого радиуса (вследствие
большой диссипации радиальных колебаний), ни большого (для них является ре­
зонансным большой номер деформационной моды и значит уже она будет быстро
затухать), также для быстрой перекачки (меньше 10 периодов) требуется суще­
ственная амплитуда начальных радиальных колебаний и начальной деформации.
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Также интересно было бы оценить допустимую расстройку условий резонанса.
Можно предположить, что если за время перекачки T/ωξ разница фаз между
колебаниями не изменится существенно, тогда возможность перекачки сохранит­
ся, что даёт следующее условие для допустимой расстройки условий резонанса
δ = |ωa/ωξ − 2|, при которых изложенная выше теория применима∣∣∣∣2ωξ −ωa

ωξ

T

∣∣∣∣≪ 1 ⇔ δT ≪ 1 (1.39)

1.4 Выводы

Рассмотрено явление перекачки колебаний из радиальной в произвольную
трёхмерную деформационную моду, отвечающую n,m­ому присоединённому
полиному Лежандра. При рассмотрении использовался эффективный метод ин­
вариантной нормализации гамильтониана. Полученные результаты оказались в
полном согласии с результатами для осесимметричных колебаний эллипсоидаль­
ного пузырька, отвечающего (n = 2, m = 0). Приведены соображения, почему
перекачка может происходить не более чем в десятую моду. Показано, что пери­
од перекачки найменьший для n = m, что позволяет предположить, что энергия
преимущественно будет переходить в эту моду. Тот факт, что при увеличении
номера резонансной моды амплитуда её колебаний быстро растёт, позволяет
предположить, что для пузырьков резонансных радиусов это может послужить
механизмом их дробления. Однако приведённая теория не учитывает диссипации.
Если учесть диссипацию, как это будет сделано в следующей главе, то окажет­
ся, что характерное время затухания радиальных колебаний будет меньше чем
время перекачки для достаточно малых пузырьков, и, по всей видимости, дроб­
ление свободно колеблющегося пузырька происходить не будет. Для больших
же пузырьков перекачку энергии будет гасить уже вязкая диссипация деформа­
ционной моды, растущая практически квадратично с номером моды n. Таким
образом, полученные результаты дают предпосылки к возможности дробления,
но сама возможность при обычных условиях может существовать только для вы­
нужденных колебаний пузырька. Также разработанная теория даёт возможность
подобрать условия, при которых перекачка будет происходить быстрее.
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Глава 2. Затухание колебаний сферического пузырька в жидкости

Затухание колебаний пузырьков – фундаментальная тема, вошедшая во мно­
гие современные труды по гидродинамике. Любые серьёзные теоретические и
экспериментальные исследования колебаний пузырьков требуют точного учёта
затухания. Диссипация играет важную роль для описания механизмов дробления
пузырьков в акустической волне, затухания акустической волны в пузырьковой
среде, задач кавитации, что имеет многочисленные инженерные и медицин­
ские приложения. Среди них прорыв гематоэнцефалического барьера с помощью
направленного воздействия ультразвуком на специально введённые в кровь мик­
ропузырьки, контрастно усиленная ультразвуковая томография, защита турбин от
кавитационной эрозии, изолированный подрыв подводных конструкций, сонолю­
минесценция, подводные стелс­технологии, исследование газообмена атмосферы
с океаном, исследование состава пузырьковых смесей.

2.1 Введение

Первые качественные рассуждения о затухании звука в пористых средах по­
явились в работах Кундта, Кирхгофа, Лэмба и лорда Рэлея во второй половине
XIX­го века. Кундт в 1868­м году [87] экспериментально рассмотрел прохожде­
ние звука через тонкие трубы, сделав предположение о вязком и термическом
затухании звука, влияющем на скорость прохождения. Кирхгоф в том же году
опубликовал статью [88] с теоретическим рассмотрением термической диссипа­
ции в таких трубах. Лорд Рэлей в 1883­м году рассмотрел более общую задачу
распространения звука в пористых телах [89]. Лэмб в своей монографии [66,
с. 566] нашёл формулу для вязкого затухания колебаний пузырька по произ­
вольной деформационной моде. Данный коэффициент затухания весьма мал для
обычных пузырьков с не очень большим номером возмущённой моды, однако для
резонансных пузырьков он ограничивает их размер порядком 1 мм, а номер моды
где­то числом n ≈ 10, потому как далее перекачка энергии в деформационную
моду будет значительно гаситься квадратично растущим коэффициентом затуха­
ния. Для небольших номеров мод затуханием деформационных колебаний можно
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пренебречь, так как и акустическое излучение и тепловые эффекты не играют для
таких пузырьков существенной роли вследствие малого изменения их объёма при
колебаниях.

βµ = (n+ 2)(2n+ 1)µ/a20 (2.1)

Первое количественное описание затухания волны в пузырьковой жидкости
принадлежит перу ученика лорда Рэлея Маллока (1910) [90], однако рассмотрен
только вязкий механизм затухания. В 40­ые годы случился всплеск интереса к
данной тематике, что объясняется развитием подводной техники, и, как следствие,
повышенным вниманием военных к проблемам подводных сонаров, защиты от
подводного обнаружения, а также подводных взрывов. Появляются новые подхо­
ды и результаты немецких, японских, британских и американских учёных того
времени [68; 91–95]. Отдельно стоит выделить работу Пфриема 1940 г. [96], в
которой впервые было использовано приближение гомобаричности для расчё­
та тепловой диссипации, однако диссипация была учтена достаточно неточно
вследствие некоторой некорректности модели. Также отдельно стоит вынести
работы [97–101], где исследовались подводные взрывы и колебания взрывных пу­
зырей, что заложило основу будущим исследованиям акустической диссипации.
Развитие теории затухания колеблющегося пузыря привело к созданию методи­
ки учёта затухания акустической волны в пузырьковой среде, ключевая работа по
этой теме была выполнена Фолди в 1945 г. [102]. Неплохой исторический обзор
результатов до 1950­го года содержится в статье Мартина 2019 г. [103]. Следует
отметить, что большое количество работ, появлявшихся в то время, представля­
ло собой засекреченные отчёты, что привело к некоторой задержке развития этой
области науки и, зачастую, схожести некоторых работ между собой.

Следующим серьёзным прорывом была работа Девина в 1959 г. [104], в
которой был использован уже вполне современный подход с приближением го­
мобаричности и усреднением параметров по объёму пузырька. Также интересна
работа Хсиеха и Плессета 1961 г. [105], где рассматривалось распростране­
ние волн в пузырьковой среде и оценивалась применимость изотермического
и адиабатического приближения поведения газа в пузырьке. Однако в обеих
работах расчёт термической и акустической диссипации содержал существен­
ные упрощения, привёдшие к неточным результатам. В работе [106] проводится
экспериментальная проверка формулы Девина, согласие не более чем удовле­
творительное. В работе Келлера и Колоднера 1956 г. [107], где рассматривалась
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акустическая диссипация подводных пузырей, образовавшихся при подводных
взрывах, было выведено уравнение Келлера [108], использующееся с тех пор для
учёта акустических эффектов [109].

В 70­ые годы возникла современная теория затухания, описанная в ра­
ботах Эллера [20], Чапмана и Плессета [21], Нигматуллина и Хабеева [22],
Просперетти [23]. Последняя работа содержит наиболее строгий и аккуратный
вывод линейной теории затухания одиночного пузырька, дополненный в 1991­
м году оценками применимости сделанных предположений [24]. Также следует
отметить, что в дальнейших работах Нигматуллина, Хабеева и Нагиева учтены
фазовые превращения [25;26] (см. также монографию [27]), в работе Просперетти
и соавторов [28] учтена нелинейность колебаний, в большом числе работ прове­
дены численные расчёты (см., например работы Жанга [29; 30] и Нигматуллина
с соавторами о сферически симметричной задаче [31]), полученные результаты
применены к затуханию волн в пузырьковой среде (см. например [14–16]) и хо­
рошо согласуются с экспериментом [32; 33]. Во многих работах доказывается
теоретически и экспериментально способность слоя пузырьковой жидкости прак­
тически полностью погасить падающую на него акустическую волну [34].

Данная глава посвящена затуханию малых радиальных колебаний пузырька
в ключевых предположениях гомобаричности и усреднения по объёму характери­
стик пузырька. Рассмотрены все основные механизмы диссипации: термический,
вязкий и акустический, также предложен способ одновременного решения задачи
для свободных и вынужденных колебаний с помощью единой системы уравне­
ний. Показано, что в большинстве реальных случаев определяющую роль ока­
зывает именно термический механизм диссипации, также определены условия,
при которых важны другие механизмы затухания. Выводятся точные формулы
для параметров линейных свободных и вынужденных колебаний малого сфери­
ческого пузырька в жидкости в приближениях гомобаричности и постоянства
температурыжидкости. Полученные результаты сравниваются с экспериментами.
Обсуждается их применение для описания затухания волн в пузырьковой среде,
резонансного механизма дробления пузырька и для других приложений . Резуль­
таты, изложенные в текущей главе, вошли в работы [12; 13; 61].
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2.2 Вывод уравнения Келлера

Остановимся подробнее на выводе важнейшего результата, полученного
Келлером в 1956 г. Вывод Келлера [107], подробно описанный в [108; 109],
содержит несколько неточностей. В частности, никак не исследовано влияние
объёмной вязкости и мало исследованы границы применимости использованных
упрощений. Приведённый вывод более строг и основывается непосредственно на
уравнениях Навье­Стокса в сферически­симметричном случае. Уравнение нераз­
рывности для сжимаемой жидкости записывается как

∂ρ

∂t
+

∂

r2∂r
ρr2v = 0 (2.2)

Уравнение Навье­Стокса в приближении неизменных коэффициентов обычной и
объёмной вязкости и в отсутствие массовых сил

∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
= −1

ρ

∂p

∂r
+
µ

ρ

(
∂2v

∂r2
+

2

r

∂v

∂r

)
+

+
µ/3 + ζ

ρ

(
∂2v

∂r2
+

2

r

∂v

∂r
− 2

r2
v

) (2.3)

Также потребуются граничные условия, связывающие давление внутри и снаружи
пузырька на его границе

pb = p(a,t) +
2σ

a
− 2µ

∂v

∂r
−
(
ζ− 2

3
µ

)(
∂v

∂r
+

2

r
v

)
(2.4)

Здесь учтены как лапласовская, так и вязкая добавка к давлению, вычисленная
через тензор вязких напряжений в жидкости на границе пузырька. Для строгости
вывода учитывется объёмная вязкость, за которую отвечает коэффициент объём­
ной вязкости ζ, однако, далее мы покажем, что она не вносит существенный вклад
в конечное уравнение.

Перейдём к потенциалу скорости жидкости, определённому через v = ∇φ.
Для упрощения дальнейшей записи переходим к записи частных производных
подстрочными индексами. Уравнение неразрывности (2.2), выраженное через по­
тенциал

ρt + ρrφr + ρ∆φ = 0, ∆f = frr + 2f/r (2.5)
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УравнениеНавье­Стокса (2.3), записанное через потенциал и после деления обеих
частей на плотность(

φt +
1

2
φ2

r

)
r

+
pr
ρ

=
4µ/3 + ζ

ρ
(∆φ)r +

2µ

ρr2
φr (2.6)

Граничные условия (2.4) через потенциал

pb(t) = p(a,t) +
2σ

a
− 2µφrr −

(
ζ− 2

3
µ

)
∆φ (2.7)

Мы можем проинтегрировать (2.5) по радиусу в пределах от произвольного
r > a до бесконечности

(
φt +

1

2
φ2

r

)∣∣∣∣∞
r

+ c2
∫ ∞

r

dρ

ρ
=

∫ ∞

r

(
4µ

3
+ ζ

)
(∆φ)r +

2µφr

r2

ρ
dr (2.8)

Для дальнейшего упрощения полученных уравнений нужно сделать следу­
ющие предположения:
1. Потенциал на бесконечности стремится к константе, а давление и плотность
жидкости к своим невозмущённым значениям, не зависящим от времени p∞, ρ∞;
2. Скорость звука = dp/dρ постоянна во всём интервале изменений давления и
плотности, что позволит связать давление и плотность p = p∞ + c2(ρ− ρ∞);
3. Относительное изменение плотности мало, как и влияние вязкости. Далее в
некоторых местах можно считать плотность равной плотности на бесконечности.
Коэффициенты вязкости практически неизменны.

Подставим в уравнение (2.8) пределы с учётом условий на бесконечности и
продифференцируем уравнение по времени

φtt +φrφrt + c2
ρt

ρ
=

∂

∂t

∫ ∞

r

(
4µ

3
+ ζ

)
(∆φ)r +

2µφr

r2

ρ
dr (2.9)

Подставляем ρt из (2.5)

φtt − c2∆φ = c2
ρrφr

ρ
−φrφrt +

∂

∂t

∫ ∞

r

(
4µ

3
+ ζ

)
(∆φ)r +

2µφr

r2

ρ
dr (2.10)

Если пренебречь правой частью, то потенциал скорости жидкости будет удовле­
творять волновому уравнению, общее решение которого

φ(r,t) =
f(t− r/c)

r
+

g(t+ r/c)

r
(2.11)
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Подставляя (2.11) в условие для скорости на границе пузырька φr(a,t) = ȧ, по­
лучаем связь между производными f и g

f ′(t− a/c) = g′(t+ a/c)− caȧ− cφ(a,t) (2.12)

Также в сделанных предположениях и после отбрасывания членов второго
порядка малости уравнение (2.8) упрощается до некоторого обобщения уравнения
Бернулли для сжимаемой вязкой жидкости

φt +
1

2
φ2

r +
p− p∞
ρ

=
4µ/3 + ζ

ρ
∆φ− 2µ

ρ

∫ ∞

r

φr

r2
dr (2.13)

Подставляя в уравнение (2.13) условие для давления на границе пузырька (2.7) и
используя выражение для скорости границы пузырька ȧ = φr(a,t), получаем

pb − p∞
ρ

= −φt(a,t)−
1

2
ȧ2 +

4µȧ

ρa
− 2µ

ρ

∫ ∞

a

φr

r2
dr +

2σ

ρa
(2.14)

Дифференцируя потенциал (2.11), получаем

φt(a,t) =
f ′(t− a/c) + g′(t+ a/c)

a
(2.15)

Подставляя производную потенциала (2.15) в уравнение (2.14) и выражая f ′(t−
a/c) через соотношение (2.12), а также пренебрегая малым членом с быстро убы­
вающим интегралом и умножая левую и правую части уравнения на a/c, получаем

a

c

pb − p∞
ρ

+
2g′(t+ a/c)

c
= φ(a,t) + aȧ− aȧ2

2c
+

4µȧ+ 2σ

ρc

Продифференцируем полученное уравнение по времени. Важно не забывать учи­
тывать при взятии производных сложныхфункций, что радиус пузырька a зависит
от времени (

ȧ

c
+

a

c

d

dt

)
pb − p∞
ρ

+

(
1 +

ȧ

c

)
2g′′(t+ a/c)

c
=

= φt(a,t) + ȧφa(a,t) + ȧ2 +

(
1− ȧ

c

)
aä− ȧ3

2c
+

4µä

ρc

(2.16)

Наконец, подставим в уравнение (2.16) производную потенциала из уравне­
ния (2.14), заменим φa(a,t) на ȧ и пренебрежём малым интегральным членом(

1 +
ȧ

c
+

a

c

d

dt

)
pb − p∞
ρ

+
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1 +

ȧ

c

)
2g′′(t+ a/c)

c
=
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3
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1− ȧ

3c
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ȧ2 +
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1− ȧ

c

)
aä+

4µ

ρ

(
ȧ

a
+

ä

c

)
+

2σ

ρa

(2.17)
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Последнее, что осталось сделать для получения уравнения Келлера, связать
функцию g, отвечающую за сходящуюся к центру пузырька волну, с давлением
в возбуждающей колебания пузырька акустической волне. Для этого воспользу­
емся подходом из той же работы [108]. Если записать потенциал возбуждающей
акустической волны в сферических координатах относительно центра пузырька,
разложить на сферически симметричную часть и часть, не обладающую такой
симметрией, то последняя должна равняться нулю в начале координат вместе со
своим градиентом (из существования потенциала и скорости в нуле координат).
А сферически симметричная часть должна удовлетворять волновому уравнению,
и, следовательно, записываться в виде

Φsymm(r,t) = g1(t+ r/c)/r + g2(t− r/c)/r

Так как мы не учитываем отражения акустических волн от стенок сосуда, и пу­
зырёк сам не может создать сходящуюся волну вида g(t + r/c)/r, то эта волна
должна относиться к возбуждающей акустической волне, то есть g1 = g. Усло­
вие регулярности акустической волны в r = 0 немедленно приведёт к равенству
g2 = −g1. Далее получаем из определения производной

Φ(0,t) = Φsymm(r,t) = lim
r→0

g(t+ r/c)− g(t− r/c)

r
= 2g′(t)/c

Отсюда можно выразить

2g′′(t+ a/c)/c = Φt(0,t+ a/c) (2.18)

Для плоской волны с давлением p = p∞ + pS(t) это сведётся к

2g′′(t+ a/c)/c = Φt(0,t+ a/c) = −pS(t)

ρ
(2.19)

Подставляя полученное равенство (2.19) в уравнение (2.17) и откидывая малую
поправку к вязкому эффекту 4µä/(ρc), получаем уравнение Келлера в том виде,
в котором оно использовалось в работе [28](

1 +
ȧ

c

)
pb(t)− p∞ − pS(0, t+ a/c)

ρ
+

a

c

d

dt
pb(t) =

=
3

2

(
1− ȧ

3c

)
ȧ2 +

(
1− ȧ

c

)
aä+

4µȧ

ρa
+

2σ

ρa

(2.20)

Полученное уравнение обсуждается в работе [110]. Показывается, что урав­
нение имеет только первый порядок точности по числу Маха ȧ/c, что приводит
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к его идентичности с точностью до погрешности целому семейству уравнений,
включающих уравнение Херринга [92], описанное также в работе [100]. Про­
водится численное моделирование исходной системы методом характеристик и
показывается, что уравнение Келлера даёт меньшую погрешность по сравнению
с аналогами. Также показывается, что предпочтительным является использование
уравнения Келлера, записанного через энтальпию, как в работе [101], где уравне­
ние было получено в эмпририческом приближении Кирквуда­Бете [98]. Похожие
результаты сравнения уравнений получены в работе [111]. В работе [112] показы­
вается, что уравнение в энтальпийной форме также имеет только первый порядок
точности. В отчёте [113] проводится сравнение результатов численного модели­
рования различных таких уравнений.

2.3 Линейная теория в приближениях гомобаричности, постоянства
температуры жидкости и отсутствия фазовых переходов

Рассматриваются свободные и вынужденные колебания пузырька в наибо­
лее распространённой линейной постановке.
Основные сделанные предположения:
• гармонические колебания малого сферического пузырька;
• вязкость достаточно мала, чтобы течение вокруг пузырька можно было считать
слабовозмущённым;
• акустические эффекты также достаточно малы и хорошо описываются уравне­
нием Келлера;
• жидкость и газ находятся вдали от фазовых переходов
• газ близок к идеальному;
• гомобаричность внутри пузырька, то есть независимость давления газа от про­
странственной переменной;
• постоянство температуры жидкости.

Учитываются все основные механизмы диссипации: вязкий, термический
и акустический, также предлагается способ одновременного решения задачи для
свободных и вынужденных колебаний с помощью единой системы уравнений.
Показывается, что в большинстве реальных задач определяющую роль игра­
ет именно термический механизм диссипации. Также, определяются условия,
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при которых становятся значимыми другие механизмы затухания. Анализируют­
ся границы применимости указанных приближений. Результаты, полученные в
такой постановке, имеют аналитический вид, что делает их удобными для исполь­
зования в многочисленных приложениях.

2.3.1 Постановка задачи

Рассматривается малый пузырёк, заполненный газом, в поле давления аку­
стической волны в жидкости. Размер пузырька a принимается много меньше
длины волны в жидкости, чтобы давление в волне можно было считать одно­
родным на масштабах пузырька. Плотность газа считается пренебрежимо малой
по сравнению с плотностью жидкости, что позволяет использовать приближение
гомобаричности (детальные оценки будут проведены далее). Температуропровод­
ность жидкости гораздо выше, чем газа, что даёт возможность считать темпе­
ратуру жидкости постоянной и равной T∞. Течение жидкости вокруг пузырька
предполагается слабо возмущённым вязкостью, что позволяет учесть вязкость
как небольшую диссипативную добавку к давлению на границе пузырька. При­
нимается, что температуры газа и жидкости далеки от температуры фазовых
превращений, и фазовые переходы не вносят существенного вклада в диссипа­
цию. Акустические эффекты принимаются малыми и учитываются с помощью
уравнения Келлера (2.20), представляющего собой уравнение Рэлея­Плессета
с поправкой на малые эффекты сжимаемости. Подставим в уравнение (2.20)
давление возбуждающей акустической волны pS(t), считая его однородным на
масштабах пузырька(

1− ȧ

c

)
aä+

3

2

(
1− ȧ

3c

)
ȧ2 =

=
1

ρ

(
1 +

ȧ

c

)
(pb(t)− p∞ − pS(t+ a/c)) +

a

c

d

dt
pb(t) +

4µȧ

ρa
+

2σ

ρa

(2.21)

Для газа внутри пузырька с однородным давлением внутри pb(t) запишем урав­
нение состояния идеального газа

pb
ρgT

= Const (2.22)
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где ρg –– плотность газа в какой­то точке его объёма, а T –– температура газа в той
же точке. Уравнение теплопроводности в объёме пузырька r 6 a

κ

(
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r

)
= ρg cp

dT

dt
− dpb(t)

dt
(2.23)

где κ –– коэффициент теплопроводности газа, а cp его теплоёмкость на единицу
массы. Давление можно исключить из уравнения (2.23), если разделить его обе
части на cp ρg T = γpb(t)/(γ − 1). Получим уравнение:

k

T

(
∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r

)
=

d

dt
lnT − γ− 1

γ

d

dt
ln pb(t) (2.24)

где k –– коэффициент температуропроводности газа.
Далее следует записать граничные условия для давления и температуры.

Первое из граничных условий связывает давления газа и жидкости на границе пу­
зырька, в нём учтено давление Лапласа, а также тензор вязких напряжений. Оно
получается из (2.7) пренебрежением последним членом, что обосновано мало­
стью пузырька по сравнению с длиной волны и малостью акустических эффектов
в целом

pb = pext + 2σ/a+ 4µȧ/a (2.25)

где pext –– давление жидкости у границы пузырька. Для температуры можно за­
писать два граничных условия, отвечающих за отсутствие теплового источника в
центре пузырька и равенство температуры на границе пузырька и температуры
жидкости T∞

∂T

∂r

∣∣
r=0

= 0

T (t,a) = T∞

(2.26)

2.3.2 Линеаризация уравнений

При достаточно малых амплитудах колебаний пузырька, затухание будет
весьма точно описываться линейным приближением. В этом приближении можно
единым образом учесть диссипацию для свободных и вынужденных колебаний.
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Давление в акустической волне будем считать меняющимся гармонически по за­
кону

pS(t) = p∞S0 e
iΩt (2.27)

Для свободных колебаний S0 = 0, а для вынужденных оно обозначает безразмер­
ную амплитуду давления в акустической волне. Решение представляется в виде
действительных частей комплексных функций

a = a0(1 + AeiΩt), pext = p∞(1 + PeiΩt),

T = T∞(1 + θ(r)eiΩt), ρg = ρg0(1 + ρ
′
g(r)e

iΩt)
(2.28)

Здесь A ≪ 1 и P ≪ 1 это постоянные, отвечающие за безразмерную амплитуду
радиальных колебаний пузырька и давления в жидкости на границе пузырька, а
θ(r) и ρ′g(r) функции радиуса, отвечающие за колебания температуры и плотно­
сти внутри пузырька.

Подставляя формулы (2.28) в ур­ия (2.24 и 2.26) и отбрасывая все члены,
кроме линейных, получаем линеаризованное уравнение теплопроводности

k

(
θ′′(r) +

2

r
θ′(r)

)
− iΩθ(r) = −iΩ

γ− 1

γ
P̃ ,

P̃ = P − 2σ

a0p∞
A+ 4i

µΩ

p∞
A

(2.29)

с граничными условиями

θ′(0) = 0

θ(a0) = 0
(2.30)

Та же процедура линеаризации применяется к уравнению (2.21)

ρa20Ω
2

p∞
A+

(
1 + i

a0Ω

c

)
(P − S0) = 0 (2.31)

Общее решение (2.29) записывается в виде

θ =
γ− 1

γ
P̃ (1 +

C1

r
sinh(r

√
iΩ/k) +

C2

r
cosh(r

√
iΩ/k)

Подставляем граничные условия (2.30), вычисляем значения констант C1 =

−a0/ sinh(a0
√

iΩ/k), C2 = 0. Таким образом, общее решение для безразмерной
температуры будет

θ =
γ− 1

γ
P̃

(
1− sinh(xZ)

x sinh(Z)

)
,

Z = a0

√
iΩ

k
, x =

r

a0

(2.32)
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2.3.3 Усреднение по объёму

Следующим шагом будет усреднение уравнений по объёму пузырька.
Осреднённые величины обозначаем чертой над названием. Среднее давление
газа внутри пузырька

pb = p∞(1 + PeiΩt) + 2
σ

a
+ 4µ

ȧ

a
= p∞(1 + P̃ eiΩt) + 2

σ

a0

Запишем закон сохранения массы газа в отсутствие фазовых переходов:

ρga
3 = const ⇒ ρ′g = 1− 3A

Усредним безразмерную температуру по объёму пузырька:

θ = 3
1∫
0

θ(x)x2dx = γ−1
γ
P̃ (1− 3G(Z)),

G(Z) =
1

sinhZ

1∫
0

sinh(xZ)xdx =
Z cothZ − 1

Z2

(2.33)

Из уравнения состояния (2.22) получаем

θ =
γ− 1

γ
P̃ (1− 3G(Z)) =

P̃

1 +
2σ

a0p∞

+ 3A

Для удобства введём безразмерные параметры, отвечающие за величину соответ­
ствующих эффектов:
M = a0Ω/c –– число Маха, отвечает за акустическое излучение;
V is = 4µΩ/p∞ –– отношение вязкой добавки к давлению к внешнему давлению,
отвечает за вязкость;
St = 2σ/(a0p∞) –– отношение давления Лапласа к внешнему давлению, отвечает
за поверхностное натяжение;
Pe = a20Ω/k –– число Пекле, примерно равно квадрату отношения размера пу­
зырька к термической глубине проникновения за период, отвечает за тепловые
эффекты;
Dy = ρa20Ω

2/p∞ –– отношение кинетической добавки к давлению к внешнему дав­
лению, отвечает за инерцию жидкости.
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Для пузырьков обычных размеров в воде при не слишком больших частотах чис­
ла M , V is, St много меньше 1.

Далее, используя линеаризованное уравнение Келлера (2.31) и подставляя
P̃ из (2.29), получаем финальную линейную систему уравнений относительно P
и A.

P − S0 +
Dy

1 + iM
A = 0

(P + (i V is− St)A) ·
[
(1 + St)−1 − γ− 1

γ
(1− 3G(Z))

]
+ 3A = 0

 (2.34)

Дальнейшая процедура зависит от выбранного случая. Для изучения сво­
бодных колебаний полагаем амплитуду акустической волны S0 = 0, из условия
вырожденности системы (2.34) находим комплексную частотуΩ. В случае вынуж­
денных колебаний действительная частота Ω задана, и результирующая амплиту­
да колебаний пузырька A по отношению к амплитуде возбуждающей волны S0

находится как решение системы системы (2.34).

2.3.4 Случай свободных колебаний

Комплексная частота колебаний Ω выражается через условие вырожденно­
сти системы (2.34)(

Dy

1 + iM
+ St− i V is

)
·
(

1

1 + St
+
γ− 1

γ
(3G(Z)− 1)

)
= 3 (2.35)

Полученное нелинейное комплексное уравнение относительно Ω в общем случае
решается только численно. Собственная частота колебаний и логарифмический
декремент затухания выражаются через

ΩX = ReΩ, Λ = 2π Im Ω/Re Ω
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2.3.5 Случай вынужденных колебаний

Линейный отклик на возмущающую силу S0 получается напрямую из ре­
шения линейной системы (2.34)

RΩ =
A(Ω)

S0
=
( Dy

1 + iM
+ St− i V is−

− 3
1

1 + St
− γ− 1

γ
(1− 3G(

√
i Pe))

)−1 (2.36)

2.4 Анализ результатов

2.4.1 Случай свободных колебаний

На рисунке 2.1 сравниваются различные механизмы затухания для воздуш­
ного пузырька в воде при атмосферном давлении. Тепловое затухание играет
определяющую роль для всех пузырьков размерами от 5 микрон до 5 мм.

Учитывая тот факт, что в большинстве приложений основную роль играет
термическая диссипация, стоит отдельно рассмотреть случай пренебрежимой ма­
лости эффектов поверхностного натяжения, акустической и вязкой диссипации.
Тогда, учитывая Z = a0

√
iΩ/k = ZX + iZY и вводя миннаэртовскую часто­

ту свободных колебаний (без затухания и без учёта поверхностного натяжения)
ω0, получим

1 + 3(γ− 1)G(Z) = ω2
0/Ω

2, ω0 =

√
3γp∞
ρa20

Можно ввести число Пекле для свободных незатухающих колебаний

Pe0 = a20ω0/k

Собственная частота колебаний и логарифмический декремент затухания

ΩX =
k

a20
2ZXZY , Λ =

1

π

(
ZY

ZX
− ZX

ZY

)
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Рисунок 2.1 –– Сравнение механизмов затухания. Логарифмический декремент
затухания вызванный тепловой, вязкой и акустической диссипацией, а также

суммарный декремент

получаются в неявной форме из уравнения

Pe20 + Z4[1 + 3(γ− 1)G(Z)] = 0 (2.37)

Можно получить удобные асимптотические разложения [59, с. 289] для учёта теп­
лового затухания. Подставляя в (2.37) асимптотическое разложение

G(Z) =


1

3
− 1

45
Z2 +

2

945
Z4 +O(Z6), |Z| ≪ 1

1

Z
− 1

Z2
+O(e−|ZX |), |ZX | ≫ 1

(2.38)
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получаем асимптотическое разложение для Z = ZX + iZY

Z =


√
2Pe0
2γ1/4

[
1 + i− 1− i

60 γ3/2
(γ− 1)Pe0 +O(Pe20)

]
, P e0 ≪ 1

√
2Pe0
2

(1 + i)− 3

4
(γ− 1) +

3

32
(9γ− 1)(γ− 1)

1− i√
2Pe0

, P e0 ≫ 1

(2.39)
и разложения для собственной частоты колебаний и коэффициента затухания

ΩX

ω0
=


γ−1/2, P e0 6 7

1− 3

4
(γ− 1)

√
2

Pe0
, P e0 > 7

Λ =


π(γ− 1)Pe0

15 γ3/2
, Pe0 6 5

3π

[
γ− 1√
2Pe0

− (3γ+ 1)(γ− 1)

4Pe0

]
, P e0 > 5


(2.40)

На рисунке 2.2 представлено сравнение асимптотик для логарифмического
декремента затухания, заданных формулами (2.40) с точным значением (тоже с
учётом только тепловой диссипации). Видим отличное совпадение для всех зна­
чений вдали от пограничного значения числа Пекле Pe0 = 5. Такое значение было
выбрано с целью минимизации максимального расхождения асимптотик и точно­
го результата. На рисунке 2.3 представлено такое же сравнение асимптотик, но
уже для частоты свободных колебаний пузырька. Видим тоже неплохое совпаде­
ние. Заметим, что при малых числах Пекле частота стремится к адиабатической,
а при больших –– к изотермической, чего и следовало ожидать.

2.4.2 Случай вынужденных колебаний

На рисунке 2.4 нижними кривыми представлены кривые отклика для воз­
душных пузырьков разного радиуса в воде при атмосферном давлении, верхняя
кривая –– огибающая всех резонансных пиков RΩ, а именно: отношение безраз­
мерной амплитуды радиальных колебаний пузырька к безразмерной амплитуде
давления в возбуждающей волне при резонансной частоте возбуждающей вол­
ны. На верхней оси абсцисс отложен размер пузырька, соответствующий частоте
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Рисунок 2.2 –– Асимптотики для логарифмического декремента термической
диссипации. Пунктиром изображены асимптотики, сплошной линией –– точное

значение
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Рисунок 2.3 –– Асимптотики для частоты свободных колебаний пузырька с
учётом термической диссипации. Красным пунктиром и зелёной сплошной
линией изображены асимптотики, сплошной синей линией –– точное значение

свободных радиальных колебаний, отложенной на нижней оси абсцисс. Можно
убедиться, что даже при резонансе отклик не слишком велик и падает с умень­
шением радиуса пузырька.

Заметим, что хотя M , V is и St являются малыми параметрами, они будут
оказывать существенное влияние на отклик и добротность пузырька, рассмат­
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Рисунок 2.4 –– Резонансные кривые отклика для пузырьков разных радиусов
(различные прерывистые линии) и огибающая резонансных пиков (сплошная

жирная линия)

риваемого как колебательная система, вблизи резонанса. Тем не менее эффект
термической диссипации, связанный с числом Пекле Pe будет доминировать над
остальными механизмами затухания практически во всех реальных случаях. Для
воздушного пузырька в воде при атмосферном давлении условием доминирова­
ния термической диссипации вблизи резонанса будет радиус больше 5 микрон.
Также видим, что для частот, больших чем резонансная частота, отклик быст­
ро падает с увеличением частоты вследствие квадратичной зависимости от неё
числа Dy (влияния инерции). Учёт распространения тепла внутри жидкости да­
ёт изменение отклика менее чем на 1% для рассматриваемых пузырьков во всех
точках резонансных кривых, поэтому этим фактором действительно можно бы­
ло пренебречь.
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2.5 Выводы

Изучение механизмов затухания колебаний газового пузырька в жидкости
интересно, в первую очередь, благодаря своим многочисленным применениям в
других задачах. Поэтому описание затухания в максимально простой и единой
форме для случаев свободных и вынужденных колебаний с учётом всех важней­
ших механизмов затухания представляется важным. В данной работе единым
образом получена прямая формула для вычисления отклика при вынужденных
колебаниях и в неявном виде формула для вычисления параметров свободных ко­
лебаний. Методика объёмного осреднения дала возможность упростить решение
и получить новые результаты для анализа. Сделанные предположения описыва­
ют с неплохой точностью большинство реальных задач о колебаниях пузырьков.
Недостатками данной работы являются отсутствие учёта фазовых превращений,
которые могут быть существенны вблизи температуры фазовых переходов, а
также линейность теории, делающая её непригодной для описания значительно
деформированных пузырьков.

У полученных результатов есть многочисленные применения в самых раз­
личных областях науки и техники, как то описание затухания волн в пузырьковой
среде, подводные стелс­технологии, методика изолированного подводного под­
рыва конструкций и др. В следующей главе будет приведён пример применения
полученных результатов для оценки условий резонансного дробления газового
пузырька в акустической волне в жидкости.
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Глава 3. Вынужденные колебания пузырька в жидкости при резонансе частот
2:2:1

В этой главе рассматриваются вынужденные колебания пузырька в жидко­
сти при резонансе частот радиальной и произвольной деформационной мод 2:1.
Колебания считаются малыми, однако, как и в первой главе, учитываются нели­
нейные члены уравнений Гамильтона, приводящие к перекачке энергии между
модами. Частота возбуждающей волны считается равной собственной частоте
колебаний пузырька, поэтому резонанс записывается в виде 2:2:1. Также учиты­
вается затухание, процедура его учёта изложена в предыдущей главе. Уравнения
исследуются с помощью методики осреднения Крылова­Боголюбова. Результаты
используются для вывода оценочных условий резонансного дробления пузырька
в случаях мгновенного либо плавного включения акустической волны.

Глава начинается с введения, в котором проведён обзор литературы, посвя­
щённой вынужденным колебаниям пузырька при возбуждении деформационных
мод, а также проблеме дробления и возможным применениям эффекта дробле­
ния пузырька в акустической волне. Далее идёт раздел, посвящённый описанию
малых вынужденных колебаний пузырька при резонансе частот 2:2:1. В следую­
щем разделе проводится анализ полученных результатов и выводятся оценочные
условия дробления. Глава заканчивается выводами.

3.1 Введение

Задача о дроблении пузырька в акустической волне имеет приложения в
медицине, океанологии [19], а также смежна со многими другими проблемами
кавитации и сонолюминесценции. Имеются экспериментальные подтверждения
того факта, что с помощью дробления пузырьков ультразвуком вблизи гемато­
энцефалического барьера, можно обеспечить доставку препаратов в мозговые
ткани [18; 35], что является одной из основных проблем лечения болезней мозга.
Механизм дробления пузырька до сих пор не получил полного описания, несмот­
ря на большое количество научных работ по этой теме [36]. Также наблюдается
ускорение процесса диффузии при возбуждении несферических колебаний [37],



59

что даёт потенциальные приложения задачи в технологических процессах массо­
обмена газ­жидкость.

Существует много экспериментальных подтверждений излучения пузырь­
ками в акустической волне на субгармонических частотах, делящих нацело
частоту волны [38; 39]. Наличие таких субгармоник может вызываться несфе­
рическими колебаниями пузырька, находящимися в целочисленном резонансе
частот с радиальной модой [40]. Несферические вынужденные колебания пузырь­
ка исследовались во многих работах [41], начиная с 1958 г. [42]. В работах [43;44]
показано, что учёт затухания деформационной моды приводит к появлению по­
роговой величины амплитуды возбуждающей волны, при которой возникают
деформационные колебания пузырька, в работе [43] предложено использовать это
явление для измерения затухания колебаний пузырька. В работе [114; 115] воз­
буждение нелинейных несферических колебаний исследовано численно с учётом
вязкости и сжимаемости жидкости.

Также существует множество экспериментальных подтверждений возмож­
ности дробления пузырька из­за деформационных колебаний его формы [45].
Также были сделаны попытки объяснения явления сонолюминесценции неустой­
чивостью радиальных колебаний при резонансе [46; 47]. Обычно деформаци­
онные колебания пузырька возникают вследствие нелинейного взаимодействия
между его колебательными модами, и во многих теоретических исследованиях
было показано, что энергия гораздо сильнее перекачивается из радиальной моды в
деформационную при соотношении частот колебаний 2:1 [9]. Возможность дроб­
ления пузырька вследствие такой усиленной перекачки энергии была предсказана
в работах [9;48;49], где был изучен эффект перекачки энергии между модами для
свободных колебаний пузырька. В последних двух работах были получены пери­
од перекачки энергии и отношение амплитуд мод в зависимости от индексов моды
n,m, быстро растущее с увеличением номера моды n. Также в работе [49] было
показано, что наибольшее увеличение амплитуды колебаний происходит при пе­
рекачке энергии в осесимметричную деформационную моду, поэтому в данной
главе рассмотрен резонансная перекачка энергии между ней и радиальной модой.

Основным недостатком процитированных выше работ было рассмотрение
только свободных колебаний пузырька без диссипации, которая, как показано в
предыдущей главе, довольно велика. Таким образом, для оценки возможности
дробления по резонансному механизму требуется построить теорию с учётом
диссипации и вынуждающей силы, что было сделано, например в [36; 50], где
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были получены параметрические диаграммы стабильности поверхности пузырь­
ка. Вообще, пороговый характер возникновения неустойчивости сферических
колебаний –– хорошо изученная теоретически и экспериментально тема. Экспе­
рименты с определением таких порогов для пузырьков разного размера были
описаны в работах [47; 51–55]. Для такой параметрической неустойчивости бы­
ли изучены возникающие бифуркации и хаос [56], изучалось поведение системы
вблизи порога возникновения неустойчивости [57]. В работах [12; 13; 63–65],
обобщению результатов которых посвящена эта глава, проводится исследование
возможности резонансного дробления в предположении, что неустойчивость уже
развита и энергия активно перетекает из радиальных колебаний в деформацион­
ные. Исследования проводятся в предположениях точного резонанса частот 2:1
радиальной и деформационной моды колебаний, а также резонансной частоты
возбуждающей волны. Предлагается новый механизм дробления, основанный на
резонансной перекачке энергии между модами и вычисляется оценочное условие
дробления в двух случаях –– быстрого и медленного старта акустической волны.

3.2 Исследование малых вынужденных колебаний пузырька в жидкости при
резонансе частот 2:2:1

Рассмотрены вынужденные колебания газового пузырька в поле акусти­
ческой волны, резонансной по отношению к радиальной моде. Предполагается,
что радиальная мода находится в резонансе 2:1 с n­ой осесимметричной де­
формационной модой. Все важные механизмы диссипации энергии (тепловой,
акустический и вязкий) радиальных колебаний учтены в линейном гомобаричном
приближении, описанном во второй главе. Считается, что для деформационной
моды диссипацией можно пренебречь, так как термическая и акустическая дис­
сипация для неё несущественны, а вязкий эффект можно считать малым для не
слишком больших пузырьков (до 1 мм). Задача о перекачке энергии решается с
помощью эффективной техники осреднения Крылова­Боголюбова [62]. Из полу­
ченных результатов выводится эмпирический критерий дробления пузырька для
случая быстрого и медленного старта возбуждающей акустической волны, а так­
же вычисляется время старта волны, который можно считать быстрым.
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3.2.1 Уравнения вынужденных колебаний пузырька с учётом диссипации
энергии

Используем функцию Лагранжа L = EK−Π пузырька, найденную в первой
главе (1.19). Запишем уравнения Лагранжа для пузырька с добавленным дисси­
пативным членом

d

dt

∂EK

∂ż
− ∂EK

∂z
+

∂Π

∂z
= −∂R

∂ż
d

dt

∂EK

∂ξ̇
− ∂EK

∂ξ
+

∂Π

∂ξ
= 0

(3.1)

где R –– диссипативная функция Рэлея. В линейном приближении она имеет вид
R = −β̃EK, где β̃ –– коэффициент затухания. Оценка коэффициента затухания
для случая вынужденных колебаний с учетом различных физических эффектов:
вязкости жидкости, тепловой диссипации и излучения приведена далее.

Исследуем уравнения (3.1) вынужденных колебаний пузырька, учитывая
диссипацию энергии и безразмерную амплитуду ∆p переменной части внешнего
давления

p∞ = p0 (1 + ∆p cos 2t)

меняющегося с безразмерной резонансной частотой, равной двум. Функция Га­
мильтона в безразмерных переменных имеет вид (1.20), где в функцию F1

включена добавка, соответствующая потенциальной энергии внешнего перемен­
ного поля давления, либо к правой части уравнений Гамильтона добавлено
слагаемое zα cosΩt.
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Если также добавить нерезонансные члены (для осесимметричного случая
их несложно получить), уравнения Гамильтона принимают вид

ẋ− u =
∂F1

∂u
= −Knxu− (n+ 3)xw − 3zu

ż − w =
∂F1

∂w
= −(n+ 3)xu− 3zw

u̇+ x = −∂F1

∂x
= −8(n+ 1)xz +

1

2
Knu

2 + (n+ 3)uw

ẇ + 4z = −∂F1

∂z
= −4(n+ 1)x2+

+3

(
4(γ− 1) +

4/3 + 2(γ− 1)

κn

)
z2 +

3

2
(u2 + w2)− α cos 2t− βw

Kn =
1

2

(
3I1(n)−

I2(n)

n+ 1

)
(n+ 1)1/2(2n+ 1)3/2,

I1(n) =
1∫

−1

P 3
n(η) dη, I2(n) =

1∫
−1

Pn
′2(η)Pn(η)(1− η2) dη

(3.2)

где n –– номер многочлена Лежандра, характеризующего осесимметричную де­
формационную моду колебаний пузырька, x, z –– обобщенные координаты,u,w ––
обобщённые импульсы деформационной и радиальной мод колебаний пузырька,
β = β̃/ωξ –– безразмерный коэффициент затухания. Коэффициент α возбужда­
ющей силы связывается с физическими параметрами пузырька и безразмерной
амплитудой переменной части внешнего давления с помощью уравнений Лагран­
жа

α

∆p
=

4

3γ
− 2− 2/(3γ)

κn
≈ 4

3γ

3.2.2 Оценка введённых коэффициентов диссипации и возбуждающей силы
из физических соображений

Далее оценим величину безразмерного коэффициента диссипации β из ра­
венства высот резонансных пиков рассматриваемой системы уравнений (3.2) и
решения уравнений радиально колеблющегося пузырька. Для этого нам пона­
добятся результаты с рисунка 2.4, а именно верхняя кривая –– огибающая всех
резонансных пиков RΩ –– отношение безразмерной амплитуды радиальных ко­
лебаний пузырька к безразмерной амплитуде давления в возбуждающей волне
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при резонансной частоте возбуждающей волны Ω = ωa. На верхней оси абс­
цисс отложен размер пузырька, соответствующий частоте свободных радиальных
колебаний, отложенной на нижней оси абсцисс. Сама процедура учета разных ме­
ханизмов диссипации пузырька описана в главе 2.

В предположении резонанса частоты возбуждающей волны и собственной
частоты радиальной моды, а также в линейном приближении, уравнения (3.2) для
радиальных колебаний имеют вид

ż − w = 0, ẇ + 4z = −α cos 2t− βw

Из решения этих уравнений

z =
α

2β
sin 2t,

zmax
∆pmax

=
α

2β∆p
= RΩ

следует связь между безразмерным коэффициентом диссипации и резонансным
откликом пузырька

β =
1

2RΩ

(
4

3γ
− 2− 2/(3γ)

κn

)
≈ 2

3γRΩ

3.2.3 Приведение системы к стандартному для осреднения виду с помощью
замены переменных

Для использования первой теоремы Боголюбова об осреднении считаем
возбуждающую силу и диссипацию малыми: α = ε2, β = εβ1. Далее, ищем реше­
ние системы, используя которое для замены переменных, можно будет привести
систему к виду, пригодному для применения стандартного метода Крылова–
Боголюбова. Ищем решение в виде

x = εΛ sin t+ ε2
(
x0
cos 2t+ 1

2
+ x̃

)
, z = ε2(z̃ + z0)

u = εΛ cos t+ ε2ũ, w = ε2(w̃ + (n+ 3)
Λ2

2
sin 2t)

Λ = ± 2√
4n− 1

, x0 =
KnΛ

2

2
, z0 = −8n+ 5

16
Λ2

(3.3)
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Подстановка замен (3.3) в уравнения (3.2) позволяет привести систему к стан­
дартному для осреднения виду

˙̃x− ũ = εA1, ˙̃z − w̃ = εA2, ˙̃u+ x̃ = εA3, ˙̃w + 4z̃ = εA4

A1 =
Λ3

16

[
(4(n+ 3)2 − 2K2

n) cos 3t− (4n2 + 21 + 6K2
n) sin t

]
−

−Λ [(Knũ+ 3(n+ 3)w̃) sin t+ (3z̃ +Knx̃) cos t]

A2 = −Λ3

2
(n+ 3)Kn cos3 t− (n+ 3)Λ [ũ sin t+ x̃ cos t]

A3 =
Λ3

4

[
(n+ 3)2 sin 3t+ (17n2 + 32n+ 19) sin t

]
+

+Λ [(Knũ+ (n+ 3)w̃) cos t− 8(n+ 1)z̃ sin t]
A4 = −4Λ3Kn(n+ 1) sin t cos2 t+ Λ [3ũ cos t− 8(n+ 1)x̃ sin t]−

−β1

[
w̃ +

Λ2

2
(n+ 3) sin 2t

]

(3.4)

Полученная система отличается от системы уравнений вынужденных колебаний
пружины [60] правыми частями, также имеющими первый порядок малости по
параметру ε. Для построения асимптотического решения используется принци­
пиально тот же метод.

3.2.4 Решение системы

Решение линейной системы при ε = 0 имеет вид

x̃ = X cos t+ U sin t, z̃ = Z cos 2t+ W
2 sin 2t

ũ = U cos t−X sin t, w̃ = W cos 2t− 2Z sin 2t
(3.5)

При ε ̸= 0 коэффициенты X ,Z,U ,W будут зависеть от времени. Учитывая
это и подставляя выражения (3.5) в систему (3.4), получаем систему

C(t)

(
Ẋ

U̇

)
= ε

(
A1

A3

)
, C(2t)

(
Ż

Ẇ/2

)
= ε

(
A2

A4/2

)
,

C(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

) (3.6)
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Разрешая систему относительно Ẋ ,U̇ ,Ż,Ẇ и пользуясь удобным свойством мат­
рицы поворота C−1(t) = C(−t), найдем

Ẋ = ε(A1 cos t− A3 sin t), U̇ = ε(A1 sin t+ A3 cos t)
Ż = ε(A2 cos 2t− (A4/2) sin 2t), Ẇ = ε(2A2 sin 2t+ A4 cos 2t)

(3.7)

Подставляя в выражения (3.4) для коэффициентов A1, A2, A3, A4 величины
x̃, z̃, ũ, w̃ в виде (3.5) и, в соответствии с первой теоремой Боголюбова, осредняя
полученные правые части равенств (3.7) по времени, приходим к системе

dX

d(εt)
= −Z

Λ
− Λ3

32

[
8n(9n+ 16) + 97 + 6K2

n

]
,

dU

d(εt)
= −W

2Λ

dZ

d(εt)
=

X

2Λ
− β1Z

2
+

(n+ 3)Λ2β1

8
,

dW

d(εt)
=

U

Λ
− β1W

2

(3.8)

Отметим, что уравнения расщепляются на независимые пары относительноX иZ
и относительно U иW . Легко проверить, что собственные значения этой системы
имеют отрицательную действительную часть

λ = −β1

4
±

√(
β1

4

)2

− 4n− 1

8
(3.9)

и решение экспоненциально быстро (∼ exp(−εβ1t/4) в случае не слишком боль­
шого затухания) приближается к стационарной точке

X = X0 = −Λ5β1

32

(
10n(8n+ 15) + 91 + 6K2

n

)
, U = 0

Z = Z0 = −Λ4

32

(
8n(9n+ 16) + 97 + 6K2

n

)
, W = 0

(3.10)

Также следует отметить, что по второй теореме Боголюбова [62] решение
будет устойчивым в стационарной точке. Асимптотическое решение имеет вид

x(t) =
√
αΛ sin t+ α

(
x0
cos 2t+ 1

2
+ (X(

√
αt) cos t+ U(

√
αt) sin t

)
z(t) = α

(
z0 + Z(

√
αt) cos 2t+W (

√
αt) sin 2t/2

) (3.11)

Общее решение –– сумма быстро осциллирующего члена с постоянной амплиту­
дой, постоянного члена и быстро осциллирующих членов с медленно затухаю­
щими амплитудами, зависящими от ”медленного времени” t̃ =

√
αt. Последние
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можно найти из решения (3.8) при учете начальных условий. Для случая не слиш­
ком большого затухания β2

1 < 2(4n − 1) получим

ω̃ =

√
2(4n− 1)− β2

1

4
, ψ = arctg

β1

4ω̃

X = X0 +
√
2 e−β1t̃/4

(
C2 cos(ω̃t̃−ψ)− C1 sin(ω̃t̃−ψ)

)
Z = Z0 + e−β1t̃/4

(
C1 cos ω̃t̃+ C2 sin ω̃t̃

)
U = e−β1t̃/4

(
C3 cos ω̃t̃+ C4 sin ω̃t̃

)
W =

√
2 e−β1t̃/4

(
C3 sin(ω̃t̃+ψ)− C4 cos(ω̃t̃+ψ)

)
x(0) = α(X0 + x0 +

√
2(C2 cosψ+ C1 sinψ)), z(0) = α(Z0 + z0 + C1)

u(0) = ± 2
√
α√

4n− 1
+ αC3, w(0) = α

√
2(C3 sinψ− C4 cosψ)

(3.12)

Решение при начальных условиях x(0) = u(0) = 0 неустойчиво по малым возму­
щениям x, u и при t → ∞ выходит на периодическое.

Таким образом, получено асимптотическое периодическое решение, устой­
чивое по второй теореме Боголюбова (собственные числа (3.9) системы имеют
отрицательную действительную часть)

x(t) = ±
√

α

4n− 1

(
2 sin t− 10n(8n+ 15) + 91 + 6K2

n

(4n− 1)2
β cos t

)
+

+α

(
2Kn(cos 2t+ 1)

4n− 1
+ x̃(t)

)
z(t) = α

(
− 8n+ 5

4(4n− 1)
− 8n(9n+ 16) + 97 + 6K2

n

(4n− 1)2
cos 2t+ z̃(t)

) (3.13)

Здесь x̃(t) и z̃(t)—быстро осциллирующие функции с медленно затухающей ам­
плитудой, определяемые из равенств (3.11) и (3.12).

3.3 Анализ полученных результатов. Оценочное условие дробления

3.3.1 Сравнение с численными решениями

На рисунке 3.1 приведено сравнение точного численного моделирования
исходной системы (3.2) для интервала времени t ∈ (0,2000) для значений пара­
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метров α = 0.0004, β1 = 1, n = 4 и при начальных условиях

x(0) = 0.008, u(0) = 0, z(0) = 0.003, w(0) = 0

Графики разорваны на две части t ∈ (0,500) и t ∈ (1900,2000), отвечающие началу
процесса установления колебаний и установившимся колебаниям, соответствен­
но. Из графиков видно, что полученное асимптотическое решение качественно
описывает поведение системы при установлении колебаний и с большой точно­
стью количественно описывает установившиеся колебания. Численно проверено,
что амплитуда колебаний практически не меняется при небольшой расстройке
частоты (порядка

√
α) и изменении коэффициента затухания в широких преде­

лах, а также, что качественное соответствие процессов установления колебаний
присутствует и для других значений параметров, однако может ухудшиться при
уменьшении амплитуды деформационных колебаний. Установившиеся амплиту­
ды колебаний x(t) и z(t) асимптотического решения отличаются примерно на
0.5% и 3% от таковых для численного решения, что вполне объясняется неучтён­
ными членами следующего порядка малости по ε.

Это же решение сравнивается с огибающими асимптотик на рисунке 3.2.
Для лучшей визуализации показана только положительная часть графика и только
до момента времени t = 1200.

Различие численного и асимптотического решений на этапе установления
колебаний объясняется малой начальной амплитудой деформационных колеба­
ний

√
x20 + u20. В самом деле, из начальной системы уравнений (3.2) следует,

что x0 = u0 = 0 является неустойчивым решением системы. Более того, если
учесть диссипацию деформационной моды, то будет существовать пороговая ам­
плитуда возбуждающей волны, ниже которой деформационная мода вообще не
будет возбуждаться, и нулевое решение приобретёт устойчивость (это показано,
например, в [43]). Однако, в нашем приближении отсутствия диссипации дефор­
мационной моды неустойчивость всегда развивается, и асимптотическое решение
довольно неплохо описывает максимальную амплитуду деформационной моды в
процессе установления колебаний и с высокой точностью описывает установив­
шиеся колебания даже для малой начальной амплитуды деформационной моды,
как показано на рисунке 3.3. Моделирование было проведено для тех же значе­
ний n = 4, α = 0.0004, β1 = 1, но для меньших начальных амплитуд деформаций
x0 = u0 = z0 = w0 = 0.0001 и для интервала времени t ∈ (0,2000). Чтобы оценить
точность асимптотического решения для установившихся колебаний, находились
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Рисунок 3.1 –– Сравнение результатов численного моделирования с
асимптотическим решением. Синим цветом изображено поведение радиальной
моды, а красным –– деформационной, на верхнем графике приведено точное

численное решение, на нижнем –– асимптотики

максимальные значения x(t) и z(t) и сравнивались с асимптотиками. Отличие со­
ставило тоже около 3% для z(t) и около 0.5% для x(t).

3.3.2 Оценочное условие дробления

Рассмотрим возможность дробления пузырька, как результат достижения
амплитудой деформационной моды значения ξ = 1/2, полученного эмпи­
рическим путем (это приблизительная величина амплитуды деформационных
колебаний, при которой пузырек оказывается разделенным одним или несколь­
кими перешейками). Для иллюстрации на рисунке 3.4 изображены некоторые
”опасные”для дробления пузырька моды при амплитуде ξ порядка 1, слева сни­
зу –– мода с n = 2 и ξ = 0.5.
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Рисунок 3.2 –– Сравнение результатов прямого численного моделирования с
асимптотиками. Синим и красным цветами тонкими линиями изображены
графики колебаний по радиальной и деформационной моде, полученные

прямым численным моделированием, жирными тёмными синей и коричневой
линиями изображены огибающие асимптотических решений для обеих мод

Согласно рисунку 3.2, максимальная амплитуда деформационной моды
достигается во время переходного процесса и примерно в 1.7 раза больше уста­
новившейся. Поэтому рассмотрим две разные возможности дробления, когда
амплитуда акустической волны медленно растет (случай 1) и когда акустическая
волна достигает своей конечной амплитуды за малое время, и максимальная де­
формация пузырька происходит в течение переходного процесса (случай 2).

Получим оценочный умозрительный критерий дробления пузырька как ми­
нимальную амплитуду возбуждающей волны, при которой возможно дробление,
в этих двух случаях:
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Рисунок 3.3 –– Сравнение результатов численного моделирования с
асимптотическим решением в случае малой начальной амплитуды колебаний

деформационной моды. Синим цветом изображено поведение радиальной моды,
а красным –– деформационной, тонкой светлой линией изображено точное

численное решение, а жирной тёмной –– огибающая асимптотического решения

Случай 1 (медленный старт акустической волны, когда скачки амплитуды
деформационных колебаний в переходном процессе успевают гаситься диссипа­
цией). Пузырек может раздробиться, если

∆p >
3γ(4n− 1)

32(n+ 1)(2n+ 1)
≈ γ

5n
(3.14)

Случай 2 (быстрый старт). При условии

τstart ≪ 30/Ω, RΩ > 4/(3γ) (3.15)

где τstart –– характерное время старта акустической волны (достижения ею полной
мощности), пузырек может раздробиться при выполнении условия

∆p >
3γ(4n− 1)

32(n+ 1)(2n+ 1)

[
1 + exp

(
− π√

6(4n− 1)R2
Ω∆p− 1

)]−2

(3.16)
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Рисунок 3.4 –– Опасные моды, при значительном возбуждении которых
возможно дробление для ξ ∼ 1

отличающегося от условия (3.14) наличием в его правой части множителя, экс­
понента в котором описывает насколько амплитуда деформационных колебаний
пузырька в процессе установления колебаний превысит финальную амплитуду
при учете диссипации (принимаем, что перед запуском акустической волны де­
формация пузырька мала, но достаточна для удовлетворительного соответствия
асимптотического и численного решений системы (3.2)). Отдельный интерес
представляет случай почти нулевой начальной амплитуды деформационной мо­
ды, при котором становится важным характерное время перекачки энергии в
деформационную моду, найденное в главе 1, однако этот случай выходит за рамки
данной работы.

На рисунке 3.5 иллюстрируется полученный оценочный критерий дробле­
ния воздушного пузырька в воде при атмосферном давлении. Синими ромби­
ками и красными кружкками изображены минимальные отношения амплитуды
переменной части внешнего давления для пузырька резонансного радиуса к по­
стоянному уровню давления, при котором оценочный критерий дробления будет
выполнен при медленном и быстром старте, соответственно. Пунктирная линия ––
характерное время старта акустической волны, такое, чтобы старт можно было
считать быстрым, т.е., чтобы волна достигала максимальной амплитуды за вре­
мя, меньшее времени установления колебаний пузырька. Правая ось ординат ––
характерное время старта акустической волны τstart в миллисекундах. По оси абс­
цисс отложен номер резонансной моды n, определяющей резонансный радиус
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пузырька (1.18) и частоту акустической волны, резонансной к свободным ради­
альным колебаниям пузырька такого радиуса (1.17).

Рисунок 3.5 –– Оценочное условие дробления для случаев быстрого и
медленного старта, а также характерное время быстрого старта

Для примера рассмотрим случай возможного дробления воздушного пу­
зырька в воде при атмосферном давлении по четвертой деформационной моде,
которой, как следует из резонансного соотношения отвечает пузырек радиуса
a ≈ 0.06 мм, и, как видно из рисунка 3.5, при медленном старте (τstart > 0.1 мс)
критическая амплитуда колебаний давления в возбуждающей волне составляет
около 4.3% от постоянного уровня давления, при быстром старте –– 2.3%.

Второй пример: для номера моды n = 6 пузырёк имеет радиус a ≈ 0.11 мм;
для него при медленном старте (τstart > 0.3 мс) критическая амплитуда колеба­
ний давления в волне составляет около 3.3% от постоянного уровня давления,
при быстром старте –– 1.4%.
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3.3.3 Обсуждение полученного оценочного условия дробления. Возможности
дальнейшего развития исследования

Полученные результаты показывают, что амплитуда критического давления
в волне вполне достижима, особенно в случае быстрого старта, что позволяет
надеяться на возможность дробления пузырьков по резонансному механизму.
Конечно, для строгого доказательства такой возможности следует провести точ­
ные расчеты при учете больших деформаций поверхности пузырька и затухания
деформационной моды, а также получить экспериментальное подтверждение ре­
зультатов. Недостатками полученного оценочного условия дробления, из которых
следуют возможные пути дальнейшего развития исследования, являются:

– отсутствие учёта диссипации деформационной моды и потерянная таким
образом пороговая амплитуда для перекачки;

– существование погрешности моделирования начала процесса перекачки
при малой начальной амплитуде деформационной моды, и, как следствие,
погрешность нахождения оценочного условия дробления в случае быст­
рого старта;

– использование уравнений, применимых для малых колебаний. Для полу­
чения более точного условия дробления с учётом большой амплитуды
колебаний перед моментом дробления пока представляется возможным
только численное решение уравнений гидро­ и газодинамики для жидко­
сти вне пузырька и газа внутри пузырька;

– отсутствие точной модели влияния возможной расстройки частоты и
расстройки резонансного соотношения, в том числе необходимо учесть
динамику изменения радиуса пузырька за счёт фазовых переходов;

– недостатки теории диссипации, описанные в прошлой главе;
– отсутствие учёта деформации формы пузырька в потоке или при всплы­
тии;

– отсутствие учёта влияния стенок сосуда;
– отсутствие учёта влияния пузырьков друг на друга;
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3.4 Выводы

С помощью методики осреднения Крылова­Боголюбова получено асимп­
тотическое описание динамики малых колебаний пузырька в случае резонансной
частоты возбуждающей волны, а также резонанса частот радиальной и деформа­
ционной моды 2:1. С помощью полученных в главе 2 результатов по затуханию
колебаний пузырька учтены все существенные механимы диссипации энергии
радиальной моды (термический, акустический, вязкий), эффекты поверхностно­
го натяжения, также показано, что затуханием деформационной моды можно
пренебречь для пузырьков не слишком большого радиуса. Доказано, что в ис­
пользованных предположениях амплитуда деформационной моды значительно
вырастает и способна многократно превысить амплитуду радиальной моды, что
может привести к дроблению пузырька.

Предложен новый резонансный механизм дробления газового пузырька в
акустической волне. Показано, что дробление пузырька с резонансным радиу­
сом возможно при относительно небольшой амплитуде давления в возбуждающей
волне резонансной частоты: порядка нескольких процентов от равновесного дав­
ления в жидкости. Получено оценочное условие дробления для случаев быстрого
и медленного включения акустической волны. Для его полного обоснования нуж­
но будет провести точные расчёты с учётом нелинейных колебаний поверхности
пузырька и затухания деформационной моды, а также потребуются сложные экс­
перименты с контролем соблюдения резонансных условий. Данный механизм
дробления может иметь широкие приложения, в том числе для прорыва гемато­
энцефалического барьера в медицине с целью доставки лекарств в ткани мозга.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Методом нормальной формы получено аналитическое описание резо­

нансной перекачки энергии между радиальной и произвольной дефор­
мационной модой свободных малых колебаний газового пузырька в
жидкости в отсутствие затухания при резонансе частот мод 2:1. Найден
период перекачки энергии и относительное увеличение амплитуды де­
формации в ходе перекачки в зависимости от номера моды. Полученные
аналитически результаты показали хорошее соответствие результатам
точного численного моделирования уравнений Гамильтона.

2. Единым образом получены параметры свободных и вынужденных коле­
баний пузырька с учётом акустической, вязкой, тепловой диссипации и
поверхностного натяжения, получена огибающая резонансных кривых
для вынужденных колебаний пузырька, которая может быть использо­
вана для нахождения условий резонансного дробления пузырька. Про­
анализированы различные механизмы затухания и определены условия
доминирования термической диссипации над другими механизмами.

3. Исследованы малые вынужденные колебания малого газового пузырька
в акустической волне в жидкости при резонансной частоте акустической
волны, а также резонансе частот между радиальной и деформационной
модами колебаний 2:1. С помощью методики осреднения Крылова­
Боголюбова аналитически описан процесс перекачки энергии между
модами в пренебрежение затуханием деформационной моды. Полу­
ченные результаты оказались в хорошем соответствии с результатами
численного моделирования уравнений Гамильтона.

4. Предложен новый резонансный механизм дробления пузырька при опи­
санном выше резонансе. Получены оценочные условия дробления га­
зового пузырька в жидкости по резонансному механизму в случаях
быстрого и медленного старта акустической волны, а также характерное
время быстрого старта. Полученная величина амплитуды давления в аку­
стической волне много меньше равновесного давления в жидкости, что
придаёт ценность исследованию такого механизма дробления для мно­
гочисленных приложений, в частности, медицинских.
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Таким образом описан новый резонансный механизм дробления пузырька, ко­
торый может иметь приложения в медицине. Возможно дальнейшее развитие
исследования, в будущем желательно учесть затухание деформационной моды,
расстройку резонансных условий и нелинейность колебаний, а также провести
численное моделирование динамики пузырька вплоть до момента дробления и
проверить экспериментально полученные результаты.

Автор выражает благодарность и большую признательность научному ру­
ководителю Петрову А. Г. за поддержку, помощь, обсуждение результатов и на­
учное руководство. Также автор благодарит своих близких и родных за терпение
и моральную поддержку в столь затянутом процессе подготовки диссертации.
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Список сокращений и условных обозначений

Величина Размерность Описание
A [­] амплитуда радиальных колебаний
Aξ [­] амплитуда деформационных колебаний
Ai(t) [­] функции правых частей (3.4)
a [м] радиус пузырька
a0 [м] невозмущённый радиус пузырька
aσ [м] радиус пузырька с давлением Лапласа

равным среднему давлению в жидкости
α [­] коэффициент возбуждающей силы
B(t) [­] функция определённая в (3.4)
β [­] коэффициент затухания
β1 [­] приведённый коэффициент затухания β/

√
α

β̃ [с−1] размерный коэффициент затухания
βµ [с−1] коэффициент вязкого затухания

деформационных колебаний
C… […] различные константы
C(t) [­] матрица поворота на угол t
c [м/с] скорость звука в жидкости
cp [Дж/(кг·К)] теплоёмкость газа
γ [­] показатель адиабаты газа
Dy [­] отношение динамического давления

к внешнему давлению
δ, ε [­] малые параметры
∂/∂n [­] производная вдоль нормали к границе
EK [­] кинетическая энергия жидкости
F , F̃ , F1 [­] гамильтониан возмущения
G(Z) [­] функция определённая в (2.33)
f , g, g1, g2 [­] произвольные функции
φ [м2/c] потенциал скорости в жидкости
Φ [м2/c] потенциал скорости возбуждающей волны
Φsymm [м2/c] сферически симметричная часть

потенциала скорости возбуждающей волны
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Величина Размерность Описание
H , H̃ [­] гамильтониан
H0, H̃0 [­] невозмущённый гамильтониан
η [­] cos θ
K,Kn [­] нормировочная постоянная
k [м2/с] коэффициент температуропроводности газа
κ = ρcpk [Вт/(м·К)] теплопроводность газа
κn [­] нормировочная постоянная (1.16)
L [­] лагранжиан EK − Π

M [­] число Маха
N [­] нормировочная постоянная (1.13)
On(. . . ) [­] малое n­го порядка по …
P [­] безразмерное давление газа в пузырьке
P̃ [­] безразмерное эффективное давление

жидкости возле стенки пузырька
Pm
n (η) [­] n,m­ая присоединённая функция Лежандра

pb [Па] давление газа на границе пузырька
pext [Па] давление жидкости у границы пузырька
p∞ [Па] внешнее невозмущенное давление жидкости
pS(t) [Па] давление в возбуждающей волне
vg [м/с] скорость газа
Λ (Гл. 2) [­] логарифмический декремент затухания

свободных колебаний пузырька
Λ (Гл. 3) [­] постоянная ±2/

√
4n− 1

λ [­] собственное значение
n,m [­] индексы присоединённой функции Лежандра
µ [Па·с] вязкость жидкости
Pe [­] число Пекле
Π [Дж] потенциальная энергия
R (Гл. 1) [­] отклонение пружины от вертикали
R (Гл. 3) [­] диссипативная функция Рэлея
r [м] переменная для радиус­вектора
rx, ry [­] полуоси эллиптической траектории

подвешенной на пружине массы
ρ [кг/м3] плотность жидкости



79

Величина Размерность Описание
ρg [кг/м3] плотность газа
ρ∞ [кг/м3] невозмущенная плотность жидкости
S [м2] площадь поверхности пузырька
S0 [­] безразмерная амплитуда акустической волны
St [­] отношение давления Лапласа

к внешнему давлению
s [­] параметр положения точки на эллипсе
Σ [­] эффективный момент (1.29)
σ [Н/м] коэффициент поверхностного натяжения

на границе жидкость­газ
T (Гл. 1, 3) [­] период перекачки энергии
T (Гл. 2) [К] температура газа
T∞ [К] температура жидкости
t [с] переменная для времени
τstart [с] время старта акустической волны
θ [рад] полярный угол
Θ [­] безразмерная температура газа
U [­] медленно меняющаяся амплитуда колебаний u

u, u1, u2 [­] безразмерные импульсы по координатам
x, x1 и x2, соответственно

V is [­] отношение эффективного вязкого давления
к внешнему давлению

V [м3] объём пузырька
v [м/с] скорость жидкости
W [­] медленно меняющаяся амплитуда колебаний w

w [­] безразмерный импульс по координате z
x, x1, x2, [­] безразмерные координаты, соответствующие
ξ, ξ1, ξ2 колебаниям с ординарной частотойωξ

Ξ [­] пространство заполненное жидкостью
X , X1, X2 [­] медленно меняющиеся амплитуды колебаний

по координатам x, x1 и x2, соответственно
Ω [рад/с] угловая частота
ΩX [рад/с] угловая частота свободных колебаний пузырька
ω,ω̃ [рад/с] угловая частота
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Величина Размерность Описание
ωa [рад/с] угловая частота радиальных колебаний
ωξ [рад/с] угловая частота деформационных колебаний

пузырька/ горизонтальных колебаний пружины
ψ [рад] азимутальный угол
Z (Гл. 1, 3) [­] медленно меняющаяся амплитуда колебаний

по координате z
Z(Гл. 2) [­] отношение радиуса пузырька к термической

длине (масштабу термической диффузии
в газе за один период колебаний)

Zi [­] медленно меняющиеся амплитуды колебаний
переменных Биркгофа zi

ZX и ZY [­] действительная и мнимая части Z

z [­] безразмерная координата, соответствующая
колебаниям с двойной частотой 2ωξ

zi [­] переменные Биркгофа
z [­] усреднённое по объёму значение некоторой z
z̄ [­] комплексно сопряженное значение z
zmax [­] максимальное значение некоторой z
z0 [­] начальное/невозмущённое значение некоторой z
ζ [Па·с] объёмная (вторая) вязкость жидкости
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Словарь терминов

автономность (системы уравнений, гамильтониана) : отсутствие прямой
зависимости от переменной времени

гамильтонова нормальная форма : представление гамильтониана в виде
суммы двух частей, являющихся первыми интегралами друг друга (см. [85])

гематоэнцефалический барьер : мембранный барьер между кровеносной
системой и мозговыми тканями непроницаемый для крупных молекул, и, как
следствие, большинства лекарственных препаратов

гомобаричность : однородность давления в заданном объёме
деформационная мода колебаний : мода колебаний пузырька, характери­

зуемая несферическим искажением формы, описываемым некоторым полиномом
Лежандра

качающаяся пружина : маятник, обладающий тремя степенями свободы,
одна из них соответствует вертикальным колебаниям (как пружинного маятника),
остальные –– горизонтальным колебаниям (как математического маятника)

контрастный агент : покрытый тонкой эластичной оболочкой пузырёк, ис­
пользуемый в ультразвуковых исследованиях

лапласовская добавка к давлению : дополнительное давление Лапласа
под искривлённой границей раздела фаз, создаваемое силами поверхностного на­
тяжения

резонансные члены : члены возмущения системы дифференциальных
уравнений, которые при осреднении вдоль решения невозмущённой системы не
зануляются

термическая диссипация : диссипация вследствие потерь энергии на теп­
лопроводность

число Маха : отношение характерной скорости к скорости звука, отвечает
за эффекты сжимаемости среды

число Пекле : безразмерный параметр, примерно равный квадрату отноше­
ния размера пузырька к термической глубине проникновения за период, отвечает
за эффекты теплопереноса
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