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Аннотация. На основе асимптотического метода осреднения получены континуальные 
уравнения слоистой среды с проскальзыванием с учетом членов второго порядка по малому 
параметру толщины слоя. Использовано линейное условие проскальзывания, связывающее скачки 
касательных смещений на контактных границах и касательные напряжения. Такого рода модели 
необходимы при решении динамических задач геофизики. Они могут быть полезны при описании 

композитных материалов с дополнительными мягкими прослойками между слоями из основного, 
достаточно жесткого упругого материала. Исследованы волновые свойства полученной системы 
уравнений. Построено решение задачи о поверхностной волне на границе упругого слоистого 
полупространства.  

 

В данной работе на основе асимптотического метода [1, 2] получены осредненные уравнения слои-

стой среды с проскальзыванием на межслойных границах с учетом членов второго порядка по малому пара-

метру толщины слоя. Использовано линейное условие проскальзывания, связывающее скачки касательных 

смещений на контактных границах и касательные напряжения.  

Интерес к проблеме распространения и трансформации волн в слоистых средах обусловлен 

прикладными задачами сейсмологии и инженерной геофизики. Как правило, сейсмичность связана с горны-

ми районами, в которых скальные породы выходят на земную поверхность. Зачастую эти породы содержат 

регулярные сетки трещин, позволяющие рассматривать их как слоистые структуры. Классические исследо-

вания волновых полей в таких средах обычно исходят из непрерывности поля смещений. Однако для доста-
точно сильных сейсмических воздействий следует учитывать возможность касательных подвижек на грани-

цах слоев. Для протяженных воздействий необходимо использовать «осредненные», континуальные модели 

сплошных сред со структурой, так как невозможно следить за деформацией каждого элемента структуры.  

Осредненные уравнения нулевого приближения для слоистой среды с проскальзыванием были вы-

ведены ранее [3, 4]. Полученные в данной работе уравнения являются асимптотически полным обобщением 

моделей [5 ,6] слоистых сред, основанных на инженерных подходах или приближенных гипотезах о харак-

тере деформирования слоев. Такого рода модели необходимы при изучении статического деформирования 

горных массивов и при решении динамических (волновых) задач геофизики. Теория слоистых сред с про-

скальзыванием на контактных границах также может быть полезна при описании композитных материалов с 

дополнительными мягкими прослойками (скажем, резиновыми) между слоями из основного, достаточно 

жесткого упругого материала.  
Полученная двумерная динамическая система уравнений для рассматриваемой слоистой среды 

имеет вид: 
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Здесь  <<1 – постоянная толщина слоя (малый параметр), k  – коэффициент сдвиговой связи слоев,   и 

  – модули Ламе,   – плотность, 
1w  и 

3w  – смещения в направлении декартовых осей 
1x  (вдоль сло-

ев) и 
3x  (поперек слоев). 

Исследованы волновые свойства полученной системы уравнений, получены дисперсионные 

соотношения при распространении гармонических волн в произвольном направлении. Решены задачи про-

хождения и трансформации волн на границе изотропной упругой и исследуемой слоистой среды.  

Так, например, для гармонических волн в направлении 
1 3( , )n nn  c частотой   и волновым векто-

ром 
1 3( , )   κ n , 

1 1n  , 
3 3n  , κ , 1n  нелинейное дисперсионное уравнение для скоростей 

их распространения в исследуемой слоистой среде имеет вид: 
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, 

где 
1/с c  , /с    – фазовая скорость распространения волн в слоистой среде, 

1 ( 2 ) /c      и 

2 /c    – скорости распространения упругих продольных и поперечных волн в однородной упругой 

среде, волновое число , l  – длина гармонической волны. Также введены обозначения: 2 / l 
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2 * 1( )         . 

Если направление распространения волны задать с помощью угла  , 
1 sinn  , то для 

определенных значений   уравнение для скоростей имеет точные решения: 

 при 0   квазипродольная волна 
1 1  , квазипоперечная волна 2 2

2 2( 2 )(1 )         ;  

при / 4   квазипродольная волна 2 2 2 2

1 2 * 2( / 2) ( 2 )(1 )                  , квазипопе-

речная волна 
2 ( 2 )     ; 

  при / 2   квазипродольная волна 
1 1  , квазипоперечная волна 

2 2 2 2

2 2 * 2( ) ( 2 )(1 )              . 

Из этих формул явно видна анизотропия и дисперсия гармонических волн в рассматриваемой слоистой сре-

де. При остальных значениях   решение дисперсионного уравнения найдено в принятом приближении 
2 . 

Построено решение задачи о поверхностной волне типа Рэлея на границе упругого слоистого 

полупространства. Выявлена дисперсия поверхностной волны в среде с рассматриваемой структурой при 

достаточно малых значения коэффициента связи слоев k . Графики зависимости безразмерной скорости 

поверхностной волны 
1/с c , от коэффициента связи слоев k  показаны на рис. 1 для различных значений 

параметра толщины слоя к длине волны / l =0.5, 0.3, 0.1. Выход на асимптотику классического корня Рэлея 

происходит для значений безразмерного коэффициента / ( 2 ) 1.5 2.k      

 
Рис. 1 

 
Отметим, что граница применимости полученной асимптотической теории точно не определена. 

Достаточно условно при расчетах была принята верхняя граница малого параметра / l =0.5. Тем не менее, 

для коэффициентов связи слоев, начиная со значений / ( 2 ) 0.7k    , расчеты дают близкие значения ско-

ростей распространения квазипродольных, квазипоперечных и поверхностных волн для всего диапазона 

длин волн / l < 0.5.  

Полагаем, что полученную уточненную модель можно использовать для исследования трансформа-

ции сейсмических волн при их выходе на земную поверхность в горных массивах, содержащих регулярные 

параллельные сетки трещин, с учетом возможных сдвиговых подвижек на контактных границах. Также эта 
теория может быть полезна при описании деформирования композитных материалов с дополнительными 

мягкими прослойками между слоями из основного, достаточно жесткого упругого материала. 

Работа выполнена по проекту РФФИ № 15-08-02392-а. 
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