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В работе численно исследовано влияние скорости направленной кристаллизации 

на распределение легирующего галлия в кристаллах германия, выращиваемых методом 

Бриджмена с погруженным нагревателем [1,2].  

Постановка задачи. Предполагается, что скорость роста кристалла скорость 

постоянна. Нестационарное течение расплава описывается уравнениями Навье-Стокса 

в приближении Буссинеска: 

0///  zwruru ,    2
0 /// ruurpdtdu     

2
0 ( )( dv / dt uv / r ) v - v / r     ,  Tgwzpdtdw  00 //      

TdT / dt k T  ,  CkdtdC C/ ,    zwrutdtd  ////     
где использованы традиционные обозначения. Граничные условия приняты в виде: 

0, 0 : 0, 0, / 0, / 0, / 0r z H u v w r T r C r              ; 

00 , 0 : 0, 0, , , / (1 )s m C sr R z u v w W T T k C z W C k            ; 
, 0 : 0, 0, 0, / 0, / 0r R z h u v w T r C r            ; 
, : 0, 0, 0, ( ), / 0CRr R h z H u v w T T z C r          ; 

( , ) : 0, 0, 0, ( , , ), / 0SH SHr z S u v w T T r z t C n        ; 

020 , : 0, / 0, / 0, ,Zr R z H u v z w z T T C C            . 

Начальные условия были приняты следующего вида: 

010, 0 , 0 : 0, 0, , ,s mt r R z h u v w W T T C C            

020, 0 , : 0, 0, , ,s mt r R h z H u v w W T T C C            
Здесь sW  - скорость роста кристалла, 0937 СmT  - температура плавления германия, C - 

концентрация примеси галлия, , ,T Ck k  - коэффициенты вязкости, теплопроводности и 

диффузии примеси,  - коэффициент сил плавучести, go=9.81м/сек2
 – ускорение силы 

тяжести Земли. Величины с индексами в правых частях граничных и начальных 

условий полагаются заданными. Подробнее постановка данной задачи и метод решения 

описаны в работах [1,2]. Область решения показана на рис. 1-2, где R=3.36см – радиус 

тигля, 0 1. см   - размер зазора, h=0.8см, SHS - область погруженного нагревателя, 

отмеченная цифрой 1 на рис.2. В данной работе рассматриваются случаи без вращений 

                                                        
1 Материалы XXI международной конф. по вычислительной механике и современным прикладным 
программным системам (ВМСППС'2019) - М.: Изд-во МАИ, 2019. С. 411-413. ISBN 978-5-4316-0589-5. 



тигля и погруженного нагревателя. Влияние вращений тигля и погруженного нагрева-

теля на распределение примеси было показано авторами ранее в работе [3]. 
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Рис.1. Схема выращивания 
кристаллов методом Бриджмена 
с погруженным нагревателем. 

Рис.2. Схема расчетной об-
ласти в 2D осесимметричной 
математической модели. 

Рис.3. Изолинии 
функции тока  

Метод решения. Численное решение получено итерационно безматричным ме-

тодом конечных элементов с кусочно-линейной аппроксимацией решения на треуголь-

ных конечных элементах и с коррекцией вязкости по методу Самарского.   

Результаты. На рис. 3 представлены изолинии функции тока для g=go для ско-

рости роста Ws=1.8м/сек. Данные результаты показывают влияние погруженного нагре-

вателя на интенсивность течения в расплаве у фронта кристаллизации.  

 

 

Рис. 4. Зависимость концентрации Ga в расплаве Ge от скорости роста кристалла:  0.36 
см/час - левая колонка, 1.8 см/час - средняя колонка, 3.6см/час - правая колонка) на 

Земле (ряд 1) и в космосе (ряд 2) 

 
Влияние ускорения силы тяжести и скорости роста кристаллов на распределение 

галлия Ga в кристалле германия Ge показано на рис. 4 и 5 для трех случаев скорости 

роста: Ws = 0.36 см/час, 1.8см/час, 3.6см/час и двух ускорений силы g = go и g=0.001go 



 

 

 

Рис.5 Изолинии концентрации галлия в кристалле германия (колонки 1 и 3) и распреде-
ления максимальной концентрации галлия по длине кристалла германия для разной 

скорости роста: 0.36 см/час – ряд 1, 1.8см/час – ряд 2, 3.6см/час – ряд 3. Сила тяжести g 
= go (колонки 1 и 2) и g=0.001go (колонки 3 и 4). 

 

Выводы. Расчетами установлено, что распределение примеси на Земле и в космосе 

существенно различно. Наиболее однородное распределение примеси в кристалле на 

Земле и в космосе получается при скорости кристаллизации Ws=1.8см/час.  
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