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В декартовой прямоугольной системе координат 1x ,  2x ,  3x    рассмотрим

безграничную слоистую среду. Ось 3x  перпендикулярна плоскопараллельным границам

раздела слоев. Границы раздела имеют координаты  ( )
3

sx x sε= = , s=0, 1, 2± ± …,  где

постоянная толщина слоя    ε <<1  является малым параметром.  Предполагается, что

физически между упругими слоями имеются тонкие вязкие или вязкопластические

прослойки толщины δ <<ε , однако мы пренебрегаем толщиной этих прослоек и

заменяем их условиями скольжения на поджатых границах слоев:

33 0σ < 3[ ]u = 3[ ]γσ = 33[ ]σ =0,

либо   , 3[ ] /tuγ γε κσ=    -   линейное условие вязкого скольжения,

либо ( )2
, 3 3 3[ ] / / 1t su Fγ γ β βε κσ σ σ σ= < − >  - нелинейное условие вязкопластического

скольжения, / ( )κ δ εη= , η  - коэффициент вязкости.

Здесь квадратные скобки  ( ) ( )0 0
[ ] s sx x

f f f
+ −

= − обозначают скачок величины  f  на

межслойной границе, ( ) ( ) ( )F y F y H y< >=  - нелинейная функция, отличная от нуля за

пределом текучести 2
3 3 sβ βσ σ σ= , )(yH - функция Хэвисайда, )(yH =0 при 0<y , )(yH =1

при 0≥y . Нелинейное условие вязкопластического скольжения переходит в линейное

условие вязкого скольжения, если заменить ( )F y< >  на единицу. Греческие индексы β ,

γ  принимают значения 1 и 2, латинские индексы – значения 1,2,3,  ku  - компоненты

вектора смещений, ,k tu  - компоненты вектора скорости, ijσ  - компоненты тензора

напряжений. Для компактности формул дифференцирование обозначено следующим

образом:  ,(...) / (...)j jx∂ ∂ = , ,(...) / (...)tt∂ ∂ = , ,(...) / (...)ξξ∂ ∂ = . Сами слои считаются

изотропными линейно-упругими (при  ( )
3

sx x≠ ):

, , 0ij j i ttuσ ρ− = ,    ,ij ijkl k lC uσ =

где ρ  - плотность, тензор модулей упругости имеет вид: ( )ijkl ij kl ik jl il jkC λδ δ µ δ δ δ δ= + + .



Будем считать, что искомые функции ( , , )k k lu u x tξ=  являются гладкими по

«медленным» переменным  lx  и гладкими по «быстрой» переменной 3 /xξ ε= , за

исключением точек (s) ( ) /sxξ ε= , где они могут терпеть разрывы первого рода. Кроме

того, эти функции являются 1-периодическими [1]: (s) (s)1/2 1/2
[[ ]] 0i i iu u uξ ξ+ −

= − = .

Смещения среды представим в виде асимптотического ряда по степеням малого

параметра ε :  (1) 2 (2) 3 (3)( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ...i i k i k i k i ku w x t u x t u x t u x tε ξ ε ξ ε ξ= + + + +  . Для функции

«быстрой» переменной ξ  введем операцию «осреднения» f : 
1/2

1/2

f fdξ
−

= ∫ . Приближения

смещений должны удовлетворять дополнительному условию (n) 0ku = . Подставляя эти

представления в уравнения теории упругости, получим асимптотическую систему

уравнений:

(1) (1) (2) (1) (2) (2) (3)
, 3 , 3 , 3 3 , , , 3 , 3 , 3 3 , ,  ( ) ( )ijkl k jl ijk k j i kl k l i k k ijkl k jl ijk k j i kl k l i k kC w C u C u C u C u C u C u C uξ ξ ξ ξ ξ ξε  + + + + + + + + 

2 (2) (3) (3) (4) (1) 2 (2)
, 3 , 3 , 3 3 , , , , ,( ) ... ...ijkl k jl ijk k j i kl k l i k k i tt i tt i ttC u C u C u C u w u uξ ξ ξε ρ ερ ε ρ + + + + + = + + + 

Разложению компонент смещений соответствует разложение компонент тензора

напряжений:  (0) (1) 2 (2) ...ij ij ij ijσ σ εσ ε σ= + + + ,    где (n) (n) (n 1)
, 3 ,ij ijkl k l ijk kC u C u ξσ += + . Все приближения

напряжений являются 1-периодическими функциями ξ . В частности, выполняются

условия (n)
3[ ] 0iσ = , (n)

3[[ ]] 0iσ = . Легко видеть, что (n)
3 , 0i ξσ = .

Уточненная теория второго порядка получается, если в асимптотической системе

уравнений удержать члены порядка 2ε  и применить операцию осреднения по ячейке

периодичности  :

(1) (2) 2 (3)
, 3 , 3 , 3 , ,, , ,ijkl k jl ijk k ijk k ijk k i ttj j j

C w C u C u C u wξ ξ ξε ε ρ+ + + =

Каждая из функций (n)( , , )i ku x tξ  (n=1,2,3), находится из соответствующей «задачи

на ячейке периодичности» при 1/ 2 1/ 2ξ− ≤ ≤ .  Эти задачи сформулированы и в общем

виде решены в [1] с точностью до некоторых функций, которые определяются из условий

проскальзывания. 

Первое приближение смещений будет выглядеть следующим образом:

(1) ( / 2)k ku signϕ ξ ξ= − ,  3 0ϕ = .

Второе приближение смещений выглядит так:

(2) 2( 1/ 6) / 2k ku signψ ξ ξ ξ= − + , ,3γ γψ ϕ= − , 3 , / ( 2 )β βψ λϕ λ µ= − + .



Решение для третьего приближения смещений имеет вид:

( )(3) 3 2/ 6 / 4 /12 ( / 2)k k ku sign signχ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − + + Ω − ,

,33 , , ,2( ) / ( 2 ) /ttγ γ γ ββ β βγ γχ ϕ ϕ λ µ ϕ λ µ ρϕ µ= − − + + + , 3 , 32( ) / ( 2 )β βχ λ µ ϕ λ µ= + + , 3 0Ω = .

Функции γϕ , γΩ  определяются из условий скольжения на скачки касательных скоростей.

С использованием  этих результатов уточненную систему уравнений можно

получить в следующем виде:

2
, , ,3t j jv sγ γ γρ ε µ= + Ω  ,     2

3, 3 , ,t j jv s β βρ ε µ= + Ω ,     , , , ,( )ij t ij k k i j j iv v vτ λδ µ= + + ,

, 3 ( )t s Fγ γϕ κ= − < ∆ > ,      ( ) ( )( )/ 2
, 3 3( ) 2 ( ) /t sg F s s g Fγ γ γ γ β β βκµ σΩ = − + Ω < ∆ > + + Ω < ∆ >

3 3( )ij ij i j j is τ µ ϕ δ ϕ δ= + + , 2
3 3 / 1ss sβ β σ∆ = − ,  ( ), , ,/ (3 2 ) / ( 2 ) /12ttgγ γ γ ββ β βγρϕ µ ϕ λ µ ϕ λ µ= − − + +

В этой нестационарной системе введены обозначения (0)
ij ijs σ= , ,k k tv w= . Для

дополнительных функций γϕ  и γΩ , имеющих смысл распределенных скольжений первого

и третьего порядков по ε , получены нелинейные дифференциальные уравнения.

Полученные модели могут быть использованы для исследования волновых

процессов в геологических массивах с флюидосодержащей слоистой структурой и

динамического деформирования некоторых классов композитов.

Численное решение полученной системы уравнений можно строить методом

конечных объемов. Необходимо использовать явно-неявную схему по времени с учетом

малых параметров вязкости при временных производных функций γϕ  и γΩ . Пример

численного решения задачи прохождения продольной волны через полость в слоистой

среде с проскальзыванием приведен на Рис. 1.

 а)    б)

Рис.1. Распределение напряжений после похождения волны через полость –а),
распределение скольжений в окрестности полости – б)
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