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ばがと 539.3 
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1
 ごÖïöóöÜö äëÜß¿ñ½ ½ñêíÖó¡ó づんぞ ó½. ん.ù. ごü¿óÖï¡ÜÇÜ, ぜÜï¡çí, づÜïïó　 

2 ごÖïöóöÜö íçöÜ½íöó£íîóó äëÜñ¡öóëÜçíÖó　 づんぞ, ぜÜï¡çí, づÜïïó　 

でゑぎづびぜぞだゎだぴごとずだゑだぎ ばでどんずだでどぞだぎ づんげづばぷぎぞごぎ  

どごどんぞだゑぼび がごでとだゑ とだぜぢづぎででだづん 

だäóïíÖí äëÜîñÑÜëí ëíïôñöí Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí Çí£ÜöÜëßóÖÖÜÇÜ 

ÑçóÇíöñ¿　 ç äÜ¿ñöÖÜ½ îó¡¿ñ ÖíÇëÜ¢ñÖó　 (ëñ¢ó½ ½í¿Üîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó – ぜぴば) ó äëó Öó£¡Üí½-

ä¿óöÜÑÖ▲ê çóßëíîó　ê ¿ÜäíöÜ¡ (ëñ¢ó½ ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó – でゑぜば). ごïï¿ñÑÜ0öï　 

¡ëóöñëóó ó ½ÜÑñ¿ó ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ç Üï¿Üçó　ê ½í¿Üîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó ó ç Üï¿Üçó　ê 

ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó. だäëñÑñ¿ñÖ▲ äíëí½ñöë▲ ½ÜÑñ¿ñú Öí ÜïÖÜçñ ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖ▲ê 

ÑíÖÖ▲ê ÜÑÖÜÜïÖ▲ê Üïöí¿ÜïöÖ▲ê óïä▲öíÖóú äëó ëí£¿óôÖ▲ê ¡Ü~ââóîóñÖöíê íïó½½ñöëóó îó¡¿í. 

で óïäÜ¿á£ÜçíÖóñ½ ëíïïôóöíÖÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ï äÜ½Üàá0 ½ÜÑñ¿ñú ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ 

Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 äÜ¿ÜôñÖ▲ ÜîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí Ñ¿　 í¿áöñëÖíöóç-

Ö▲ê ½ñêíÖó£½Üç Üïöí¿Üïöó ぜぴば ó でゑぜば. で îñ¿á0 äÜÑöçñë¢ÑñÖó　 äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê ëñ£Ü¿áöíöÜç ëñ-

üñÖ▲ Ñçñ £íÑíôó öñÜëóó ÜäëÜÇÜïöó Ñ¿　 ¡Ü¿áîñçÜÇÜ Ñóï¡í, ½ÜÑñ¿óëÜ0àóñ îñÖöëÜßñ¢Ö▲ñ ÖíÇëÜ£-
¡ó Üö ¿ÜäíöÜ¡ (íÖí¿ÜÇ ëñ¢ó½í ぜぴば) ó ÖíÇëÜ£¡ó Üö ¡ëÜôñÖó　 ¿ÜäíöÜ¡ (íÖí¿ÜÇ ëñ¢ó½í でゑぜば). 

だîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó öí¡¢ñ Ü¡í£▲çí0ö, ôöÜ Üïöí¿ÜïöÖÜñ ëí£ëÜüñÖóñ ç ëñ¢ó½íê ぜぴば ó でゑぜば 

½Ü¢ñö äëÜóïêÜÑóöá £í ÜÑóÖí¡Üç▲ú äñëóÜÑ ëñí¿áÖÜÇÜ çëñ½ñÖó. 

と¿0ôñç▲ñ ï¿Üçí: ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿Üçí　 Üïöí¿Üïöá, ½í¿Üîó¡¿Üçí　 Üïöí¿Üïöá, ¡ëóöñëóó 

½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　, ôóï¿ñÖÖÜñ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖóñ, ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöá, ¡ÜÖîñÖöëíîó　 

Öíäë　¢ñÖóú, Ñóï¡ ¡Ü½äëñïïÜëí, ¡Ü¿ñßíÖó　 ¿ÜäíöÜ¡, äÜ¿ñöÖ▲ú îó¡¿ ÖíÇëÜ¢ñÖó　. 
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VERY-HIGH-CYCLE FATIGUE FACTURE 

OF TITANIUM COMPRESSOR DISKS 

In the present paper there is outlined the procedure of stress state calculation for compressor 

disk of gas-turbine engine during flight-loading cycle (low-cycle fatigue regime – LCF) and under low-

amplitude blade vibrations (very high-cycle fatigue – VHCF). The criteria and models of multiaxial frac-

ture are studied in the case of low-cycle fatigue and in the case of very high-cycle fatigue. The model 

parameters are determined by using the experimental data of uniaxial fatigue tests for various 

asymmetry coefficients of the cycle. On the basis of the calculated stress state using multiaxial 

fatigue fracture criteria, the durability estimations for compressor disks are obtained for alternative 

mechanisms of LCF and VHCF. Two elasticity problems for circular disk are solved for confirmation of 
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the numerical results obtained. In the first problem the centrifugal loading from the blades (analogue of LCF 

regime) was modeled. In the second problem loading from blade torsion (analogue of VHCF regime) was 

modeled. The durability estimation also shows that the fatigue fracture in LCF and VHCF regimes can take 

place for the same period of real time.  

Keywords: very-high-cycle fatigue, low-cycle fatigue, multiaxial fatigue fracture criteria, numerical 

simulation, durability, stress concentration, compressor disk, vibrations of blades, flight loading cycle. 

ゑçñÑñÖóñ 

ゑ ÑíÖÖÜú ëíßÜöñ ëñüíñöï　 £íÑíôí Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 Ñóï¡í 
¡Ü½äëñïïÜëí Çí£ÜöÜëßóÖÖÜÇÜ ÑçóÇíöñ¿　 (Öí äëó½ñëñ ゎどが ïñëóó が30) 

ç äÜ¿ñöÖ▲ê îó¡¿íê ÖíÇëÜ¢ñÖó　 ó äëó çóßëíîóÜÖÖ▲ê çÜ£Ññúïöçó　ê. 

ゑ ÖíïöÜ　àññ çëñ½　 ïÜàñïöçÜñö Öñï¡Ü¿á¡Ü ÜïÖÜçÖ▲ê öóäÜç ¡ëóöñëóñç 

ó ½ÜÑñ¿ñú ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　, äÜ£çÜ¿　0àóê ÜîñÖóöá 
ôóï¿Ü îó¡¿Üç ÖíÇëÜ¢ñÖó　 Üßëí£îí ½íöñëóí¿í ó¿ó ~¿ñ½ñÖöí ¡ÜÖïöëÜ¡îóó 

ÑÜ ëí£ëÜüñÖó　 äÜ Öíäë　¢ñÖÖÜ½Ü ïÜïöÜ　Öó0, ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜ½Ü ïÜïöÜ　-

Öó0 ó¿ó Öí¡Üä¿ñÖÖÜú äÜçëñ¢Ñíñ½Üïöó. だäëñÑñ¿ñÖóñ äíëí½ñöëÜç ëíï-
ï½íöëóçíñ½▲ê ½ÜÑñ¿ñú 　ç¿　ñöï　 ÖñäëÜïöÜú ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖÜú £íÑí-
ôñú ó ÜïÜàñïöç¿　ñöï　, ¡í¡ äëíçó¿Ü, äÜ ëñ£Ü¿áöíöí½ ÜÑÖÜÜïÖ▲ê Üïöí¿Ü-

ïöÖ▲ê óïä▲öíÖóú Öí ëíïö　¢ñÖóñ, ¡ëÜôñÖóñ ó¿ó ó£Çóß ï ëí£¿óôÖ▲½ó 

¡Ü~ââóîóñÖöí½ó íïó½½ñöëóó îó¡¿í. ぢëóçñÑñÖÜ ÜäóïíÖóñ ç▲ôóï¿ó-

öñ¿áÖÜú äëÜîñÑÜë▲ ÜäëñÑñ¿ñÖó　 Öíäë　¢ñÖÖÜ-ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ ïÜ-

ïöÜ　Öó　 (ぞがで) ¡ÜÖöí¡öÖÜú ïóïöñ½▲ Ñóï¡í ó ¿ÜäíöÜ¡ ¡Ü½äëñïïÜëí. 
ぞí ÜïÖÜçñ ëíïïôóöíÖÖÜÇÜ ぞがで ó ç▲ßëíÖÖ▲ê ¡ëóöñëóñç äÜ¿ÜôñÖ▲ ÜîñÖ¡ó 

ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí ç Üï¿Üçó　ê, ½ÜÑñ¿óëÜ0àóê ~¡ï-

ä¿ÜíöíîóÜÖÖ▲ñ, Ñ¿　 ÑçÜê í¿áöñëÖíöóçÖ▲ê ëñ¢ó½Üç ½í¿Üîó¡¿ÜçÜÇÜ 

ó ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿ÜçÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　.  

で îñ¿á0 äÜÑöçñë¢ÑñÖó　 äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê ëñ£Ü¿áöíöÜç ëñüñÖ▲ Ñçñ 

½ÜÑñ¿áÖ▲ñ £íÑíôó öñÜëóó ÜäëÜÇÜïöó Ü ÖíÇëÜ¢ñÖóó ¡Ü¿áîñçÜÇÜ Ñóï¡í 
äÜïöÜ　ÖÖÜú öÜ¿àóÖ▲. ゑ äñëçÜú £íÑíôñ ¡ Ñóï¡Ü äëó¿Ü¢ñÖí îñÖöëÜßñ¢-

Öí　 ÖíÇëÜ£¡í, í Öí çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ äñëñ½ñÖÖÜñ äÜ ÜÇ¿Ü ëíÑóí¿áÖÜñ 

Öíäë　¢ñÖóñ, ½ÜÑñ¿óëÜ0àññ îñÖöëÜßñ¢ÖÜ0 ÖíÇëÜ£¡Ü Üö ¿ÜäíöÜ¡ (íÖí-
¿ÜÇ ëñ¢ó½í ぜぴば). ゑÜ çöÜëÜú £íÑíôñ ëñüíñöï　 ÜëíçÖñÖóñ Ñ¿　 ó£Çóßí 

Ñóï¡í äÜÑ Ññúïöçóñ½ äñëñ½ñÖÖ▲ê äÜ ÜÇ¿Ü ¡ëÜö　àóê ½Ü½ñÖöÜç Öí 

çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ. Äöó ½Ü½ñÖö▲ ½ÜÑñ¿óëÜ0ö ç¿ó　Öóñ ¡Ü¿ñßíÖóú ¿Üäí-
öÜ¡ (íÖí¿ÜÇ ëñ¢ó½í でゑぜば). ゑ ÜßÜóê ï¿Üôí　ê Öíäë　¢ñÖó　 ëñ£¡Ü çÜ£-
ëíïöí0ö ç Ü¡ëñïöÖÜïöó çÖñüÖñÇÜ ¡ÜÖöÜëí ó äëóçÜÑ　ö ¡ äÜ　ç¿ñÖó0 £ÜÖ 

çÜ£½Ü¢ÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　. だîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó öí¡¢ñ 

Ü¡í£▲çí0ö, ôöÜ Üïöí¿ÜïöÖÜñ ëí£ëÜüñÖóñ ç ëñ¢ó½íê ぜぴば ó でゑぜば ½Ü-

¢ñö äëÜóïêÜÑóöá £í äñëóÜÑ ëñí¿áÖÜÇÜ çëñ½ñÖó ÜÑÖÜÇÜ ½íïüöíßí. 
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1. ぜÜÑñ¿ó ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　  

ç ëñ¢ó½ñ ぜぴば 

だïÖÜçÜú Ñ¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 äíëí½ñöëÜç ½ÜÑñ¿ñú ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí-
¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 　ç¿　0öï　 ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖ▲ñ ¡ëóç▲ñ ÜÑÖÜÜïÖ▲ê 

îó¡¿óôñï¡óê óïä▲öíÖóú äëó ëí£¿óôÖ▲ê £ÖíôñÖó　ê äíëí½ñöëí íïó½½ñö-
ëóó îó¡¿í min max/R =σ σ , ÇÑñ maxσ  ó minσ  – ½í¡ïó½í¿áÖÜñ ó ½óÖó½í¿á-

ÖÜñ £ÖíôñÖó　 Öíäë　¢ñÖó　 ç îó¡¿ñ. ぢëó ÜäóïíÖóó ëñ£Ü¿áöíöÜç ÜÑÖÜÜï-
Ö▲ê óïä▲öíÖóú Öí Üïöí¿ÜïöÖÜ0 äëÜôÖÜïöá äëóÖó½í0öï　 ï¿ñÑÜ0àóñ 

ÜßÜ£ÖíôñÖó　: max min( ) / 2aσ = σ −σ  – í½ä¿óöÜÑí Öíäë　¢ñÖó　 ç îó¡¿ñ, 

max min∆σ = σ −σ  – ëí£½íê Öíäë　¢ñÖóú ç îó¡¿ñ ÜÑÖÜÜïÖÜÇÜ ÖíÇëÜ¢ñÖó　. 

Ä¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖ▲ñ ÑíÖÖ▲ñ ÜÑÖÜÜïÖ▲ê óïä▲öíÖóú Üäóï▲çí0öï　 ¡ëó-

ç▲½ó ゑñ¿¿ñëí, ¡ÜöÜë▲ñ íÖí¿óöóôñï¡ó ½ÜÇÜö ß▲öá äëñÑïöíç¿ñÖ▲ ïÜÜö-
ÖÜüñÖóñ½ ゐíï¡óÖí [1, 2] 

 ,u c N βσ = σ + σ  (1) 

ÇÑñ uσ  – äëñÑñ¿ Üïöí¿Üïöó; cσ  – ¡Ü~ââóîóñÖö Üïöí¿ÜïöÖÜú äëÜôÖÜïöó; 

β  – äÜ¡í£íöñ¿á Üïöí¿ÜïöÖÜú äëÜôÖÜïöó; N  – ôóï¿Ü îó¡¿Üç ÑÜ ëí£ëÜ-

üñÖó　. だßàóú çóÑ Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú äëñÑïöíç¿ñÖ Öí ëóï. 1, ç ÑíÖ-

ÖÜ½ ëñ¢ó½ñ äëñÑïöíç¿　ñö óÖöñëñï ¿ñçí　 çñöçá äëó N < 10
7
. 

 

づóï. 1. ゐó½ÜÑí¿áÖí　 Üïöí¿ÜïöÖí　 ¡ëóçí　  

Ñ¿　 ëñ¢ó½Üç ぜぴば ó でゑぜば 

げíÑíôí óïï¿ñÑÜçíÖó　 Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ïÜïöÜóö ç ÜäëñÑñ-
¿ñÖóó äëÜïöëíÖïöçñÖÖÜÇÜ ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 âÜÖ¡îóó ôóï¿í îó¡¿Üç ÑÜ 

ëí£ëÜüñÖó　 N  ó£ ÜëíçÖñÖóú öóäí (1), ÜßÜßàñÖÖ▲ê Öí ï¿Üôíú ½ÖÜÇÜ-

ÜïÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ó ïÜÑñë¢íàóê ëíïïôóöíÖÖ▲ñ Öíäë　-

¢ñÖó　 ç ëíïï½íöëóçíñ½Üú ¡ÜÖïöëÜ¡îóó. 
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づíïï½Üöëó½ ÜïÖÜçÖ▲ñ çíëóíÖö▲ ÜßÜßàñÖó　 ëñ£Ü¿áöíöÜç ÜÑÖÜÜïÖ▲ê 

óïä▲öíÖóú Öí Üßàóú ï¿Üôíú ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 [2]. 

だßÜßàñÖóñ ÜÑÖÜÜïÖÜú Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú (1) Öí ï¿Üôíú ½ÖÜÇÜ-

ÜïÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ïÜÇ¿íïÖÜ でíúÖïÜ [4] ó½ññö çóÑ 

 
mean 0/ 2 s S AN β∆τ + α σ = + , mean 1 2 3 mean( )σ = σ + σ + σ ,  (2) 

2 2 2

1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( ) / 3,∆τ = ∆σ − ∆σ + ∆σ − ∆σ + ∆σ − ∆σ  

ÇÑñ meanσ  – ïÜ½½í Ç¿íçÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú, ÜïëñÑÖñÖÖí　 £í îó¡¿ ÖíÇëÜ¢ñ-

Öó　; ∆τ  – ó£½ñÖñÖóñ Ü¡öí~Ñëóôñï¡ÜÇÜ ¡íïíöñ¿áÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖó　 £í 

îó¡¿; / 2∆τ  – ñÇÜ í½ä¿óöÜÑí; sα , 0S , A , β  – äíëí½ñöë▲, ÜäëñÑñ¿　ñ½▲ñ 
äÜ ÑíÖÖ▲½ ~¡ïäñëó½ñÖöí. 

ぢíëí½ñöë▲ ½ÜÑñ¿ó, ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲ñ äÜ ÜÑÖÜÜïÖ▲½ Üïöí¿ÜïöÖ▲½ 

¡ëóç▲½ äëó 1R = −  ó 0,R =  ÜäëñÑñ¿ñÖ▲ ç [2]: 

 

3

0 ç

1 1 0

2 / 3, 10 2( ) / 3,

2(2 1) / 3, / (2 ),

u u

s u u

S A

k k

− β

− −

= σ  = σ − σ

α = −  = σ σ
 (3) 

ÇÑñ uσ  ó 0uσ  – äëñÑñ¿▲ Üïöí¿Üïöó äÜ ¡ëóç▲½ ( )a Nσ  äëó 1R = −  

ó 0R =  ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ; çσ  – äëñÑñ¿ äëÜôÖÜïöó.  

だßÜßàñÖóñ ÜÑÖÜÜïÖÜú Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú Öí ï¿Üôíú ½ÖÜÇÜÜïÖÜ-

ÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ïÜÇ¿íïÖÜ とëÜïï¿íÖÑÜ [5] ó½ññö çóÑ 

 
max 0/ 2 ( / 2) ,c S AN β∆τ + α σ − ∆τ = +  max 1 2 3 max( ) ,σ = σ + σ + σ  (4) 

ÇÑñ maxσ  – ïÜ½½í Ç¿íçÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú, ½í¡ïó½í¿áÖí　 £í îó¡¿ ÖíÇëÜ-

¢ñÖó　. 

ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ äíëí½ñöë▲ ½ÜÑñ¿ó ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ [2] 

 

( ) ( )

0

3

ç

2 / 3 (1 2 / 3) ,

10 2 / 3 1 2 / 3 ,

u c

c u

S

A − β

 = σ + − α 
 = + − α σ − σ 

 (5) 

1 1( 2 / 3 2 / 6) (1 2 / 6) (1 2 / 3) .c k k− −
 α = − − − −   

だßÜßàñÖóñ ÜÑÖÜÜïÖÜú Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú Öí ï¿Üôíú ½ÖÜÇÜÜïÖÜ-

ÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 äÜ ¡ëóöñëó0 ぱóÖÑ¿ó ó½ññö çóÑ [6] 
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max 0( / 2 ) ,s F n S AN β∆τ + α σ = +  (6) 

ÇÑñ sτ , nσ  – ½ÜÑÜ¿á ¡íïíöñ¿áÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖó　 ó ÖÜë½í¿áÖÜñ Öíäë　¢ñ-

Öóñ Öí ä¿ÜàíÑ¡ñ ï ÖÜë½í¿á0 in ; óÖÑñ¡ï max Ü£Öíôíñö ç▲ßÜë ä¿ÜàíÑ-

¡ó, Öí ¡ÜöÜëÜú ¡Ü½ßóÖíîó　 / 2s F n∆τ + α σ  äëóÖó½íñö ½í¡ïó½í¿áÖÜñ 

£ÖíôñÖóñ. ぢÜ ÜÑÖÜÜïÖ▲½ Üïöí¿ÜïöÖ▲½ ¡ëóç▲½ äëó 1R = −  ó 0R =  Üä-

ëñÑñ¿ñÖ▲ äíëí½ñöë▲ ½ÜÑñ¿ó: 

 
( )

[ ]

2 3 2

0 ç

2

1 1 1 1 1 1

1 / 2, 10 ( 1 )( ) / 2,

5 2 / 2 (1 ) (2 ) .

u F F F F u

F

S A

k k k k k k

− β

− − − − − −

= σ + α + α  = + α + α σ − σ

 α = − − − − 

 (7) 

ご½ñ　 ç çóÑÜ ¡ÜÖ¡ëñöÖ▲ú ëíïôñöÖ▲ú äëó½ñë, ëíïï½ÜöëñÖÖ▲ú 

Ñí¿ññ, äëóçñÑñ½ äëóß¿ó¢ñÖÖ▲ñ £ÖíôñÖó　 äíëí½ñöëÜç Ñ¿　 öóöíÖÜçÜÇÜ 

ïä¿íçí Ti-6Al-4V [7]: äëñÑñ¿ äëÜôÖÜïöó ç 1100σ =  MPa; äëñÑñ¿▲ Üïöí¿Ü-

ïöó äÜ ¡ëóç▲½ ( )a Nσ  äëó 1R = −  ó 0R =  ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ: 450uσ =  Mづa 

ó 0 350uσ = Mづa; äÜ¡í£íöñ¿á Üïöí¿ÜïöÖÜú äëÜôÖÜïöó 0,45β = − ; ½ÜÑÜ¿á 

ùÖÇí 116E =  Gづa; ½ÜÑÜ¿á ïÑçóÇí 44G =  Gづa; ¡Ü~ââóîóñÖö ぢÜíïïÜÖí 

0,32.ν =  

2. ぢëó½ñë ëíïôñöí ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　  

ó ÜîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó ç äÜ¿ñöÖÜ½ îó¡¿ñ ÖíÇëÜ¢ñÖó　  

(ëñ¢ó½ ぜぴば) 

づíÖññ [2] ëíïï½íöëóçí¿íïá £íÑíôí Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 Ñóï¡í 
¡Ü½äëñïïÜëí Çí£ÜöÜëßóÖÖÜÇÜ ÑçóÇíöñ¿　 ç äÜ¿ñöÖ▲ê îó¡¿íê ÖíÇëÜ¢ñ-

Öó　. ぢëñÑäÜ¿íÇíñöï　, ôöÜ îó¡¿Ü½ ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ ÖíÇëÜ¢ñÖó　 ¡ÜÖöí¡öÖÜú 

ïóïöñ½▲ Ñóï¡í ó ¿ÜäíöÜ¡ 　ç¿　ñöï　 äÜ¿ñöÖ▲ú îó¡¿ ÖíÇëÜ¢ñÖó　 (ぢぴぞ), 

ïÜïöÜ　àóú ç ÑÜïöó¢ñÖóó ½í¡ïó½í¿áÖ▲ê ÖíÇëÜ£Ü¡ Öí ¡ëñúïñëï¡Üú ï¡Ü-

ëÜïöó äÜ¿ñöí çÜ£ÑÜüÖÜÇÜ ïÜÑÖí ó ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ÜÇ¿Üç▲ê ï¡ÜëÜïö　ê 

çëíàñÖó　 Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí. げíÑíôí ïÜïöÜóö ç ÜäëñÑñ¿ñÖóó ÑÜ¿ÇÜçñô-

ÖÜïöó Ñóï¡í N  (ôóï¿Ü ぢぴぞ ÑÜ ëí£ëÜüñÖó　) ó£ ïÜÜöÖÜüñÖóú (2), (4), 

(6). が¿　 ~öÜÇÜ ÖñÜßêÜÑó½Ü äëÜó£çñïöó ëíïôñö ぞがで ïóïöñ½▲ Ñóï¡í ó 

¿ÜäíöÜ¡ äëó Ññúïöçóó ¡Ü½ßóÖíîóó çÖñüÖóê ÖíÇëÜ£Ü¡, äëñÑïöíç¿ñÖÖ▲ê 

îñÖöëÜßñ¢Ö▲½ó ïó¿í½ó, ëíïäëñÑñ¿ñÖÖ▲½ó í~ëÜÑóÖí½óôñï¡ó½ó Ñíç¿ñ-

Öó　½ó Öí ¿Üäíö¡ó ó ïó¿í½ó Öñ¿óÖñúÖÜÇÜ ¡ÜÖöí¡öÖÜÇÜ ç£íó½ÜÑñúïöçó　 

Ñóï¡í ó ¿ÜäíöÜ¡. んÖí¿ó£ öëñê½ñëÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜ-ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ 
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ïÜïöÜ　Öó　 ¡ÜÖöí¡öÖÜú ïóïöñ½▲ Ñóï¡í ó ¿ÜäíöÜ¡ ¡Ü½äëñïïÜëí (ëóï. 2, í) 

ç▲äÜ¿ÖñÖ ôóï¿ñÖÖÜ. づíïôñö▲ äëÜçÜÑó¿óïá ï äÜ½Üàá0 ¡ÜÖñôÖÜ-

~¿ñ½ñÖöÖÜÇÜ äí¡ñöí äëÜÇëí½½, í ëíïäëñÑñ¿ñÖÖ▲ñ í~ëÜÑóÖí½óôñï¡óñ 

ÖíÇëÜ£¡ó ÜäëñÑñ¿ñÖ▲ äëóß¿ó¢ñÖÖÜ íÖí¿óöóôñï¡ó ï óïäÜ¿á£ÜçíÖóñ½ 

¡¿íïïóôñï¡óê ëñüñÖóú Üß Üßöñ¡íÖóó ëñüñö¡ó ä¿íïöóÖÜ¡ äÜÑ äëÜó£-
çÜ¿áÖ▲½ ÜÇ¿Ü½ íöí¡ó Öí ÜïÖÜçñ ÇóäÜöñ£▲ ó£Ü¿óëÜçíÖÖÜÇÜ äëÜâó¿　 [8] 

ï ÜôñöÜ½ ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ¿ÜäíöÜ¡ (í~ëÜÜäëÜÇóú ~ââñ¡ö).  
ぢíëí½ñöë▲ ëíïôñöí äëóÖó½í¿óïá öí¡ó½ó: ÜÇ¿Üçí　 ï¡ÜëÜïöá çëí-

àñÖó　 ω = 314 ëíÑ/ï (3000 Üß/½óÖ), ï¡ÜëÜïöá äÜöÜ¡í 200 ½/ï äëó ä¿Üö-
ÖÜïöó 1,3 ¡Ç/½3

. でçÜúïöçí ½íöñëóí¿Üç äëóÖó½í¿óïá ï¿ñÑÜ0àó½ó: Ñóï¡ 

(öóöíÖÜç▲ú ïä¿íç): E = 116 Gづa, ν =0,32, ρ = 4370 ¡Ç/½3
; ¿Üäíö¡ó (í¿0-

½óÖóñç▲ú ïä¿íç): E = 69 Gづa, ν =0,33, ρ = 2700 ¡Ç/½3
; âó¡ïóëÜ0àóñ 

üöóâö▲ (ïöí¿á): E = 207 Gづa, ν =0,27, ρ = 7860 ¡Ç/½3
. ぞí ëóï. 2, ß äÜ¡í-

£íÖí £ÜÖí ¡ÜÖîñÖöëíîóó ½í¡ïó½í¿áÖ▲ê ëíïö　Çóçí0àóê Öíäë　¢ñÖóú 

ç ¿ñçÜ½ ÜÇ¿Ü äí£í ç Ñóï¡ñ, ç ¡ÜöÜë▲ú çïöíç¿　ñöï　 ¿Üäíö¡í.  

  
í     ß 

づóï. 2. ゎñÜ½ñöëóôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á ïñ¡öÜëí Ñóï¡í ï ¿Üäíö¡Üú (í)  

ó £ÜÖí ¡ÜÖîñÖöëíîóó Öíäë　¢ñÖóú (ß) 

ゑóÑÖÜ, ôöÜ ¡ÜÖîñÖöëíîó　 Öíäë　¢ñÖóú Öíëíïöíñö Üö âëÜÖöí¿áÖÜú 

¡ ö▲¿áÖÜú ôíïöó äí£í, ôöÜ ïÜçäíÑíñö ï ÑíÖÖ▲½ó Ü ëíïäÜ¿Ü¢ñÖóó £ÜÖ 

£íëÜ¢ÑñÖó　 Üïöí¿ÜïöÖ▲ê öëñàóÖ ç ö▲¿áÖÜú ôíïöó Ñóï¡í [1, 8]. 

だîñÖ¡í ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó ~¿ñ½ñÖöí ¡ÜÖïöëÜ¡îóó  

äÜ ¡ëóöñëó　½ ½í¿Üîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó 

ぞí ëóï. 3, í Ñ¿　 Ü¡ëñïöÖÜïöó ¿ñçÜÇÜ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öÖÜÇÜ ïÜñÑóÖñÖó　 

Ñóï¡í ó ¿Üäíö¡ó öóäí «¿íïöÜô¡óÖ êçÜïö» (ç £ÜÖíê ½í¡ïó½í¿áÖÜú ¡ÜÖ-

îñÖöëíîóó Öíäë　¢ñÖóú) äÜ¡í£íÖ▲ ëíïïôóöíÖÖ▲ñ çñ¿óôóÖ▲ ôóï¿í äÜ-

¿ñöÖ▲ê îó¡¿Üç ÑÜ ëí£ëÜüñÖó　 N  Ñ¿　 ç▲ßëíÖÖ▲ê ¡ëóöñëóñç ½ÖÜÇÜÜï-
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ÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　. ぞí ëóï. 3, ß ëíïï½íöëóçíñ½í　 Ü¡ëñïö-
ÖÜïöá ¿ñçÜÇÜ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öÖÜÇÜ äí£í Ñóï¡í ç▲Ññ¿ñÖí ïä¿ÜüÖÜú ¿óÖóñú. 

   

í      ß 

づóï. 3. だîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó öóöíÖÜçÜÇÜ Ñóï¡í ç £ÜÖñ ¡ÜÖîñÖöëíîóó (í)  

ó ç▲Ññ¿ñÖÖí　 £ÜÖí ¡ÜÖîñÖöëíîóó (ß) 

とëóöñëóó でíúÖïí ó ぱóÖÑ¿ó Ñí¿ó ÜîñÖ¡Ü ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó Ñóï¡Üç 

ゎどが Öí ÜëÜçÖñ 20 000–50 000 îó¡¿Üç. とëóöñëóú とëÜïï¿íÖÑí äëñÑï¡í£í¿ 

çÜ£½Ü¢ÖÜïöá Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ½ñÖññ ôñ½ ç 20 000 äÜ¿ñöÖ▲ê 

îó¡¿Üç. ゑ îñ¿Ü½ çïñ ¡ëóöñëóó Ñí¿ó ïêÜÑÖÜñ ëíïäÜ¿Ü¢ñÖóñ £ÜÖ Üïöí¿Ü-

ïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　.  

3. ぢëó½ñë ëíïôñöí ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ó ÜîñÖ¡ó 

ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó ~¿ñ½ñÖöÜç ¡ÜÖïöëÜ¡îóú äëó Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ê 

Üïñç▲ê çÜ£Ññúïöçó　ê ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば 

ゑ ÑíÖÖÜú ëíßÜöñ ÑÜäÜ¿Öóöñ¿áÖÜ óïï¿ñÑÜñöï　 í¿áöñëÖíöóçÖ▲ú ½ñ-
êíÖó£½ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ÖíÇëÜ¢ñÖó　, ïç　£íÖÖ▲ú ï Öíß¿0Ñíñ½▲½ó ç▲ïÜ¡Ü-

ôíïöÜöÖ▲½ó Üïñç▲½ó ¡Ü¿ñßíÖó　½ó ßíÖÑí¢Ö▲ê äÜ¿Ü¡. ん½ä¿óöÜÑ▲ ~öóê 

¡Ü¿ñßíÖóú ó ç▲£▲çíñ½▲ñ ó½ó çÜ£½ÜàñÖó　 Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 

ç Ü¡ëñïöÖÜïöó ¡ÜÖîñÖöëíöÜëí Öíäë　¢ñÖóú ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ Öñçñ¿ó¡ó, ÜÑ-

Öí¡Ü ôóï¿Ü îó¡¿Üç äëó ç▲ïÜ¡Üú ôíïöÜöñ ¡Ü¿ñßíÖóú £í çëñ½　 ~¡ïä¿Üíöí-

îóó ½Ü¢ñö ÑÜïöóôá çñ¿óôóÖ 9 1010 10 ,−  ôöÜ äëóçÜÑóö ¡ ÖñÜßêÜÑó½Üïöó 

でíúÖï とëÜïï¿íÖÑ ぱóÖÑ¿ó
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óïï¿ñÑÜçíÖó　 ëñ¢ó½í ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó (でゑぜば) ó çÜ£-
½Ü¢ÖÜïöó Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 äëó ÜëÜçÖñ Öíäë　¢ñÖóú, ½ñÖáüñ½ 

¡¿íïïóôñï¡ÜÇÜ äëñÑñ¿í Üïöí¿Üïöó ½íöñëóí¿í [1]. 

ゑ ÖíïöÜ　àññ çëñ½　 ÜöïÜöïöçÜ0ö ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖÜ ÜßÜïÖÜçíÖÖ▲ñ 

½ÜÑñ¿ó ½ÖÜÇÜÜïÖÜú Üïöí¿Üïöó ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば. ぢÜ~öÜ½Ü Ñ¿　 ÜîñÖÜ¡ 

ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó äëó½ñÖ　¿óïá ó£çñïöÖ▲ñ ¡ëóöñëóó ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí¿Ü-

ïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ぜぴば (2), (4) ó (6) ï ÜôñöÜ½ Üßàóê äëñÑäÜ¿Ü¢ñÖóú 

Ü êíëí¡öñëñ äÜçñÑñÖó　 Üïöí¿ÜïöÖ▲ê ¡ëóç▲ê ç ëíïï½íöëóçíñ½Ü½ ëñ¢ó-

½ñ. びíëí¡öñëÖ▲ú çóÑ Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú äÜ¡í£íÖ Öí ëóï. 1, ç ÑíÖÖÜ½ 

ëñ¢ó½ñ äëñÑïöíç¿　ñö óÖöñëñï äëíçí　 çñöçá äëó 810 .N >  

3.1. だßÜßàñÖÖ▲ñ ¡ëóöñëóó ïçñëê½ÖÜÇÜîó¡¿ÜçÜú Üïöí¿Üïöó 

が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 äíëí½ñöëÜç ½ÜÑñ¿ó ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば äÜ ÜÑÖÜÜï-
Ö▲½ Üïöí¿ÜïöÖ▲½ ¡ëóç▲½ óïäÜ¿á£Üñ½ ïÜÜßëí¢ñÖó　, ¡ÜöÜë▲ñ äëó½ñÖ　-

¿óïá äëó óê ÜäëñÑñ¿ñÖóó Ñ¿　 ëñ¢ó½í ぜぴば. ぢëó ~öÜ½ ÜôöñÖÜ äÜÑÜßóñ 

¿ñçÜú ó äëíçÜú çñöçñú Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú ï £í½ñÖí½ó ç uσ → σ , 

u uσ → σ% , 0 0u uσ → σ% , ÇÑñ uσ%  ó 0uσ%  – «ÖÜç▲ñ» äëñÑñ¿▲ Üïöí¿Üïöó Öí äëí-
çÜú çñöçó Üïöí¿ÜïöÖÜú ¡ëóçÜú Ñ¿　 ¡Ü~ââóîóñÖöÜç íïó½½ñöëóó 1R = −  

ó 0R = . げÖíôñÖó　 äíëí½ñöëÜç Ñ¿　 ÜßÜßàñÖÖÜú ½ÜÑñ¿ó でíúÖïí (2) 

ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば ó½ñ0ö çóÑ 

8

0 1 1 02 / 3, 10 2( ) / 3, 2(2 1) / 3, / / 2.u u u s u uS A k k− β
− −= =σ  = σ − σ  α = −  σ σ% % % %  

んÖí¿ÜÇóôÖÜ äíëí½ñöë▲ ÜßÜßàñÖÖÜú ½ÜÑñ¿ó とëÜïï¿íÖÑí (4) 

ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば ó½ñ0ö £ÖíôñÖó　 

[ ]0 2 / 3 (1 2 / 3)u cS = σ + − α% , [ ]810 ( ) 2 / 3 (1 2 / 3) .u u cA − β= σ − σ + − α%  

どí¡¢ñ ÜäëñÑñ¿ñÖ▲ äíëí½ñöë▲ ÜßÜßàñÖÖÜú ½ÜÑñ¿ó ぱóÖÑ¿ó (6) 

ç ëñ¢ó½ñ でぜゑば: 

( )2

0 1 / 2u F FS = σ + α + α% , ( )8 210 ( ) 1 / 2.u u F FA − β= σ − σ + α + α%  

が¿　 ëíïôñöÜç ç▲ßëíÖ▲ ï¿ñÑÜ0àóñ £ÖíôñÖó　 Üïöí¿ÜïöÖ▲ê äíëí-
½ñöëÜç öóöíÖÜçÜÇÜ ïä¿íçí ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば: uσ = 450 Mぢa, uσ% = 250 Mぢa, 

0uσ% = 200Mぢa, β  = –0,3. 
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3.2. づíïôñöÖí　 ½ÜÑñ¿á Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ê  

Üïñç▲ê ¡Ü¿ñßíÖóú ßíÖÑí¢Ö▲ê äÜ¿Ü¡ 

だïñç▲ñ ï½ñàñÖó　 ßíÖÑí¢Ö▲ê äÜ¿Ü¡ ïç　£íÖ▲ ï çÜ¿ÖÜç▲½ó çÜ£-
½ÜàñÖó　½ó, ¡ÜöÜë▲ñ ëíïäëÜïöëíÖ　0öï　 äÜ ÜÇ¿ÜçÜú ¡ÜÜëÑóÖíöñ. ぞí 

äÜ¿Ö▲ú ÖíßÜë ¿ÜäíöÜ¡ Üß▲ôÖÜ Ü¡¿íÑ▲çíñöï　 12–16 äÜ¿ÜçÜ¿Ö. ÄöÜ Ñíñö 
çÜ£½Ü¢ÖÜïöá ççñïöó ç ¡íôñïöçñ ¡ëíúÖóê ïÜïöÜ　Öóú ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ îó¡-

¿í ÑíÖÖÜÇÜ öóäí ÖíÇëÜ¢ñÖó　 Ñçí äÜ¿Ü¢ñÖó　 ïñ¡öÜëí Ñóï¡í ï ÜÑÖÜú ¿Ü-

äíö¡Üú. ゑ ~öóê äÜ¿Ü¢ñÖó　ê äëó ÖÜ¿ñçÜ½ ÜïñçÜ½ ï½ñàñÖóó äëíçÜÇÜ 

¡ÜÖîí ßíÖÑí¢ÖÜú äÜ¿¡ó Üïñç▲ñ ï½ñàñÖó　 ¿ñçÜÇÜ ¡ÜÖîí Öíäëíç¿ñÖ▲ ç 

äëÜöóçÜäÜ¿Ü¢Ö▲ê Öíäëíç¿ñÖó　ê ó ç ëñ¢ó½íê ~¡ïä¿Üíöíîóó ÑÜïöóÇí0ö 
çñ¿óôóÖ▲ äÜë　Ñ¡í 1 ½½. づíïï½íöëóçíñ½▲ñ Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ñ çÜ£Ññú-

ïöçó　 Öí¡¿íÑ▲çí0öï　 Öí ÜïÖÜçÖÜñ Öíäë　¢ñÖÖÜñ ïÜïöÜ　Öóñ ç äÜ¿ñöÖÜ½ 

îó¡¿ñ ÖíÇëÜ¢ñÖó　. 

ぞí ëóï. 4, í äÜ¡í£íÖí ïêñ½í äëó¿Ü¢ñÖó　 Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ê Üïñ-
ç▲ê ï½ñàñÖóú. どí¡ó½ Üßëí£Ü½, ëíïï½íöëóçí0öï　 ï¿Üôíó, ¡ÜÇÑí Öí ¿ñ-
çÜ0 ÇëíÖóîÜ äëóêÜÑóöï　 ½í¡ïó½Ü½ ó¿ó ½óÖó½Ü½ í½ä¿óöÜÑ▲ ¡Ü¿ñßí-

Öóú, ëíçÖÜú ±1 ½½ äëó ôíïöÜöñ 3000 Üß/½óÖ. 

   
   í      ß  

づóï. 4. でêñ½í äëó¿Ü¢ñÖó　 Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ê Üïñç▲ê ï½ñàñÖóú (í)  

ó ÜîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó öóöíÖÜçÜÇÜ Ñóï¡í ç £ÜÖñ ¡ÜÖîñÖöëíîóó (ß) 

でíúÖï とëÜïï¿íÖÑ ぱóÖÑ¿ó 
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3.3. だîñÖ¡í ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó ~¿ñ½ñÖöí ¡ÜÖïöëÜ¡îóó  

äÜ ¡ëóöñëó　½ でゑぜば 

ぞí ëóï. 4, ß Ñ¿　 Ü¡ëñïöÖÜïöó ¿ñçÜÇÜ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öÖÜÇÜ ïÜñÑóÖñÖó　 

Ñóï¡í ó ¿Üäíö¡ó (ç £ÜÖíê ½í¡ïó½í¿áÖÜú ¡ÜÖîñÖöëíîóó Öíäë　¢ñÖóú) 

äÜ¡í£íÖ▲ ëíïïôóöíÖÖ▲ñ çñ¿óôóÖ▲ ôóï¿í îó¡¿Üç ÑÜ ëí£ëÜüñÖó　 N  Ñ¿　 

öëñê ç▲ßëíÖÖ▲ê ¡ëóöñëóñç äÜ Öíäë　¢ñÖÖÜ½Ü ïÜïöÜ　Öó0 (でíúÖïí, 

とëÜïï¿íÖÑí ó ぱóÖÑ¿ó) ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば. ぞñï½Üöë　 Öí ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ 

Öñç▲ïÜ¡óú ÜëÜçñÖá í½ä¿óöÜÑ Öíäë　¢ñÖóú ç îó¡¿ñ, ëíïôñöí½ó äÜ¡í£í-

ÖÜ, ôöÜ ó ç ~öÜ½ ï¿Üôíñ çÜ£Öó¡í0ö £ÜÖ▲ çÜ£½Ü¢ÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£-
ëÜüñÖó　, ëíïäÜ¿Ü¢ñÖÖ▲ñ ç ö▲¿áÖÜú £ÜÖñ ¿ñçÜÇÜ ÜÇ¿í äí£í Ñóï¡í, äëó-

½ñëÖÜ öí½ ¢ñ, ÇÑñ ó ç ï¿Üôíñ äÜ¿ñöÖ▲ê îó¡¿Üç ÖíÇëÜ¢ñÖó　. ゑñ¿óôóÖí 

,N  äëó ¡ÜöÜëÜú ÜÖó äÜ　ç¿　0öï　, ó½ññö äÜë　ÑÜ¡ 9 1010 10 ,−  ôöÜ ç äñëñ-
ïôñöñ Öí ëñí¿áÖÜñ çëñ½　 äëÜîñïïí ï äñëóÜÑÜ½ îó¡¿í 0,02 ï (äëó ç▲-

ßëíÖÖÜú ôíïöÜöñ ¡Ü¿ñßíÖóú) Ñíñö çñ¿óôóÖÜ 30 000 ô, çäÜ¿Öñ ÑÜïöó¢ó-

½Ü0 ç äëÜîñïïñ ~¡ïä¿Üíöíîóó. びÜö　 ~öó ÜîñÖ¡ó çñïá½í äëóß¿ó£óöñ¿á-

Ö▲, ÜÖó Ü¡í£▲çí0ö Öí äëóÖîóäóí¿áÖÜ0 çÜ£½Ü¢ÖÜïöá ëí£çóöó　 

Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ç Ü¡í£íÖÖ▲ê £ÜÖíê Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí ¡í¡ äÜ 

½ñêíÖó£½Ü ぜぴば (äÜ¿ñöÖ▲ú îó¡¿ ÖíÇëÜ¢ñÖó　), öí¡ ó äÜ ½ñêíÖó£½Ü 

でゑぜば (ç▲ïÜ¡ÜôíïöÜöÖ▲ñ, Öó£¡Üí½ä¿óöÜÑÖ▲ñ çóßëíîóó ~¿ñ½ñÖöÜç 

¡ÜÖïöëÜ¡îóó). どñ½ ßÜ¿áüÜ0 ÜäíïÖÜïöá ½Ü¢ñö ó½ñöá ëñ£Ü¿áöíö ç£íó½Ü-

ç¿ó　Öó　 ~öóê ½ñêíÖó£½Üç, äÜï¡Ü¿á¡Ü ÜÖó äëÜ　ç¿　0ö ïñß　 ç ß¿ó£¡Üëíï-

äÜ¿Ü¢ñÖÖ▲ê £ÜÖíê ó Öí ß¿ó£¡óê ½íïüöíßíê ëñí¿áÖÜÇÜ çëñ½ñÖó. 

4. ぜÜÑñ¿áÖ▲ñ £íÑíôó Ñ¿　 ¡Ü¿áîñçÜÇÜ Ñóï¡í 

4.1. ぞíäë　¢ñÖÖÜñ ïÜïöÜ　Öóñ ç ëñ¢ó½ñ ぜぴば 

で îñ¿á0 äÜÑöçñë¢ÑñÖó　 äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê ëñ£Ü¿áöíöÜç ëñüñÖ▲ Ñçñ 

½ÜÑñ¿áÖ▲ñ £íÑíôó öñÜëóó ÜäëÜÇÜïöó Ü ÖíÇëÜ¢ñÖóó ¡Ü¿áîñçÜÇÜ Ñóï¡í 
ï çÖÜöëñÖÖó½ ëíÑóÜïÜ½ a ó çÖñüÖó½ ëíÑóÜïÜ½ b. ゑ äñëçÜú £íÑíôñ 
¡ Ñóï¡Ü äëó¿Ü¢ñÖí îñÖöëÜßñ¢Öí　 ÖíÇëÜ£¡í, í Öí çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ – 

äñëñ½ñÖÖÜñ äÜ ÜÇ¿Ü ëíÑóí¿áÖÜñ Öíäë　¢ñÖóñ, ½ÜÑñ¿óëÜ0àññ îñÖöëÜ-

ßñ¢ÖÜ0 ÖíÇëÜ£¡Ü Üö ¿ÜäíöÜ¡ ó ïÜÇ¿íïÜçíÖÖÜñ ï Öñú äÜ í½ä¿óöÜÑñ (íÖí-

¿ÜÇ ëñ¢ó½í ぜぴば).  

が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 Öíäë　¢ñÖóú ç Ñóï¡ñ ëñüíñöï　 ßóÇíë½ÜÖóôñï¡Üñ 
ÜëíçÖñÖóñ Ñ¿　 âÜÖ¡îóó Äëó ï ÇëíÖóôÖ▲½ó Üï¿Üçó　½ó [9] 

2 0,F∆ =  
0,rrσ =  0rθσ =  äëó ,r a=  
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0 ( ),rr Sδσ = σ θ  0rθσ =  äëó ,r b=  

2, / , / ,rr rF r F rθθσ = +  2, / , / ,r rF r F rθ θ θσ = −  , .rrFθθσ =  

げÑñïá 2 2 2

0 1( ) / 2b bσ = ρω − ; 1b  – çÖñüÖóú ëíÑóÜï ¿Üäíö¡ó; δ  – ññ üó-

ëóÖí. 

ぢñëóÜÑóôñï¡í　 âÜÖ¡îó　 ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 ëíÑóí¿áÖÜÇÜ Öíäë　¢ñÖó　 Öí 
çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ (ÜÑóÖ äñëóÜÑ 0 0/ /N N−π < θ< π ), 0N  – ôóï¿Ü ¿ÜäíöÜ¡. 

( ) 1Sδ θ =  äëó [ ]/ 2, / 2θ∈ −δ δ , ( ) 0Sδ θ =  äëó [ ]/ 2, / 2θ∉ −δ δ .  

だßàññ ëñüñÖóñ Ñ¿　 âÜÖ¡îóó Äëó äÜ¿Üôíñöï　 ½ñöÜÑÜ½ ëí£Ññ¿ñ-
Öó　 äñëñ½ñÖÖ▲ê: 

( )2 2 cos .n n n n

n n n nF A r B r C r D r n− + − += + + + θ  

と ç▲ôóï¿ñÖÖ▲½ Öí ñÇÜ ÜïÖÜçñ Öíäë　¢ñÖó　½ ÑÜßíç¿　0öï　 Öíäë　-

¢ñÖó　 Üö îñÖöëÜßñ¢ÖÜú ïó¿▲ ç Ñóï¡ñ [10]. げíçóïó½Üïöó ëíÑóí¿áÖ▲ê 

rrσ  ó öíÖÇñÖîóí¿áÖ▲ê θθσ  Öíäë　¢ñÖóú Üö ëíÑóÜïí Ñóï¡í äëó 0θ = (äÜÑ 

¿Üäíö¡Üú) Ñ¿　 £ÖíôñÖóú í = 0,05, b = 0,4 äëóçñÑñÖ▲ Öí ëóï. 5, í (ぜぢí).  

      

í    ß    ç 
づóï. 5. づíïäëñÑñ¿ñÖóñ Öíäë　¢ñÖóú äëó ぜぴば-ÖíÇëÜ¢ñÖóó (í); ëíïäëñÑñ¿ñÖóñ 
Öíäë　¢ñÖóú Ñ¿　 でゑぜば-ÖíÇëÜ¢ñÖó　 äëó ¡ëÜôñÖóó ¿ÜäíöÜ¡ äÜ- (ß) ó äëÜöóç  

ôíïÜçÜú ïöëñ¿¡ó (ç) 

4.2. ぞíäë　¢ñÖÖÜñ ïÜïöÜ　Öóñ ç ëñ¢ó½ñ でゑぜば 

ゑÜ çöÜëÜú £íÑíôñ ëñüíñöï　 ÜëíçÖñÖóñ Ñ¿　 ó£Çóßí Ñóï¡í äÜÑ Ññúïöçó-

ñ½ äñëñ½ñÖÖ▲ê äÜ ÜÇ¿Ü ¡ëÜö　àóê ½Ü½ñÖöÜç Öí çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ. Äöó ½Ü-

½ñÖö▲ ½ÜÑñ¿óëÜ0ö ç¿ó　Öóñ ¡Ü¿ñßíÖóú ¿ÜäíöÜ¡ (íÖí¿ÜÇ ëñ¢ó½í でゑぜば).  
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ばëíçÖñÖóñ Ñ¿　 ó£Çóßí ä¿íïöóÖ¡ó ó ÇëíÖóôÖ▲ñ Üï¿Üçó　 [10]: 
2 0,w∆ =  

0,rV =  0rM =  äëó r a=  

*2 , ,r rV M rθ θ=  0rM =  äëó r b= , ÇÑñ *

0 ( ),rM Mθ δ= Ω θ  

( )2 , ( ), / ,r r r rV M M rM rθ θ θ= + −  ( )2

0 , , / , / ,r rr rM D w w r w rθθ= − +ν + ν  

( )2

0 , , / , / ,rr rM D w w r w rθ θθ= − ν + +  ( )2

0 (1 ) , / , / .r rM D w r w rθ θ θ= −ν −  

ぢñëóÜÑóôñï¡í　 âÜÖ¡îó　 ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 ¡ëÜö　àñÇÜ  

½Ü½ñÖöí Öí çÖñüÖñ½ ¡ÜÖöÜëñ (ÜÑóÖ äñëóÜÑ 0 02 / 2 /N N− π < θ < π )  

Üö¿óôÖí Üö ÖÜ¿　 Öí óÖöñëçí¿íê [ ]1 0 0/ / 2, / / 2N NΘ = π −δ π + δ   

ó [ ]2 0 0/ / 2, / / 2N NΘ = −π −δ −π + δ . 

( ) 1δΩ θ =  äëó 1,θ∈Θ  ( ) 1δΩ θ = −  äëó 2 ,θ∈Θ   

( ) 0δΩ θ =  äëó 1 2, .θ∉Θ θ∉Θ  

だßàññ ëñüñÖóñ Ñ¿　 ó£ÇóßÖ▲ê ï½ñàñÖóú Ñóï¡í ó½ññö çóÑ 

( )2 2 cos .n n n n

n n n nw A r B r C r D r n− + − += + + + θ  

とÜ½äÜÖñÖö▲ Öíäë　¢ñÖóú ïç　£íÖ▲ ï ½Ü½ñÖöí½ó âÜë½Ü¿í½ó [11] 

312 / ,rr rM z hσ =  312 / ,M z hθθ θσ =  312 / .r rM z hθ θσ =  

ゑñ¿óôóÖí í½ä¿óöÜÑ▲ ¡ëÜö　àñÇÜ ½Ü½ñÖöí 2

0 / 3M G h= γδ  ó Üäëñ-
Ññ¿　ñöï　 ó£ ëñüñÖó　 £íÑíôó Ü ¡ëÜôñÖóó ä¿íïöóÖ▲ ~¿¿óäïÜóÑí¿áÖÜÇÜ 

äÜäñëñôÖÜÇÜ ïñôñÖó　 ï äÜ¿ÜÜï　½ó δ  ó h ó ï äÜÇÜÖÖ▲½ ÜÇ¿Ü½ ¡ëÜôñÖó　 

γ  ç äëñÑäÜ¿Ü¢ñÖóó hδ2  [11]. ぐñïö¡Üïöá Ñóï¡í 3 2

0 /12 / (1 )D Eh= − ν , 

½ÜÑÜ¿á ùÖÇí ぎ, ½ÜÑÜ¿á ïÑçóÇí G. ぞíäë　¢ñÖó　 Üö îñÖöëÜßñ¢ÖÜú ïó¿▲ 

ç ¿Üäíö¡íê ó Ñóï¡ñ, ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲ñ ëíÖññ, ïÜ½½óëÜ0öï　 ï äÜ¿ÜôñÖÖ▲½ó 

Öíäë　¢ñÖó　½ó Üö ¡ëÜö　àóê ½Ü½ñÖöÜç, ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ½í¡ïó½í¿á-

Ö▲½ ÜÇ¿í½ äÜçÜëÜöí ¿ÜäíöÜ¡ äÜ- ó äëÜöóç ôíïÜçÜú ïöëñ¿¡ó. 

げíçóïó½Üïöó ëíÑóí¿áÖ▲ê (ïä¿ÜüÖí　 ¿óÖó　), öíÖÇñÖîóí¿áÖ▲ê 

(üöëóêäÜÖ¡öóëÖí　) ó ¡íïíöñ¿áÖ▲ê (äÜÖ¡öóëÖí　) Öíäë　¢ñÖóú Üö ëíÑóÜ-

ïí Ñóï¡í Ñ¿　 ¡ëíúÖóê ïÜïöÜ　Öóú îó¡¿í (äÜÑ ¿Üäíö¡Üú) äëóçñÑñÖ▲ Öí 
ëóï. 5, ß, ç. ゑ ÜßÜóê ëñ¢ó½íê ぜぴば (ï½. ëóï. 5, í) ó でゑぜば (ï½. ëóï. 5, ß, ç) 
Öíäë　¢ñÖó　 ëñ£¡Ü çÜ£ëíïöí0ö ç Ü¡ëñïöÖÜïöó çÖñüÖñÇÜ ¡ÜÖöÜëí ó äëó-

çÜÑ　ö ¡ äÜ　ç¿ñÖó0 £ÜÖ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　.  



ぞ.ゎ. ゐÜëíÇÜ, ん.ゐ. ぐÜëíç¿ñç, ご.で. ぞó¡óöóÖ 

 

 64

4.3. だîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó ç ëñ¢ó½ñ ぜぴば ó でゑぜば 

ぞí ÜïÖÜçñ ¡ëóöñëó　 ½ÖÜÇÜÜïÖÜÇÜ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 でíúÖ-

ïí (ëñ¢ó½ ぜぴば) ó ñÇÜ ÜßÜßàñÖó　 (ëñ¢ó½ でゑぜば) ß▲¿ó äëÜçñÑñÖ▲ 

ÜîñÖ¡ó ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó N Ñ¿　 ëíïï½íöëóçíñ½▲ê ÖíÇëÜ¢ñÖóú Ñóï¡í. 

           

í      ß 

づóï. 6. づíïäëñÑñ¿ñÖóñ ¿ÜÇíëóâ½í ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó  

äëó ぜぴば- (í) ó でゑぜば-ëñ¢ó½ñ (ß) 

Äöó ÜîñÖ¡ó Ñ¿　 lgN äëóçñÑñÖ▲ Öí ëóï. 6, í (~4,3 Ñ¿　 ぜぴば) 

ó ëóï. 6, ß (~9,6 Ñ¿　 でゑぜば). で ÜôñöÜ½ £ÖíôñÖóú äñëóÜÑÜç îó¡¿í ど~2 ô 

ó ど~0,02 ï ¿ñÇ¡Ü ç▲ôóï¿óöá, ôöÜ Üïöí¿ÜïöÖÜñ ëí£ëÜüñÖóñ ç ëñ¢ó½íê 

ぜぴば ó でゑぜば äëÜóïêÜÑóö £í äëó½ñëÖÜ ÜÑóÖí¡Üç▲ú äñëóÜÑ ëñí¿áÖÜÇÜ 

çëñ½ñÖó ~20 000–40 000 ô. どñ½ ïí½▲½ äÜÑöçñë¢ÑñÖ ç▲çÜÑ Üß í¿áöñë-

ÖíöóçÖÜïöó ÑíÖÖ▲ê ëñ¢ó½Üç Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 Ñ¿　 öóöíÖÜç▲ê 

Ñóï¡Üç. 

ゑ▲çÜÑ▲ 

ゑ ëíßÜöñ äëÜçñÑñÖ ïëíçÖóöñ¿áÖ▲ú íÖí¿ó£ ó ÜîñÖ¡í ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜ-

ïöó Ñóï¡í ¡Ü½äëñïïÜëí ゎどが Ñ¿　 ÑçÜê í¿áöñëÖíöóçÖ▲ê ½ñêíÖó£½Üç 

Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 – ぜぴば ó でゑぜば. ゑ▲äÜ¿ÖñÖÖ▲ñ ëíïôñö▲ 

Ü¡í£▲çí0ö Öí ß¿ó£¡Üñ ëíïäÜ¿Ü¢ñÖóñ £ÜÖ Üïöí¿ÜïöÖÜÇÜ ëí£ëÜüñÖó　 ó 

ß¿ó£Üïöá ÜîñÖÜ¡ ÑÜ¿ÇÜçñôÖÜïöó Ñ¿　 ぜぴば ó でゑぜば ç ëñí¿áÖÜ½ çëñ-

½ñÖó. 

 

づíßÜöí ç▲äÜ¿ÖñÖí äëó âóÖíÖïÜçÜú äÜÑÑñë¢¡ñ づぱぱご (ÇëíÖö▲ 

ヽ 12-08-00366-í, 12-08-01260-í). 
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