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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû
Áèíãàìà-Èëüþøèíà â ïëîñêîì êîíôóçîðå. Ïîäðîáíîñòè èñòîðèè âîïðîñà è îáçîð ìîæíî
íàéòè â [1�5]. Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííûìè
ïîëóàíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ïîëó-
÷åíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé íà îñíîâå ïîëíûõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
âî-ïåðâûõ äëÿ ñðàâíåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, à âî-âòîðûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé è âîçìîæíûõ âàðèàöèé èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêè. Âîçìîæ-
íîñòè òàêîãî ïîäõîäà ïîêàçàíû íà ïðèìåðàõ ðàñ÷åòà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñðåäû
Áèíãàìà-Èëüþøèíà áûëè ìîäèôèöèðîâàíû ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñêâîç-
íûì ñ÷åòîì è äëÿ âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîãî, è äëÿ æåñòêîãî ñîñòîÿíèé ñðåäû:

∇ · u = 0, ρ(∂tu+ u · ∇u) = −∇p+∇ · σ′ + ρg

σ′ = µe′ , µ = µ0(1 + (ε+ (2µ0eII/τs − 1)+)
−1)

e′ = (∇u+ (∇u)T )/2 , eII =
√
e′ : e′

ãäå íîâèçíà èìååòñÿ â ôîðìóëå äëÿ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè µ, â êîòîðóþ ââåäåí
ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ε, ïîçâîëÿþùèé çàìåíèòü áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå
âÿçêîñòè â æåñòêîé îáëàñòè áîëüøèì, íî êîíå÷íûì çíà÷åíèåì µ = µ0(1+1/ε) ïðè
2µ0eII < τs. Ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå (a)+ = aH(a), ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Êî-
íå÷íî, òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ îðèãèíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî
âîçìîæíîé, íî îíà ïðîñòà è ðàáîòàåò õîðîøî. Îáîçíà÷åíèÿ òðàäèöèîííû, øòðèõè
îòìå÷àþò äåâèàòîðû íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ îãîâàðèâàþòñÿ äàëåå ïðè îïèñàíèè ïðèìåðîâ.

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèíÿòîìó âûðàæåíèþ
äëÿ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ðàñ÷åò ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å
äëÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ñêîðîñòÿõ. Íåñæèìàå-
ìîñòü ó÷òåíà ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî äàâëåíèå èùåòñÿ â âèäå
p = −ρc2t0∇ · u, ãäå ρc2t0 - êîýôôèöèåíò øòðàôà, c >> |u| - ôèêòèâíàÿ ñêîðîñòü
çâóêà, t0 - ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ñêîðîñòè àïïðîêñèìèðó-
þòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè íà íåðåãóëÿðíîé ñåòêå òðåóãîëüíûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåíÿåìàÿ ñõåìà ÌÊÝ àíàëîãè÷íà äâóõñëîéíûì öåíòðàëüíî-
ðàçíîñòíûì ñõåìàì. Êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû àïïðîêñèìèðîâàíû ÿâíî. Äëÿ óñòîé÷è-
âîñòè â óðàâíåíèÿ ââîäèòñÿ èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, ïðè ýòîì ôèçè÷åñêàÿ âÿç-
êîñòü óìåíüøàåòñÿ ïî ìåòîäó ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè À.À.Ñàìàðñêîãî, øàã
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ïî âðåìåíè îãðàíè÷åí óñëîâèåì Êóðàíòà ∆t < βh/|u|, ãäå h - ðàäèóñ îêðåñòíîñòè
ñåòî÷íîãî øàáëîíà, β - êîýôôèöèåíò çàïàñà. Êîýôôèöèåíò øòðàôà âûáèðàåòñÿ
òàê, ÷òîáû ôèêòèâíàÿ ñêîðîñòü çâóêà áûëà ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê áîëüøå ìàêñè-
ìàëüíîé ñêîðîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ (ôèêòèâíîå ÷èñëî Ìàõà ïðèìåðíî 0.1).

à) á) â)

ã) ä) å)

æ) ç) è)
Ðèñ.1. Ðàñïðåäåëåíèå âÿçêîñòè (à,ã,æ), ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ( á,ä,ç) è èíòåíñèâíîñòè

íàïðÿæåíèé (â,å,è) âî âõîäíîì ñå÷åíèè (x = 20) ïðè τs = 10−6 (à,á,â), ïðè τs = 5 · 10−5 (ã,ä,å)

è ïðè τs = 10−2 (æ,ç,è).

à) á)
Ðèñ.2. Ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ux âî âõîäíîì ñå÷åíèè â ìîìåíòû, êîãäà îíà

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé â êîëåáàòåëüíîì ðåæèìå.

3. Ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïðîâåðêè áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñòàöèîíàðíîì ïëîñ-
êîì òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ (ðèñ.1-2). Â îáëàñòè òå÷åíèÿ V = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 20,−10 ≤ y ≤ 10}
ïðèíÿòû ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå Q =

∫ 10

−10
uxdy = 2, µ0 = 0.1, ε = 10−5, ρ = 1.

Äëÿ τs = 10−6 âÿçêîñòü ïî÷òè âñþäó ðàâíà íåâîçìóùåííîìó çíà÷åíèþ è ðåøåíèå
äëÿ ñêîðîñòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì Ïóàçåéëÿ äëÿ
ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè (ñì. Ðèñ. 1à,1á,1â). Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ τs çîíà ïî-
âûøåííîãî çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè ðàçðàñòàåòñÿ (ñì. Ðèñ. 1ã,1ä,1å äëÿ ). Äëÿ τs = 10−2

ðåøåíèå åùå îñòàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1à,1á,1â.
Äëÿ çíà÷åíèé τs = 3 · 10−2 è áîëüøèõ ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåñòàöèîíàðíûì

è êîëåáàòåëüíûì ñ ìîäàìè òå÷åíèÿ, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 2, ãäå âèäíû òèïè÷íûå
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ïðîôèëè ñêîðîñòè ux äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îòâå÷àþùèõ äîñòèæåíèþ ïðèãðàíè÷-
íûìè ñêîðîñòÿìè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Òî åñòü, ïîòîê ëîêàëèçóåòñÿ ïîî÷åðåä-
íî òî ó îäíîé ñòåíêè, òî ó äðóãîé, ïðè ýòîì ó ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíêè âîçíèêàåò
âîçâðàòíîå òå÷åíèå.

à) á) â)
Ðèñ. 3. Ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè (à), àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè (á) è

èíòåíñèâíîñòè âÿçêèõ íàïðÿæåíèé (â) äëÿ òå÷åíèÿ Êóýòòà â ñëó÷àå ñðåäû

Áèíãàìà-Èëüþøèíà.

Îáðàçîâàíèå çîíû æåñòêîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè Áèíãàìà-Èëüþøèíà íàáëþ-
äàåòñÿ â çàäà÷å î òå÷åíèÿ Êóýòòà. Ðàñ÷åò âûïîëíåí äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîãî
âíóòðåííåãî öèëèíäðà (ðàäèóñà 1) è âðàùàþùåãîñÿ ñ àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòüþ
vθ = 1 âíåøíåãî öèëèíäðà (ðàäèóñà 20). Äëÿ µ0 = 0.1 , ε = 10−5, τs = 10−3 â
ðåøåíèè îêîëî âíóòðåííåãî öèëèíäðà âèäíà îáëàñòü ñ âûñîêèì çíà÷åíèåì êîýô-
ôèöèåíòà âÿçêîñòè (ñì. Ðèñ. 3).

à) á) â) ã)
Ðèñ. 4. ×èñëî Ðåéíîëüäñà Re = Q/µ0 = 160. Èçîëèíèè âÿçêîñòè à) è ôóíêöèÿ òîêà á), ãðàôèêè

ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè â) è âÿçêîñòè ã) ïî âõîäíîìó ñå÷åíèþ x = 20.

Îñíîâíîé èíòåðåñ ðàáîòû áûë ñîñðåäîòî÷åí íà çàäà÷å î òå÷åíèè â ïëîñêîì
êîíôóçîðå, êîòîðîå è ïðèâîäèòñÿ íèæå. Ãåîìåòðèÿ êîíôóçîðà ïîêàçàíà íà Ðèñ.
4à. Íà ñòåíêàõ êîíôóçîðà ðåàëèçîâàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, Ðàñõîä çàäàâàëñÿ
íåèçìåííûì âî âðåìåíè (ïóòåì çàäàíèÿ íà ñòåíêàõ çíà÷åíèé ôóíêöèè òîêà), íà-
÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé îòâå÷àëî óñòàíîâèâøåìóñÿ áåçâèõðåâîìó ïîòîêó
ñ íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì âÿçêîñòè µ = µ0 , ïëîòíîñòü ïîëàãàëàñü ðàâíîé 1. Íà
âõîäå è íà âûõîäå ñòàâèëèñü ìÿãêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ çà
ãðàíèöó îáëàñòè ðåøåíèÿ.

à) á) â) ã)
Ðèñ. 5. Âëèÿíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà íà çîíó æåñòêîãî ñîñòîÿíèÿ: à) 160, á) 320, â) 640, ã) 1280.
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à) á) â) ã)
Ðèñ. 6. Êîëåáàíèÿ êîíôèãóðàöèè çîí æåñòêîãî ñîñòîÿíèÿ è ëèíèé òîêà äëÿ Re = 4000

à) á)
Ðèñ. 7. Èñòîðèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè â òî÷êå x = 10 y = 4 äëÿ Re = 4000 è â òî÷êå

x = 5 y = 2 äëÿ Re = 40000.

à) á) â) ã)
Ðèñ. 8. Âëèÿíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè, ðàâíîãî çäåñü τ0 = 0.001 (ñðàâíåíèå ñ Ðèñ. 4 äëÿ

τ0 = 0.0001), ïîêàçàíû èçîëèíèè êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè (à) è ôóíêöèè òîêà (á),

ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè (â) è êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè (ã) ïî âõîäíîìó

ñå÷åíèþ x = 20.

Âëèÿíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Äëÿ τ0 = 0.0001, α = π/8, ε = 10−5, Re =
Q/µ0 = 160 ( α - óãîë ìåæäó ñòåíêàìè êîíôóçîðà è îñüþ àáñöèññ) ðåøåíèå ïî-
êàçàíî íà Ðèñ. 4. Ïîòîê íàïðàâëåí ñïðàâà íàëåâî. Â ñåðåäèíå âõîäíîãî ñå÷åíèÿ
(Ðèñ. 4à) âèäíà íåáîëüøàÿ çîíà æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîé çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ïîâûøåíû. Ñ ðîñòîì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ðàñòåò è
çîíà æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì. Ðèñ. 5). Ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ÷èñåë
Ðåéíîëüäñà òå÷åíèå ïðèíèìàåò íåñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð è ëîêàëèçóåòñÿ ó ñòå-
íîê êîíôóçîðà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êîíôóçîðà
ïåðåõîäèò â �æåñòêîå� ñîñòîÿíèå ñ âûñîêèì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè.
Íàïðèìåð, ïðè Re = 4000 èìååì íåñòàöèîíàðíûé êîëåáàòåëüíûé ðåæèì, äëÿ êî-
òîðîãî íà Ðèñ. 6 ïîêàçàíû �ïðîòèâîôàçíûå� ñîñòîÿíèÿ �æåñòêîé� çîíû è èçîëè-
íèé ôóíêöèè òîêà. Ðàçâèòèå íåñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ âî âðåìåíè âèäíî
íà Ðèñ. 7, ãäå ïîêàçàíà èñòîðèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ
îáëàñòè òå÷åíèÿ.

Âëèÿíèå �ïðåäåëà òåêó÷åñòè� τ0. Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà τ0, êàê è â çàäà÷å Ïó-
àçåéëÿ, íàáëþäàåòñÿ î÷åíü áûñòðîå ðàñïðîñòðàíåíèå çîíû ïîâûøåííîé âÿçêîñòè.
Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4, óâåëè÷èì ïðåäåë òåêó÷åñòè äî
τ0 = 0.001, ( α = π/8, ε = 10−5, Re = Q/µ0 = 160), òîãäà çîíà æåñòêîïëàñòè÷åñêî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðîñòðàíèòñÿ îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ íà çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îáëàñòè
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ðåøåíèÿ (ñì. Ðèñ. 8) Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êà÷åñòâåííî
ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèáëèæåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â [2�5].

Àâòîð áëàãîäàðèò Ë.Ä.Àêóëåíêî è Ñ.Â.Íåñòåðîâà çà ïðèîáùåíèå ê äàííîé ïðî-
áëåìå è öåííûå êîíñóëüòàöèè. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ �15-08-02392,
�14-01-00741 è ïðîãðàììîé ÐÀÍ ÎÝÌÌÏÓ-12.
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Burago N.G. Calculation of unsteady �ow of Bingham-Ilyushin' viscoplastic incompressible

medium in �at confusor . Paper is devoted to calculation of non-stationary �ow of Bingham-
Ilyushin' incompressible visco-plastic medium in �at confusor. In most of studies such
calculations are realized using semi-analytical methods and simpli�ed problem statement. The
presence of simplifying assumptions puts questions about their physical adequacy, therefore
obtaining numerical solutions based on the original equations is of interest for comparison
with analytical solutions on the one hand and, on the other hand, for the study of problems
with complex geometries and for testing possible variations of the original equations. The
possibilities of such approach are demonstrated by the examples of viscoplastic �ows using
�nite element method.


