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РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
УПРУГОГО ДИСКА ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ  
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВИБРАЦИИ ЛОПАТОК 

Целью исследования является расчет напряженно-деформированного состояния 
упругого диска переменной толщины при вибрации лопаток. Для этого разработан 
численно-аналитический метод решения трехмерных уравнений теории упругости. 
Решение представляется с помощью разложения в ряд Фурье, и коэффициенты нахо-
дятся из краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений 
вдоль радиальной координаты. Полученные результаты могут быть использованы 
для расчета усталостного разрушения дисков газотурбинного двигателя.   

 
Напряженно-деформированное состояние, диск переменного сечения, вы-

сокочастотное нагружение, неявный конечно-разностный метод, ряды Фурье. 
 
Введение 
В данной работе решается модельная задача исследования напряженно-

деформированного состояния (НДС) диска переменного сечения (диска ком-
прессора газотурбинного двигателя) при наблюдаемых колебаниях лопаток и 
связанного с ними процесса сверхмногоцикловой усталости (СВМУ) [1]. Часто-
та этих колебаний имеет порядок частоты вращения диска или кратна ей. Раз-
витие процесса СВМУ с числом циклов до разрушения N > 108 может привести 
к возникновению очагов поврежденности в окрестности контакта лопаток и 
внешнего обода диска.  

Ранее в [2, 3] для исследования режима малоцикловой усталости (МЦУ) 
была решена задача определения напряженно-деформированного состояния 
и оценки усталостной долговечности вращающегося диска переменного сече-
ния под действием центробежных нагрузок в диске и лопатках. Циклические 
воздействия центробежных нагрузок соответствуют полетным циклам нагру-
жения. При этом были учтены дополнительные напряжения в ободной части 
диска, связанные с изгибом лопаток под действием аэродинамических давле-
ний. Аэродинамические давления были рассчитаны на основе гипотезы «изо-
лированного профиля» с использованием известных решений об обтекании 
пластины с отрывом потока.  

Однако в последние годы быстро растет интерес к исследованию процес-
сов сверхмногоцикловой усталости, так как становится понятно, что даже низ-
коамплитудные вибрационные нагрузки, действующие в течение длительного 
времени, могут вызывать разрушение конструкций. Амплитуды напряжений 
при этом существенно ниже предела усталости и, тем более, предела текуче-
сти, и по классическим представлениям вообще не должны представлять 
опасности. Тем не менее, усталостное разрушение происходит даже при ра-
боте конструкции в пределах упругости вплоть до появления зон разрушения 
[1]. Поэтому для расчета долговечности необходимо решить задачу теории 
упругости и определить напряженно-деформированное состояние диска.  
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Следует заметить, что основное нагружение диска осуществляется в по-
летных циклах под действием центробежных сил и аэродинамических давлений 
на лопатки от набегающего потока. На этот силовой фон накладывается вибра-
ционное нагружение вследствие крутильных колебаний лопаток. В принятой по-
становке мы не рассматриваем причины вибраций — такие, как действие пульса-
ций давления, возбуждение собственных форм колебаний лопаток, переходные 
режимы работы двигателя и так далее, а будем считать вибрации заданными. 
Данные по амплитудам и частотам вибраций дисков приведены в [1].  

Далее строится приближенное решение задачи о колебаниях диска пере-
менной толщины при крутильных колебаниях лопаток. В силу линейности за-
дачи построенное решение можно просуммировать с полученным ранее ре-
шением для полетных циклов нагружения без учета или с учетом аэродина-
мических давлений на лопатки [2]. Суммарные НДС от полетных циклов и 
вибраций для двух крайних положений лопатки при вибрационном кручении 
являются границами изучаемого циклического процесса и необходимы для 
дальнейших оценок усталостной долговечности.  

 
1. Приближенная система уравнений для диска переменного сечения 

под действием периодической системы нагрузок на внешнем контуре 
Для определения напряженно-деформированного состояния диска ис-

пользуем приближенный, численно-аналитический метод решения трехмер-
ных уравнений теории упругости [2] и получим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений для напряжений и смещений кольцевого диска пере-
менного по радиальной координате сечения. Будем считать, что на внешнем 
контуре (ободе) диска действуют переменные по времени и периодические по 
углу напряжения, которые моделируют воздействие от крутильных колебаний 
лопаток и согласованы с ними по амплитуде.  

В цилиндрической системе координат r, ϑ , z кольцевой диск brа ≤≤  
имеет переменную толщину 2h(r), координата по толщине меняется в преде-
лах )()( rhzrh ≤≤− . Система уравнений динамической теории упругости для 

диска в цилиндрической системе координат имеет вид [4]: 
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Напряжения связаны с деформациями законом Гука: 

( 2 )rr rr zzϑϑσ λ μ ε λε λε= + + + , ( 2 )rr zzϑϑ ϑϑσ λε λ μ ε λε= + + + , 2r rϑ ϑσ με=  

( 2 )zz rr zzϑϑσ λε λε λ μ ε= + + + ,    2rz rzσ με= ,   2z zϑ ϑσ με=  

Связь деформаций и смещений имеет вид: 
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Здесь λ, μ — упругие модули Ламе, ρ — плотность материала диска. В 
дальнейшем используются безразмерные напряжения, отнесенные к λ + 2 μ, и 
безразмерные пространственные переменные, отнесенные к внутреннему 
радиусу диска a. 

Граничные условия на свободных поверхностях при z = ±h(r) имеют вид: 

0rz rrhσ σ′− = ,          0z rhϑ ϑσ σ′− = ,           0zz rzhσ σ′− =  

В силу периодичности нагружения по ϑ  смещения ищем в виде рядов 
Фурье: 
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Соответствующее представление напряжений имеет вид: 
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В этих представлениях во избежание излишней громоздкости записи опу-
щен индекс n у всех коэффициентов, входящих под знак суммы. Эти коэффи-
циенты σ, τ, p, u, v, w являются новыми (вспомогательными) искомыми функ-
циями радиальной переменной r.  

Будем исследовать стационарные колебания диска. Все (дополнительные 
к НДС полетных циклов) компоненты напряжений, деформаций и смещений 
будут изменяться во времени по гармоническому закону, например, для сме-
щений эта зависимость имеет вид ueiωt, veiωt, weiωt. 

Подставляя выражения для смещений и напряжений в исходную систему 
и приравнивая члены при одинаковых степенях z вплоть до z3, в итоге полу-
чим обыкновенные дифференциальные уравнения для вспомогательных пе-
ременных при различных n = 0, 1, 2…: 
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Подчеркнем, что данная система уравнений решается отдельно для каж-
дой гармоники n. 

Все остальные искомые компоненты напряжений σ3, s, s3, Σ, Σ3, τ3, p2, 4, T2, 4 

и смещений u3, v3, w2, 4 определяются по вспомогательным искомым функциям 
σ, τ, p, u, v, w после решения выписанной системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Для того, чтобы получить замкнутую краевую задачу для 
вспомогательных искомых функций при каждом значении n, в граничных усло-
виях при z = ±h(r) пришлось пренебречь членами малого порядка по h сле-

дующего вида: 3
2

3
22 Σ−′=ΔΣ hhh σ , 4

2
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2 ThhhT −′=Δ τ , 3
2

3
22 рhhhр −′=Δ σ . В 

дальнейшем прямыми численными расчетами подтверждена малость этих 
отброшенных членов по сравнению с учтенными. 

 
2. Граничные условия для крутильных колебаний и решение краевой 

задачи 
Будем считать лопатку пластиной прямоугольного сечения ширины d. 

Число лопаток на диске равно N0. Воздействие на диск от закрученной лопат-
ки заменим граничной распределенной нагрузкой на внешнем контуре диска в 
ее корневом сечении. Вне этой зоны поверхностные нагрузки равны нулю. 

Краевые условия на радиальных границах r = a и r = b с периодической по 
углу нагрузкой на внешнем ободе примем в следующем виде: 

r a= :       0u = ,    0v = ,   0w = , 

r b= :      0σ = ,  ( )bτ τ ϑ= ,  ( )bp p ϑ= , 

где )(ϑτ b  и )(ϑbp  — заданные функции, определение которых рассмотрено 

ниже. Эти граничные условия соответствуют закрепленному внутреннему кон-
туру диска, и нагруженному внешнему контуру, причем заданные компоненты 
напряжений должны соответствовать параметрам кручения отброшенной ло-
патки.  

Для определения значений периодических граничных нагрузок на внеш-
нем контуре диска при r = b используем решение известной задачи о кручении 
пластины прямоугольного поперечного сечения [5].  

На рис. 1 приведено распределение касательных напряжений в прямоуголь-
ном корневом сечении пластины при ее кручении с погонной круткой γ из [6]. 
Максимальное касательное напряжение τrz достигается в точках В (рис. 1): 
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и в точке А: τA = kτB, где   1 2 2

1
3 2( / / )
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+ +
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3 1.8 /
K

d h
≈

+
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При рассматриваемых в дальнейшем значениях d/h << 1 коэффициент  
k ≈ 0,8. Следовательно, τB = μγd, τA = 0,8τB. 

 

 
Рис. 1. Распределение касательных напряжений в корне лопатки 

 
Точное решение для касательных напряжений в корневом сечении пред-

ставляется в виде достаточно сложного выражения [5]. Примем для них при-
ближенную аппроксимацию, линейную по одной и квадратичную по другой 
координате, наглядно показанную на рис. 1. 

2

21
( / 2)rx r A

z x

h dϑτ τ τ  
= = − − 

 
,   / 2x d≤ . 

2

21
( / 2)rz B

z x

h d
τ τ  

= − 
 

,   z h≤ . 

Эти выражения, взятые в качестве приближенных граничных условий, по 
форме зависимости от z совпадают с представлениями напряжений τrz и τrx, 
принятыми в данной работе. Переходя к угловой координате /x bϑ = , 

ϑ δ≤ , / (2 )d bδ = <<1, получим приближенные граничные условия при r = b, 

соответствующие параметрам закрученной лопатки: 

( )2 2
0( ) 1b Qτ ϑ ϑ δ= − ,   0 0.8 /Q d hμγ= − ,   ϑ δ≤ , 

0( )bp Tϑ ϑ δ= ,   0T dμγ= ,   ϑ δ≤ . 

Разложим периодическую функцию распределения тангенциального напря-
жения на внешнем контуре в ряд Фурье (один период 0 0/ /N Nπ ϑ π− < < ): 
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Аналогично осевые касательные напряжения тоже раскладываются в ряд 
Фурье: 
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Таким образом, для различных n = kN0, k = 0, 1, 2… необходимо решить 
систему (1) c граничными значениями τ(k) и p(k) при r = b. 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (1) с краевыми 
условиями (2) и (3) решалась численно конечно-разностным методом по неяв-
ной схеме [7].  

После этого компоненты напряжений определялись суммированием ря-
дов Фурье при n = kN0, k = 0, 1, 2… Количество членов рядов Фурье при сум-
мировании для практической сходимости не превышало 20. 

 
3. Численные результаты решения модельных задач   
Для расчетов были выбрана форма диска, сечение которого показано на 

рис. 2, значения параметров a = 0,05 м, b = 0,4 м, d = 0,01 м, γ = 0,1 рад/м, 

ω = 628 1/c, λ = 78 ГПа, μ = 44 ГПа, ρ = 4370 3/кг м  (титановый сплав). 

 
Рис. 2. Форма сечения диска 

 

Приведем результаты численного решения задачи определения радиального 
распределения напряжения в диске под действием описанной выше системы 
касательных напряжений на внешнем контуре. На рис. 3 показаны радиальные 
распределения амплитуд компонент напряжений для определенной точки 
сечения, быстро затухающие при удалении от внешнего обода диска. 

Из этих графиков видно, что максимальные значения компонент напряже-
ний на ободе диска имеют порядок 30–50 МПа, следовательно, размах их ко-
лебаний за цикл кручения лопатки равен 60–100 МПа. 

Ранее, как упомянуто во введении, в [2] была решена задача определения 
напряженно-деформированного состояния вращающегося диска переменного 
сечения в полетном цикле нагружения под действием центробежных сил в 
диске и периодической системе лопаток на внешнем контуре. Также были оп-
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ределены дополнительные напряжения в диске, возникающие при изгибе ло-
паток под действием аэродинамических нагрузок.  

 
Рис. 3. Радиальные распределения амплитуд компонент напряжений 

 
Для исследования циклического режима, связанного с процессом СВМУ, 

необходимо наложить полученные значения амплитуд напряжений  при кру-
тильных колебаниях лопаток со знаками + и – на основное НДС, связанное с 
полетным циклом нагружения диска (с учетом или без учета дополнительных 
аэродинамических нагрузок). 

Результаты такого сложения-вычитания и радиальные распределения сум-
марных компонент напряжений для крайних положений цикла крутильных коле-
баний лопаток в окрестности внешнего обода диска приведены ниже на рис. 4, 5 (а, 
б) с учетом аэродинамических нагрузок на лопатки в полетном цикле нагружения.  

 
а)                                                                           б) 

 
Рис. 4. Суммарные радиальные распределения напряжений 

 

 
а)                                                                                 б) 

 

Рис. 5. Суммарные радиальные распределения напряжений 
 

Разница между значениями напряжений на левых (а) и правых (б) графи-
ках на этих рисунках есть размах напряжений в высокочастотном цикле, свя-
занном с крутильными колебаниями лопаток.  

Получаемые предложенным методом данные будут в дальнейшем ис-
пользоваться для оценки долговечности дисков турбомашин в режиме СВМУ. 
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Выводы 
Предложен метод расчета трехмерного напряженно-деформированного со-

стояния упругих дисков переменного сечения под действием циклических нагру-
зок от крутильных вибраций лопаток в компрессорах газотурбинных двигателей. 

Принято приближенное представление зависимости решения от коорди-
нат по толщине диска и в окружном направлении. Для определения коэффи-
циентов формул данного представления, зависящих от радиальной координа-
ты, получена система дифференциальных уравнений, краевые задачи для 
которой решены с использованием неявной разностной схемы. 

Рассчитанное НДС от вибраций было наложено на НДС в полетных цик-
лах. Получено суммарное НДС, которое позволит оценивать долговечность 
безопасной эксплуатации и определять зоны локализации поврежденности в 
данных элементах авиационных конструкций. 

Работа выполнена в рамках проектов РФФИ 15-08-02392. 
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СALCULATION OF THE STRESS-STRAIN STATE OF THE ELASTIC DISC  
OF VARIABLE THICKNESS UNDER VIBRATION OF BLADES 

 
The aim of research is the calculation of the stress-strain state of the elastic disc of 

variable thickness under vibration of blades. To this end, the new numerical-analytical 
method is developed for such problems of three-dimensional theory of elasticity. The solution 
is built using the Fourier series. The Fourier coefficients are found from boundary value 
problems for the systems of ordinary differential equations along the radial coordinate. 
Typical results of calculations are shown. Obtained results may be used to calculate the 
fatigue fracture of discs of the gas-turbine engine due to vibrations. 

 
Stress-strain state, disc of variable thickness, high frequency cyclic loading, im-

plicit finite-difference scheme, Fourier series. 


