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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В СЛОИСТОЙ СРЕДЕ
С ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИМИ ПРОСЛОЙКАМИ1

Бураго Н.Г.∗ , Журавлев А.Б.∗ , Никитин И.С.∗∗,∗∗∗
∗ Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,

Москва
∗∗ Институт автоматизации проектирования РАН, Москва
∗∗∗ МАИ – Национальный Исследовательский Университет,

Москва

Введение

Методом асимптотического осреднения построена уточненная модель
слоистой среды с нелинейными вязкопластическими условиями проскальзы-
вания на межслойных границах. Подобные модели могут быть полезными
при решении динамических задач сейсморазведки и интерпретации волно-
вых картин, полученных в процессе ее проведения.

I Описание модели слоистой среды

В данной работе методом асимптотического осреднения [1] строится
уточненная модель слоистой среды с нелинейными вязкопластическими
условиями проскальзывания на межслойных границах. Физическим объек-
том, обладающим подобными свойствами, является, например, флюидосо-
держащий слоистый пакет в упругом геологическом массиве. Предполагает-
ся, что в тонких прослойках между упругими слоями находится очень вяз-
кая жидкость (нефть), или вязкопластическая масса (песок, пропитанный
нефтью). Подобные модели могут быть полезными при решении динамиче-
ских задач сейсморазведки и интерпретации волновых картин, полученных
в процессе ее проведения.

В декартовой прямоугольной системе координат x1, x2, x3 рассмотрим
безграничную слоистую среду. Ось x3 перпендикулярна плоскопараллель-
ным границам раздела слоев. Границы раздела имеют координаты x3 =
x(s) = sε , s = 0,±1,±2, . . . , где постоянная толщина слоя ε << 1 явля-
ется малым параметром. Предполагается, что физически между упругими
слоями имеются тонкие вязкие или вязкопластические прослойки толщины
δ << ε , однако мы пренебрегаем толщиной этих прослоек и заменяем их
условием скольжения на поджатых границах слоев:

σ33 < 0, [u3] = [σy3] = [σ33] = 0

1Работа выполнена по Программе Президиума РАН
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либо линейным условием вязкого скольжения:

[uγ,t]/ε = κσγ3

либо нелинейным условием вязкопластического скольжения

[uγ,t]/ε = κσγ3 < F
(

σβ3σβ3/τs
2 − 1

)

>

где κ = δ/(εη) , η обозначает коэффициент вязкости. Здесь квадратные
скобки обозначают скачок величины f на межслойной границе, < F (y) >=
F (y)H(y) – нелинейная функция, отличная от нуля за пределом текуче-
сти τs , H(y) – функция Хэвисайда, H(y) = 0 при y < 0 , H(y) = 1 при
y ≥ 0 . Нелинейное условие вязкопластического скольжения переходит в ли-
нейное условие вязкого скольжения, если заменить < F (. . .) > на единицу.
Греческие индексы β, γ принимают значения 1 и 2, латинские индексы – зна-
чения 1,2,3, uk – компоненты вектора смещений, uk,t – компоненты вектора
скорости, σi,j – компоненты тензора напряжений.

Для компактности формул дифференцирование обозначено следующим
образом:

∂(...)/∂xj = (...),j, ∂(...)/∂t = (...),t, ∂(...)/∂ξ = (...),ξ

Сами слои считаются изотропными линейно-упругими (при x3 6= x(s) ):

σij,j − ρui,tt = 0, σij = Cijkluk,l

где ρ – плотность, тензор модулей упругости имеет вид:

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)

Будем считать, что искомые функции uk = uk(xl, ξ, t) являются глад-
кими по медленным переменным xl и гладкими по быстрой переменной
ξ = x3/ε , за исключением точек ξ(s) = x(s)/ε , где они могут терпеть раз-
рывы первого рода. Смещения среды представим в виде асимптотического
ряда по степеням малого параметра ε :

ui = wi(xk, t) + εu
(1)
i (xk, ξ, t) + ε2u

(2)
i (xk, ξ, t) + ε3u

(3)
i (xk, ξ, t) + ...

Разложению компонент смещений соответствует разложение компонент
тензора напряжений:

σij = σ
(0)
ij + εσ

(1)
ij + ε2σ

(2)
ij + ...

где

σ
(n)
ij = Cijklu

(n)
k,l + Cijk3u

(n+1)
k,ξ
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Процедура получения асимптотической системы уравнений в случае ли-
нейных условий для скачков касательных смещений (скольжений) на межс-
лойных границах описана в [2].

Аналогично, уточненная теория второго порядка получается, если в
асимптотической системе уравнений удержать члены порядка ε2 и приме-
нить операцию осреднения по ячейке периодичности.

С использованием этого метода осреднения была получена уточненная
система уравнений с контактными условиями выбранного типа:

ρvγ,t = sγj,j + ε2µΩγ,3

ρv3,t = s3j,j + ε2µΩβ,β

τij,t = λδijvk,k + µ(vi,j + vj,i)

ϕγ,t = −κsγ3 < F (∆) >

Ωγ,t = −κµ
(

(gγ + Ωγ) < F (∆) > +2sγ3sβ3(gβ + Ωβ) < F / (∆) > /τ 2s

)

sij = τij + µ(ϕiδj3 + ϕjδi3)

∆ = sβ3sβ3/τ
2
s − 1

gγ = (ρϕγ,tt/µ− ϕγ,ββ − (3λ+ 2µ)ϕβ,βγ/(λ+ 2µ)) /12

В этой нестационарной системе введены обозначения sij = σ
(0)
ij , vk = wk,t .

Для дополнительных функций ϕγ и Ωγ , имеющих смысл распределенных
скольжений первого и третьего порядков по ε , получены нелинейные диф-
ференциальные уравнения.

II Одномерная нестационарная система уравнений

Сформулируем одномерную нестационарную систему уравнений для опи-
сания поперечных нестационарных возмущений, параллельных направле-
нию слоев.

Введем обозначения для независимых переменных и искомых функций
для данного типа возмущений: z = x3, τ = s13, u = v1, ϕ = ϕ1, Ω = Ω1, g =
g1 .

Система уравнений в этом случае примет вид:

ρu,t = τ,z + ε2µΩ,z, τ,t = µu,z + µϕ,t

ϕ,t = −(τ/t0) < F (∆) > /µ

Ω,t = −(g + Ω)(< F (∆) > +2(τ 2/τ 2s ) < F
/
∆(∆) >)/t0

g = cgϕ,tt, cg = ρ/µ/12, ∆ = τ 2/τ 2s − 1, t0 = 1/(κµ)
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Здесь также введен параметр t0 , который представляет собой характерное
время релаксации касательных напряжений на предел текучести τs .

Для функции F (∆) часто принимают степенную аппроксимацию:

F (∆) = ∆1+q, q > 0

С учетом этой аппроксимации нелинейные уравнения для τ, ϕ и Ω примут
вид:

τ,t = µu,z − (τ/t0) < ∆1+q >

ϕ,t = −(τ/t0) < ∆1+q > /µ

Ω,t = −(g + Ω)
(

(3 + 2q)τ 2/τ 2s − 1
)

< ∆q > /t0

III Численная схема решения

Для численного решения динамических задач о распространении возму-
щений в слоистой среде построим разностную схему для нелинейной (полу-
линейной) одномерной нестационарной системы с учетом малой величины
реального времени релаксации .

Стандартные явные разностные схемы в этом случае будут неустойчи-
выми, поскольку шаг по времени ∆t будет превышать значение t0 , ∆t > t0 .

Схема построения численного метода такова. Вначале аппроксимируем
по какой-либо известной явной схеме уравнение движения для скорости u ,
опустив в нем член ε2µΩ,z (метод расщепления). Используя найденные зна-
чения un+1 на верхнем временном слое, аппроксимируем по неявной раз-
ностной схеме уравнения для τ, ϕ и Ω , содержащие малый параметр в
знаменателе нелинейных свободных членов [3]. Здесь и далее используем
обозначение с верхними индексами n + 1 и n для величин на верхнем и
нижнем слое по времени для разностной временной аппроксимации с шагом
∆t .

Полученные нелинейные разностные уравнения можно решить аналити-
чески методом возмущений с учетом наличия малого параметра в системе
уравнений и найти значения функций τn+1, ϕn+1 и Ωn+1 на верхнем вре-
менном слое. Используя найденные значения Ωn+1 проведем расчет полного
уравнения для скорости с учетом члена ε2µΩ,z .

Опишем реализацию этой численной методики на примере простых и
наглядных аппроксимаций 1-го порядка.

Нелинейное разностное уравнение для касательного напряжения на верх-
нем слое по времени имеет вид:

τn+1 = τn+1
e − τn+1 < (τn+1/τs)

2 − 1>1+q/γ

где малый параметр γ равен γ = t0/∆t ≪ 1 , а τn+1
e = τn + µun+1

,z ∆t –
значение касательного напряжения на верхнем слое после упругого шага по
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времени. Отметим, что для расчета упругого шага можно выбрать иную,
более точную схему, т.к. выбор хорошо зарекомендовавших себя схем ве-
лик [4, 5]. При расчете пространственных задач со сложной геометрией
и неравномерными, неструктурированными сетками для расчета упругого
шага могут быть применены конечно-объемные или конечно-элементные ме-
тоды [3, 4, 5].

Будем искать решение уравнения для τn+1 в виде разложения по степе-
ням малого параметра γ [6], ограничиваясь одним членом (степенной пока-
затель ν и коэффициент T подлежат определению):

τn+1 = τs (1 + γνT + o(γν)) signτn+1
e

Решение для τn+1 (корректировочная формула) с выбранной точностью
будет иметь вид:

τn+1 = τs

(

1 + γ1/(1+q)(
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1)
1/(1+q)

/2
)

signτn+1
e

при
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1 ≥ 0 и

τn+1 = τn+1
e

при
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1 < 0 .
Нелинейное разностное уравнение для распределенных скольжений 1-го

порядка на верхнем слое по времени имеет вид:

ϕn+1 = ϕn − (τn+1/µ) < (τn+1/τs)
2 − 1>1+q/γ

Его решение с выбранной точностью имеет вид:

ϕn+1 = ϕn − (τs/µ)Fe

(

1 + γ1/(1+q)(
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1)
1/(1+q)

/2
)

signτn+1
e

где Fe =<
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣ − 1 > . В пределе при γ → 0 получим компактную
расчетную формулу:

ϕn+1 = ϕn − (τs/µ) <
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1 > signτn+1
e

Нелинейное разностное уравнение для распределенных скольжений 3-го
порядка на верхнем слое по времени имеет вид:

Ωn+1 = Ωn − (gn+1 + Ωn+1)
(

(3 + 2q)(τn+1/τ s)
2
− 1

)

< (τn+1/τs)
2 − 1>q/γ

Отсюда следует

Ωn+1 = (γ1/(1+q)Ωn − gn+1Qn+1) + Ωn+1)/(γ1/(1+q) +Qn+1)

где

Qn+1 =
(

(3 + 2q)(1 + γ1/(1+q)(
∣

∣τn+1
e /τ s

∣

∣− 1)
1/(1+q)

− 1
)

<
∣

∣τn+1
e /τ s

∣

∣−1>q/(1+q)
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gn+1 = −cg(τs/µ)
(

Gn+1 −Gn
)

/∆t2

Gn =< |τne /τs| − 1 >
(

1 + γ1/(1+q)(|τne /τs| − 1)1/(1+q)/2
)

signτne

В пределе γ → 0 получим менее громоздкую расчетную формулу:

Ωn+1 = cg(τs/µ)
(

<
∣

∣τn+1
e /τs

∣

∣− 1 > signτn+1
e − < |τne /τs| − 1 > signτne

)

/∆t2

Найденные значения Ωn+1 используются для вычислений новых значе-
ний скорости с учетом члена ε2µΩ,z .

IV Примеры расчета нестационарной системы уравне-
ний

Полученная модель была использована для исследования волновых про-
цессов в геологических массивах с флюидосодержащей слоистой структурой
и динамического деформирования некоторых классов композитов.

Численное решение полученной системы уравнений строилось по выше-
описанной явно-неявной схеме, с учетом малых параметров вязкости при
временных производных функций ϕ и Ω . Пример численного решения
задачи прохождения поперечной волны (пунктир) через слоистый пакет
0.5 < x3 < 0.7 с вязкопластическими прослойками, расположенный в упру-
гой среде, показан на Рис. 1.

Рис. 1. Формы падающей, прошедшей через слоистый пакет и отраженной
от него волн в зависимости от параметра ε = 0.0, 0.05, 0.1

Показана начальная форма импульса касательного напряжения (пунк-
тиром) в упругом массиве перед его прохождением слоистого пакета, выде-
ленного двумя вертикальными линиями, и направление движения импульса
(стрелкой). Справа от слоистого пакета показан прошедший через него им-
пульс, а самый левый импульс на Рис. 1 – (а), (б), (в) представляет собой от-
раженную волну. Из приведенных графиков видно, что учет членов порядка
ε2 в определяющих уравнениях модели приводит к достаточно существенно-
му изменению амплитуд и профилей волн в процессе их прохождения через
слоистый флюидосодержащий пакет.
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Заключение

Методом асимптотического осреднения построена уточненная модель
слоистой среды с нелинейными вязкопластическими условиями проскаль-
зывания на межслойных границах. В уравнениях модели учтены члены
вплоть до 2-го порядка по параметру толщины слоя. Предложена числен-
ная разностная схема для решения полученной нелинейной системы урав-
нений, основанная на явной аппроксимации уравнений движения и неявной
аппроксимации остальных уравнений, содержащих малый параметр в зна-
менателях свободных нелинейных членов. Нелинейные неявные разностные
уравнения решены аналитически с использованием метода разложения по
малому параметру. Схема работает для широкого класса нелинейных функ-
ций, описывающих вязкопластическое скольжение на межслойных грани-
цах. Приведен пример численного расчета прохождения поперечной упру-
гой волны через слоистый пакет, обладающий эффективными вязкопласти-
ческими свойствами. Подобные модели могут быть полезными при решении
динамических задач сейсморазведки и интерпретации волновых картин, по-
лученных в процессе ее проведения.
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