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Abstract: Present research is devoted to criteria of multiaxial fracture for cases of
low-cycle fatigue (LCF) and very-high-cycle fatigue (VHCF). The model pa-
rameters are determined by using the data of uniaxial fatigue tests for various
stress ratios. The procedure for stress state calculating of a compressor disk of a
gas turbine engine subjected to simultaneously flight cycle loading conditions and
blades vibrations is outlined. Discussed models of multiaxial fatigue fracture, based
on calculated various stress states, are used to estimate the durability of the com-
pressor disk under LCF and VHCF conditions. Two model problems are analyti-
cally solved for confirmation of the numerical results obtained.

Введение
В настоящее время существует несколько основных типов критериев и

моделей усталостного разрушения, позволяющих оценить число циклов на-
гружения образца материала или элемента конструкции до разрушения  по
напряженному состоянию, по деформированному состоянию или по накоп-
ленной повреждаемости. Определение параметров рассматриваемых моделей
является непростой экспериментальной задачей  и осуществляется, как пра-
вило, по результатам одноосных усталостных испытаний на растяжение,
кручение или изгиб с различными коэффициентами асимметрии цикла.

В качестве примера решена задача усталостного разрушения диска 1
ступени компрессора низкого давления газотурбинного двигателя серии Д30
в полетных циклах нагружения. Приведено описание вычислительной проце-
дуры определения  напряженно-деформированного состояния (НДС) кон-
тактной системы диска и лопаток компрессора. На основе рассчитанного
НДС и выбранных критериев получены оценки долговечности диска ком-
прессора в условиях, моделирующих эксплуатационные для двух альтерна-
тивных режимов усталостного разрушения.

С целью подтверждения полученных результатов решены две модель-
ные задачи теории упругости о нагружении кольцевого диска постоянной
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толщины. В первой задаче к диску приложена  центробежная нагрузка, а на
внешнем контуре переменное по углу радиальное напряжение, моделирую-
щее центробежную нагрузку от лопаток (аналог режима МЦУ). Во второй
задаче решается уравнение для изгиба диска под действием переменных по
углу крутящих моментов на внешнем контуре. Эти моменты моделируют
влияние колебаний лопаток (аналог режима СВМУ). В обоих случаях напря-
жения резко возрастают в окрестности внешнего контура и приводят к появ-
лению зон усталостного разрушения. Оценки долговечности также указыва-
ют, что усталостное разрушение в режимах МЦУ и СВМУ может происхо-
дить за период реального времени одного масштаба.

1. Модели многоосного усталостного разрушения в режиме МЦУ
Основой для определения параметров моделей многоосного усталост-

ного разрушения являются экспериментальные кривые одноосных цикличе-
ских испытаний при различных значениях параметра асимметрии цикла

min max/R σ σ= , где maxσ  и minσ  - максимальное и минимальное значения напря-
жения в цикле. При описании результатов одноосных испытаний на устало-
стную прочность принимаются следующие обозначения: max min( ) / 2aσ σ σ= −  -
амплитуда напряжения в цикле, max minσ σ σ∆ = −  - размах напряжений в цикле
одноосного нагружения.

Экспериментальные данные одноосных испытаний описываются кри-
выми Веллера, которые аналитически могут быть представлены соотношени-
ем Баскина  [1,2]

 u cN
βσ σ σ= +                                                                                             (1)

где uσ  - предел усталости, cσ  - коэффициент  усталостной прочности, β  - по-
казатель усталостной прочности, N  - число циклов до разрушения. Общий
вид усталостной кривой представлен на рис. 1, в данном режиме представля-
ет интерес левая ветвь при  N<107.

                   
Рис. 1 – Бимодальная усталостная кривая для режимов МЦУ и СВМУ

Задача исследования усталостного разрушения состоит в определении
пространственного распределения функции числа циклов до разрушения N
из уравнений типа (1), обобщенных  на случай многоосного напряженного
состояния и содержащих рассчитанные напряжения в рассматриваемой кон-
струкции.
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Рассмотрим основные варианты обобщения результатов одноосных ис-
пытаний на общий случай многоосного напряженного состояния [2].

1.1. Критерии многоосного МЦУ разрушения
Обобщение одноосной усталостной кривой (1) на случай многоосного

напряженного состояния согласно Сайнсу [4] имеет вид:
mean 0/ 2 s S ANβτ α σ∆ + = + ,    mean 1 2 3 mean( )σ σ σ σ= + + ,                                              (2)

2 2 2
1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( ) / 3τ σ σ σ σ σ σ∆ = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ + ∆ − ∆

где meanσ  - сумма главных напряжений, осредненная за цикл нагружения, τ∆  -
изменение октаэдрического касательного напряжения за цикл; / 2τ∆  - его ам-
плитуда; sα , 0S , A , β  - параметры, определяемые по данным эксперимента.

Параметры модели, определенные  по одноосным усталостным кривым
при 1R = −  и 0R =  определены в [2]:

0 2 / 3uS σ= ,  310 2( ) / 3B uA β σ σ−= − ,  12(2 1) / 3s kα −= − ,   1 0/(2 )u uk σ σ− =             (3)
где  uσ   и 0uσ  - пределы усталости по кривым ( )a Nσ  при 1R = −  и 0R =   соот-
ветственно, Bσ  - предел прочности.

Обобщение одноосной усталостной кривой на случай многоосного на-
пряженного состояния согласно Кроссланду [5] имеет вид:

max 0/ 2 ( / 2)c S ANβτ α σ τ∆ + − ∆ = + ,  max 1 2 3 max( )σ σ σ σ= + +                                       (4)

где maxσ  - сумма главных напряжений, максимальная за цикл нагружения.
В этом случае параметры модели равны [2]:

0 2 / 3 (1 2 / 3)u cS σ α = + −  ,  
3

10 2 / 3 (1 2 / 3) ( )
c B u

A
β α σ σ−= + − −                   (5)

1 1( 2 / 3 2 / 6) (1 2 / 6) (1 2 / 3)c k kα − −
 = − − − − 

Обобщение одноосной усталостной кривой на случай многоосного на-
пряженного состояния по критерию Финдли  имеет вид [6]:

max 0( / 2 )s F n S ANβτ α σ∆ + = +                                                                                   (6)
где sτ , nσ  - модуль касательного напряжения и нормальное напряжение на
площадке с нормалью in , индекс maxозначает выбор площадки, на которой
комбинация / 2s F nτ α σ∆ +   принимает максимальное значение. По одноосным
усталостным кривым при 1R = −  и 0R =  определены параметры модели:

( )2
0 1 / 2u F FS σ α α= + + ,     3 210 ( 1 )( ) / 2F F B uA β α α σ σ−= + + −                               (7)

[ ]2
1 1 1 1 1 15 2 / 2 (1 ) (2 )F k k k k k kα − − − − − −

 = − − − −
 

Имея в виду конкретный расчетный пример, рассмотренный далее,
приведем приближенные значения параметров для титанового сплава Ti-6Al-
4V [7]: предел прочности 1100Bσ =  MPa;  пределы усталости по кривым ( )a Nσ
при 1R = −  и 0R =   соответственно: 450uσ =  MРa и 0 350uσ = MРa; показатель
степенной зависимости от числа циклов 0.45β = − ; модуль Юнга 116E =  GРa;
модуль сдвига 44G =  GРa; коэффициент Пуассона 0.32ν = .
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2. Пример расчета многоосного напряженного состояния и оценки
долговечности в полетном цикле нагружения (режим МЦУ)
В качестве примера рассмотрим задачу усталостного разрушения диска

компрессора газотурбинного двигателя в полетных циклах нагружения.
Предполагается, что циклом многоосного нагружения системы диск-лопатка
является полетный цикл нагружения (ПЦН), состоящий в достижении мак-
симальных нагрузок на крейсерской скорости полета воздушного судна и со-
ответствующих угловых скоростях вращения диска компрессора.  Задача со-
стоит в определении долговечности  диска  N  (число ПЦН до разрушения)
из соотношений  (2), (4), (6). Для этого необходимо произвести расчет НДС
системы диск-лопатка при действии комбинации внешних нагрузок, пред-
ставленных центробежными силами, распределенными аэродинамическими
давлениями на лопатки и силами нелинейного контактного взаимодействия
диска и лопаток. Анализ трехмерного напряженно-деформированного со-
стояния контактной системы диска и лопаток компрессора (рис. 2,а) выпол-
нен численно. Расчеты проводились с помощью конечно-элементного пакета
программ, а распределенные аэродинамические нагрузки определены при-
ближенно аналитически с использованием классических решений об обтека-
нии решетки пластинок под произвольным углом атаки на основе гипотезы
изолированного профиля [8] с учетом деформированного состояния лопаток
(аэроупругий эффект).

Параметры расчета принимались такими: угловая скорость вращения  ω
= 314 рад/с (3000 об/мин), скорость потока 200 м/с при плотности 1.3 кг/м3.
Свойства материалов принимались следующими: диск (титановый сплав):
E=116 GРa,  ν =0.32, ρ = 4370 кг/м3; лопатки (алюминиевый сплав): E=69
GРa, ν =0.33, ρ = 2700 кг/м3; фиксирующие штифты (сталь): E=207 GРa, ν
=0.27, ρ = 7860 кг/м3. На рис. 2,б показана зона концентрации максимальных
растягивающих напряжений в левом углу паза в диске, в который вставляет-
ся лопатка. Видно, что концентрация напряжений нарастает от фронтальной
к тыльной части паза, что совпадает с данными о расположении зон зарожде-
ния усталостных трещин в тыльной части диска [1,8].

                       
                    а                                                              б
Рис.2 – Геометрическая модель сектора диска с лопаткой (а) и зона концентрации

напряжений (б)
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2.1. Оценка долговечности элемента конструкции по критериям
малоцикловой усталости

 На рис. 3,а для окрестности левого угла контактного соединения диска
и лопатки типа «ласточкин хвост» (в зонах максимальной концентрации на-
пряжений) показаны рассчитанные величины числа полетных циклов до раз-
рушения N  для выбранных критериев многоосного усталостного разруше-
ния. На рис. 3,б  рассматриваемая окрестность левого угла контактного паза
диска выделена сплошной линией.

                                
                      а                                                                 б
Рис. 3 – Оценки долговечности титанового диска в зоне концентрации (а) и выде-

ленная зона концентрации (б)

Критерии Сайнса и Финдли дали оценку долговечности дисков ГТД на
уровне 20 000 - 50 000 циклов. Критерий Кроссланда предсказал возмож-
ность усталостного разрушения менее, чем в 20 000 полетных циклов. В це-
лом, все критерии  дали сходное расположение зон усталостного разрушения.

3. Пример расчета многоосного напряженного состояния и оценки
долговечности элементов конструкций  при низкоамплитудных осевых

воздействиях в режиме СВМУ
Дополнительно исследовался альтернативный механизм усталостного

нагружения, связанный с наблюдаемыми высокочастотными осевыми коле-
баниями бандажных полок. Амплитуды этих колебаний  и вызываемые ими
возмущения напряженного состояния в окрестности концентратора напряже-
ний относительно невелики, однако число циклов при высокой частоте коле-

баний за время эксплуатации может достичь величин 
9 10

10 10÷ , что приводит
к необходимости исследования режима сверхмногоцикловой усталости
(СВМУ) и возможности усталостного  разрушения при уровне напряжений,
меньшем классического предела усталости материала [1].

В настоящее время отсутствуют экспериментально обоснованные мо-
дели многоосной усталости в режиме СВМУ. Поэтому для оценок долговеч-
ности применялись известные критерии многоосного усталостного разруше-
ния МЦУ (2), (4) и (6) с учетом  общих предположений о характере поведе-
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ния усталостных кривых в рассматриваемом режиме. Характерный вид уста-
лостной кривой показан на фиг.1, в данном режиме представляет интерес

правая ветвь при  
8

10N > .

3.1. Обобщенные критерии сверхмногоцикловой усталости
Для определения параметров модели в режиме СВМУ по одноосным

усталостным кривым используем  соображения, которые применялись при их
определении для режима МЦУ. При этом учтено подобие левой и правой
ветвей усталостной кривой с заменами  

B u
σ σ→ , 

u u
σ σ→ ɶ , 

0 0u u
σ σ→ ɶ , где  

u
σɶ  и

0u
σɶ  - «новые» пределы усталости на правой ветви усталостной кривой для

коэффициентов асимметрии 1R = −  и 0R = . Значения параметров для обоб-
щенной модели Сайнса (2) в режиме СВМУ имеют вид:

0
2 / 3

u
S σ= ɶ , 

8
10 2 ( ) / 3

u u
A

β σ σ−= − ɶ , 12(2 1) / 3s kα −= − ,   
1 0

/ / 2
u u

k σ σ− = ɶ ɶ

Аналогично, параметры обобщенной модели Кроссланда (4) в режиме
СВМУ имеют значения:

0
2 / 3 (1 2 / 3)

u c
S σ α= + −  ɶ  ,   

8
10 2 / 3 (1 2 / 3)( )

u u c
A

β σ σ α−= − + −  ɶ

Также определены параметры обобщенной модели Финдли (6) в режиме
СМВУ:

( )2

0
1 / 2

F Fu
S σ α α= + +ɶ  , 

8 2
10 ( 1 ) / 2( )

F Fu u
A

β σ σ α α−= − + +ɶ

Для расчетов выбраны следующие значения усталостных параметров титано-
вого сплава в режиме СВМУ 

u
σ =450Mpa, 

u
σɶ =250Mpa, 

0u
σɶ =200Mpa, β = -0.3.

3.2. Расчетная модель низкоамплитудных осевых колебаний
бандажных полок

Осевые смещения бандажных полок связаны с волновыми возмуще-
ниями, которые распространяются по угловой координате. На полный набор
лопаток обычно укладывается 12-16 полуволн. Это дает возможность ввести
в качестве крайних состояний элементарного цикла данного типа нагружения
два положения сектора диска с одной лопаткой. В этих положениях при ну-
левом осевом смещении правого конца бандажной полки  осевые смещения
левого конца направлены в противоположных направлениях и  в режимах
эксплуатации достигают величины порядка 1мм. Рассматриваемые низкоам-
плитудные воздействия накладываются на основное напряженное состояние
в полетном цикле нагружения.

На рис. 4,а показана схема приложения низкоамплитудных осевых сме-
щений. Таким образом, рассматриваются случаи, когда на левую границу
приходится максимум или минимум амплитуды колебаний, равной  ±1мм
при частоте 3000 об/мин.
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                             а                                                                   б
Рис.4 - Схема приложения низкоамплитудных осевых смещений (а) и оценки долговечно-

сти титанового диска в зоне концентрации (б)

3.3. Оценка долговечности элемента конструкции по критериям СВМУ
На рис. 4,б для окрестности левого угла контактного соединения диска

и лопатки (в зонах максимальной концентрации напряжений) показаны рас-
считанные величины числа циклов до разрушения N  для трех выбранных
критериев по напряженному состоянию (Сайнса, Кроссланда и Финдли) в
режиме СВМУ.

Несмотря на относительно невысокий уровень амплитуд напряжений в
цикле, расчетами показано, что и в этом случае возникают зоны возможного
усталостного разрушения,  расположенные в тыльной зоне левого угла паза
диска, примерно там же, где и в случае  полетных циклов нагружения. Вели-

чина N , при которой они появляются, имеет порядок  
9 10

10 10÷ , что в пере-
счете на реальное время процесса с периодом цикла 0.02с (при выбранной
частоте колебаний) дает величину 50 000 час, вполне достижимую в процессе
эксплуатации. Хотя эти оценки весьма приблизительны, они указывают на
принципиальную возможность развития усталостного разрушения  в указан-
ных зонах диска компрессора как по механизму МЦУ (полетный цикл на-
гружения), так и по механизму СВМУ (высокочастотные, низкоамплитудные
вибрации элементов конструкции). Тем большую опасность может иметь ре-
зультат взаимовлияния этих механизмов, поскольку они проявляют себя в
близкорасположенных зонах и на близких масштабах реального времени.

4. Модельные задачи для кольцевого диска
4.1. Напряженное состояние в режиме МЦУ

С целью подтверждения полученных результатов решены две модель-
ные задачи теории упругости о нагружении кольцевого диска с внутренним
радиусом a  и внешним радиусом b. В первой задаче к диску приложена
центробежная нагрузка, а на внешнем контуре переменное по углу радиаль-
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ное напряжение, моделирующее центробежную нагрузку от лопаток и согла-
сованное с ней по амплитуде (аналог режима МЦУ).

Для определения напряжений в диске решается бигармоническое урав-
нение  для функции Эри  с граничными условиями [9]:

2 0F∆ =
0rrσ =                   0rθσ =       при   r a=

0 ( )rr Sδσ σ θ=          0rθσ =       при  r b=
2/ /rr rF r F rθθσ = + ,    2/ /r rF r F rθ θ θσ = − ,      rrFθθσ =

   Здесь   2 2 2
0 1( ) / 2b bσ ρω= − ,  1b - внешний радиус лопатки, δ - ее ширина.

Периодическая функция распределения радиального напряжения на
внешнем контуре (один период 0 0/ /N Nπ θ π− < < ), 0N - число лопаток.

( ) 1Sδ θ =  при  [ ]/ 2, / 2θ δ δ∈ − , ( ) 0Sδ θ =  при [ ]/ 2, / 2θ δ δ∉ − .
Общее решение для функции Эри  получается методом разделения пе-

ременных:

( )2 2 cosn n n nF Ar Br Cr Dr nθ− + − += + + +
К вычисленным на его основе напряжениям добавляются напряжения

от центробежной силы в диске [10]. Зависимости радиальных rrσ  и танген-

циальных θθσ  напряжений от радиуса диска при 0θ = (под лопаткой) для
приведены на рис. 5,а.

                      
              а                                         б                                          в
Рис. 5 – Распределение напряжений при МЦУ нагружении (а); распределение на-

пряжений при кручении лопаток по- (б) и против часовой стрелки (в)
4.2. Напряженное состояние в режиме СВМУ

 Во второй задаче решается уравнение для изгиба диска под действием
переменных по углу крутящих моментов на внешнем контуре. Эти моменты
моделируют влияние колебаний лопаток (аналог режима СВМУ).

Уравнение для изгиба пластинки и граничные условия [10]:
2 0w∆ =

0rV =                    0rM =       при   r a=
*2 r

r

M
V

r
θ

θ
∂=
∂

           0rM =       при   r b= ,  где *
0 ( )rM Mθ δ θ= Ω
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1 ( )
2 r r

r

M rM
V M

r r
θ

θ θ
∂ ∂ = + − ∂ ∂ 

, ( )2
0 / /r rr rM D w w r w rθθν ν= − + +

( )2
0 / /rr rM D w w r w rθ θθν= − + + , ( )2

0(1 ) / /r rM D w r w rθ θ θν= − −
Периодическая функция распределения крутящего момента на внеш-

нем контуре (один период 0 02 / 2 /N Nπ θ π− < < ) отлична от нуля на интер-

валах [ ]1 0 0/ / 2, / / 2N Nπ δ π δΘ = − +  и [ ]2 0 0/ / 2, / / 2N Nπ δ π δΘ = − − − + .

( ) 1δ θΩ = при 1θ ∈Θ , ( ) 1δ θΩ = −  при 2θ ∈Θ , ( ) 0δ θΩ =  при 1 2,θ θ∉Θ ∉Θ .
Общее решение для изгибных смещений диска имеет вид:

( )2 2 cosn n n nw Ar Br Cr Dr nθ− + − += + + +
Компоненты напряжений связаны с моментами формулами [11]:

312 /rr rM z hσ =        312 /M z hθθ θσ =          312 /r rM z hθ θσ =
Величина  амплитуды крутящего момента равна 2

0 / 3M G hγδ=  и опре-
деляется из решения задачи о кручении пластины эллипсоидального попе-
речного сечения с полуосями δ  и h  и с погонным углом кручения  γ  в пред-

положении  hδ ≪  [11]. Жесткость диска 3 2
0 /12 / (1 )D Eh ν= − , модуль Юнга

Е, модуль сдвига G. Напряжения от центробежной силы в лопатках и диске,
определенные ранее, суммируются с полученными напряжениями от крутя-
щих моментов, соответствующих максимальным углам поворота лопаток по-
и против часовой стрелки.

Зависимости радиальных (сплошная линия), тангенциальных  (штрих-
пунктирная) и касательных (пунктирная) напряжений от радиуса диска для
крайних состояний цикла (под лопаткой) приведены на рис. 5,б и 5,в. В обоих
режимах МЦУ (рис.5,а) и СВМУ (рис. 5,б и 5,в) напряжения резко возраста-
ют в окрестности внешнего контура и приводят к появлению зон усталостно-
го разрушения.

4.3. Оценки долговечности в режиме МЦУ и СВМУ
На основе критерия многоосного усталостного разрушения Сайнса

(режим МЦУ) и его обобщения (режим СВМУ) были проведены оценки дол-
говечности N для рассматриваемых нагружений диска.

                                           
                     а                                                              б
Рис.6 – Распределение логарифма долговечности при МЦУ (а) и СВМУ режиме (б)
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Эти оценки для lgN приведены на рис. 6,а (~ 4.3 для МЦУ)  и рис.6,б (~
9.7 для СВМУ). С учетом значений периодов цикла Т=2ч и Т=0.02с легко вы-
числить, что усталостное разрушение в режимах МЦУ и СВМУ происходит
за примерно одинаковый период реального времени ~ 50 000ч. Тем самым
подтвержден вывод об альтернативности данных режимов усталостного раз-
рушения для титановых дисков.

Выводы.  В работе проведен сравнительный анализ и оценка долго-
вечности диска компрессора ГТД для двух альтернативных механизмов уста-
лостного разрушения МЦУ и СВМУ. Выполненные расчеты указывают на
близкое расположение зон усталостного разрушения и близость оценок дол-
говечности для МЦУ и СВМУ в реальном времени.

Работа выполнена в рамках ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры инно-
вационной России" на 2009-2013 годы и проектов РФФИ 12-08-00366-а, 12-08-01260-а.
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