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МОДЕЛИ МНОГООСНОГО УСТАЛОСТНОГО РАЗРУШЕНИЯ 
И ОЦЕНКА ДОЛГОВЕЧНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ

Исследуются критерии и модели многоосного разрушения в условиях
малоцикловой усталости (МЦУ). Определены параметры моделей на осно"
ве экспериментальных данных одноосных усталостных испытаний при раз"
личных коэффициентах асимметрии цикла. Описана процедура расчета на"
пряженного состояния диска компрессора газотурбинного двигателя (ГТД)
в полетном цикле нагружения. С использованием рассчитанного напря"
женного состояния с помощью моделей многоосного усталостного разру"
шения получены оценки долговечности диска компрессора. Результаты со"
поставлены с данными наблюдений при эксплуатации. 

Ключевые слова: модель многоосного усталостного разрушения, оценка
долговечности, концентрация напряжений, центробежная нагрузка, аэро"
динамическая нагрузка.

1. Введение. Данная работа содержит описание основных моделей многоосного
усталостного разрушения в условиях малоцикловой усталости (МЦУ), а также пример
их применения к оценке долговечности элементов конкретной технической кон"
струкции. 

В настоящее время существует несколько основных типов критериев и моделей
усталостного разрушения, позволяющих оценить число циклов нагружения образца
материала или элемента конструкции до разрушения по напряженному состоянию, по
деформированному состоянию или по накопленной повреждаемости. Определение
параметров рассматриваемых моделей является непростой экспериментальной зада"
чей и осуществляется, как правило, по результатам одноосных усталостных испыта"
ний на растяжение, кручение или изгиб с различными коэффициентами асимметрии
цикла.

Подходы, связанные с изучением кинетики роста усталостной трещины в зависи"
мости от числа циклов нагружения и вида напряженного состояния, в данной работе
не рассматриваются.

В качестве примера решена задача усталостного разрушения диска компрессора га"
зотурбинного двигателя (ГТД серии Д30) в полетных циклах нагружения. Приведено
описание вычислительной процедуры определения напряженно"деформированного
состояния (НДС) контактной системы диска и лопаток компрессора. На основе рас"
считанного НДС и выбранных критериев и моделей разных типов получены оценки
долговечности диска компрессора в условиях, моделирующих эксплуатационные. 

2. Модели многоосного усталостного разрушения. 2.1. Модели оценок по напряженно!
му состоянию. Основой для определения параметров моделей многоосного усталост"
ного разрушения являются экспериментальные кривые одноосных циклических ис"
пытаний при различных значениях параметра ассиметрии цикла , где

 и  – максимальное и минимальное значения напряжения в цикле. При опи"
= σ σmin maxR /

σmax σmin
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сании результатов одноосных испытаний на усталостную прочность принимаются
следующие обозначения:  – амплитуда напряжения в цикле,
Δσ = σmax – σmin – размах напряжений в цикле одноосного нагружения.

Используются два типа представления усталостных одноосных испытаний в виде
экспериментального набора точек (и/или соответствующих аппроксимирующих кри"
вых)  и , изображающих при разных значениях параметра асимметрии R
предельное число циклов до разрушения N для определенных значений амплитуды
напряжений  (первый тип) или максимального напряжения  (второй
тип). 

Экспериментальные данные одноосных испытаний описываются кривыми Велле"
ра, которые аналитически могут быть представлены соотношением Баскина [1–3]

(2.1)

где  – предел усталости,  – коэффициент усталостной прочности,  – показатель
усталостной прочности, N – число циклов до разрушения. Типичные результаты для
титанового сплава [4, 5] показаны на фиг. 1.

Задача исследования усталостного разрушения состоит в определении простран"
ственного распределения функции числа циклов до разрушения N из уравнений
типа (2.1), обобщенных на случай многоосного напряженного состояния и содержа"
щих рассчитанные напряжения в рассматриваемой конструкции.

Если представить зависимости  в виде  при , σa = σu0 + σc0N
β

при ,то соответствующие кривые  будут иметь вид:

при (2.2)

при  (2.3)

Отношение пределов усталости по кривым  при R = –1 и R = 0 равно

, где  и  – пределы усталости по кривым  при R = –1 и R = 0
соответственно. 

σ = σ − σmax min( ) 2a /

σ ( )a N σmax( )N

σ ( )a N σmax( )N

β
σ = σ + σu cN

σu σc β

σ ( )a N β
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Рассмотрим основные варианты обобщения результатов одноосных испытаний на
общий случай многоосного напряженного состояния.

2.1.1. Модель Сайнса. Обобщение одноосной усталостной кривой (2.1) на случай
многоосного напряженного состояния согласно [6] имеет вид:

, , (2.4)

где  – сумма главных напряжений, осредненная за цикл нагружения,  – изме"

нение октаэдрического касательного напряжения за цикл;  – его амплитуда; ,
S0, A,  – параметры, определяемые по данным эксперимента.

Для определения параметров модели по одноосным усталостным кривым перепи"

шем ее уравнение для одноосной кривой  при R = –1 и R = 0.

При R = –1 имеем , . Отсюда

следует . Сравнивая с одноосным представлением (2.2), можно

получить связи , .

При R = 0 имеем , . В ре"

зультате получим . Из (2.3) следует связь S0 =

= 2σu0 /6 + αs/2). Приравнивая значения S0, находим параметр .

Примем во внимание следующее обстоятельство. Представление одноосных уста"
лостных кривых соотношениями (2.1) справедливо, начиная с уровней N ~ 1000, до
этих значений  меняется незначительно и имеет порядок предела прочности σB

[1, с. 378], что показано на фиг. 2. Поэтому для оценки параметра A используем при"

ближенное соотношение: .

Выпишем окончательные выражения параметров многоосной модели через пара"
метры одноосных усталостных кривых при R = –1 и R = 0:

, , , (2.5)

2.1.2. Модель Кроссланда. Обобщение одноосной усталостной кривой на случай
многоосного напряженного состояния согласно [7] имеет вид:

, (2.6)
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где  – сумма главных напряжений, максимальная за цикл нагружения; парамет"
ры , S0, A,  подлежат определению.

Для определения параметров модели по одноосным усталостным кривым перепи"
шем ее уравнение для одноосной кривой  при R = –1 и R = 0.

При  имеем , .

Следовательно . Сравнивая с одноосным пред"

ставлением , находим

,

При R = 0 придем к выражениям , αc =

=αcσmax. В результате имеем . Сравнивая с одноосным

представлением , получаем, что . При"

равнивая значения S0, находим 
Повторяя соображения, высказанные при определении параметров предыдущей

модели, определяем уточненное значение A. Окончательные выражения для связи па"
раметров многоосной модели с параметрами одноосных усталостных кривых при
R = –1 и R = 0 имеют вид

(2.7)

Параметры , ,  и показатель степени  для различных материалов определяют"
ся по данным одноосных усталостных испытаний при различных коэффициентах
асимметрии цикла. 

Имея в виду конкретный расчетный пример, рассмотренный далее, приведем при"
ближенные значения параметров для титанового сплава Ti"6Al"4V [4, 5]: предел проч"
ности  MPa; пределы усталости по кривым  при R = –1 и R = 0 соответ"

ственно:  MРa и MРa; показатель степенной зависимости от числа
циклов β = –0.45; модуль Юнга E = 116 GРa; модуль сдвига G = 44 GРa; коэффициент
Пуассона ν = 0.32.

2.2. Модели оценок по деформированному состоянию. Классическое соотношение
Коффина–Мэнсона [1], описывающее одноосное усталостное разрушение по измене"
нию деформации в цикле нагружения, имеет вид: 

где  – коэффициент усталостной прочности (осевой),  – коэффициент усталост"
ной пластичности (осевой), b и c – соответствующие показатели усталостной прочно"
сти и пластичности.

Кратко перечислим модели, обобщающие соотношение Коффина–Мэнсона на
случай многоосного усталостного разрушения. Иллюстрация механизмов усталостно"
го разрушения, заложенных в каждой из перечисленных ниже моделей, заимствован"
ная из работы [8], приведена на фиг. 3, a, b, c.

2.2.1. Модель Брауна–Миллера. Модель предложена в [9], механизм усталостного
разрушения, соответствующий ей, проиллюстрирован на фиг. 3, а. В данной модели
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учитывается влияние деформаций, нормальных к площадке максимальных сдвиговых
деформаций:

(2.8)

где ;  – компоненты тензора деформации;  – размах максимальных

сдвиговых деформаций, достигаемых на некоторой площадке;  – размах нормаль"

ных деформаций на этой площадке;  – среднее за цикл нормальное напряжение

на этой площадке. Приближенные значения для коэффициентов даны в [8]: 

, 
2.2.2. Модель Фатеми–Соси. Модель предложена и развита в [10–13], механизм

усталостного разрушения проиллюстрирован на фиг. 3, b. В данной модели учитывает"
ся влияние напряжений, нормальных к площадке максимальных сдвиговых деформа"
ций:

(2.9)

Здесь  – максимальное за цикл нормальное напряжение на площадке, где дости"

гается ; σy – предел текучести материала;  – коэффициент усталостной прочно"

сти (сдвиговой);  – коэффициент усталостной пластичности (сдвиговой); b0 и c0 –
соответствующие показатели усталостной прочности и пластичности. Приближенное
значение коэффициента k равно k = 0.5 [13].

2.2.3. Модель Смита–Ватсона–Топпера. Модель предложена в [14], механизм уста"
лостного разрушения проиллюстрирован на фиг. 3, c. В данной модели учитывается
влияние напряжений, нормальных к площадке максимальных растягивающих дефор"
маций:

(2.10)

где  – изменение максимальной главной деформации в цикле;  – максималь"
ное нормальное напряжение на этой площадке.

Усталостные параметры титановых сплавов для данного класса моделей выбраны
следующим образом.

В [15] дана оценка для параметра , в [16] этот параметр оценивался как

 МРа. В [15–17] усталостные параметры (осевые) оценены так: ,
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b = –0.095, c = –0.69. Для сдвиговых усталостных параметров соотношения даны в [8]:

, , , . 

Окончательно в расчетах принималось:  МРа, , b = –0.095,

c = –0.69,  МРа, ,  = –0.095,  = –0.69, σy = 910 МРа.

Заметим, что похожие значения параметров приведены в [13]:  = 1180 МРа,

= 0.278, b = –0.025, c = –0.665,  = 881 МРа,  = 0.18,  = –0.082,  = –0.470,
σy = 910 МРа.

2.3 Модели усталостного разрушения с повреждаемостью. 2.3.1. Модель Лемэтра–
Шабоша. В работах [18–20] предложено дифференциальное уравнение для повреждае"
мости D, накапливаемой при многоосном циклическом нагружении:

,

,  

Интегрирование приводит к результату:

(2.11)

с сохраненными обозначениями из [20]:

,  

, ,

где  и  – максимальное и минимальное значение девиатора напряжений в

цикле нагружения, для угловых скобок принято обозначение:  при ,

 при . Параметры модели для титанового сплава, приведенные в [20],

имеют значения: β = 7.689, ,  1/МРа, ,  МРа,

 МРа.
2.3.2. Модель УЛ (Университет Льеж). Эта модель предложена и обоснована в [5].

Проинтегрированное дифференциальное уравнение для повреждаемости в этом слу"
чае дает результат

(2.12)

где сохранены обозначения из [5]:

, , ,

 

Параметры модели [5] имеют следующие значения: a = 0.467, b = 220 МРа,
= 0.572, C = 7.12 · 10–5,  = 0.75, s = 0.00105 1/МРа,  = 350 МРа,  = 1199 МРа. 
3. Пример расчета многоосного напряженного состояния и оценки долговечности эле<

ментов конструкций. 3.1. Расчетная модель диска компрессора. В качестве примера рас"
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смотрим задачу усталостного разрушения диска компрессора газотурбинного двигате"
ля в полетных циклах нагружения в условиях малоцикловой усталости. 

Ниже приведено описание вычислительной процедуры определения НДС контакт"
ной системы диска и лопаток компрессора во время полета и результаты расчетов. Об"
зор работ, посвященных этой тематике, сделан в [21]. По результатам расчета НДС на
основе выбранных критериев и моделей разных типов далее получены оценки долго"
вечности диска компрессора в условиях, моделирующих эксплуатационные.

Предполагается, что циклом многоосного нагружения системы диск"лопатка явля"
ется полетный цикл нагружения (ПЦН), состоящий в достижении максимальных на"
грузок на крейсерской скорости полета воздушного судна и соответствующих угловых
скоростях вращения диска компрессора. Задача состоит в определении долговечности
диска  (число ПЦН до разрушения) из соотношений (2.4), (2.6), (2.8), (2.9), (2.10),
(2.11), (2.12).

Для этого необходимо произвести расчет НДС системы диск"лопатка при действии
комбинации внешних нагрузок, представленных центробежными силами, распреде"
ленными аэродинамическими давлениями на лопатки и силами нелинейного кон"
тактного взаимодействия диска, лопаток и иных дополнительных учитываемых эле"
ментов конструкции, о которых говорится ниже.

В настоящее время формально существуют возможности решения связанной трех"
мерной задачи газодинамики и механики деформируемого твердого тела на основе со"
временных прикладных программных пакетов. Однако недостаточное быстродей"
ствие ЭВМ делает такое решение труднодостижимым. Поэтому в данной работе ана"
лиз трехмерного напряженно"деформированного состояния контактной системы
диска и лопаток компрессора (фиг. 4, 5) выполнен численно с помощью конечно"эле"
ментного пакета программ [22], а распределенные аэродинамические нагрузки опре"
делены приближенно аналитически с использованием классических решений об об"
текании решетки пластинок под произвольным углом атаки, полученных методами
ТФКП на основе гипотезы изолированного профиля [21, 23, 24] с учетом деформиро"
ванного состояния лопаток. 

Предполагается, что сечение лопатки с переменной круткой  является пластин"
кой длины 2a. Пусть ,  и  – скорость, давление и плотность газа на бесконечно"

N

γ( )r

υ
∞ ∞

p ρ
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сти; x – координата точек сечения пластинки; ; r – радиальная координата сече"

ния. Локальный угол атаки сечения равен . Локальный шаг

решетки равен , где  – число лопаток на диске.
Формулы для перепада давлений на поверхности лопатки в решетке, полученные

в [21], имеют вид: 

(3.1)

Сжимаемость газа учитывалась введением множителя Прандтля–Глауэрта ,

где M – число Маха набегающего потока; ; c – скорость звука,

. 
Приведенные формулы справедливы при выполнении условия дозвукового обтека"

ния  для любого сечения лопатки и использовались для определения
распределенных аэродинамических давлений на лопатки при расчете напряженно"де"
формированного состояния рассматриваемой контактной системы.

Параметры расчета принимались такими: угловая скорость вращения ω = 314 рад/с

(3000 об/мин), скоростной напор на бесконечности  = 26000 Н/м2, что соответ"
ствует скорости потока 200 м/с при плотности 1.3 кг/м3. Давление на лопатки прини"
малось равным дополнительному давлению по формуле (3.1). Общее количество ко"
нечных элементов не превосходит 100 000, что вполне приемлемо для проведения рас"
четов на персональном компьютере. Свойства материалов принимались следующими:
диск (титановый сплав): E = 116 GРa, ν = 0.32, ρ = 4370 кг/м3; лопатки (алюминиевый
сплав): E = 69 GРa, ν = 0.33, ρ = 2700 кг/м3; фиксирующие штифты (сталь):
E = 207 GРa, ν = 0.27, ρ = 7860 кг/м3 .

Расчет проводился в два этапа. На первом этапе на грубой сетке при упругом пове"
дении материала рассчитывались деформации целого диска компрессора вместе с ло"
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патками (фиг. 4), в результате определялись перемещения на границе сектора диска с
одиночной лопаткой (фиг. 5). На втором этапе проводился уточненный расчет сектора
диска с одной лопаткой (фиг. 5) на измельченной сетке при заданных граничных пере"
мещениях, рассчитанных на первом этапе. В расчетах учитывались цилиндрические
штифты, фиксирующие соединение каждой лопатки с диском, и бандажные полки.
Их влияние на НДС описано в работах [25, 26].

Взаимовлияние аэродинамических нагрузок и деформированного состояния систе"
мы диска и лопаток учтено в итерационном процессе поочередного уточнения нагру"
зок и деформированного состояния [25, 26]. Расчеты показали, что для достижения
приемлемой точности порядка 1% требуется 3–4 итерации. Наиболее опасными с точ"
ки зрения зарождения усталостных трещин, являются окрестности зон контакта диска
и лопаток, имеющих вид соединения типа “ласточкин хвост” [21]. В расчетах показа"
но, что наилучшее соответствие расчетных и экспериментально наблюдаемых зон
концентрации напряжений достигается при учете возможности отлипания и про"
скальзывания контактных границ диска и лопаток. На границе фиксирующего штиф"
та (фиг. 5) из технологических соображений ставились условия полного прилипания.
На фиг. 6 показана зона концентрации максимальных растягивающих напряжений в
левом (скругленном) углу паза в диске, в который вставляется лопатка. Видно, что
концентрация напряжений нарастает от фронтальной к тыльной части паза, что сов"
падает с данными о расположении зон зарождения усталостных трещин в тыльной ча"
сти диска [2].

3.2. Оценка долговечности элемента конструкции. На фиг. 7 для окрестности левого
угла контактного соединения диска и лопатки типа “ласточкин хвост” (в зонах макси"
мальной концентрации напряжений) показаны рассчитанные величины числа полет"
ных циклов до разрушения N для выбранных критериев и моделей многоосного уста"
лостного разрушения. На фиг. 8 рассматриваемая окрестность левого угла контактно"
го паза диска выделена сплошной линией. На фиг. 7 по горизонтальной оси отложена
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безразмерная координата закругления левого угла паза, по вертикальной оси отложе"
на безразмерная координата по глубине паза. 

Представленные результаты расчета напряженно"деформированного состояния и
оценки числа полетных циклов до разрушения N были сопоставлены с результатами
выполненного в [2] анализа наблюдаемых при эксплуатации закономерностей зарож"
дения и роста усталостных трещин у данного типа дисков. 

Критерии Сайнса, Лемэтра–Шабоша, Брауна–Миллера и Смита–Ватсона–Топпе"
ра дали оценку долговечности дисков ГТД на уровне 20000–50000 циклов. Критерии
Кроссланда и УЛ предсказали возможность усталостного разрушения менее, чем в
20000 полетных циклов. В целом, все эти критерии дали сходное расположение зон
усталостного разрушения. Критерий Фатеми–Соси дает результаты для долговечно"
сти порядка 100000 циклов. Расхождение оценки Фатеми–Соси с результатами, полу"
ченными по иным критериям, может свидетельствовать о том, что сдвиговой меха"

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

1.0

0.5

0.50 1.0

N ≥ 100000 > ≥ 50000 > ≥ 20000 > ≥ 1000 >

Сайнс Кроссланд УЛ Лемэтр
Браун"
Миллер

Фатеми"
Соси

Смит"Ватсон"
Топпер

Фиг. 7



32

Н.Г. Бураго, А.Б. Журавлев, И.С. Никитин

низм многоосного усталостного разрушения, отраженный в этом критерии, в чистом
виде в полетных циклах нагружения не реализуется. 

Выводы. В работе проведен анализ и идентификация параметров критериев много"
осного разрушения для малоцикловой усталости (МЦУ) по напряженному и дефор"
мированному состояниям, а также по накопленной повреждаемости.

Представлен пример использования данных моделей для исследования усталостно"
го разрушения дисков компрессора ГТД серии Д30. Для этого разработана расчетная
модель контактной системы диска и лопаток компрессора с учетом аэродинамических
и центробежных нагрузок, моделирующих эксплуатационные, и выполнены расчеты
напряженно"деформированного состояния. По различным критериям получены
оценки долговечности выбранных элементов конструкции, соответствующие разви"
тию процессов малоциклового усталостного разрушения с числом циклов до разруше"
ния ~10 000–100 000.

Авторы благодарят А.А. Шанявского за ценные обсуждения результатов работы в
процессе ее выполнения.

Исследование выполнено по планам ФЦП “Научные и научно"педагогические
кадры инновационной России” на 2009–2013 годы.
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