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В работе предлагается мультирежимная модель развития усталостного 
разрушения, основанная на эволюционном уравнении для функции повреждаемости. 
Параметры модели определены для различных режимов усталостного разрушения - 
малоцикловой и многоцикловой усталости (МЦУ, МНЦУ), а также режима 
сверхмногоцикловой усталости (СВМУ), соответствующего высокочастотному 
низкоамплитудному нагружению. Эта модель согласована с известными критериями 
многоосного усталостного разрушения для левой (МЦУ-МНЦУ) и правой (СВМУ) 
ветвей бимодальной усталостной S-N кривой [1].  

Для режима МЦУ-МНЦУ вводится функция повреждаемости 0 ( ) 1N  , 

которая описывает процесс постепенного циклического (усталостного) разрушения 

материала. При 1   материальная частица считается полностью разрушенной. Ее 

модули Ламе равны нулю.  Функция  повреждаемости   в зависимости от числа 

циклов нагружения N  для режима МЦУ-МНЦУ описывается уравнением: 

LHd dN B   , 0 1  . 

Число циклов до полного разрушения LHN  при 1   находится из уравнения 

для повреждаемости для однородного напряженного состояния: 
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Рис. 1. 
Критерий многоосного усталостного разрушения в режиме МЦУ-МНЦУ, 

соответствующий левой ветви бимодальной усталостной кривой (Рис.1) имеет вид: 



 

max/ 2 LH
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где 
2 2 2

1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( ) / 3                 - размах октаэдрического 

касательного напряжения за цикл, / 2 -  его амплитуда, max 1 2 3 max( )      - сумма 

главных напряжений, максимальная за цикл нагружения, 2 / 6 / (1 )LH u LHS k  ,   

310 2( ) / 6 / (1 )LH
LH B u LHA k     , 2(2 1) / 6 / (1 )LH LH LHk k    , 0/ (2 )LH u uk    [2]. 

Здесь B  - статический предел прочности материала,  u  - классический предел 

усталости материала при реверсивном цикле (коэффициент асимметрии цикла  R= -1),  

0u  - классический предел усталости материала при пульсирующем цикле 

(коэффициент асимметрии цикла R= 0), LH  - степенной показатель левой ветви 

бимодальной усталостной кривой. Из критерия усталостного разрушения получаем: 

1/310 ( ) / LH

LH B u LH uN


         ,   max6(1 ) / 2 / 2LH LH LHk        

Приравнивая значения LHN  из решения уравнения для повреждаемости и из 

критерия разрушения, получим выражение для коэффициента LHB   ( u LH B    ): 

 1/310 / (1 ) / ( ) / 1LH

LH B u LH uB


             

Аналогично, для режима СВМУ получены параметры эволюционного 

уравнения для повреждаемости: VHd dN B   ,  0 1  . 

Критерий многоосного усталостного разрушения в режиме СВМУ, 

соответствующий правой ветви бимодальной усталостной кривой (Рис.1) имеет вид: 

max/ 2 VH
VH VH VH VHS A N         

где 2 / 6 / (1 )VH u VHS k  , 810 2( ) / 6 / (1 )VH
VH u u VHA k     ,  0/ (2 )VH u uk     , 

2(2 1) / 6 / (1 )VH VH VHk k    [2]. Здесь u  - предел усталости материала при 

реверсивном цикле на правой ветви бимодальной усталостной кривой, 0u  - предел 

усталости материала при пульсирующем цикле на правой ветви бимодальной 

усталостной кривой,  VH  -  степенной показатель левой ветви бимодальной 

усталостной кривой. Коэффициент уравнения для повреждаемости равен 

( u VH u    ): 
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,  max6(1 ) / 2 / 2VH VH VHk        

Поведение поврежденного материала описывается уравнениями деградации 

его модулей упругости 0( ) (1 )     ,      0( ) (1 )     . 
Численная процедура решения дифференциального уравнения для функции 

повреждаемости состоит из следующих этапов. Рассчитываем напряженное  состояние  

в образце материала в одном цикле нагружения. Интегрируем уравнение d dN B    

для разностной аппроксимации функции повреждаемости в k-узле расчетной сетки при 

заданных дискретных значениях n
k  в моменты nN  и искомых 1n

k   в моменты 

1nN  : 1
1min(1.0, ( ) (1 )( ))n n n n n

k k k k k n nB H N N   
    . Отметим, что «время» развития 

усталостной поврежденности измеряется циклами (время t N ). Производится 

пошаговый расчет модулей упругости: 0( ) (1 )n n
k k     , 0( ) (1 )n n

k k     . Величина 

шага определяется условием 6
1 0.1/ [max( ( ) (1 )) 10 ]n n n

n n n k k k
k

N N N B H  
      ,  

обеспечивающим на каждом шаге максимальное приращение повреждаемости 0.1. 

Поскольку поврежденность меняется, то напряженное состояние пересчитывается на 

каждом шаге по «времени». Далее повторяем численную процедуру до тех пор, пока 

границы разрушенной области не выйдут на поверхность образца (макроскопическое 

разрушение). Для расчета единичного цикла нагружения деформируемого образца с 

дефектом или системой дефектов был использован оригинальный неявный 

безматричный алгоритм МКЭ [3]. С помощью предложенной модели решены задачи о 

развитии зон усталостной поврежденности в окрестности типичных дефектов 

структуры материала (микропоры, жесткие микровключения, микротрещины). 

Проведено сравнение полученных численных результатов с данными усталостных 

испытаний образцов из титановых сплавов в различных режимах циклического 

нагружения. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 

(проект №  19-19-00705). 
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