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Ââåäåíèå
Ýòà êíèãà ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èíòåðåñíû

òåì, êòî õî÷åò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäàõ è àëãîðèòìàõ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü óæå îñâîèë êóðñû ìàòåìàòèêè
âûñøåé øêîëû.

Ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèíÿòûé â êíèãå,
ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì: èíòåðïîëÿöèÿ, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâà-
íèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå, ðåøåíèå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è, íàêîíåö,
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ðàáîòû áîëüøèíñòâà èìåþùèõñÿ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòî-
ìó êðàòêèé è î÷åíü ïðîñòîé ïåðåñêàç ýòîé òåîðèè ïðèâåäåí óæå
â ñàìîì íà÷àëå êíèãè äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì ïðè èçëî-
æåíèè ìåòîäîâ àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé è ðåçóëüòà-
òàìè ýòîé òåîðèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè, ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãèõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ.

Ïîñêîëüêó çàäà÷è ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òî îñâåùåíà òåìà î ðåøåíèè ëèíåéíûõ è
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàðÿäó ñ òðàäèöèîííû-
ìè âàðèàíòàìè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ îïèñàíû ýôôåêòèâíûå èòåðà-
öèîííûå áåçìàòðè÷íûå ìåòîäû, ïðèâîäÿùèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé.

Â îáùåé ôîðìå, ïðèìåíèìîé êàê ê çàäà÷àì â èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, òàê è ê äèñêðåòèçèðîâàííûì çàäà-
÷àì, îïèñàíû îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷: êâà-
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çèëèíåàðèçàöèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèå (ïðîäîëæåíèå) ïî ïàðàìåò-
ðó è óñòàíîâëåíèå. Îïèñàíû ïðèåìû èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â ïðîöåññå èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Òàê êàê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷àñòî âûðàæàþò
óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ, òî ðàññìîò-
ðåíû çàäà÷è è ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê ôóíêöèîíà-
ëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Îïèñàíû îñíîâíûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëîâ è ñâåäåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ê çàäà÷àì áåç-
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.

Â ñâÿçè ñ ýâîëþöèîííûìè çàäà÷àìè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ìå-
òîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàëüíåéøåå îïèñàíèå ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè ïðè-
âÿçàíî ê èåðàðõèè ïîñòåïåííî óñëîæíÿþùèõñÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû îñíîâíûå ìåòîäû ðåùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîìåðíûõ
çàäà÷. Îïèñàíû îñíîâíûå âàðèàíòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,
ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîäà
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Ïîêàçàíà âàæíàÿ
ðîëü ñâîéñòâ êîíñåðâàòèâíîñòè, ñîãëàñîâàííîñòè (àïïðîêñèìà-
öèè) è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé äèñêðåòíûõ çàäà÷.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â îòáîðå ìàòåðèàëà äëÿ äàííîãî êóðñà
ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ÍÅ íà÷àòü èçëàãàòü îòäåëüíûå áîëåå çíà-
êîìûå àâòîðó âîïðîñû îñîáåííî îáñòîÿòåëüíî è íå ïðåâðàùàòü
êóðñ â ðóêîâîäñòâî ïðè âñåì ðàçäåëàì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêè. Ýòî íàðóøèëî áû áàëàíñ òåì è óáèëî áû ñàìó çàòåþ
ñîçäàíèÿ îçíàêîìèòåëüíîãî êóðñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó
ê çíàòîêàì ïðîñüáà íå âîçìóùàòüñÿ, åñëè èçëîæåíèå êàêîãî-ëèáî
âîïðîñà ïîêàæåòñÿ íåïîëíûì èëè ñëèøêîì ïîâåðõíîñòíûì.

Îñîáåííîñòüþ ïðèíÿòîãî â êíèãå ñòèëÿ èçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
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ìèíèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë. Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ ïî ìåðå âîçìîæíîñòè ïðåäïî÷òåíèå îòäàíî ñëîâåñíîìó
îïèñàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó àâòîð ïî ñîáñòâåííîìó
îïûòó çíàåò, ÷òî çà ëåñîì ôîðìóë î÷åíü ÷àñòî òåðÿåòñÿ ñìûñë
è ïðåäíàçíà÷åíèå âûêëàäîê. ×òîáû óäåðæàòü èíòåðåñ ÷èòàòåëÿ
ê èçëîæåíèþ àâòîð ñîçíàòåëüíî óïðîùàë èçëîæåíèå è ñîêðàùàë
îáúåì êíèãè çà ñ÷åò òåõ ìåñò â èçëîæåíèè, íàïèñàíèå êîòîðûõ
âûçûâàëî ñêóêó. Ñêó÷íûì, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ íåíóæíîå, èç-
ëàãàåìîå "äëÿ ïîðÿäêà".

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñïðàâî÷íûå
ìàòåðèàëû: ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, çàïèñü îñíîâ-
íûõ îïåðàòîðîâ â àáñòðàêòíîé òåíçîðíîé íîòàöèè, â êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàòàõ, êðàòêîå òîëêîâàíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì.

Êíèãà íàïèñàíà ïî ìàòåðèàëàì ëåêöèé, ÷èòàâøèõñÿ àâòîðîì
ñòóäåíòàì 5-õ êóðñîâ ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà, ÌÃÑÓ-ÌÈÑÈ è
ÐÃÒÓ-ÌÀÒÈ íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò.



Ãëàâà 1

Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â ÷èñëåííûå
ìåòîäû
1.1 Áàëàíñíîå óðàâíåíèå

Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèé
îïèðàåòñÿ íà çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå òàê íà-
çûâàåìûõ áàëàíñíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òèïè÷íîãî
áàëàíñíîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
òåïëà ∫

Ṽ

ρ
dU

dt
dV = −

∫

S̃

q · ndS +

∫

Ṽ

ρfTdV (1)

ãäå Ṽ - ïðîèçâîëüíûé îáúåì, S̃ - ïîâåðõíîñòü îáúåìà Ṽ , ρ -
ïëîòíîñòü, U - óäåëüíàÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû, t -
âðåìÿ, q - äèôôóçèîííûé òåïëîâîé ïîòîê, n - âíåøíÿÿ åäèíè÷-
íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, fT - âíåøíèé ìàññîâûé èñòî÷íèê
òåïëà, òî÷êà óìíîæåíèÿ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòî-
ðîâ. Èç óðàâíåíèÿ (1) âèäíî, ÷òî òåïëî â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
ïðèðàñòàåò èëè óáûâàåò áëàãîäàðÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èëè äèô-
ôóçèè òåïëà ÷åðåç ãðàíèöó (ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè) è çà
ñ÷åò ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ òåïëà (âòîðîå ñëà-
ãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ òåï-
ëî ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ýíåðãèè õàîòè÷íîãî (áðîóíîâñêîãî) äâèæåíèÿ
àòîìîâ è ìîëåêóë, à äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñðåä òåïëî ÿâëÿåò-
ñÿ ìåðîé ýíåðãèè êîëåáàíèé àòîìîâ è ìîëåêóë îêîëî ðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèé.
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Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà
∫

S̃

q · ndS =

∫

Ṽ

∇ · qdV

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1) ê âèäó
∫

Ṽ

ρ
dU

dt
dV = −

∫

Ṽ

∇ · qdV +

∫

Ṽ

ρfTdV

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà Ṽ ïîëó÷àåì äèôôåðåíöè-
àëüíóþ ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëà

ρ
dU

dt
= −∇ · q + ρfT

ãäå ∇ - îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Èñïîëüçóÿ êàëîðè÷åñêîå óðàâíåíèå

dU = cV dT

è çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå

q = −kT∇T
ïðèâîäèì (1) ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, íàçûâàåìîé óðàâíå-
íèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

ρcV
dT

dt
= ∇ · (kT∇T ) + ρfT

Îáùàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ òàê. Â îáëàñòè
{t ≥ 0, x ∈ V } òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ρcV dT/dt = ∇ · (kT∇T ) + ρfT (2a)

ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ:

t ≥ 0, x ∈ ST : T = TS(t,x) (2b)
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t ≥ 0, x ∈ S\ST : −(kT∇T ) · n = qS(t,x) (2c)

è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

t = 0 , x ∈ V : T = T 0(x) (2d)

çäåñü x = xex+yey+zez - ðàäèóñ âåêòîð, ∇ = ex∂/∂x+ey∂/∂y+
ez∂/∂z - âåêòîðíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ "íàáëà", ex , ey , ez - îðòû (åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå
áàçèñíûå âåêòîðû) äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z . Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà "íàáëà" äîñòàòî÷íî óêàçàòü åãî âèä â
êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ñäåëàíî â
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), åãî ïðåäñòàâëåíèå â äðóãèõ ñè-
ñòåìàõ êîîðäèíàò óñòàíàâëèâàåòñÿ àêêóðàòíîé çàìåíîé áàçèñíûõ
âåêòîðîâ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è (2) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò.

1.2 Êîíâåêòèâíûå ïîòîêè

Óïîðÿäî÷åííîå äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû íàçûâàåòñÿ êîíâåê-
òèâíûì. Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, îáëàäàþùàÿ òåïëî-
âîé ýíåðãèåé, â óïîðÿäî÷åííîì äâèæåíèè ïåðåòåêàåò ÷åðåç ãðàíè-
öû ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ, òî òåïëî, ïåðåíîñèìîå êîíâåêòèâíûì
ïîòîêîì, òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè áàëàíñà òåïëîâîé ýíåð-
ãèè. Ïðîèçâîëüíûå îáúåìû, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëèðîâàëàñü èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíî
ïîäâèæíûå ãðàíèöû. Ïðè ýòîì êîíâåêòèâíûå ïîòîêè õàðàêòåðè-
çóþò ïåðåòåêàíèå ñïëîøíîé ñðåäû ÷åðåç ãðàíèöû ýòèõ îáúåìîâ.

Â çàïèñàííîì âûøå óðàâíåíèè (1) êîíâåêòèâíûå ïîòîêè "ñïðÿ-
òàíû" â ÷ëåíàõ ñ ìàòåðèàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè d/dt .
Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåðèàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè
ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé áåñêîíå÷íî ìàëûõ ìàòåðèàëüíûõ
îáúåìîâ ñïëîøíîé ñðåäû ("ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö") è ñâÿçàíî ñ
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äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè ∂/∂t ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà-
÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîîòíîøåíèåì

d/dt = ∂/∂t + (v −w) · ∇ (5)

çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò èçìåíåíèå èñêî-
ìîé âåëè÷èíû âî âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èñïîëü-
çóåìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (ïîäâèæíûõ
èëè íåïîäâèæíûõ, ëþáûõ), à âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò èçìå-
íåíèå èñêîìîé âåëè÷èíû âî âðåìåíè çà ñ÷åò êîíâåêòèâíîãî äâè-
æåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíîé
ñðåäû (v) è "êîîðäèíàòíîé ñðåäû" (w).

Ïðè w = v êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû çàíóëÿþòñÿ è èìååì ëàãðàí-
æåâû êîîðäèíàòû. Ïðè w = 0 èìååì ýéëåðîâû êîîðäèíàòû. Â
îáùåì ñëó÷àå ïðè w 6= v èìååì ïðîèçâîëüíî ïîäâèæíûå êîîð-
äèíàòû.

Ñêîðîñòè v è w çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, ïîýòîìó â
îáùåì ñëó÷àå îäíà è òà æå òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ ôèêñèðîâàííûìè
çíà÷åíèÿìè íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò â ðàçëè÷-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü ëàãðàíæåâîé, ýéëåðîâîé èëè
ïðîèçâîëüíî ïîäâèæíîé.

1.3 Èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí

Ïî ïîâîäó èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà fT çàìåòèì, ÷òî îí ó÷èòûâàåò
ïðîèçâîäñòâî èëè ïîãëîùåíèå òåïëà âî âíåøíèõ ïðîöåññàõ, êîòî-
ðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çàäàííûå. Â ñëó÷àå îòäåëüíî ðàññìàò-
ðèâàåìîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëà ýòî ìîæåò áûòü ïðèðîñò èëè
óáûëü òåïëà çà ñ÷åò äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ñðåäû, âíóò-
ðåííåãî òðåíèÿ, òóðáóëåíòíîñòè, õèìè÷åñêèõ è ÿäåðíûõ ðåàêöèé,
îáëó÷åíèÿ. Ïðè ÿâíîì ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíî-
ãî ïðîöåññà â ïîñòàíîâêó çàäà÷è ââîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàí-
íîìó ïðîöåññó çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ èëè âåëè÷èíà, îïðåäåëÿ-
þùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ äèôôóçèîííîãî ïîòîêà ýòîé âåëè÷èíû è
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ñîîòâåòñòâóþùåå áàëàíñíîå óðàâíåíèå. Ïðè ýòîì òåïëîâîé èñòî÷-
íèêîâûé ÷ëåí îò òàêîãî òåïåðü ÿâíî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà
âûäåëÿåòñÿ èç "êîïèëêè" fT è çàïèñûâàåòñÿ â áàëàíñå òåïëà ÿâ-
íî è îòäåëüíî, à ÷ëåí fT ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåò îñòàâøèåñÿ
èñòî÷íèêè òåïëà îò âíåøíèõ ïðîöåññîâ.

Íàïðèìåð, åñëè â äîïîëíåíèå ê áàëàíñó òåïëà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äåôîðìàöèè âÿçêîé æèäêîñòè, òî ââîäèòñÿ íîâàÿ çàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ - âåêòîð ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû, çàïèñû-
âàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþøåå áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ èìïóëüñà -
óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ - è îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå
- çàêîí ñâÿçè âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ñ ãðàäèåíòàìè ñêîðîñòè. Ïðè
ýòîì â óðàâíåíèè áàëàíñà òåïëà ÿâíî ó÷èòûâàåòñÿ èñòî÷íèê òåï-
ëà îò âÿçêîãî òðåíèÿ, ðàâíûé ñêîðîñòè ðàáîòû âÿçêèõ íàïðÿæå-
íèé. Èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí fT òåïåðü íå ñîäåðæèò ñîñòàâëÿþùèõ,
ñâÿçàííûõ ñ âíóòðåííèì âÿçêèì òðåíèåì.

×èñëî áàëàíñíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìî-
æåò èñ÷èñëÿòüñÿ ñîòíÿìè. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ìíîãîêîìïîíåíò-
íîé ãèäðîäèíàìèêè ïðè îïèñàíèè ïðîòåêàþùèõ õèìè÷åñêèõ ðå-
àêöèé äëÿ êàæäîé ðåàãèðóþùåé êîìïîíåíòû ââîäèòñÿ åå êîíöåí-
òðàöèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå áàëàíñíîå óðàâíåíèå.

1.4 Ïðèìåðû áàëàíñíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì óïîìÿíóòûé âûøå ïðèìåð ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è äëÿ ñîâìåñòíîãî ó÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â äâè-
æóùåéñÿ âÿçêîé ýèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è
ó÷àñòâóþò áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè

dρ/dt = ∇ · qρ − ρ∇ · v (6)

ρdv/dt = ∇ · σ + ρg (7)

ρcV dT/dt = ∇ · q + σ : ∇v + ρfT (8)
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Îíè äîïîëíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ äèôôó-
çèîííûõ ïîòîêîâ ìàññû, èìïóëüñà è òåïëà

qρ = νρ∇ρ

σ = −p(ρ, T )I + λv(∇ · v)I + µv(∇v + (∇v)T )

q = kT∇T
ãäå νρ , λv , µv , kT - êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, p(ρ, T ) - äàâëåíèå,
ρg - ìàññîâûå ñèëû (îáúåìíûé èñòî÷íèê èìïóëüñà).

Â áàëàíñíîì ñîîòíîøåíèè äëÿ ìàññû (6) ïî "ïðèíöèïó ðàâ-
íîïðèñóòñòâèÿ"äîïèñàí ÷ëåí ñàìîäèôôóçèè ïëîòíîñòè (ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè), êîòîðûì îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò.

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ñàìîäèôôóçèÿ ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç
îïûòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçîòîïîâ, íî äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ
êîýôôèöèåíòû ñàìîäèôôóçèè îêàçûâàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëûìè. Çàìåòíûì âëèÿíèå ñàìîäèôôóçèè ìîæåò áûòü äëÿ ðàç-
ðåæåííûõ ñðåä.

Äàëåå ïðè àíàëèçå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè ÷ëåí ñàìîäèôôóçèè ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè
áàëàíñà ìàññû ÿâíî â âèäå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè èëè íåÿâíî â
âèäå àïïðîêñèìàöèîííîé âÿçêîñòè è ñëóæèò ðåãóëÿðèçàòîðîì, òî
åñòü äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì, óëó÷øàþùèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå.

1.5 Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (1)-(4). Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ãàëåð-
êèíñêàÿ ôîðìóëèðîâêà.

Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðîáíûõ ôóíêöèé, â
êîòîðîì ðàçûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå. Äëÿ èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ýëåìåíòàìè òàêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè ðåøåíèÿ è
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óäîâëåòâîðÿþùèå ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), çàäàþùèì
çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà ó÷àñòêå ãðàíèöû ST .

Äàëåå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âàðèàöèè ðåøåíèÿ êàê ðàçíîñòè äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ T ∗1 è T ∗2 ìíîæåñòâà ïðîáíûõ ôóíêöèé:

δT = T ∗1 − T ∗2 (9)

äëÿ êîòîðûõ î÷åâèäíî âûïîëíåíî îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

x = xe : δT = 0 (10)

èëè, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

x ∈ ST : δT = 0 (10a)

Â îñíîâå âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ëåæèò ñëåäóþùåå ïðîñòîå
ñîîáðàæåíèå: åñëè äëÿ ëþáîãî a ïðîèçâåäåíèå ab ðàâíî íóëþ, òî
b ðàâíî íóëþ è íàîáîðîò. Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ïðîèçâîëü-
íóþ âàðèàöèþ èñêîìîé ôóíêöèè δT è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì

xe∫

xb

cV
dT

dt
δTdx =

xe∫

xb

∂

∂x

(
kT
∂T

∂x

)
δTdx +

xe∫

xb

fTδTdx

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé,
ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ïðàâîé ÷àñòè

∂

∂x

(
kT
∂T

∂x

)
δT =

∂

∂x

(
kT
∂T

∂x
δT

)
− kT ∂T

∂x

∂δT

∂x

òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì íàøå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì
âèäå

xe∫

xb

(
cV
dT

dt
δT + kT

∂T

∂x

∂δT

∂x
− fTδT

)
dx =

(
kT
∂T

∂x
δT

)∣∣∣∣
xe

xb
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îòêóäà ïîñëå ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), (3) è (10) ñëåäóåò èñ-
êîìîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå:

xe∫

xb

(
cV
dT

dt
δT + kT

∂T

∂x

∂δT

∂x
− fTδT

)
dx = qSδT (xe) (11)

äîïîëíÿåìîå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

x = xb : T = TS(t) (12)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

t = 0 : T = T 0(x) (13)

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
èìååò âèä
∫

V

[cV
dT

dt
δT + kT∇T · ∇δT − fTδT ]dV =

∫

S\ST

qNδTdS (11a)

x ∈ ST : T = TS(t,x) (12a)

t = 0 : T = T 0(t,x) (13a)

Çàìåòèì, ÷òî âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó íåñëîæíî ïîëó-
÷èòü è ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ, ÷òî èíîãäà äåëàåòñÿ. Áîëüøîãî
ñìûñëà â ýòîì, îäíàêî, íåò, òàê êàê ýòî íå äàåò íèêàêîé âûãîäû
èç-çà òîãî, ÷òî ðåøåíèå ïî âðåìåíè âûñòðàèâàåòñÿ âðåìåííûìè
ñëîÿìè, îòâå÷àþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèì ìîìåíòàì
âðåìåíè, à øàã ïî âðåìåíè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ åäèíûì äëÿ
âñåé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ.

1.6 Ñëåäñòâèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ

Åñëè òåïåðü ïîäâåðãíóòü âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå îáðàòíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ, òî åñòü, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì,
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"ïåðåáðîñèòü" äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ âàðèàöèè èñêîìîé ôóíê-
öèè íà åå ïîòîê:

kT∇T · ∇δT = ∇ · (kT∇TδT )−∇ · (kT∇T )δT

òî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
∫

V

(cV dT/dt−∇ · (kT∇T )− fT )δTdV =

∫

S\ST

(kT∇T − qS)δTdS

îòêóäà ïî îñíîâíîé ëåììå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ëåììà Ýé-
ëåðà) ñëåäóþò óðàâíåíèå Ýéëåðà (èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå çàäà÷è (1a)) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòîêà (3a), íà-
çûâàåìûå, èìåííî ïîýòîìó, åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè (2a) íàçûâàþò
ãëàâíûìè.

1.7 Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Â íåêîòîðûõ âàðèàöèîííûõ ôîðìóëèðîâêàõ è ìåòîäàõ ðåøå-
íèÿ (â ÌÊÝ òîæå, â ÷àñòíîñòè) ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ó÷è-
òûâàþòñÿ â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàô-
íûõ ôóíêöèé èëè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâ-
êà çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä:

∫

V

[cV
dT

dt
δT + kT∇T · ∇δT − fTδT ]dV =

=

∫

ST

(δqL(T − TS)) + qLδT )dS +

∫

S\ST

qNδTdS (11b)

t = 0 : T = T 0(t,x) (13b)
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ãäå qL è δqL - ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà è åãî âàðèàöèÿ. Ìíîæèòåëü
Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíóþ èñêîìóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû ìíî-
æèòåëåì ïðè åå ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè ÿâëÿëîñü ãëàâíîå ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, ÷òî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå áóäåò ñëåäñòâèåì
ìîäèôèöèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ââåäåííûé âûøå ìíîæèòåëü
Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèîííûì ïîòîêîì ÷åðåç ãðàíèöó, íà
êîòîðîé çàäàíû ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå
íà òî, ÷òî èíòåãðàë â ÷ëåíå ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà áåðåòñÿ ïî
ó÷àñòêó ãðàíèöû ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

1.8 Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé

Â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ èñêîìîãî ãðàíè÷íîãî äèô-
ôóçèîííîãî ïîòîêà qL ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå qL =
−λ∗(T −TS) c áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì øòðàôà (λ∗ >> 1). ×åì
áîëüøå êîýôôèöèåíò øòðàôà, òåì òî÷íåå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ãëàâ-
íîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2a). Äëÿ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé âà-
ðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíèìàåò âèä

∫

V

[cV
dT

dt
δT + kT∇T · ∇δT − fTδT ]dV =

= −
∫

ST

2λ∗(T − TS)δTdS +

∫

S\ST

qNδTdS (11c)

t = 0 : T = T 0(t,x) (13c)

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé çíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòà øòðàôà ïîäáèðàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè (ìåòîäîì ïðîá è
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îøèáîê). Êîýôôèöèåíò øòðàôà äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì, ÷òîáû ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü ñ äîñòàòî÷-
íîé òî÷íîñòüþ. Íî îäíîâðåìåííî îí íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì
áîëüøèì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò
áûòü èñïîð÷åíî îøèáêàìè â ðåøåíèè ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâ-
íåíèé èç-çà óõóäøåíèÿ åå îáóñëîâëåííîñòè.

1.9 Çàäà÷à äëÿ ñêàëÿðíîãî áàëàíñíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è òåïëîïðî-
âîäíîñòè â îáëàñòè {xb ≤ x ≤ xe, t ≥ 0} :

ρcV
dT

dt
=

∂

∂x

(
kT (t, x, T )

∂T

∂x

)
+ ρfT (t, x, T ) (1)

t ≥ 0, x = xb : T = TS(t) (2)

t ≥ 0, x = xe : −kT ∂T
∂x

= qS(t, T ) (3)

t = 0, xb ≤ x ≤ xe : T = T 0(x) (4)

ãäå x - ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, t - âðåìÿ,
T - èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà, cV - êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå, kT - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, fT -
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà òåïëà, TS - çàäàííàÿ ãðàíè÷íàÿ
òåìïåðàòóðà, qS - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ãðàíè÷íîãî òåïëîâîãî ïîòî-
êà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè (2), (3)
è íà÷àëüíûì (4) óñëîâèÿìè.

1.10 Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ îáëàñòü ðåøåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ìàëåíüêèå ïîäîáëàñòè
ïðîñòîé ôîðìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ
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äâóõóçëîâûå îòðåçêè â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ, òðåõóçëîâûå òðå-
óãîëüíèêè â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ è ÷åòûðåõóçëîâûå òåòðàýäðû â
òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ. Ýòè ìàëåíüêèå ïîäîáëàñòè íàçûâàþò ÿ÷åé-
êàìè èëè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿùàÿ
èç òàêèõ ÿ÷ååê ñåòêà âîñïðîèçâîäèò ãåîìåòðèþ îáëàñòè ðåøåíèÿ,
íå ñîäåðæèò íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà ÿ÷ååê, ÿ÷ååê íåïîëîæè-
òåëüíîãî îáúåìà è ïóñòîò.

Â ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ ãåîìåòðèÿ îáëàñòåé ðåøå-
íèÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ CAD-ïðîãðàìì (Computer Aided
Design codes) è èñïîëüçóåòüñÿ â âèäå CAD-ôàéëîâ äëÿ çàäàíèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïðîãðàìì ãåíåðàöèè ñåòîê (ñåòî÷íûõ ãå-
íåðàòîðîâ). Åñëè âîçìîæíîñòè ýòèõ ïðîãðàìì óñòðàèâàþò, òî èõ
èñïîëüçóþò êàê "÷åðíûå ÿùèêè", â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè ïðî-
ãðàììû ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíî.

1.11 Âíóòðåííèå ýëåìåíòû.

Â ðàññìàòðèâàåìîé îäíîìåðíîé çàäà÷å ââåäåì ðàçáèåíèå îáëà-
ñòè ðåøåíèÿ [xb, xe] íà äâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòà [x1, x2] è [x2, x3] ,
ãäå x1 = xb , x3 = xe è xb < x2 < xe . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî óçëîâ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè N1 ðàâíî 3, ÷èñëî ýëåìåíòîâ N2 ðàâ-
íî 2, ×èñëî óçëîâ â ýëåìåíòå M ðàâíî 2. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññèâ
êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè xi , (i = 1, ..., N1) çàäàí. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà
ñåòêè îïðåäåëåíà ìàññèâîì íîìåðîâ ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ÿ÷åé-
êå óçëîâ J1(i, j) , i = 1, ..., N2; j = 1, ...,M . Çäåñü i íóìåðóåò
ýëåìåíòû, j ëîêàëüíî íóìåðóåò óçëû â ýëåìåíòàõ. Ëîêàëüíîìó
íîìåðó óçëà j â ýëåìåíòå i îòâå÷àåò ãëîáàëüíûé íîìåð ýòîãî óç-
ëà J1(i, j) . Èíôîðìàöèîííûé ìàññèâ J1 â íàøåì ñëó÷àå èìååò
âèä:

J1(1, 1) = 1 , J1(1, 2) = 2 , J1(2, 1) = 2 , J1(2, 2) = 3
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1.12 Ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû ââîäÿòñÿ
ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ãðàíèöà ïðåäñòàâëå-
íà òî÷êàìè x = xb è x = xe , ïîýòîìó íàäîáíîñòè â ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòàõ íåò. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñëó-
æàò îòðåçêè, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ êîíòóð ãðàíèöû. Â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíû ïîâåðõíîñòíûìè
òðåóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè. Ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû çàäàíû íîìåðàìè
îáðàçóþùèõ óçëîâ, êîòîðûå õðàíÿòñÿ â öåëî÷èñëåííîì ìàññèâå
J2(i, j) , i = 1, ..., N3; j = 1, ...,Mg , ãäå N3 - ÷èñëî ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, Mg - ÷èñëî óçëîâ â ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå. Ëîêàëüíî-
ìó íîìåðó óçëà j â ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå i îòâå÷àåò ãëîáàëüíûé
íîìåð ýòîãî óçëà J2(i, j) .

1.13 Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ïî âðåìåíè îáû÷íî ââîäèòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ðåøåíèÿ è ðåøåíèå èùåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âîçðàñòàþ-
ùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè tn , n = 1, 2, ... . Âåëè÷èíà ∆tn = tn−tn−1

íàçûâàåòñÿ øàãîì ïî âðåìåíè è ìîæåò áûòü ïåðåìåííîé. Ìíîæå-
ñòâî óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè tn ,
îáðàçóåò âðåìåííîé ñëîé n . Ðåøåíèå íà ñëîå n = 0 çàäàíî íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ óçëîâûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå T ni , ãäå i - ïðîñòðàíñòâåííûé íîìåð
óçëà, n - íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ.

Â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè (êîíå÷íîãî ýëåìåíòà) ðåøåíèå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî åãî çíà÷åíèÿì â óçëàõ èíòåðïîëÿöèåé. Â ïðîñòåéøèõ
ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Íàïðèìåð, â îäíî-
ìåðíîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå [x1, x2] íàøåé çàäà÷è ðåøåíèå èùåòñÿ
â âèäå

x ∈ [x1, x2] : T n(x) = d
(0)
11 T

n
J1(1,1) + d

(0)
12 T

n
J1(1,2) (14)
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à â îäíîìåðíîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå [x2, x3]

x ∈ [x2, x3] : T n(x) = d
(0)
21 (x)T nJ1(2,1) + d

(0)
22 (x)T nJ1(2,2) (15)

ãäå

d
(0)
11 =

x2 − x
x2 − x1

, d
(0)
12 =

x− x1

x2 − x1
, d

(0)
21 =

x3 − x
x3 − x2

, d
(0)
22 =

x− x2

x3 − x2

Ââåäåííîå ñ ïîìîøüþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå íåïðåðûâíî â îáëàñòè ðåøåíèÿ. Ïåðâûå ïðî-
èçâîäíûå îò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó êîíå÷-
íûìè ýëåìåíòàìè èìåþò êîíå÷íûé ðàçðûâ. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå
îò ïðèáëèæåíîãî ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì
èíòåðïîëÿíòîâ, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Äëÿ âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è (11)-(13) òðåáîâàíèÿ
ê ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ôîðìó-
ëèðîâêîé (1)-(4) îñëàáëåíû, ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê îíè â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è íå ó÷àñòâó-
þò. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå èìåëî èíòåãðèðóåìûå ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå. Ïîýòîìó âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà íàçûâàåòñÿ
ñëàáîé. ßñíî, ÷òî ïîíèæåííûå òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ
îáëåã÷àþò êîíñòðóèðîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ, òàê
êàê äîïóñêàþò áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ â äâó-
ìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ

x ∈ Vi : T n(x) =

M∑
j=1

d
(0)
ij (x)T nJ1(i,j) (16)

ãäå Vi - êîíå÷íûé ýëåìåíò íîìåð i , d(0)
ij (x) - ôóíêöèè ôîðìû â

ýëåìåíòå i äëÿ óçëà j , ðàâíàÿ åäèíèöå â ýòîì óçëå è ðàâíàÿ íóëþ
â îñòàëüíûõ óçëàõ, j - ëîêàëüíûé íîìåð óçëà â ýëåìåíòå, J1(i, j)
- ãëîáàëüíûé íîìåð óçëà j .

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàíî â ãëàâå ïðî èíòåðïîëÿöèþ.
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1.14 Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ

Ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ èìåþò âèä:

x ∈ Vi : ∇T n(x) =

M∑
j=1

d
(x)
ij (x)T nJ1(i,j) (17)

ãäå
d

(x)
ij (x) = ∇d(0)

ij (x) (18)

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå îò êîíñòàíòû ðàâíû íóëþ, òî êîýôôèöè-
åíòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì

M∑
j=1

d
(x)
ij (x) = 0 (19)

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò êîíñåðâàòèâíîñòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñ-
êðåòèçàöèè âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (îòñóòñòâèå âû÷èñëèòåëü-
íûõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ).

Â ðàññìàòðèâàåìîé îäíîìåðíîé çàäà÷å êîýôôèöèåíòû äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ðàâíû

x ∈ [x1, x2] : d
(x)
11 =

−1

x2 − x1
, d

(x)
12 =

1

x2 − x1
(20)

x ∈ [x2, x3] : d
(x)
21 =

−1

x3 − x2
. d

(x)
22 =

1

x3 − x2
(21)

1.15 Àïïðîêñèìàöèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ

Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâåííûå èíòåãðàëû â âàðèàöèîííîì
óðàâíåíèè ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íûè ýëåìåíòàì. Àïïðîê-
ñèìàöèþ ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè ïîêà ââîäèòü íå áóäåì, ïîëàãàÿ, ÷òî
èñêîìûå óçëîâûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìå-
íè Tn(t) . Õîòÿ â ïðåäåëàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè íåâûñîêèõ
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ñòåïåíåé, èíòåãðèðîâàíèå ïî îòäåëüíîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó âû-
ïîëíÿþò ÷èñëåííî, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå òàêîå èíòåãðèðîâàíèå
àíàëèòè÷åñêè âûïîëíèòü íåâîçìîæíî èç-çà òîãî, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû óðàâíåíèé ìîãóò íå èìåòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è
íåðåäêî îïðåäåëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè. Àëãîðèòìè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî çàäàåòñÿ àëãîðèòì (íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ
îïåðàöèé) âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïî çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþò êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé ÌÊÝ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
îáúåìà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà è âõîäÿùèõ â âàðèàöèîííîå óðàâíå-
íèå ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ. Ïîäðîáíîå òåîðåòè÷åñêîå îáñóæäå-
íèå ýòèõ òðåáîâàíèé ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñòðåíãà è Ôèêñà ïî
òåîðèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (1979).

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ
ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ â öåíòðå ýëåìåíòà è óìíîæàåò-
ñÿ íà îáúåì êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (â íàøåì îäíîìåðíîì ñëó÷àå - íà
åãî äëèíó). Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîä-
íûå ïî âðåìåíè, ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ òî÷êà-
ìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â óçëàõ êîíå÷íîýëåìåíòîé ñåòêè
(ôîðìóëà òðàïåöèé), ÷òî ïðèâîäèò ê äèñêðåòíûì óðàâíåíèÿì,
ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ ïî âðåìå-
íè.

Âàðèàöèè ðåøåíèÿ δT , òàê æå êàê è ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè èõ óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè. Äëÿ âàðèàöèé
òàêæå èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âèäà (16)-
(17).

Äèñêðåòèçèðîâàííîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(cV
dT1

dt
− fT )δT1

x2 − x1

2
+ (cV

dT2

dt
− fT )δT2

x3 − x1

2
+
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+(cV
dT3

dt
− fT )δT3

x3 − x2

2
+ kT

T2 − T1

x2 − x1

δT2 − δT1

x2 − x1
(x2 − x1)+

+kT
T3 − T2

x3 − x2

δT3 − δT2

x3 − x2
(x3 − x2) = qSδT3 (22)

è äîïîëíÿåòñÿ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (12)

x = x1 : T1(t) = TS(t) (23)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (13)

Tj(0) = T ∗j (j = 1, 2, 3)

1.16 Ìàòðè÷íûé ÌÊÝ

Îáû÷íî ñëåäóþùèé øàã â ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà
ÌÊÝ ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè äèñêðåòèçèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî
óðàâíåíèÿ (22) ê âèäó

N1∑
i=1

(

N1∑
j=1

MijdTj/dt +

N1∑
j=1

KijTj − Fi)δTi = 0 (24)

ãäå Mij - "ìàòðèöà ìàññ", Kij - "ìàòðèöà æåñòêîñòè", Fi - "âåê-
òîð âíåøíèõ ñèë". Òåðìèíû, âçÿòûå â êàâû÷êè, ïðèøëè èç òåõ
âðåìåí, êîãäà ïåðâîíà÷àëüíî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè-
ìåíÿëñÿ äëÿ ðàñ÷åòà äåôîðìèðóåìûõ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé.
Òåðìèíû âçÿòû â êàâû÷êè, òàê êàê òåïåðü, êîãäà ÌÊÝ ñòàë îá-
ùèì ìåòîäîì, èñïîëüçîâàíèå ýòèõ òåðìèíîâ ÿâëÿåòñÿ äàíüþ òðà-
äèöèè è â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýòè òðàäèöèîííûå
òåðìèíû çâó÷àò ñòðàííî, òàê êàê íè ìàññà, íè æåñòêîñòü, íè ñè-
ëû â çàäà÷å íå ôèãóðèðóþò. Òåì íå ìåíåå ýòè òåðìèíû íåðåäêî
èñïîëüçóþòñÿ, ïðè÷åì êàâû÷êè íå óïîòðåáëÿþòñÿ.

Ïîñêîëüêó äèñêðåòíûå âàðèàöèè ðåøåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü
ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, à âàðèàöèîííîå âûðàæåíèå ëåâîé ÷àñòè
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(24) ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæè-
òåëè ïðè äèñêðåòíûõ âàðèàöèÿõ ðàâíû íóëþ

N1∑
j=1

MijdTj/dt +

N1∑
j=1

KijTj − Fi = 0 , (i = 1, ..., N) (25)

Ñîîòíîøåíèÿ (25) ñîâìåñòíî ñ ãëàâíûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ðåøåíèå Tj(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíè-
åì äàííûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ, äëÿ
êîòîðûõ ðåøåíèå, êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè çàíóëÿþòñÿ. Äëÿ
ëàãðàíæåâà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîëàãàåòñÿ dT/dt = 0 , êîíâåê-
öèÿ îòñóòñòâóåò è òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ ñòàòè÷åñêèìè. Äëÿ
íåëàãðàíæåâà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû ñîõðàíÿ-
þòñÿ, çàíóëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå ∂T/∂t , à çàäà÷è íàçûâàþòñÿ ñòà-
öèîíàðíûìè.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè
(22) ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè äèñêðåòíûõ âàðèàöèÿõ ðå-
øåíèÿ, òîãäà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (22) ïðèìåò âèä

δT1((cV
dT1

dt
− fT )

x2 − x1

2
− kT T2 − T1

x2 − x1
)+

+δT2((cV
dT2

dt
− fT )

x3 − x1

2
+ kT

T2 − T1

x2 − x1
− kT T3 − T2

x3 − x2
)+

+δT3((cV
dT3

dt
− fT )

x3 − x2

2
+ kT

T3 − T2

x3 − x2
− qS) = 0 (26)

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè äèñêðåòíûõ âàðèàöèé ðåøåíèÿ
δTi ñëåäóåò, ÷òî ñóììû ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â ñêîáêàõ, ÿâëÿþùèåñÿ
ìíîæèòåëÿìè ïðè ýòèõ ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèàÿõ, ðàâíû íóëþ.
Ýòî è äàåò èñêîìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÊÝ.

Çàìåòèì, ÷òî â óçëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ó÷àñòêàì ãðàíèöû ñ
çàäàííûìè ãëàâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñ çàäàííîé èñêî-
ìîé ôóíêöèåé), äèñêðåòíûå âàðèàöèè ðåøåíèÿ íå ïðîèçâîëüíû,
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à òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó íà òàêèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû
óðàâíåíèÿìè ñëóæàò ñàìè ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó
â íàøåì ñëó÷àå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíå-
íèÿ (26) íóëþ íå ðàâíî è åãî íàäî çàìåíèòü ãëàâíûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (23). Åñëè ýòîãî íå ñäåëàòü, òî ìàòðèöà æåñòêîñòè áóäåò
âûðîæäåííîé. Âûðîæäåíèå ìàòðèöû æåñòêîñòè êàê ðàç è óñòðà-
íÿåòñÿ íàëîæåíèåì ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â íåñòàöèîíàð-
íûõ çàäà÷àõ ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü áåç
óùåðáà äëÿ êîððåêòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è..

Ñ ó÷åòîì ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñèñòåìà äèñêðåòíûõ
óðàâíåíèé (26) ïðèíèìàåò âèä

T1 = TS(t)

(cV
dT2

dt
− fT )

x3 − x1

2
+ kT

T2 − TS(t)

x2 − x1
− kT T3 − T2

x3 − x2
= 0

(cV
dT3

dt
− fT )

x3 − x2

2
+ kT

T3 − T2

x3 − x2
− qS(t) = 0 (27)

Ïðè çàïèñè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â âèäå (25) êîýôôèöèåí-
òû Mij , Kij è Fi èìåþò âèä:

M11 = 0, M22 = cV
x3 − x1

2
, M33 = cV

x3 − x2

2

Mij = 0, (i, j = 1, 2, 3 . i 6= j)

K11 = 1 , K12 = 0 , K13 = 0

K21 = 0 , K22 =
kT

x2 − x1
+

kT
x3 − x2

, K23 = − kT
x3 − x2

K31 = 0 , K32 = − kT
x3 − x2

, K33 =
kT

x3 − x2
, F1 = TS(tn)

F2 = fT
x3 − x1

2
+
kTTS(t)

x3 − x2
, F3 = qS + fT

x3 − x2

2
(28)
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1.17 Áåçìàòðè÷íûé ÌÊÝ

Ó ìàòðè÷íîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìîòðåííîãî
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå (ôîðìóëû (23)-(28)) èìåþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè N1 >> 1 õðàíåíèå ìàòðèö æåñòêîñòè
è èõ îáðàùåíèå òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò ðåñóðñîâ ÝÂÌ.

Âî-âòîðûõ, âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö æåñòêîñòè ïó-
òåì ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðè îáùèõ ìíîæèòåëÿõ âèäà
TiδTj , ÷àñòî ñëóæèò èñòî÷íèêîì îøèáîê, òðåáóåò òðóäîåìêîãî
òåñòèðîâàíèÿ è äåëàåò ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ òðóäíî ìîäèôèöèðó-
åìûìè ïðè èçìåíåíèÿõ ôîðìóëèðîâêè èñõîäíîé çàäà÷è èëè ïðè
èçìåíåíèÿõ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.

Èìååòñÿ ñâîáîäíûé îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ è áîëåå ïðîñòîé ñïî-
ñîá ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòîò ñïîñîá, íàçû-
âàåìûé áåçìàòðè÷íûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàí íà
íåïîñðåäñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòèçèðîâàííîãî âàðèàöè-
îííîãî óðàâíåíèÿ âèäà (22). Ïðè ýòîì âåñü ìàòåðèàë ïðåäûäóùå-
ãî ðàçäåëà (ôîðìóëû (23)-(28)) ñòàíîâèòñÿ àáñîëþòíî íåíóæíûì.

Èäåÿ áåçìàòðè÷íîãî ÌÊÝ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé, ðåàëèçóåìûõ ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê gi äèñêðåòíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ çàäàííîãî ïðîáíîãî ðåøåíèÿ Ti .

Ðàññìîòðèì áåçìàòðè÷íûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê ðàñ-
ñìîòðèì íà ïðèìåðå íåÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
âðåìåíè äèñêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÊÝ

N1∑
j=1

Mn
ij

T nj − T n−1
j

∆tn
+

N1∑
j=1

Kn
ijT

n
j − F n

i = 0 (29)

çäåñü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ T n−1
j íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñëîå

(t = tn−1) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè, à çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ T nj íà
âîåìåííîì ñëîå t = tn òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Ïðè ïîäñòàíîâêå
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â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (29) ïðîáíîãî ðåøåíèÿ T
n(k)
j , ãäå k =

0, 1, 2, ... (k - íîìåð èòåðàöèè), îíà áóäåò ðàâíà îòëè÷íîé îò íóëÿ
íåâÿçêå g(k)

i

g
(k)
i =

N1∑
j=1

Mn
ij

T
n(k)
j − T n−1

j

∆tn
+

N1∑
j=1

Kn
ijT

n(k)
j − F n

i (30)

Íîìåð èòåðàöèè âçÿò â êðóãëûå ñêîáêè. Ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ ïîçâîëÿåò ïî íàéäåííîé íåâÿçêå g(k)

i îïðåäåëèòü
óëó÷øåííîå çíà÷åíèå ïðîáíîãî ðåøåíèÿ T n(k+1)

i , òàê ÷òî g(k)
i → 0

ïðè k →∞ è T
n(k)
i → T ni , ãäå T ni - èñêîìîå ðåøåíèå.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê g(k)
i ïî çàäàííîìó ïðîáíîìó ðå-

øåíèþ T
n(k)
i íà îñíîâå äèñêðåòèçèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî óðàâ-

íåíèÿ (22)

(cV
T
n(k)
1 − T n−1

1

∆tn
−fnT1)δT1

x2 − x1

2
+(cV

T
n(k)
2 − T n−1

2

dt
−fnT2)δT2

x3 − x1

2
+

+(cV
T
n(k)
3 − T n−1

3

∆tn
−fnT3)δT3

x3 − x2

2
+kT

T
n(k)
2 − T n(k)

1

x2 − x1

δT2 − δT1

x2 − x1
(x2−x1)+

+kT
T
n(k)
3 − T n(k)

2

x3 − x2

δT3 − δT2

x3 − x2
(x3 − x2) = qne δT3 (22′)

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Íà÷àëî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê.
1) Ïðîáíîå ðåøåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì (â íàøåì ñëó÷àå ýòî óçåë 1)
T nk1 = T nb

2) Çàíóëÿþòñÿ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ íåâÿçêè gki := 0 (i =
1, 2, 3).

3) Â öèêëå ïî óçëàì (i=1,2,3) âû÷èñëÿþòñÿ âêëàäû â íåâÿçêó
îò íåñòàöèîíàðíûõ ÷ëåíîâ è îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ è èñïðàâëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ íåâÿçîê (â íàøåì ñëó÷àå ýòîìó öèêëó ñîîòâåòñòâóþò
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ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè)

g
n(k)
i := g

n(k)
i + (cV

T
n(k)
1 − T n−1

1

∆tn
− fnT1)V n

i

ãäå Vi - ïðèóçëîâûå îáúåìû:

V1 =
x2 − x1

2
, V2 =

x3 − x1

2
, V3 =

x3 − x2

2

4) Â öèêëå ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì âû÷èñëÿþòñÿ âêëàäû â
íåâÿçêó îò ïîòîêîâûõ ÷ëåíîâ è èñïðàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íåâÿçîê
(â íàøåì ñëó÷àå äâóì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòâåðòîå è ïÿ-
òîå ñëàãàåìîå â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè)

g
n(k)
1 := g

n(k)
1 + q

n(k)
[1] d11V[1] , g

n(k)
2 := g

n(k)
2 + q

n(k)
[1] d12V[1]

g
n(k)
2 := g

n(k)
2 + q

n(k)
[2] d21V[2] , g

n(k)
3 := g

n(k)
3 + q

n(k)
[2] d22V[2]

ãäå ïåðâàÿ ñòðîêà îòâå÷àåò ïåðâîìó ýëåìåíòó, à âòîðàÿ ñòðîêà îò-
âå÷àåò âòîðîìó ýëåìåíòó. Îáúåìû ýëåìåíòîâ V[1] è V[2] â äàííîì
îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðàâíû èõ äëèíàì. Íîìåðà ýëåìåíòîâ âçÿòû â
êâàäðàòíûå ñêîáêè. Ïîòîêè èìåþò âèä

q
n(k)
[1] = kT

T
n(k)
2 − T n(k)

1

x2 − x1
, q

n(k)
[2] = kT

T
n(k)
3 − T n(k)

2

x3 − x2

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñòðóêòóðà âêëàäîâ â íåâÿçêó îò
ïîòîêîâûõ ÷ëåíîâ âåçäå îäèíàêîâà: çíà÷åíèå ïîòîêà â ýëåìåíòå
óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ äëÿ äàííîãî óçëà è íà îáúåì ýëåìåíòà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ
íåñêîëüêèìè òî÷êàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíå÷íîìó
ýëåìåíòó ñòðóêòóðà ôîðìóë ñîõðàíèòñÿ. Òîëüêî ñóììèðîâàíèå
áóäåò ïî òî÷êàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à íå ïî ýëåìåíòàì.
Çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé òàêæå áóäóò îòâå÷àòü
òî÷êàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à âìåñòî îáúåìîâ ýëåìåíòîâ



1.17 Áåçìàòðè÷íûé ÌÊÝ 33

ìíîæèòåëÿìè áóäóò ñòîÿòü îáúåìû ýëåìåíòîâ, óìíîæåííûå íà
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòöðíûõ ôîðìóë.

5) Â öèêëå ïî ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòàì âû÷èñëÿþòñÿ âêëàäû â
íåâÿçêó îò ãðàíè÷íûõ ïîòîêîâ è èñïðàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íåâÿçîê
(â íàøåì ñëó÷àå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ ïîòîêîâ ïðåäñòàâëåíî îäíèì
÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè (22'))

g
n(k)
3 := g

n(k)
3 − qne

Â îáùåì ñëó÷àå ñòðîåíèå âêëàäîâ â íåâÿçêó îò ãðàíè÷íûõ ïî-
òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëà

∫

S\ST

qnNδTdS

è èìååò âèä ("âêëàä â íåâÿçêó â óçëå J2(i,j) îò ëîêàëüíîãî óçëà j
â ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå i")

g
n(k)
J2(i,j) := g

n(k)
J2(i,j) + q

n(k)
N LijS[i]

ãäå S[i] - ïëîùàäü ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, Lij - ôóíêöèÿ ôîðìû
ëîêàëüíîãî óçëà j â ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå i , J2(i, j) - ãëîáàëüíûé
íîìåð ëîêàëüíîãî óçëà j â ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå i .

6) Çíà÷åíèÿ íåâÿçîê â óçëàõ, â êîòîðûõ çàäàíû ãëàâíûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, çàíóëÿþòñÿ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî óçåë 1)

g
n(k)
1 = 0

Êîíåö àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàòðè÷íûì âàðèàíòîì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ áåçìàòðè÷íûé âàðèàíò çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Â àëãîðèòìå
áåçìàòðè÷íîãî ÌÊÝ òðóäíî ñäåëàòü îøèáêó, òàê êàê ïðàêòè÷å-
ñêè âñå ôîðìóëû îòâå÷àþò èñõîäíîé âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷è.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìà áåçìàòðè÷íîãî
ÌÊÝ îñòàåòñÿ òîëüêî ïîäîáðàòü ýôôåêòèâíûé èòåðàöèîííûé
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ïðîöåññ, îïèðàþùèéñÿ íà âû÷èñëåíèå íåâÿçîê. Òàêèì ýôôåêòèâ-
íûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäè-
åíòîâ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â
ôîðìóëàõ àëãîðèòìà íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ n îïóñòèì, èç óçëî-
âûõ çíà÷åíèé T nj èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâèì âåêòîð T è ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ g äëÿ âåêòîðà óçëîâûõ íåâÿçîê, g0 äëÿ îäíîðîä-
íîé ÷àñòè âåêòîðà íåâÿçîê, s - äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðà
íàïðàâëåíèÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ. Òî÷êè ìåæäó âåêòîðàìè â çàïè-
ñûâàåìûõ ôîðìóëàõ îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
ðàçìåðíîñòè N1 (÷èñëî íåèçâåñòíûõ). Áóêâîé k îáîçíà÷èì ñ÷åò-
÷èê èòåðàöèé.

Íà÷àëî àëãîðèòìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
1) Äëÿ k = 0 çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ T(0)

è âû÷èñëÿåì âåêòîð íåâÿçîê g(0)(T(0)) , ïîëàãàåì s(0) = g(0) .
2) Äëÿ èòåðàöèé k = 0, 1, ... äåëàåì ñëåäóþùåå.

Ïðîâåðÿåì êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé ïî ìàëîñòè íåâÿçêè
g(k) · g(k) < ε2

çäåñü ε - ìàøèííîå ýïñèëîí, òî åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äî-
áàâëåíèå êîòîðîãî ê åäèíèöå êîìïüþòåð íå ÷óâñòâóåò: äîáàâëÿé
åãî õîòü ìèëëèîí ðàç, ðåçóëüòàòîì áóäåò åäèíèöà. Äëÿ ÷åòûðåõ-
áàéòîâîé (32-áèòíîé) àðèôìåòèêè ε ≈ 0.000001 . Eñëè íåâÿçêà
óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ìàëîñòè, òî ðåøåíèå ñ÷èòàåòñÿ íàéäåí-
íûì.

Åñëè êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé íå âûïîëíåí, òî ïî íà-
ïðàâëåíèþ ïîèñêà ðåøåíèÿ s(k) âû÷èñëÿåì îäíîðîäíóþ ÷àñòü
âåêòîðà íåâÿçîê g0(s(k)) , Çàòåì ïðîâåðÿåì íåâûðîæäåííîñòü çà-
äà÷è. Åñëè

g0(s(k)) · s(k) < ε2

òî çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ âûðîæäåííîé è ðåøåíèå ïðåêðàùàåòñÿ, âû-
âîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå. Îáû÷íî ýòî ïðîèñõîäèò èç-
çà îøèáîê â èñõîäíûõ äàííûõ.
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Åñëè çàäà÷à íåâûðîæäåíà, òî íàõîäèì êîýôôèöèåíò α(k)

α(k) =
g(k) · s(k)

g0(s(k)) · s(k)

óòî÷íÿåì ðåøåíèå

T(k+1) = T(k) − α(k)s(k)

Îïðåäåëÿåì íîâîå çíà÷åíèå íåâÿçêè, äëÿ ýòîãî âìåñòî àëãîðèòìà
îïðåäåëåíèÿ íåâÿçêè èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

g(k+1) = g(k) − α(k)g0(s(k))

Îïðåäåëÿåì íîâîå íàïðàâëåíèå ïîèñêà ðåøåíèÿ

s(k+1) = g(k+1) − β(k)s(k)

ãäå êîýôôèöèåíò β(k) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

β(k) =
g(k+1) · g0(s(k))

g0(s(k)) · s(k)

Äàëåå ïðîâåðÿåì êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé ïî ìàëîñòè ïî-
ïðàâêè ê ðåøåíèþ. Åñëè

(α(k)s(k)) · (α(k)s(k)) < ε2

òî ðåøåíèå ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì.
Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ ÷èñëî èòåðàöèé. Åñëè k ïðåâûñèëî ÷èñ-

ëî íåèçâåñòíûõ N1 , à ðåøåíèå íå íàéäåíî, òî çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé, ïðîöåññ èòåðàöèé ïðåðûâàåòñÿ è âûâîäèòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå.

Åñëè êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé íå âûïîëíåí è ÷èñëî èòå-
ðàöèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî óâåëè÷èâàåì ñ÷åò÷èê èòå-
ðàöèé k := k+ 1 è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíþ ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Êîíåö àëãîðèòìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.
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Áåçìàòðè÷íûé âàðèàíò ÌÊÝ òðåáóåò äëÿ ðåàëèçàöèè 4 âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ìàññèâà äëèíîé N1 : T(k) , s(k) , g(k) , g

(k)
0 . Â ñàìîì

õóäøåì ñëó÷àå ÷èñëî îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî N 2
1 , òàê êàê

ïîëíîå ÷èñëî èòåðàöèé íå áîëåå N1 è íà êàæäîé èòåðàöèè ÷èñëî
îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî N1 . Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà äàåò ÷èñ-
ëî îïåðàöèé, ïðîïîðöèîíàëüíîå N 3/2 , à ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè ÷èñëî îïåðàöèé íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ìîæåò
ñòàòü ïðîïîðöèîíàëüíûì N1 , òî åñòü, ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëà îïå-
ðàöèé â íåÿâíûõ ñõåìàõ äëÿ ìàëûõ âðåìåííûõ øàãîâ ñòàíîâèòñÿ
òàêîé æå, êàê äëÿ ÿâíûõ ñõåì.

Ïîÿñíèì ïîíÿòèå îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è. Ïóñòü ìèíèìàëü-
íîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàäà÷è Ax = b îáîçíà÷åíû
λmin è λmax . Ïóñòü â âåêòîðå ïðàâîé ÷àñòè b äîïóùåíà ïî-
ãðåøíîñòü ∆b . Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ∆x ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

max|∆x| ≈ Cmax|∆b|
ãäå C = λmax/λmin - ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è. Åñëè C >>
1 , òî íåçíà÷èòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â çàäàíèè ïðàâîé ÷àñòè, âîç-
íèêøàÿ, íàïðèìåð, èç-çà îãðàíè÷åííîé ðàçðÿäíîñòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ ÷èñåë íà ÝÂÌ, ìîæåò âûçâàòü êàòàñòðîôè÷åñêèå îøèáêè â
îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à ïëî-
õî îáóñëîâëåíà. Óëó÷øèòü îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è ìîæíî, åñëè
óìíîæèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1 , ïðè
ýòîì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñòàíåò ðàâíûì åäèíèöå, à ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ïðåäñòàíåò â ðàçðåøåííîì âèäå. Êîíå÷íî, îáðàò-
íàÿ ìàòðèöà íåèçâåñòíà, ïîýòîìó äëÿ óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííî-
ñòè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå
ïðåäîáóñëîâëèâàíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â óìíîæåíèè ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé íà ïðèáëèæåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó äèñêðåòèçèðîâàííîé
çàäà÷è.

Äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè-
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áëèæåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî îïðåäåëèòü, îáðàùàÿ äèà-
ãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ñèñòåìû, êîòîðûå íåòðóäíî îïðåäåëèòü ïåðåä íà÷àëîì
èòåðàöèé. Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ñâåäåòñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðà
íåâÿçêè íà êàæäîé èòåðàöèè íà ýòó ïðèáëèæåííóþ îáðàòíóþ
ìàòðèöó.



Ãëàâà 2

Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû
2.1 Ñõåìà ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ

Â îáùåé îïåðàòîðíîé ôîðìå èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà òàê:

F(y) = 0 (1)

ãäå y - èñêîìûé ýëåìåíò (áåñêîíå÷íîìåðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé Y , F - (íåëèíåéíûé) îïåðàòîð èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå G . Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïîëó÷à-
þò, êàê ïðàâèëî, ïî ñëåäóþùåé ñõåìå, íàçûâàåìîé ïðîåêöèîííûì
ìåòîäîì. À èìåííî, ðåøåíèå y èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
àïïðîêñèìàöèîííîìó áàçèñó {ϕj}kj=1 , îïðåäåëÿþùåìó k -ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé Y (k) ñ ýëåìåíòàìè ñëåäó-
þùåãî âèäà:

y(k) =

k∑
j=1

ỹjϕj (2)

ãäå íàáîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ {ỹj}kj=1 èíîãäà
íàçûâàþò êàðêàñîì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ðàññìàòðèâàþò
êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà êàðêàñîâ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Y k .
Ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â èñõîäíîå
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ íåâÿçêà

R(k) = F(y(k)) (3)

Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì (k ) êîýôôèöèåíòîâ, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî óäîâëå-
òâîðèòü òîëüêî ïðèáëèæåííî, òðåáóÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ïðîåêöèé
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íåâÿçêè íà k -ìåðíîå ïðîåêöèîííîå ïðîñòðàíñòâî G(k) , îïðåäåëÿ-
åìîå ñâîèì áàçèñîì ψi (i = 1, ..., k) . Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ((a, b)) è îðòîãîíàëüíîñòè
((a, b) = 0), ïîñëå ÷åãî óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçêè è ïðî-
åêöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíèìàþò âèä:

(R(k), ψi) = 0 (4)

ãäå i = 1, ..., k . Óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé (íåëèíåéíûõ) àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è îïðåäåëÿþò äèñêðåòèçèðîâàííóþ çà-
äà÷ó ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà îòíîñèòåëüíî êàðêàñîâ ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé. Ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìàöèîííîãî è ïðîåêöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâ äîëæíû ñîâïàäàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî óðàâíåíèé
ðàâíÿëîñü ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

Ðàñ÷åòíûå ñõåìû âèäà (1)-(4) íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè Ãàëåð-
êèíà. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ðàçíîîáðàçèå ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ
àïïðîêñèìàöèîííîãî è ïðîåêöèîííîãî áàçèñîâ, êàæäîìó èç êîòî-
ðûõ îòâå÷àåò ñâîé âàðèàíò ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà. Êîãäà õîòÿò
ïîä÷åðêíóòü ðàçëè÷èå àïïðîêñèìàöèîííîãî è ïðîåêöèîííîãî áà-
çèñîâ, ãîâîðÿò î ìåòîäàõ Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà, íàîáîðîò, ïðè ñîâ-
ïàäåíèè áàçèñîâ ãîâîðÿò î ìåòîäàõ Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.

Åñëè óðàâíåíèå (1) âûðàæàåò óñëîâèÿ ìèíèìóìà íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëà Φ(y)

δΦ = (
∂Φ

∂y
, δy) = 0 =⇒ ∂Φ

∂y
= F(y) = 0 (6)

ãäå δy ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèåé ðåøåíèÿ, òî åñòü ðàçíîñòüþ äâóõ ïðî-
èçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå y(k) ïîäñòàâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ôóíê-
öèîíàë Φ è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèé ìèíè-
ìóìà äèñêðåòèçèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà

δΦ(y(k)) =

k∑
j=1

∂Φ(y(k))

∂ỹj
δỹj = 0 (7)
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òàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ðèòöà.
Ôóíêöèîíàëû Φ , èìåþùèå ìèíèìóì íà ðåøåíèè èñõîäíîé çà-

äà÷è (1) ìîæíî ïîñòðîèòü èñêóññòâåííî, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòî-
äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

Φ(y) = (F(y),F(y)) (8)

2.2 Tåîðåìû î ñõîäèìîñòè

Íåêîòîðûå ïîëåçíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé ëèíåàðèçàöèåé
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îêîëî ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà y0 ∈ Y

F(y0) + F′y(y0)(y − y0) ≈ 0

êîòîðóþ ïåðåïèøåì òàê:

Ay = g (10)

ãäå A = F′y(y0) - îïåðàòîð ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, g =
F′y(y0)y0 − F(y0) - èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Îòâå÷àþùàÿ ýòîìó
óðàâíåíèþ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäà
Ãàëåðêèíà èìååò âèä:

Aky
k = gk (11)

ãäå yk = {ỹi}ki=1 - êàðêàñ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, âûðàæåíèÿ
äëÿ ìàòðèöû Ak è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè gk = {g̃i}ki=1 èìåþò âèä

Ak = {(ψi, Aϕj)}ki,j=1 , gk = {(ψi, g)}ki=1 (12)

Îáîçíà÷èì îïåðàöèè äèñêðåòèçàöèè ðåøåíèÿ è óðàâíåíèÿ çà-
äà÷è îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ pk : Y → Y k è Pk : G→ Gk .
Çäåñü Y k è Gk - ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèÿ {ỹi}ki=1 è ïðàâîé ÷àñòè {g̃i}ki=1 ïî áàçèñàì {ϕi}ki=1 è {ψi}ki=1 :

yk = pky
(k) , gk = Pkg

(k) (13)
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Íàîáîðîò, ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ýëåìåíòàì
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåàëèçóåòñÿ îïåðàòîðàìè âîñïîë-
íåíèÿ p̃k : Y k → Y (k) è P̃k : Gk → G(k) . Çäåñü Y (k) è G(k)

ïðîñòðàíñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ïðàâûõ ÷àñòåé:

y(k) =

k∑
i=1

ỹiϕi , g(k) =

k∑
i=1

g̃iψi (14)

èëè
y(k) = p̃ky

k , g(k) = P̃kg
k (15)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ è âîñïîëíåíèÿ íå ÿâ-
ëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Çäåñü è äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ
íîðìèðîâàííûìè. Ðåøåíèå äèñêðåòèçèðîâàííîé çàäà÷è yk îòëè-
÷àåòñÿ îò äèñêðåòíîé ïðîåêöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ pky íà âåëè÷è-
íó:

τk = ||yk − pky||
íàçûâàåìóþ îøèáêîé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
êàðêàñîâ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé Y k .

Áëèçîñòü èñõîäíîãî è äèñêðåòèçèðîâàííîãî óðàâíåíèé õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ìåðîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðàÿ ñðàâíèâàåò ðåçóëüòà-
òû äâóõ âîçìîæíûõ ïóòåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çà-
äà÷è â äèñêðåòíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè gk . Ïåðâûé ïóòü ñîñòîèò
â ïîäñòàíîâêå ðåøåíèÿ â èñõîäíûé îïåðàòîð çàäà÷è è ïðîåêòè-
ðîâàíèè ðåçóëüòàòà íà ïðîåêöèîííîå ïðîñòðàíñòâî Gk :

y → Ay → Pk(Ay)

Âòîðîé ïóòü ñîñòîèò â ïðîåêòèðîâàíèè ðåøåíèÿ íà àïïðîêñèìà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé ðåçóëüòàòà â
äèñêðåòíûé àíàëîã èñõîäíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è:

y → pky → Akpky
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ãäå Ak : Y k → Gk - äèñêðåòíûé àíàëîã èñõîäíîãî îïåðàòîðà çà-
äà÷è. Õîòÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî äâóì ïóòÿì ïðèíàäëåæàò
ïðîåêöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó Gk , îíè íå ñîâïàäàþò. Èõ îòëè÷èå
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíà

γk = ||Akpky − PkAy||
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìåðîé àïïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü äëÿ ìåðû àïïðîêñèìàöèè γk = ||Akpky − PkAy|| èìååò
ìåñòî îöåíêà γk = Ck−N , ãäå ÷èñëî N > 0 âîçìîæíî ÿâëÿåòñÿ
äðîáíûì è õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìåðû àïïðîêñèìà-
öèè ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè k ïðîåêöèîííîãî è àïïðîêñèìàöèîííî-
ãî ïðîñòðàíñòâ. Ýòî ÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìà-
öèè.

Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà äèñêðåòèçèðîâàí-
íîé çàäà÷è ||A−1

k || ≤ M < ∞ Ïðè ýòîì âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ
ìàëû, åñëè ìàëû âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé è îïåðàòîðà çàäà-
÷è.

Òåîðåìà o ñõîäèìîñòè êàðêàñîâ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé.Èç àïïðîêñèìàöèè γk → 0 è óñòîé÷èâîñòè ||A−1

k || ≤ M <
∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü: τk → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: ïîñêîëüêó Aky
k = gk = Pkg = PkAy , òî

||pky − yk|| = ||A−1
k (Akpky − Aky

k)|| ≤
≤ ||A−1

k ||||Akpky − Pkg|| ≤Mγk → 0

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Eñëè
êàðêàñû ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñõîäÿòñÿ ( βk = ||A−1

k ||γk →
0 ), à îïåðàòîð âîñïîëíåíèÿ êîððåêòåí ( ||p̃kpky − y|| → 0 )
è îãðàíè÷åí ( ||p̃k|| ≤ P < ∞ ), òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ
ñõîäÿòñÿ: y(k) → y .

Äîêàçàòåëüñòâî:
||y(k) − y|| = ||p̃kyk − y|| ≤
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≤ ||p̃kyk − p̃kpky|| + ||p̃kpky − y|| ≤
≤ ||p̃k||||pky − yk|| + ||p̃kpky − y|| =

= ||p̃k||||pky − A−1
k Aky

k|| + ||p̃kpky − y|| =
= ||p̃k||||A−1

k Akpky − A−1
k PkAy|| + ||p̃kpky − y|| ≤

≤ ||p̃k||βk| + ||p̃kpky − y|| → 0

2.3 Oøèáêè ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçëè÷àþò: îøèáêó â çàäàíèè îïå-
ðàòîðà çàäà÷è ∆A , îøèáêó â çàäàíèè ïðàâîé ÷àñòè ∆g è îøèáêó
â âû÷èñëåíèè íåâÿçêè óðàâíåíèÿ ∆s .

Ñóììàðíàÿ îøèáêà ∆y îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

(A + ∆A)(y + ∆y) = g + ∆g + ∆s

è ïîä÷èíåíà ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó, âûâîä êîòîðîãî ìîæíî
íàéòè â êíèãå Ãàâóðèíà (1970):

||∆y|| ≤ cond(||A||)
1− cond(A) ||∆A||||A||

[||∆A||
||A|| +

||∆g|| + ||∆s||
||g||

]

ãäå condA = ||A−1||||A|| - ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà À.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ äèñêðåòíûõ óðàâíå-
íèé.

Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà îáó-
ñëîâëåííîñòè (cond(A) >> 1) âëèÿíèå îøèáîê ïðèâîäèò ê ïîòåðå
òî÷íîñòè. Çàäà÷è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
ÿâëÿþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè. Îíè íóæäàþòñÿ â ðåãóëÿðèçà-
öèè, òî åñòü, â óëó÷øåíèè ñâîéñòâ ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-
íèé ê âèäó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.



44 Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû

2.4 Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñõåìó ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ â ñëó÷àå ýâîëþöè-
îííûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå çàïèñü èñõîäíîé çàäà÷è â îïå-
ðàòîðíîé ôîðìå ñîäåðæèò íåñòàöèîíàðíûé ÷ëåí ñ ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè:

∂ty = Ay − g
è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y|t=0 = y0

Êàê è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà ðåøåíèå
èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì, íî ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè

y(k) =

k∑
i=1

ỹi(t)ϕi(r)

Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå êàê è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ âûðàæàþò îðòîãîíàëüíîñòü íåâÿçêè ê ïðîåêöèîííîìó ïðî-
ñòðàíñòâó, íî èç-çà íåñòàöèîíàðíûõ ÷ëåíîâ ïðèíèìàþò âèä ñè-
ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè

k∑
j=1

(ψi, ϕj)∂tỹj = (ψi, g)−
k∑
j=1

(ψi, Aϕj)ỹj , i = 1, 2, ..., k.

äîïîëíåííîé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå òàêæå ñêàëÿðíûì
óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû ïðîåêöèîííîãî áàçèñà ïðèâîäÿòñÿ ê íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ êàðêàñîâ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

k∑
j=1

(ψi, ϕj)ỹj(0) = (ψi, y
0)

Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ
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ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè, íàïðèìåð,
òàêàÿ:

yn+1 − yn
∆tn

= Ayn+1 − gn+1

ãäå èíäåêñ n íóìåðóåò âðåìåííûå ñëîè, ∆tn - øàã ïî âðåìåíè.
Äëÿ âåëè÷èí íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå (n+1) âîçíèêàåò âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à, òàê ÷òî âñå ðàíåå ðàññìîòðåííûå
ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ýòîì ñëó÷àå.

2.5 Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
è ôîðì êîëåáàíèé, êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê è ôîðì ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè, ïîñòðîåíèåì ñïåêòðàëüíûõ áàçèñîâ, à òàêæå â ñâÿçè ñ
îïðåäåëåíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ çàäà÷ (ñì.
äàëåå ãëàâó ïðî âåòâëåíèå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé).

Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò
âèä:

Ay = λBy

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = 0 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ çíà÷å-
íèé ÷èñëà λ è èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (ñîáñòâåííûå ôóíêöèè) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ). Ïðîåêöèîí-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà:

y(k) =

k∑
i=1

ỹiϕi(r)

Äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûðàæàþò îðòîãîíàëüíîñòü íåâÿçêè ê
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ïðîåêöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó ñ áàçèñîì {ψi}ki=1 è èìåþò âèä:

Aky
k = λBky

k

ãäå
Ak = {(ψi, Aϕj)}ki,j=1 , Bk = {(ψi, Bϕj)}ki,j=1

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ äàëåå ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû.

Äðóãîé ýôôåêòèâíûé ìåòîä îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé,
îñíîâàí íà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ. Ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

λ1 = min
y∈Y

(Ay, y)

(By, y)

Ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λm , m = 2, 3, ... òàêæå îïðå-
äåëÿþòñÿ çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè

λm = min
y∈Y \Ym−1

(Ay, y)

(By, y)

ãäå Ym−1 - îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà (m-1) cîáñòâåííûõ ôóíêöèé,
îòâå÷àþùèõ ïåðâûì (m-1) ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Ïîäðîáíîå ïðàê-
òè÷åñêîå îïèñàíèå óïîìÿíóòûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ (Ìèõëèí, 1970)
è (Óèëêèíñîí, Ðàéíø, 1976).



Ãëàâà 3

Èíòeðïoëÿöèÿ
3.1 Çaäaíèå ôóíêöèé

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèé: àíaëèòè-
÷eñêèé ñïîñîá ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èìeeòñÿ ôoðìóëa äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïî çíà÷åíèþ àðãóìåíòà; àëãoðèòìè÷eñêèé
ñïîñîá èñïîëüçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìaòeìaòè÷eñêèõ äeéñòâèé
(àëãîðèòì) âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïî çíà÷åíèþ aðãóìeíòa è, íàêî-
íåö, òaáëè÷íûé ñïîñîá, êîòîðûé îïðåäåëÿåò èíòåðïîëÿöèåé çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f(x) ïî åå çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (òî
åñòü ïî òàáëèöå): (xk, fk)

N
k=1 .

Èíòeðïoëÿöèÿ ýòî aíaëèòè÷eñêoe èëè aëãoðèòìè÷eñêoe ïðè-
áëèæeííoe ïðeäñòaâëeíèe òaáëè÷ío çaäaííoé ôóíêöèè, ïoçâoëÿ-
þùee oïðeäeëèòü ee çía÷eíèe â ëþáoé òo÷êe ee oáëañòè oïðeäeëe-
íèÿ.

Ýêñòðàïîëÿöèÿ ýòî ïðèìåíåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë
èëè àëãîðèòìîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè çà ïðåäå-
ëàìè åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå òèïû èíòeðïoëÿöèè. Ãëoáaëü-
íaÿ èíòeðïoëÿöèÿ èñïîëüçóåò áaçèñíûe ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò
íóëÿ âî âñåé oáëañòè oïðeäeëeíèÿ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü èíòeðïoëÿöèÿ ñòåïåííûìè èëè òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ãëoáaëüíaÿ èíòeðïoëÿöèÿ ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ áeññeòo÷íoé.

Ëoêaëüíaÿ èíòeðïoëÿöèÿ èñïîëüçóåò áaçèñíûe ôóíêöèè, îò-
ëè÷íûå îò íóëÿ â ìaëoé oêðeñòíoñòè äaííoé òî÷êè. Taêèe èíòeð-
ïoëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ÷èñëeííoì ìoäeëèðoâaíèè ñ ïðèìåíå-
íèåì ñåòîê, ÷àñòèö èëè ñâîáîäíûõ óçëîâ. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
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ëîêàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ êóño÷ío-ëèíeéíaÿ
èíòeðïoëÿöèÿ.

f (x) =
(x− xi)fi+1 + (xi+1 − x)fi

(xi+1 − xi)
ãäå x ∈ [xi, xi+1] , i = 1, 2, ..., N − 1 , xi è xi+1 - ñîñåäíèå óçëû
ñåòêè.

3.2 Ïoëèíoìû Ëaãðaíæa

Ôóíêöèè ïoëèíoìèaëüíoão áaçèña ñëeäóþùeão âèäa íaçûâa-
þòñÿ ïoëèíoìaìè Ëaãðaíæa

ϕ(i)(x) =

N∏
k=1,k 6=i

(x− xk)
N∏

k=1,k 6=i
(xi − xk)

ãäe i-é ïoëèíoì ïðèíèìaeò çía÷eíèÿ 1 â òo÷êe xi è 0 âo âñeõ
oñòaëüíûõ òaáëè÷íûõ òo÷êaõ, òo eñòü

ϕ(i)(xk) = δki

ãäe δki - èíäeêñíaÿ ôóíêöèÿ Êðoíeêeða, ðaâíaÿ eäèíèöe, eñëè èí-
äeêñû ñoâïaäaþò è íóëþ â ïðoòèâíoì ñëó÷ae. Èíîãäà åå íàçûâàþò
ñèìâîëîì Êðîíåêåðà èëè äåëüòîé Êðîíåêåðà.

Ðeøeíèe èíòeðïoëÿöèoííoé ïðoáëeìû Ëaãðaíæà èìeeò ñëåäó-
þùèé î÷åíü ïðîñòîé âèä

f (N)(x) =

N∑
i=1

fiϕ
(i)(x)

òî åñòü òaáëè÷íûe çía÷eíèÿ ôóíêöèè ñëóæaò êoýôôèöèeíòaìè
ðaçëoæeíèÿ.
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Åñëè èíòåðïoëèðóeìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðoèçâoäíûe äo N-ão
ïoðÿäêa âêëþ÷èòåëüíî è N-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà

|f (N)(ξ)| < M <∞
òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èìååò âèä:

|f (x)− f (N)(x)| ≤ 1

n!
M |x− x1| · · · |x− xN |

3.3 Ñòeïeííûå ôóíêöèè

Âûáîð áàçèñà èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí äëÿ óñïåõà ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, â òîì æå ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñòå-
ïåííûõ ïîëèíîìîâ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ïîëèíîìû Ëàãðàíæà,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì áàçèñîì è ñòîëêíóòüñÿ ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé êàòàñòðîôîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîïðîáóåì ïîèñêàòü ðeøeíèe çaäa÷è èíòeð-
ïoëÿöèè â âèäe ðaçëoæeíèÿ ïo ãëîáàëüíîìó áàçèñó ñòeïeííûõ
ôóíêöèé

f (x) =

N∑
i=1

cix
i−1

Oøèáêa çaïèøeòñÿ òaê:

E =

∫ xN

x1

[
N∑
i=1

cix
i−1 − f (x)

]2

dx

Êoýôôèöèeíòû ðaçëoæeíèÿ oïðeäeëÿeì èç óñëoâèÿ ìèíèìóìa
îøèáêè:

∂E

∂ci
= 0⇒

N∑
j=1

hijcj = bi

ãäe
bi =

∫ xN

x1

f (x)xi−1dx
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hij =

∫ xN

x1

xi+j−2dx =
1

i + j − 1

Maòðèöa Ãèëüáeðòa H = {hij} o÷eíü ïëoõa äëÿ âû÷èñëeíèé, ÷òî
ñåé÷àñ ñòàíåò âèäíî.

3.4 Îøèáêè è ÷èñëo oáóñëoâëeííoñòè

Óðaâíeíèe äëÿ ñoáñòâeííûõ çía÷eíèé ìaòðèöû Ãèëüáåðòà H
èìeeò âèä

det(hij − λδij) = 0

ãäe δij - äeëüòa Êðoíeêeða.
×èñëoì oáóñëoâëeííoñòè ñèììåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé ïîëî-

æèòåëüíîé ìaòðèöû H íaçûâaeòñÿ âeëè÷èía

cond(H) = ||H||||H−1|| = λmax

λmin

ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè áîëüøå èëè ðàâíî åäè-
íèöå.

Â ñëó÷àå çíàêîíåîïðåäåëåííûõ ìàòðèö A , ó êîòîðûõ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìîãóò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå, îòðèöàòåëüíûå è
äàæå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíûõ
÷èñåë ìàòðèöû, ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòíûìè êîðíÿìè ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ñèììåòðèçîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû AAT .

Oøèáêa ðåøåíèÿ ||δc|| ñèñòeìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðaâíeíèé

Hc = b

âîçíèêàþøàÿ èç-çà ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ðàñòåò ïðîïîðöè-
îíàëüíî ÷èñëó oáóñëoâëeííoñòè (ñì. Ôîðñàéò, Ìîëåð, 1967).

||δc||/||c|| ≤ cond(H)||δb||/||b||
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×èñëa oáóñëoâëeííoñòè cond(H) äëÿ ìaòðèöû Ãèëüáeðòa áûñòðo
ñòðeìÿòñÿ ê áeñêoíe÷íoñòè ñ ðoñòoì ÷èñëa èñïoëüçóeìûõ áaçèñ-
íûõ ôóíêöèé N, ÷òî ïîêàçàíî â òàáëèöå 2.4.1.

Òàáëèöà 2.4.1.
N cond(H)
2 1.9101
3 5.2103
4 1.6104
5 4.8105
6 1.5107
7 4.8108
8 1.51010
... ...

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè äeëaþò íeâoçìoæ-
íûì oïðeäeëeíèe êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëÿöèè óæe ïðè ïðèáëè-
æeíèè ÷èñëa áàçèñíûõ ôóíêöèé N ê 10,. òàê êàê íåáîëüøèå âîç-
ìóùåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âûçûâàþò îãðîìíûå èçìåíåíèÿ â ðå-
øåíèè. Îòñþäà ñëåäóåò âûâoä î òîì, ÷òî ñòeïeííûå ôóíêöèè
îáðàçóþò î÷åíü ïëîõîé ãëîáàëüíûé áàçèñ, êîòîðûé ïðèâoäèò ê
o÷eíü ïëoõo oáóñëoâëeííoé çaäa÷e äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ èíòåðïîëÿöèè.

Õoòÿ ïoëèíoìû Ëaãðaíæa ÿâëÿþòñÿ ëèíeéíûìè êoìáèíaöè-
ÿìè ñòeïeííûõ ôóíêöèé è ïðèíaäëeæaò òoìó æe ôóíêöèoíaëü-
íoìó ïðoñòðaíñòâó, oíè ïðeäñòaâëÿþò íàèëó÷øèé áaçèñ â ýòoì
ïðoñòðaíñòâe, ïîñêîëüêó ñèñòeìa óðaâíeíèé äëÿ êoýôôèöèeíòoâ
ðaçëoæeíèÿ Ëaãðaíæa õaðaêòeðèçóeòñÿ eäèíè÷íoé ìaòðèöeé è
èìeeò ÷èñëo oáóñëoâëeííoñòè ðaâíoe eäèíèöe, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò
èäeaëüíûé ñëó÷aé.

Òàêèì îáðàçîì, â îäíîì è òîì æå ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ýôôåêòèâíîñòü èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì áàçèñà.
Âûáîð áàçèñà èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü è â îáùåì ñëó÷àå ïðèìå-
íåíèÿ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ.
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3.5 Ñïëàéíû

Â îñíîâå ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ëåæèò èäåÿ ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè ïîëèíîìàìè íåâûñîêîãî ïîðÿäêà, êàæäûé èç êîòîðûõ
äåéñòâóåò íà ñâîåé ÿ÷åéêå ñåòêè. Êîýôôèöèåíòû òàêèõ ïîëèíî-
ìîâ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè êîëëîêàöèè (ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé)
ýòèõ ïîëèíîìîâ è èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êàõ êîëëîêà-
öèè è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ïîëèíîìîâ ìåæäó ñîáîé ïî çíà÷å-
íèþ ôóíêöèè è åå íåñêîëüêèõ íèçøèõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöàõ
ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé íà ãðàíèöàõ îáëàñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ñïëàéíû ïîä÷è-
íÿþòñÿ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (âû-
ðàæàþøèì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî íóëþ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ).
Ñïëàéíû ïðèìåíÿþòñÿ íà ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ, èìåþùèõ ijk ïî-
êîîðäèíàòíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ, òàê êàê ïðè ýòîì çàïèñü óñëîâèé
íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñïëàéíàìè ïðèâî-
äèò ê õîðîøî îáóñëîâëåííûì ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ ïðèáëèæå-
íèÿ ñïëàéíàìè ôóíêöèé ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì íå òðåáóåòñÿ ïî-
âûøàòü ïîðÿäîê ïîëèíîìîâ, à äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü ÷èñëî ÿ÷ååê
ñåòêè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñïëàéíû ïîêàçûâàþò î÷åíü õîðîøèå ðå-
çóëüòàòû. Òàê, êóáè÷åñêèå ñïëàéíû, îáðàçîâàííûå íàáîðîì ïî-
ëèíîìîâ òðåòüåé ñòåïåíè, ïîçâîëÿþò èíòåðïîëèðîâàòü òàáëè÷íûå
äàííûå òàê, ÷òî ÷åëîâå÷åñêèé ãëàç íå çàìå÷àåò êàêèõ-ëèáî èçëî-
ìîâ íà ïîëó÷àþùèõñÿ ãðàôèêàõ. Äëÿ òî÷íîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ
îêðóæíîñòè ðàäèóñà R äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå îêðóæíîñòè (x(ξ) = Rcos(ξ) , y(ξ) = Rsin(ξ))
è ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè x è y êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè íà ÷åòû-
ðåõ îäíîìåðíûõ ÿ÷åéêàõ ïî ïàðàìåòðè÷åñêîé êîîðäèíàòå 0 ≤ ξ ≤
2π .

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ñ ïðàê-
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òè÷åñêèìè ïðèìåðàìè äàíî â ìîíîãðàôèè (Àëáåðã Äæ., Íèëüñîí
Ý., Óîëø Äæ., 1973).

Ïðèìåíåíèå ñïëàéíîâ îãðàíè÷åíî ñëó÷àÿìè, êîãäà îáëàñòü ðå-
øåíèÿ ïðåäñòàâèìà ðåãóëÿðíûìè ijk ñåòêàìè, òî åñòü ìîæåò
áûòü îòîáðàæåíà íà îòðåçîê (îäíîìåðíûé ñëó÷àé), êâàäðàò (äâó-
ìåðíûé ñëó÷àé) èëè êóá (òðåõìåðíûé ñëó÷àé). Ïðè ýòîì, õîòÿ áà-
çèñ ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì, ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà õàðàêòåðèçóþòñÿ ëåíòî÷íûìè
ìàòðèöàìè.

3.6 Ìíîãîìåðíàÿ ñåòî÷íàÿ èíòeðïoëÿöèÿ

3.6.1 Òèïû ñeòoê

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ äëÿ
õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ ñåòîê. Ãîâîðÿò, ÷òî ñeò-
êa çàäàía, eñëè åå óçëû ïðîíóìåðîâàíû, êîîðäèíàòû óçëîâ çà-
äàíû è äëÿ êaæäoão óçëa ñeòêè oïðeäeëeíû eão ñoñeäè. Oáëañòü
oïðeäeëeíèÿ çàäàííîé íà ñåòêå ôóíêöèè ïðè ýòoì aïïðoêñèìè-
ðoâaía (ïðèáëèæeíío ïðeäñòaâëeía) oáúeäèíeíèeì ÿ÷eeê ñeòêè,
äëÿ êoòoðûõ óêaçaíû íîìåðà oáðaçóþùèõ ýòè ÿ÷åéêè óçëîâ.

Ðeãóëÿðíaÿ (ñòðóêòóðèðîâàííàÿ) ñeòêa ýòo òaêaÿ ñeòêa, äëÿ
êoòoðoé èìeeòñÿ ïðaâèëo äëÿ oïðeäeëeíèÿ ñoñeäñòâà óçëoâ. Ïðè-
ìeðîì ìîæåò ñëóæèòü ijk -ñeòêa ñ êîîðäèíàòàìè óçëîâ xi = ihx
, yj = jhy , zk = khz Â òàêîé ñåòêå äëÿ óçëa (i, j, k ) ñoñeäÿìè
ÿâëÿþòñÿ óçëû (i± 1, j ± 1, k ± 1 ).

Â íeðeãóëÿðíûõ (íåñòðóêòóðèðîâàííûõ) ñåòêàõ ñoñeäñòâo óç-
ëoâ oïðeäeëÿeòñÿ èíôoðìaöèoííûìè ìaññèâàìè ñoñeäñòâa, ñoäeð-
æaùèìè äëÿ êaæäoão óçëa íoìeða ñoñeäíèõ óçëoâ èëè äëÿ êaæ-
äoé ÿ÷eéêè íoìeða oáðaçóþùèõ åå óçëoâ.

Â ðaâíoìeðíîé ñeòêå âñe ÿ÷eéêè èìåþò oäèíaêoâóþ ôîðìó è
ðaçìeð. Â íeðaâíoìeðíûõ ñeòêaõ èìeþòñÿ ÿ÷eéêè ðaçíûõ ðaç-
ìeðoâ.
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Â îäíoðoäíûõ ñeòêaõ âñå ÿ÷eéêè èìeþò oäèíaêoâoe ÷èñëo óç-
ëoâ. Â íeoäíoðoäíûõ ñeòêaõ ñoäeðæàòñÿ ÿ÷eéêè ñ ðaçíûì ÷èñëoì
óçëoâ. Ðåáðîì íàçûàåòñÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâà ñîñåäíèõ óçëà.
Ãðàíüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ÿ÷åéêà, ñëóæàùàÿ ãðàíèöåé
äëÿ îáúåìíîé ÿ÷åéêè. Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà âïîëíå ìî-
æåò áûòü íåðàâíîìåðíîé è íåïðÿìîóãîëüíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, îòâå÷àþùèõ ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèÿì èíäåêñîâ i, j è k .

3.6.2 Ïîêîîðäèíàòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Äëÿ ðeãóëÿðíûõ ijk -ñeòoê ÷aùe âñeão èñïoëüçóeòñÿ íàáîð oä-
íoìeðíûõ èíòeðïoëÿöèé ïo êîîðäèíàòíûì íaïðaâëeíèÿì i, j, k .
Ïóñòü ïîëîæåíèå óçëîâ òaêoé êðèâîëèíåéíîé ñeòêè oïðeäeëÿþò-
ñÿ oòoáðaæeíèeì x = x(ξ) . Çäåñü ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)) - äåêàðòîâû
ïðÿìoóãoëüíûå êîîðäèíàòû â òðåõìåðíîì ïðoñòðaíñòâe ïðîîá-
ðàçà Ξ , â êîòîðîì â êóáå (0 ≤ ξ1 ≤ 1; 0 ≤ ξ2 ≤ 1; 0 ≤ ξ3 ≤ 1)
çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ijk -ñåòêà. Ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîð-
äèíàòû x = (x1, x2, x3) çàäàíû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçà
X , â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò êðèâîëè-
íåéíûé êóá-îáðàç ñ íàâåäåííîé â íåì êðèâoëèíeéíîé ijk -ñeòêîé.
Ýòo îòîáðàæåíèå õaðaêòeðèçóeòñÿ ìaòðèöeé ßêîáè ∂x/∂ξ ñ ÿêo-
áèaíoì det(∂x/∂ξ) > 0 .

Ôoðìóëa ñâÿçè èíòeðïoëÿíòîâ ía èñõoäíoé ïðÿìoóãoëüíoé
ñeòêe (ïðooáðaçe) è êðèâoëèíeéíoé ñeòêe (oáðaçe) èìeeò âèä

f(x)(x) = f(ξ)(ξ(x))

3.6.3 L-êîîðäèíàòû

Íåðåãóëÿðíûå ñåòêè, ñîäåðæàùèå ÿ÷åéêè ïåðåìåííîé ôîðìû
è ðàçìåðà, à òàêæå ÿ÷åéêè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì óçëîâ, ñòðîÿòñÿ
îáû÷íî áåç èñïîëüçîâàíèÿ îòîáðàæåíèé ñðàçó â ïðîñòðàíñòâå îá-
ðàçà (â àêòóàëüíîé îáëàñòè ðåøåíèÿ). Äëÿ íeðeãóëÿðíûõ ñeòîê
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ïðèìåíÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ (êoíe÷ío-ýëeìeíòíaÿ) èí-
òeðïoëÿöèÿ. Äëÿ ýòîãî ía ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ (îòðåçîê),
äâóìåðíûõ (òðeóãoëüíûê) èëè òðåõìåðíûõ (òeòðaýäð) êîíå÷íûõ
ýëeìeíòaõ èñïoëüçóþòñÿ òaê íaçûâaeìûe L-êooðäèíaòû.

Îäíîìåðíûå L-êîîðäèíàòû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñåòêà ïðåä-
ñòàâëåíà êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îòðåçêàìè. Çíà-
÷åíèå èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè f â òî÷êå p ñ êîîðäèíàòîé x
ïî åå çíà÷åíèÿì â óçëàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé èíòåðïîëÿ-
öèîííîé ôîðìóëå

f (x) = f1L1(x) + f2L2(x)

ãäå ôóíêöèè ôîðìû (L êîîðäèíàòû) îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè
äëèí îòðåçêîâ

L1 =
l2p
l21

, L2 =
lp1
l21

ãäå lij = xi − xj .
Äâóìåðíûå L-êîîðäèíàòû. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ òðåóãîëü-

íîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà çíà÷åíèå èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè f
â òî÷êå p ñ êîîðäèíàòàìè (x, y ) ïî çíà÷åíèÿì åå â óçëàõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå

f (x, y) = f1L1(x, y) + f2L2(x, y) + f3L3(x, y)

ãäå L êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ïëîùàäåé òðå-
óãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 3.1)

L1 =
∆p23

∆123
, L2 =

∆1p3

∆123
, L3 =

∆12p

∆123

Çàìå÷àíèå. Ïëoùaäü òðeóãoëüíèêà ∆ijk , ãäå i, j, k - íîìåðà âåð-
øèí, oïðeäeëÿåòñÿ ïîëîâèíîé âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñìåæíûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà:

∆ijk = [(yj − yi)(xk − xi)− (yk − yi)(xj − xi)]/2
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Ðèñ. 3.1: L-êîîðäèíàòû äëÿ òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêè

èëè â äðóãîé çàïèñè

∆ijk =
1

2

∣∣∣∣∣∣

1
1
1

x1 − xm
x2 − xm
x3 − xm

y1 − ym
y2 − ym
y3 − ym

∣∣∣∣∣∣
ãäå

xm = (x1 + x2 + x3)/3

ym = (y1 + y2 + y3)/3

Ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ îïðåäåëÿþò òàê, ÷òîáû ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà áûëà áû ïîëîæèòåëüíîé.

Òðåõìåðíûå L-êîîðäèíàòû. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ òåòðà-
ýäðàëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà çíà÷åíèå èíòåðïîëèðóåìîé ôóíê-
öèè f â òî÷êå p ñ êîîðäèíàòàìè (x, y ) ïî çíà÷åíèÿì åå â óçëàõ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå
f (x, y, z) = f1L1(x, y, z)+f2L2(x, y, z)+f3L3(x, y, z)+f4L4(x, y, z)

ãäå ôóíêöèè ôîðìû (L êîîðäèíàòû) îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè
îáúåìîâ òåòðàýäðîâ

L1 =
Vp234

V1234
, L2 =

V1p34

V1234
, L3 =

V12p4

V1234
, L4 =

V123p

V1234

Îáúåì òåòðàýäðà , ãäå i, j, k, l - íîìåðà âåðøèí, oïðeäeëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

Vijkl =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1
1
1

x1 − xm
x2 − xm
x3 − xm
x4 − xm

y1 − ym
y2 − ym
y3 − ym
y4 − ym

z1 − zm
z2 − zm
z3 − zm
z4 − zm

∣∣∣∣∣∣∣∣
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ãäå
xm = (x1 + x2 + x3 + x4)/4

ym = (y1 + y2 + y3 + y4)/4

zm = (z1 + z2 + z3 + z4)/4

Ïðèâåäåííûå ïðîñòåéøìå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû èñïîëü-
çóþò êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ è èìåþò âòîðîé ïîðÿ-
äîê òî÷íîñòè, òî åñòü îøèáêà èíòeðïoëÿöèè ïðîïîðöèîíàëüíà
êâàäðàòó õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè: ε = O(h2

∆) . Ñ ïoìoùüþ
L-êooðäèíaò ñòðoÿòñÿ èíòeðïoëÿöèè è áoëee âûñoêèõ ïoðÿäêoâ

Îïèñàííûå ñïîñîáû èíòåðïîëÿöèè äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò èõ
ìíîæåñòâà è ðàçíîîáðàçèÿ. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ
ñïîñîáîâ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî íàéòè â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå
ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ñìîòðè êíèãó Ñåãåðëèíäà (1979).



Ãëàâà 4

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ìàòðèöû ñèñòåì óðàâ-

íåíèé è âåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðî-
èçâåäåíèÿìè, ðåàëèçóåìûìè ñ ïîìîøüþ èíòåãðàëîâ. Ïîñêîëüêó
ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåëèíåé-
íû, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, ðåàëè-
çóåìîå ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Ðaññìoòðèì çaäa÷ó ÷èñëeííoão èíòeãðèðoâa-
íèÿ.

4.1 Ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ïðîñòåéøåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ ôoðìóëa ïðÿ-
ìoóãoëüíèêoâ:

xi+1∫

xi

f (x)dx = f (x̃)(xi+1 − xi)

êîòîðàÿ ïðoñòo oáoáùaeòñÿ ía äâóìeðíûé è òðeõìeðíûé ñëó÷aè
∫

Sk

f (x)dS = f (x̃)Sk ,

∫

Vk

f (x)dS = f (x̃)Vk

ãäe Sk ïëoùaäü ïoâeðõíoñòíoé è Vk oáúeì ïðîñòðàíñòâåííîé
ÿ÷eéêè, x̃ - íåêîòîðàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ÿ÷åéêå. Â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå îöeíêa ëoêaëüíoé oøèáêè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
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ïðÿìîóãîëüíèêîâ âûïîëíÿåòñÿ òàê

ε =

∣∣∣∣∣∣∣

xi+1∫

xi

f (x)dx− f (x̃)(xi+1 − xi)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣
f ′(x̃)

xi+1∫

xi

(x− x̃)dx

∣∣∣∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
f ′′(x̃)

xi+1∫

xi

(x− x̃)2dx

∣∣∣∣∣∣∣
+ (h4

i )

ãäe hi = xi+1 − xi . Âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå öåíòðà èíòåðâàëà
x 6= xi+1/2 = 0.5(xi+1 + xi) ëîêàëüíàÿ îøèáêà ïðîïîðöèîíàëü-
íà êâàäðàòó øàãà ñåòêè:

ε = 0.5M
(1)
i h2

i , |f ′(x)| < M
(1)
i

à â öåíòðå èíòåðâàëà x = xi+1/2 îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òðåòüåé
ñòåïåíè øàãà ñåòêè:

ε =
1

24
M

(2)
i h3

i , |f ′′(x)| < M
(2)
i

Â ñåðåäèíå èíòåðâàëà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïî-
ãðåøíîñòè ñêà÷êîì âîçðàñòàåò. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè
ñâåðõñõîäèìîñòè.

Ïðèìåð êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äàåò
ôîðìóëà Ñèìïñîíà:

xi+1∫

xi

f (x)dx =
h

3
(fi + 4fi+1 + fi+2)

ãäå
h = xi+2 − xi+1 = xi+1 − xi

Oøèáêa ôîðìóëû Ñèìïñîíà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ε ≈M (4)h5 , |f (4)(x)| < M (4)
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4.2 Êâaäðaòóðû Ãaóñña

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû
Ãaóññà

∫

V

f (x)dV =

N∑
i=1

f (xi)ωiV + εN

ãäe V - n-ìeðíaÿ ÿ÷eéêa (oòðeçoê, òðeóãoëüíèê, ÷eòûðeõóãoëü-
íèê, òeòðaýäð, òoïoëoãè÷eñêèé êóá è ò.ä.), N - êoëè÷eñòâo ãaóñ-
ñoâûõ òo÷eê èíòeãðèðoâaíèÿ xi , ωi - âeñoâûe êoýôôèöèeíòû,
oáëaäaþùèe ñâoéñòâoì

N∑
i=1

ωi = 1

ãaðaíòèðóþùèì òo÷íoe èíòeãðèðoâaíèe ôóíêöèè-êoíñòaíòû, εN
- ïoãðeøíoñòü, çaâèñÿùaÿ oò ÷èñëa ãaóññoâûõ òo÷eê. ×èñëî
è êooðäèíaòû ãaóññoâûõ òo÷eê èíòeãðèðoâaíèÿ äëÿ êaæäoé
êâaäðaòóðû çaâèñÿò îò òèïa ÿ÷eéêè (ëèíåéíàÿ, ïëîñêàÿ, îáúåì-
íàÿ, òðåóãîëüíàÿ, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ, òåòðàýäðàëüíàÿ è òàê äàëåå)
è æeëaeìoé òo÷íoñòè èíòeãðèðoâaíèÿ. Òàáëèöû øèðîêî èñïîëü-
çóåìûõ ãàóññîâûõ êâàäðàòóð ïðèâåäåíû íèæå.

4.2.1 Îäíîìåðíîå èíòåãðèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

1∫

−1

f (x)dx =

n∑
i=1

ωif (ai)

ãäå êîîðäèíàòû òî÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ ai= ±a , ÷èñëî òî÷åê N è
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ωi äàíû íèæå â òàáëèöå
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Òàáëèöà 1.3.2.1.
±a ω

N = 2 0.577360 1.0
N = 3 0.774591 0.(5)

0.0 0.(8)
N = 4 0.861136 0.347865

0.339981 0.652145
N = 5 0.906180 0.236927

0.538470 0.478629
0.0 0.56(8)

N = 6 0.932470 0.171324
0.661210 0.360762
0.238619 0.467914

N = 7 0.949110 0.129485
0.741531 0.279705
0.405845 0.381830

0.0 0.417959
N = 8 0.960290 0.101228

0.796666 0.222381
0.525532 0.313707
0.183435 0.362684
±a ω

N = 9 0.968160 0.081274
0.836031 0.180648
0.013371 0.260611
0.324253 0.312347

0.0 0.330239
N = 10 0.973906 0.066671

0.865063 0.149451
0.679410 0.219086
0.433395 0.269267
0.148874 0.295524
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4.2.2 Äâóìåðíîå èíòåãðèðîâàíèå

Êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê èìåþò âèä
∫

S

f (x, y)dS = S

n∑
i=1

ωif (L1, L2, L3) + R

ãäå S∆ - ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå 1.3.2.2. äàíû çíà÷åíèÿ
L-êîîðäèíàò òî÷åê ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ωi è ïîãðåøíîñòè R

Òàáëèöà 1.3.2.2
N ω L1 L2 L3 Êðàòíîñòü

N = 3 0.(3) 0.(6) 0.1(6) 0.1(6) 3
N = 3 0.(3) 0.5 0.5 0.0 3
N = 4 -0.56250 0.(3) 0.(3) 0.(3) 1

0.5208(3) 0.6 0.2 0.2 3
N = 6 0.1(6) 0.659028 0.231933 0.109039 6
N = 6 0.109952 0.816848 0.091576 0.091576 3

0.223381 0.108103 0.445948 0.445948 3
N = 7 0.375 0.(3) 0.(3) 0.(3) 1

0.1041(6) 0.736712 0.237932 0.025355 6
N = 7 0.225033 0.(3) 0.(3) 0.(3) 1

0.125939 0.797427 0.101286 0.101286 3
0.132394 0.470142 0.470142 0.059716 3

N = 9 0.205950 0.124950 0.437525 0.437525 3
0.063691 0.797112 0.165410 0.037477 6

N = 12 0.050845 0.873822 0.063089 0.063089 3
0.116786 0.501426 0.249287 0.249287 3
0.082851 0.636502 0.310352 0.053145 6

N = 13 -0.149570 0.(3) 0.(3) 0.(3) 1
0.175615 0.479308 0.260346 0.260346 3
0..053347 0.869740 0.065130 0.065130 3
0.077114 0.638444 0.312865 0.048690 6
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Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû (Ñòðåíã è Ôèêñ, 1977) ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó åñëè
âñòðå÷àåòñÿ êâàäðàòóðíûé óçåë (L1 ,L2 ,L3 ), òî îáÿçàòåëüíî
âñòðå÷àþòñÿ è âñå åãî ïåðåñòàíîâêè. Åñëè âñå L-êîîðäèíàòû ðàç-
ëè÷íû, òî òàêèõ óçëîâ â êâàäðàòóðå 6, åñëè äâå L -êîîðäèíàòû
ñîâïàäàþò, òî òàêèõ óçëîâ òðè, åñëè èñïîëüçóåòñÿ öåíòðàëüíàÿ
òî÷êà (âñå L -êîîðäèíàòû ñîâïàäà.þò), òî ëèøü îäèí ðàç. Â âû-
ðàæåíèè äëÿ ïîãðåøíîñòè R õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè îáî-
çíà÷åí h .

4.2.3 Òðåõìåðíîå èíòåãðèðîâàíèå

Êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ òåòðàýäðàëüíîé ÿ÷åéêè èìåþò âèä
∫

V

f (x, y)dV = V
n∑
i=1

ωif (L1, L2, L3) + R

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû è êîîðäèíàòû äàíû â òàáëèöå 1.3.2.3:
Òàáëèöà 1.3.2.3.

Òî÷êè L-êîîðäèíàòû ω
N = 1, R = O(h2)

à 0.25 0.25 0.25 0.25 1.0
N = 4, R = O(h3)

α = 0.585410, β = 0.138197
a α, β, β, β 1/4
b α, β, β, β 1/4
c α, β, β, β 1/4
d α, β, β, β 1/4

N = 5, R = O(h4)
a 0.250.250.250.25 -4/5
b 1/31/61/61/6 9/20
c 1/61/31/61/6 9/20
d 1/61/61/31/6 9/20
e 1/61/61/61/3 9/20
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4.3 Áåññåòî÷íîå èíòåãðèðîâàíèå

Íåðåäêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû â óñëî-
âèÿõ, êîãäà íèêàêîé ñåòêè íåò. Íàïðèìåð, òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîçäà-
åòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ Ãàëåðêèíà, â êîòîðûõ
ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî íåêîòîðîìó, íå ñâÿçàííîìó
ñ êàêîé-ëèáî ñåòêîé, íàáîðó áàçèñíûõ ôóíêöèé. Â òàêèõ ñëó÷à-
ÿõ èñïîëüçóåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôîðìû. Â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ðåãó-
ëÿðíàÿ ijk ñåòêà ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê (ïàðàëëåëåïèïåäîâ èëè
êâàäðàòîâ). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì
èíòåãðàëîâ ïî ÿ÷åéêàì, öåíòðû êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò èñõîäíîé
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðàëû â ÿ÷åéêàõ àïïðîêñèìèðóþò-
ñÿ ïî êàêîé-ëèáî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê èíòåãðèðîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè,
âîçíèêàþùèå èç-çà íåñîãëàñîâàííîñòè ÿ÷ååê ñåòêè ñ ãðàíèöåé
çàäàííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ
îáû÷íûìè îøèáêàìè àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ. Ïîñêîëüêó çà-
ïîìèíàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòêó íå òðåáóåòñÿ, òî ðåàëèçàöèÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â áåññåòî÷íûõ ìåòîäàõ Ãàëåðêèíà ïî ñóòè
òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåññåòî÷íîé.



Ãëàâà 5

×èñëeííoe äèôôeðeíöèðoâaíèe
5.1 Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿíòîâ

Îäèí èç íàèáîëåå î÷åâèäíûõ ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè èíòåðïîëèðóþùåé ôóíê-
öèè è â åå ïîñëåäóþùåì îáû÷íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè. Ïóñòü
fh(x) - èíòeðïoëÿíò ôóíêöèè f (x) , àïïðîêñèìèðóþùèé åå ñ
oøèáêoé O(hm) , òoãäa èíòeðïoëÿíòû ïðoèçâoäíûõ (òî åñòü
ôóíêöèè, èíòeðïoëèðóþùèe ïðoèçâoäíûe) âû÷èñëÿþòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì

df

dx
=
dfh
dx

+ O(hm−1)

â ðeçóëüòaòe ïoðÿäoê aïïðoêñèìaöèè ïðoèçâoäíoé (ïoêaçaòeëü
ñòeïeíè øaãa â oøèáêe) oêaçûâaeòñÿ ía eäèíèöó ìeíüøe, ÷eì äëÿ
ñaìoé ôóíêöèè.

5.2 Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ôoðìóëû äëÿ âû÷èñëeíèÿ ïðoèçâoäíûõ ìoæío ïoëó÷èòü
ìeòoäoì íeoïðeäeëeííûõ êoýôôèöèeíòoâ. Â ñooòâeòñòâèè ñ ýòèì
ìeòoäoì â oêðeñòíoñòè äaííoão óçëa ñeòêè èíòåðïîëÿíò ôóíêöèè
èùeòñÿ â âèäe ïoëèíoìa. Îêðåñòíîñòü óçëà îïðåäåëÿåòñÿ øàá-
ëîíîì, òî åñòü íàáîðîì óçëîâ, âêëþ÷àþùèõ äàííûé óçåë è åãî
ñîñåäíèå óçëû. Êoýôôèöèeíòû ïîëèíîìà oïðeäeëÿþòñÿ èç ñèñòe-
ìû aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé, âûðaæaþùèõ òðeáoâaíèe ðaâeí-
ñòâa çía÷eíèé ïîëèíîìa è ôóíêöèè â óçëàõ øàáëîíà (óñëîâèÿ
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êîëëîêàöèè). ×èñëî óçëîâ øàáëîíà äîëæíî áûòü ðàâíûì ÷èñ-
ëó èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà, òî åñòü ïîðÿäîê ïîëèíî-
ìà è øàáëîí âçàèìîñâÿçàíû òðåáîâàíèåì ðàâåíñòâà ÷èñëà íåèç-
âåñòíûõ è ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïîêà ïîëèíîìû èìåþò íåâûñîêèé
ïîðÿäîê, âû÷èñëèòåëüíàÿ êàòàñòðîôà, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå ïðî
èíòåðïîëÿöèþ ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè, ìåñòà íå èìååò.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ôîðìóëû ÷èñ-
ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Âûêëàäêè
ïî âûâîäó ôîðìóë îïóùåíû.

Ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðoèçâoäíîé ïeðâoão ïoðÿäêa èìååò
âèä:

f ′hi =
f (xi+1)− f (xi)

xi+1 − xi
Oöeíèì oøèáêó aïïðoêñèìaöèè, èñïoëüçóÿ ðaçëoæeíèe Teéëoða
â oêðeñòíoñòè òî÷êè x

f ′hi =
f (xi+1)− f (xi)

xi+1 − xi =

=
1

xi+1 − xi [f (x) + f ′(x)(xi+1 − x)+

+
1

2
f ′′(x)(xi+1 − x)2 + O((xi+1 − x)3)−

−f (x)− f ′(x)(x− xi)− 1

2
f ′′(x)(x− xi)2 + O((x− xi)3)]

oòêóäa ñëeäóeò

f ′hi = f ′(x) +
f ′′(x)[(xi+1)− x)2 − (xi − x)2]

2(xi+1 − xi) + O((xi+1 − xi)2)

Oøèáêa èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå ñåðåäèíû
ÿ÷åéêè (xi+1 + xi)/2 è âòîðîé ïîðÿäîê â ñåðåäèíå. Òî÷êè ÿ÷ååê,
â êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå èìåþò ïîâûøåííûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
íàçûâààþò òî÷êàìè ñóïåðñõîäèìîñòè èëè ñâåðõñõîäèìîñòè.
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Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ øàãîì h ôoðìóëû âòoðoão ïoðÿäêa
òo÷íoñòè äëÿ ïeðâoé ïðoèçâoäíoé â òo÷êe xi èìåþò âèä:

f ′h =
f (xi+1)− f (xi−1)

2h

f ′h =
4f (xi+1)− f (xi+2)− 3f (xi)

2h

f ′h =
3f (xi)− 4f (xi−1)− f (xi−2)

2h

Ôîðìóëà äëÿ âòoðoé ïðoèçâoäíoé â òo÷êå xi íà íåðàâíîìåðíîé
ñåòêå èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è âûãëÿäèò òàê:

f
′′
hi =

2

xi+1 − xi−1

[
f (xi+1)− f (xi)

xi+1 − xi − f (xi)− f (xi−1)

xi − xi−1

]

Äëÿ ðaâíoìeðíîé ñeòêè ýòà ôîðìóëà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè.

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü è â
îáùåì ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ïðè ýòîì â ïàìÿòè ìàøèíû ôîð-
ìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âûðàæà-
þùèõ óñëîâèÿ êîëëîêàöèè äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà â
óçëàõ øàáëîíà. Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäî-
ñòàâèòü âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå.

5.3 Åñòåñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ìåòîä åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè îñíîâàí íà èñõîäíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èçâåñò-
íûõ èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, è íà èñïîëüçîâàíèè ïðî-
ñòåéøèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ ïðèìeíÿeòñÿ ôoðìóëa Oñòðoãðaäñêoão-Ãaóñña (òåîðåìà
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î äèâåðãåíöèè) äëÿ ïðeoáðaçoâaíèÿ èíòeãðaëa ïo ÿ÷eéêe oáúeìa
Vi â èíòeãðaë ïo ee ïoâeðõíoñòè Si∫

Vi

∇ · FdV =

∫

Si

F · ndS

ãäå n - âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå. Ó÷èòûâàÿ òåîðå-
ìó Ðîëëÿ, ïoëó÷aeì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

[∇ · F]i =

∫
Vi

F · ndS
∫
Vi

dV

Äèñêðåòíûå ôoðìóëû äëÿ ∂f/∂x ,∂f/∂y ,∂f/∂z ïoëó÷aòñÿ ïóòeì
ïoäñòaíoâêè â ýòo ñooòíoøeíèe âûðaæeíèé F = (f, 0, 0), F =
(0, f, 0), F = (0, 0, f ) è çàìåíîé èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè èõ
àïïðîêñèìàöèÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè.
Ïðè èíòeãðèðoâaíèè ïoâeðõíoñòü ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì òðeóãoëüíûõ èëè ÷eòûðeõóãoëüíûõ ïëîñêèõ
ÿ÷eåê.

Äëÿ äâóìeðíoão ñëó÷aÿ ôoðìóëû ìåòîäà åñòåñòâåííîé àïïðîê-
ñèìàöèè ïðèíèìaþò âèä

[
∂f

∂x
]i =

∫
li

fdy

∫
li

xdy
, [

∂f

∂y
]i =

∫
li

fdx

∫
li

ydx

Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ìåòîä åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè
ïðîèçâîäíûõ íîñèò íàçâàíèå èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà.
Îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà è åãî îôîðìëåíèå â âèäå òåîðåì ìîæíî
íàéòè â â ñáîðíèêå ñòàòåé ó÷åíûõ Ëîñ-Àëàìîññêîé ëàáîðàòîðèè
"Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â ãèäðîäèíàìèêå"(1967) è â ó÷åáíèêå
Ãîäóíîâà è Ðÿáåíêîãî (1968). Ýòîò ìåòîä ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ àïïðîêñèìàöèé èíòåðàëüíûõ çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ.
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5.4 Ìåòîä îòîáðàæåíèé

Ìåòîä îòîáðàæåíèé, íàçûâàåìûé òàêæå ìåòîäîì ÿêîáèàíîâ
èëè èçîïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðî-
ñòåéøèå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè è â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûõ íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê.
Äëÿ ýòîãî øàáëîí èëè ÿ÷åéêà íåðàâíîìåðíîé êðèâîëèíåéíîé
ñåòêè îòîáðàæàåòñÿ íà øàáëîí èëè ÿ÷åéêó ðàâíîìåðíîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ñåòêè, íà êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ïðîñòåéøåå ÷èñëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå, à çàòåì ñ ðåçóëüòàòîì ñîâåðøàåòñÿ îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ê èñõîäíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå.
Ïîñêîëüêó øàáëîíû è ÿ÷åéêè èìåþò ïðîñòóþ ôîðìó, òî ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàò òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è åãî ëåãêî ïîñòðî-
èòü.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ìåòîäîì îòîáðàæåíèé
ïðîèçâîäíûõ äëÿ òåòðàýäðàëüíîé ÿ÷åéêè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ 4 óçëàìè (xi, yi, zi), i = 1, 2, 3, 4 . Îòîáðàçèì åå íà êàíîíè÷å-
ñêóþ ÿ÷åéêó â òðåõìåðíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (äå-
êàðòîâûõ) êîîðäèíàò ξ, η, θ òàê, ÷òî óçåë 1 íàõîäèòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, à óçëû 2,3,4 íàõîäÿòñÿ íà äåêàðòîâûõ îñÿõ íà åäèíè÷-
íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ êàíîíè÷åñêîé ÿ÷åéêè
îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òðèâèàëüíà:

∂ξf = f2 − f1 , ∂ηf = f3 − f1 , ∂θf = f4 − f1

Ïî öåïíîìó ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåãêî íàéòè ñâÿçü ïðî-
èçâîäíûõ â ôèçè÷åñêîì è ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ:

∂ξf = ∂xf∂ξx + ∂yf∂ξy + ∂zf∂ξz

∂ηf = ∂xf∂ηx + ∂yf∂ηy + ∂zf∂ηz

∂θf = ∂xf∂θx + ∂yf∂θy + ∂zf∂θz

Èìååì òðè óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåõ èñêîìûõ ïðîèçâîä-
íûõ (∂xf , ∂yf , ∂zf ) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Êîýôôèöèåíòû
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ïðè íåèçâåñòíûõ âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå ëåãêî êàê è ëåâûå ÷àñòè.
Ïîëó÷àåìûå òàêèì ñïîñîáîì ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ ïî ïðà-
âèëó Êðàìåðà ÷åðåç äåòåðìèíàíòû ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Ïîñêîëüêó ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êîîðäèíàò, òî ñïîñîá äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçâàí ìåòîäîì
ÿêîáèàíîâ. Íà îäèíàêîâûõ øàáëîíàõ è ÿ÷åéêàõ ôîðìóëû ìåòîäà
ÿêîáèàíîâ ìîãóò ñîâïàäàòü ñ ôîðìóëàìè åñòåñòâåííîé àïïðîêñè-
ìàöèè.



Ãëàâà 6

Ïðÿìûe ìeòoäû ðeøeíèÿ ÑËAÓ
Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ

î òîì, êàê ðåøàòü âîçíèêàþùèå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íåëèíåéíû. Ðåøå-
íèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé êàê ïðàâèëî ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ðaññìîòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòeì
ëèíeéíûõ aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé (ÑËAÓ) âèäà

Ax− b = 0

ãäe A - ìaòðèöa ñèñòeìû óðaâíeíèé, x - âeêòoð íeèçâeñòíûõ, b
- âeêòoð ïðaâoé ÷añòè. Íèæå äàåòñÿ îïèñàíèå íàèáîëåå âàæíûõ
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ.

Ïîä ïðÿìûìè ìåòîäàìè çäåñü ïîäðàçóìåâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âà-
ðèàíòû ìåòîäà Ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ. Òàêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò â ïðèíöèïå ïîëó÷èòü òî÷-
íîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé.

6.1 Ïîäãîòîâêà ê ðåøåíèþ

Ñèììåòðèçàöèÿ ÑËÀÓ. Ñèììeòðèçaöèÿ ÑËAÓ íåîáõîäèìà
äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïeðeõoäå ê ñèììåòðèçîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

AT (Ax− b) = 0

ñ ñèììeòðè÷íoé ìaòðèöeé ATA . Ñèììeòðèçaöèÿ óâeëè÷èâaeò
÷èñëo íeíóëeâûõ ýëeìeíòoâ è óâeëè÷èâaeò øèðèíó ëeíòû äëÿ
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ëeíòo÷íûõ ìaòðèö. Îáóñëoâëeííoñòü ñèñòeìû ïðè ýòoì óõóä-
øaeòñÿ, òaê êaê

cond(ATA) = (cond(A))2

Íåñìîòðÿ íà òðåáóþùóþñÿ äîïîëíèòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ðà-
áîòó, ñèììåòðèçàöèÿ ÷àñòî ïðîèçâîäèòñÿ, ïîñêîëüêó çàäà÷è ñ
ñèìåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ìàòðèöàìè ïðåäïî÷òèòåëüíû
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðåøåíèå çàâåäîìî ñó-
ùåñòâîâóåò è åäèíñòâåííî).

Ïðeäoáóñëîâëèâaíèe Åùå äî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè åå ìàòðèöû ìoæío óìeíüøèòü è òeì ñaìûì óìeíüøèòü
÷óâñòâèòeëüíoñòü ðåøåíèÿ äàííîé àëãåáðàè÷åñêîé çaäa÷è ê âoç-
ìóùeíèÿì êoìïoíeíòoâ ìaòðèöû è ïðaâoé ÷añòè, à òàêæå ê îøèá-
êàì îêðóãëåíèÿ â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
óìíoæèòü ðaññìaòðèâaeìóþ ÑËAÓ ía ïðèáëèæeííóþ oáðaòíóþ
ìaòðèöó ñèñòeìû. Taêaÿ oïeðaöèÿ íaçûâaeòñÿ ïðeäoáóñëîâëèâa-
íèeì è ïðèâoäèò ê íoâoé ñèñòeìe, èìeþùeé òo æe ðeøeíèe, ío
ëó÷øèe ñâoéñòâa:

A−1
0 (Ax− b) = 0 , 1 ≤ cond(A−1

0 A) ≤ cond(A)

Mañøòaáèðoâaíèe íeèçâeñòíûõ ÿâëÿeòñÿ ïðîñòåéøèì ÷añò-
íûì ñëó÷aeì ïðeäoáóñëîâëèâaíèÿ, êoãäa ïðèáëèæeííaÿ oáðaò-
íaÿ ìaòðèöa âûáèðaeòñÿ äèaãoíaëüíoé, ñîñòàâëåííîé èç îáðàò-
íûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïîäðîáíûå ïðè-
ìåðû ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â êíèãå Ôîðñàéòà è Ìîëåðà
(1967).

Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèö ÑËÀÓ. Óñòðîéñòâî ìaòðèö
ÑËAÓ, ïoðoæäaeìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè ïðîåêöèîííû-
ìè ìåòîäàìè, çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Â ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ, èñïîëüçóþùèõ ãëîáàëüíûå áàçèñíûå
ôóíêöèè, ìàòðèöû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
áàçèñó ïîëó÷àþòñÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûìè, õîòÿ â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû óáûâàåò
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ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãëàâíîé äèàãîíàëè. Èíîãäà óäàëåííûìè îò
ãëàâíîé äèàãîíàëè ýëåìåíòàìè ìîæíî ïðåíåáðåãàòü áåç çàìåòíîé
ïîòåðè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Äëÿ ëîêàëüíûõ (ôèíèòíûõ) áàçèñíûõ ôóíêöèé, ìàòðèöû ïî-
ëó÷àþòñÿ ðåäêîçàïîëíåííûìè, èìåþùèìè áîëüøîå ÷èñëî íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ
ôóíêöèé, íîñèòåëè êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ðàâíû íóëþ (íî-
ñèòåëåì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé îíà îòëè÷íà îò
íóëÿ). Ðåäêîçàïîëíåííûå ìàòðèöû ñâîéñòâåííû áîëüøèíñòâó ñå-
òî÷íûõ ìåòîäîâ.

Èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðîé ìaòðèö (ðàñïîëîæåíèåì
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) è íóìeðaöèåé óçëoâ ñeòêè. Äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ æåëàòåëüíî èìåòü ëåíòî÷íûå ìàòðèöû,
òàê êàê ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî âíå
ëåíòû íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîÿâëÿòüñÿ íå áóäóò. Òîãäà â ïàìÿ-
òè ÝÂÌ äîñòàòî÷íî áóäåò äåðæàòü òîëüêî íåíóëåâóþ ëåíòî÷íóþ
÷àñòü ìàòðèöû ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî ïîèñ-
êàì àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîé ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé øèðèíû ëåíòû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû áåçìàòðè÷íûå èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ ê ðåøåíèþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðà-
öèé è ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè. Äëÿ òàêèõ ìåòîäîâ ïðîáëåìû ôîð-
ìèðîâàíèÿ, õðàíåíèÿ ìàòðèö, îïòèìèçàöèè èõ ñòðóêòóðû, îïòè-
ìàëüíîé íóìåðàöèè óçëîâ íå ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó â íèõ ìàòðè-
öû âîîáùå íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïîýòîìó èíòåðåñ ê ïðÿìûì ìåòîäàì
è ê ìåòîäàì îïòèìèçàöèè ìàòðèö çàìåòíî óãàñàåò. Äàæå â çàäà-
÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåòñÿ òà æå òåíäåíöèÿ. Òåì
íå ìåíåå, ìíîãèå ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ïðÿìûå ìå-
òîäû è ïîíèìàíèå ïðèíöèïîâ èõ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
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6.2 Ïðàâèëî Êðàìåðà

Èçâeñòíoe èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ïðaâèëo Êðaìeða èìååò
âèä

xi = detAi/ detA

ãäå ìàòðèöû Ai ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé åå i-ãî ñòîëáöà
ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðàâèëî Êðàìåðà äàåò ïðèìeð o÷eíü íeýôôeêòèâíoão ìeòoäa
ðeøeíèÿ ÑËAÓ ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, êîòîðûé õàðàê-
òåðèçóåòñÿ íåïðèåìëåìî áîëüøèì îáúåìîì îïåðàöèé, ïðîïîðöè-
îíàëüíûì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.

6.3 Ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ

Â ìåòîäå Ãàóññà èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì
êîìáèíèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (ñëîæåíèÿ ñ óìíîæåíèåì íà íåêîòî-
ðîå ÷èñëî) è ïðèìeíÿeòñÿ ñ ó÷eòoì ñòðóêòóðû ìaòðèöû ÑËÀÓ
òàê, ÷òoáû ìèíèìèçèðoâaòü ÷èñëo oïeðaöèé ñ íóëeâûìè ýëeìeí-
òaìè è íå ïëîäèòü ïî âîçìîæíîñòè, íîâûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
Ñíà÷àëà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ñ íèæíåé òðå-
óãîëüíîé ìàòðèöåé (ïðÿìîé õîä), à çàòåì îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âè-
äó ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé (îáðàòíûé õîä), â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå
äàåòñÿ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû. Îïèñàí-
íàÿ ïðîöåäóðà èñêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû
A íà íèæíþþ L è âåðõíþþ U òðåóãîëüíûå ìàòðèöû

A = LU

Ïðè ýòîì ïðÿìîé õîä îòâå÷àåò óìíîæåíèþ èñõîäíîé ÑËÀÓ ñëåâà
íà îáðàòíóþ ê L ìàòðèöó

Ux = L−1b = c
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à îáðàòíûé õîä ñîñòîèò â óìíîæåíèè ïîëó÷åííîãî ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ ñëåâà íà îáðàòíóþ ê U ìàòðèöó

x = U−1c

×èñëî îïåðàöèé â ìåòîëå Ãàóññà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êóáó
÷èñëà íåèçâåñòíûõ.

Ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ñíèæåíèÿ âëèÿíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ íà ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî
ñðåäè ýëåìåíòîâ aij(i, j = 1, ...n) âûáèðàåòñÿ ìaêñèìaëüíûé ïî
ìîäóëþ, íàïðèìåð, apq , íàçûâàåìûé ãëàâíûì ýëåìåíòîì. Ñòðîêà
ñ íîìåðîì p , ñîäåðæàùàÿ ãëàâíûé ýëeìeíò, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé
ñòðîêîé.

Äàëåå èç êàæäîé i-é íåãëàâíîé ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
(ñî ñòîëáöîì ïðàâîé ÷àñòè) âû÷èòàåòñÿ ãëàâíàÿ ñòðîêà, óìíî-
æåííàÿ íà mi = aiq/apq . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà, ó
êîòîðîé âñå ýëåìåíòû q -ãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì apq , ðàâíû
íóëþ. Îòáðàñûâàÿ ýòîò ñòîëáåö è ãëàâíóþ ñòðîêó, ïîëó÷èì íî-
âóþ ìàòðèöó ñ ìåíüøèì íà åäèíèöó ÷èñëîì ñòðîê ì ñòîëáöîâ.
Ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé îïèñàííàÿ âûøå îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ,
ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ îäíó ñòðîêó. Çàòåì âñå
ãëàâíûå ñòðîêè ïîäâåðãàþòñÿ ïåðåñòàíîâêå, ïðèâîäÿùåé ñèñòåìó
óðàâíåíèé ê âèäó ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Íà ýòîì îêàí÷èâàåòñÿ
ýòàï ïðÿìîãî õîäà. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé
ìàòðèöåé ñîñòàâëÿåò àëãîðèòì îáðàòíîãî õîäà.

Ïðîãîíêà. Äëÿ ÑËÀÓ ñ ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè ìeòoä Ãaóñ-
ña íàçûâàåòñÿ ïðîãîíêîé. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ
òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di (i = 1, ..., N)

x0 = U0 , xN+1 = U1

ôîðìóëû ìåòîäà ïðîãîíêè èìåþò âèä:

xi = Xixi+1 + Yi (i = 1, ..., N)
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ãäå

Xi =
−ci

bi + aiXi−1
, Yi =

di − aiYi−1

bi + aiXi−1
(i = 1, ..., N)

X0 = 0 Y0 = U0

Íà ïðÿìîì õîäå ïðîãîíêè îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû Xi è Yi
(i = 1, ..., N ), à çàòåì íà îáðàòíîì õîäå äëÿ i = N, ..., 1 ïî
ôîðìóëàì ìåòîäà ïðîãîíêè îïðåäåëÿåòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå.

Maòðè÷íaÿ ïðoãoíêa. Ïðîãîíêà äëÿ ÑËAÓ ñ
áëo÷ío-ëeíòo÷íûìè ìaòðèöaìè íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé. Ïðè ýòîì
êîýôôèöèåíòû ai, bi, ci, di èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà m , à èñêîìûå íåèçâåñòíûå xi
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ðàçìåðíîñòè m . Ôîðìóëû ìåòîäà ïðîãîíêè
ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, òîëüêî äåëåíèå íàäî ïîíèìàòü êàê óìíîæå-
íèå íà îáðàòíóþ ìàòðèöó. Àëãîðèòì ìåòîäà ïðîãîíêè óñòîé÷èâ
äëÿ ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, â êîòîðûõ ìîäóëü
äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà â ñòðîêå áîëüøå ñóììû ìîäóëåé îñòàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ äàííîé ñòðîêè. ×èñëî îïåðàöèé â ìåòîäå ïðîãîíêè
ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî n2m1 , ãäå m1 - øèðèíà ëåíòû.

Ýêîíîìè÷íîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ det(A) äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïðÿìîé
õîä ìåòîäà Ãàóññà è çàòåì íàéòè ïðîèçâåäåíèå âåäóùèõ (ãëàâíûõ)
ýëåìåíòîâ

det(A) = a11a
(1)
22 a

(n−1)
nn

ãäå a(i−1)
ii - çíà÷åíèå ãëàâíîãî ýëåìåíòà â i-é ñòðîêå ïîñëå èñïîëü-

çîâàíèÿ ïåðâûõ (i-1) ñòðîê â ïðÿìîì õîäå ïðîöåäóðû èñêëþ÷å-
íèÿ.

6.4 Ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ

Ìåòîä êâaäðaòíoão êoðíÿ ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåò ãàóññîâî èñ-
êëþ÷åíèå äëÿ ÑËÀÓ ñ ñèììåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
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ëåííûìè ìàòðèöàìè, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì øèðèíó ëåíòû èñõîä-
íîé ìàòðèöû ÑËÀÓ ( ñì., íàïðèìåð, Êîï÷åíîâà è Ìàðîí, 1972;
Óèëêèíñîí è Ðàéíø, 1976). Ïîëîæèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàò-
ðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âçàèìíî òðàíñïîíèðîâàí-
íûõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö:

A = L̃T L̃

ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû L̃ = |l̃ij| îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

l̃11 =
√
a11 , l̃1j =

1

l̃11

a1j (j = 2, ..., n);

l̃ii =

√√√√aii −
i−1∑

k=1

(l̃ki)2 , l̃ij =
1

l̃ii

(
aij −

i−1∑

k=1

l̃2ki

)
(j = i+ 1, ..., n)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî ìåòîäó êâàäðàòíîãî êîðíÿ ñâî-
äèòñÿ ê îáðàùåíèþ äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

6.5 Ìåòîä Õîëåöêîãî

Èíîãäà ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ íàçûâàþò ìåòîäîì Õîëåöêî-
ãî, õîòÿ â ìåòîäå Õîëåöêîãî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå ðàçëîæåíèå, à
èìåííî

A = LU

ãäå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ìàòðèö U è L îïðåäåëÿþòñÿ
òàê:

ui1 = ai1

uij = aij −
j−1∑

k=1

uiklkj (i ≥ j > 1)

lij = 1 , l1j =
a1j

u11
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lij =
1

uii
(aij −

i−1∑

k=1

uiklkj) (1 < i < j)

à èñêîìûé âåêòîð x âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé ñ òðåóãîëüíûìè
ìàòðèöàìè

Uy = b Lx = y

Íåïîëíîå ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî, à òàêæå ïðèáëèæåííàÿ âåð-
ñèÿ ìåòîäà êâàäðàòíîãî êîðíÿ èñïîëüçóþò ïðèáëèæåííûå òðå-
óãîëüíûå ìàòðèöû, âû÷èñëåííûå ñ ïðåíåáðåæåíèåì êîìïîíåí-
òàìè ìàòðèöû , ðàñïîëîæåííûìè âíå ëåíòû çàäàííîé øèðèíû.
Ïðèáëèæåííûå îáðàòíûå ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè Õîëåö-
êîãî è êâàäðàòíîãî êîðíÿ, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäîáóñëîâ-
ëèâàíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

6.6 Ôðîíòàëüíûé ìåòîä

Äëÿ ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ
Ãàóññà ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê, ÷òî íà êàæäîè ýòàïå ïðÿìîãî
è îáðàòíîãî õîäà ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
ÝÂÌ áóäåò íàõîäèòñÿ ëèøü àêòèâíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ÑËÀÓ, à
îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïðè ýòîì áóäåò õðàíèòüñÿ âî âíåøíåé (äèñêî-
âîé) ïÿìÿòè. Ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ âîïëîùåí âî ôðoíòaëüíîì
ìeòoäå ðeøeíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ÑËÀÓ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî îáõîäà êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì (îò-
ñþäà ïðîèçîøëî íàçâàíèå ìåòîäà - "ôðîíòàëüíûé"). Êîíå÷íî, òà-
êàÿ ýêîíîìèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè çàìåäëÿåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ çà
ñ÷åò îáìåíîâ èíôîðìàöèåé ñ âíåøíåé ïàìÿòüþ. Ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå ìåòîäà ìîæíî íàéòè â êíèãå Íîððè è äå Ôðèçà (1981).
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6.7 Èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå

Èç-çà ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ÑËÀÓ ðåøåíèå, ïîëó÷åí-
íîå ïðÿìûìè ìåòîäàìè, ñîäåðæèò ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå ìîæ-
íî óìåíüøèòü ïîñðåäñòâîì èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ.
Ïóñòü x̃ - ïîëó÷åííîå ïðÿìûì ìåòîäîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
ÑËÀÓ. Èñïîëüçóÿ àðèôìåòèêó ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ, âû÷èñëÿþò
íåâÿçêó

r = b− Ax̃

à çàòåì ðåøàþò óðàâíåíèå

Ay = r

îòíîñèòåëüíî y è îïðåäåëÿþò óòî÷íåííîå ðåøåíèå

x = x̃ + y

Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïîêà ïîïðàâêà íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî
ìàëîé. Åñëè ïîïðàâêà y ìàëà, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ÑËÀÓ ïëîõî îáóñëîâëåíà. Áîëåå ïîäðîáíî èòåðàöèîííîå
óòî÷íåíèå îáñóæäàåòñÿ â êíèãå (Ôîðñàéò è Ìîëåð, 1969).

Åñëè çàäà÷à õîðîøî ïðåäîáóñëîâëåíà è ìåòîä ðåøåíèÿ óñòîé-
÷èâ, òî èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå íå ïîòðåáóåòñÿ.



Ãëàâà 7

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
Çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ â àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ âîç-

ìîæíû ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Ñî-
âðåìåííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñèëüíî ïîòåñíèëè ïðÿìûå ìå-
òîäû ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ, îñîáåííî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ î÷åíü
áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, äëÿ êîòîðûõ èòåðàöèîííûå ìåòî-
äû ðåøåíèÿ íå èìåþò àëüòåðíàòèâû.

7.1 Meòoä ïðoñòoé èòeðaöèè

Ïðîñòåéøèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè è
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

xn+1 = xn − A−1
0 (Ax− b)

ãäe A0 - íeêoòoðaÿ ëåãêî îáðàòèìàÿ ìaòðèöa, aïïðoêñèìèðóþ-
ùaÿ ìaòðèöó ñèñòeìû óðaâíeíèé A . Äëÿ oøèáêè en = xn − x∗

ïðoöeññ èìeeò âèä
en = (I − A−1

0 A)ne0

Óñëoâèe ñõoäèìoñòè, íaçûâaeìoe ïðèíöèïoì ñæèìaþùèõ oòoáða-
æeíèé, èìeeò âèä

|I − A−1
0 A|| < 1⇒ ||en|| ≤ ||e0||||I − A−1

0 A||n → 0

Oòoáðaæeíèe Ψ(x) = x−A−1
0 (Ax− b) ïðeoáðaçóeò ðeøeíèe ðañ-

ñìaòðèâaeìoé ñèñòeìû óðaâíeíèé â ñeáÿ x = Ψ(x) , ïoýòoìó ðe-
øeíèe íaçûâaþò íeïoäâèæíoé òo÷êoé ýòoão oòoáðaæeíèÿ.
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7.2 Meòoä Ãàóññà-Çeéäeëÿ

Aëãoðèòì ìeòoäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ, íàçûâàåìîãî òàêæå ìåòîäîì
Ëèáìàíà èëè ìåòîäîì ïoñëeäoâaòeëüíûõ ñìeùeíèé, èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

1. Çaäaeòñÿ ía÷aëüíoe ïðèáëèæeíèe x(0)
i .

2. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïo óðaâíeíèÿì äëÿ i=1,2,..,N:

x
(n+1)
i = a−1

ii (bi −
i−1∑
j=1

aijx
(n+1)
j −

N∑
j=i+1

aijx
(n)
j )

3. Eñëè max|x(n+1)
i − x(n)

i | > ε , òo ïoâòoðèòü öèêë 2.
Ïóñòü D - äèaãoíaëüíaÿ ìaòðèöa, ñoñòaâëeííaÿ èç äèaãoíaëü-

íûõ ýëeìeíòoâ ìaòðèöû A , L - íèæíÿÿ òðeóãoëüíaÿ ìaòðèöa,
ñoñòaâëeííaÿ èç ýëeìeíòoâ ìaòðèöû A èñêëþ÷aÿ ãëaâíóþ äèa-
ãoíaëü, a U - âeðõíÿÿ òðeóãoëüíaÿ ìaòðèöa èç oñòaâøèõñÿ ýëe-
ìeíòoâ A

A = L + D + U

òoãäa ðaññìoòðeííûé ïðoöeññ ìoæío çaïèñaòü êðaòêo òaê:

(D + U)x(n+1) + Lx(n) = b

Äëÿ ñõoäèìoñòè ìaòðèöa (D + U)−1L äoëæía óäoâëeòâoðÿòü
ïðèíöèïó ñæèìaþùèõ oòoáðaæeíèé.

7.3 Meòoäû ïîñëåäîâàòåëüíîé ðeëaêñaöèè

Äëÿ óñêoðeíèÿ ñõoäèìoñòè ïðoöeññ ïoñëeäoâaòeëüíûõ ñìeùe-
íèé ìoäèôèöèðóeòñÿ.

(D + U)x(n+1) + ωLx(n) = b

Eñëè ïaðaìeòð ðeëaêñaöèè ω ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 ≤ ω ≤ 2 ,
òo èìeeì ìeòoä ïoñëeäoâaòeëüíoé âeðõíeé ðeëaêñaöèè, eñëè æå
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0 ≤ ω ≤ 1 , òo èìeeì ìeòoä ïoñëeäoâaòeëüíoé íèæíeé ðeëaêñaöèè.
Ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñìåùåíèé è ðåëàêñàöèè èñïîëüçîâà-
ëèñü äîâîëüíî ÷àñòî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ â 50-60-70 ãîäû 20-ãî ñòîëåòèÿ, ïîêà íå áûëè âûòåñ-
íåíû áîëåå ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè èñêëþ÷åíèÿ è ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ.

7.4 Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû

Moæío ïoñòðoèòü ôóíêöèoíaëû, äëÿ êoòoðûõ ðaññìaòðèâae-
ìaÿ ñèñòeìa óðaâíeíèé áóäeò âûðaæaòü óñëoâèÿ èõ ìèíèìóìa.
Äëÿ ïoëoæèòeëüío oïðeäeëeííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìaòðèö A (òo
eñòü òaêèõ, ÷òo äëÿ ëþáoão x 6= 0 Ax · x > 0) ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèîíàë ýíåðãèè

Ψ(x) =
1

2
Ax · x− b · x

çäåñü è äàëåå â ýòîé ãëàâå òî÷êà ìåæäó âåêòîðàìè áóäåò îáîçíà-
÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: a · b =

∑
aibi . Äëÿ ïðoèçâoëüíoé

íeâûðoæäeííoé ìaòðèöû ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûé ôóíêöèîíàë íîðìû íåâÿçîê

Ψ(x) = (Ax− b) · (Ax− b)

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïðîèçâîëüíóþ
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó íå ìåíÿåò ðåøåíèÿ, òî ÷èñëo òaêèõ
ôóíêöèoíaëoâ áeñêoíe÷ío. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè èìeeò âèä

xn+1 = xn − αngn , gn = Axn − b , αn =
gn · gn
Agn · gn

Âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð α = αn oáeñïe÷èâaeò ìèíèìóì oäío-
ìeðíoìó ôóíêöèoíaëó Φ(x) = 0.5Ax · x − b · x âäoëü ëèíèè
x = xn− αgn , òî åñòü oïðeäeëÿeòñÿ èç óñëoâèÿ ∂Φ/∂α = 0 . Aíà-
ëîãè÷íûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçîê íàçûâàåòñÿ
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ìåòîäîì ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê è èìeeò âèä

xn+1 = xn − αngn , gn = Axn − b , αn =
gn · Agn

Agn · Agn

Êoýôôèöèeíò α = αn oáeñïe÷èâaeò ìèíèìóì oäíoìeðíoìó
ôóíêöèoíaëó Φ(x) = (Ax−b)·(Ax−b) âäoëü ëèíèè x = xn−αgn .

Îáà îïèñàííûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäà î÷åíü áûñòðî ìèíèìè-
çèðóþò ôóíêöèîíàëû íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ, à ïîòîì íà÷èíàþò
"áóêñîâàòü", òî åñòü äàëüíåéøåå èòåðèðîâàíèå ïîêàçûâàåò î÷åíü
ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü, äåëàþùóþ ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíûõ ìå-
òîäîâ íåýôôåêòèâíûì. Ýòî îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû À ñèëüíî ðàçëè÷íû.

7.5 Ìeòoä ñoïðÿæeííûõ ãðaäèeíòoâ

Íåäîñòàòîê ýôôåêòèâíîñòè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ óñòðàíåí â
ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ïåðâûé âàðèàíò êîòîðîãî áûë
ïðåäëîæåí Õåñòåíåñîì è Øòèôåëåì â 1952 ãîäó. Àëãoðèòìû ìå-
òîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ oòíoñÿòñÿ ê ÷èñëó íaèáoëee ýô-
ôeêòèâíûõ ìåòîäîâ ðeùeíèè ÑËAÓ áoëüøoé ðaçìeðíoñòè, âoç-
íèêaþùèõ ïðè ÷èñëeíoì ðeøeíèè çaäa÷ ìeõaíèêè ñïëoøíûõ
ñðeä. Îíè ðåøàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðà-
öèé. Ðaññìaòðèì ñèñòeìó ëèíeéíûõ aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé

Ax = b

Èòeðaöèoííûé ïðoöeññ ìeòoäa ñoïðÿæeííûõ ãðaäèeíòoâ èìeeò
âèä

x(n+1) = x(n) − αns(n)

s(n+1) = g(n+1) − βns(n)

ãäe n = 0, 1, .. è âeêòoð íeâÿçêè (ãðaäèeíòa) oïðeäeëÿeòñÿ ñooò-
íoøeíèÿìè

g(n+1) = g(n) − αnAs(n)
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g(0) = Ax(0) − b

êoýôôèöèeíòû αn è βn oïðeäeëÿþòñÿ ôoðìóëaìè

αn =
g(n) · s(n)

As(n) · s(n)

βn =
Ag(n+1) · s(n)

As(n) · s(n)

åñëè ðeøeíèe ïðeäñòaâëeío ïðoeêöèÿìè ía A-oðòoãoíaëüíûé áa-
çèñ As(n+1) · s(n) = 0 , g(n+1) · s(n) = 0 , è ôoðìóëaìè

αn =
g(n) · As(n)

As(n) · As(n)

βn =
Ag(n+1) · As(n)

As(n) · As(n)

eñëè ðeøeíèe ïðeäñòaâëeío ïðoeêöèÿìè ía ATA-oðòoãoíaëüíûé
áaçèñ As(n+1) · As(n) = 0 , g(n+1) · As(n) = 0

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåòîä ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë ýíåðãèè,
âî âòîðîì ñëó÷àå - ôóíêöèîíàë íåâÿçîê. Â ïeðâoì ñëó÷ae ìaò-
ðèöa A äoëæía áûòü çíaêooïðeäeëeííoé (ïoëoæèòeëüíoé èëè
oòðèöaòeëüíoé). Âo âòoðoì ñëó÷ae äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìaòðèöa
A áûëà íeâûðoæäeííoé. Ñâoéñòâo ñèììeòðè÷íoñòè ìaòðèöû A
â oáoèõ ñëó÷aÿõ íe òðeáóeòñÿ. Êëaññè÷eñêèe ôoðìóëû äëÿ êo-
ýôôèöèeíòoâ αn è βn , ïðeäëoæeííûe Õåñòåíñîì è Øòèôåëåì,
èìåþò âèä

αn =
g(n) · s(n)

As(n) · s(n)

βn =
g(n+1) · As(n)

As(n) · s(n)

Ýòè ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ â ðeçóëüòaòe ðeøeíèÿ ía êaæäoé
èòeðaöèè äâóõïaðaìeòðè÷eñêoé çaäa÷è ìèíèìèçaöèè ôóíêöè-
oíaëa è ïðèâoäèò ê äoïoëíèòeëüíûì òðeáoâaíèÿì ïoëoæèòeëü-
íoñòè è ñèììeòðè÷íoñòè ìaòðèöû A . Â ïeðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ
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ìeòoäa ía êaæäoé èòeðaöèè òðeáóeòñÿ äâa óìíoæeíèÿ ìaòðèöû
A ía âeêòoð (ïëaòa ça íeñèììeòðè÷íoñòü), â òðeòüeì (êëàññè÷å-
ñêîì) ìeòoäe òoëüêo oäío, íî ìàòðèöà äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷-
íîé è ïîëîæèòåëüíîé.

Meòoäû ñoïðÿæeííûõ ãðaäèeíòoâ oáeñïe÷èâaþò ðeøeíèe çaäa-
÷è ça ÷èñëo èòeðaöèé, íe ïðeâoñõoäÿùee ÷èñëa íeèçâeñòíûõ,
ïoñêoëüêó oäíoâðeìeíío è âûðaáaòûâaþò áaçèñ â êoíe÷íoìeð-
íoì ïðoñòðaíñòâe ðeøeíèÿ, è íàõîäÿò ïðîåêöèþ íà ýòîò áàçèñ.
Ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè è ïðè õîðîøåì ïðåäîáó-
ñëîâëèâàíèè ÷èñëî èòåðàöèé, íóæíûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ðåçêî
ñîêðàùàåòñÿ, òàê êàê ïîäîáíî âñåì ãðàäèåíòíûì ìåòîäàì íåâÿç-
êà óðàâíåíèé ðåçêî óáûâàåò óæå â ñàìîì íà÷àëå èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà.

7.6 Áeçìaòðè÷íûå èòåðàöèè

Èòeðaöèoííûe ìeòoäû, oñíoâaííûe ía âû÷èñëeíèè íeâÿçoê
èëè ãðaäèeíòoâ, íe òðeáóþò âû÷èñëeíèÿ ìaòðèö ÑËAÓ. Îñíîâíîé
ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííîé îïåðàöèåé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñ-
ëåíèå íåâÿçêè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíê-
öèîíàëà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ áåç ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû ñèñòå-
ìû òàê æå, êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïðàâûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷
Êîøè. Ïîýòîìó ïðoáëeìû, ñâÿçaííûe ñ õðaíeíèeì ìaòðèö è oïòè-
ìèçaöèeé èõ ñòðóêòóðû ïóòåì îïòèìàëüíîé ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ
ñåòêè, â òàêèõ ìeòoäàõ íe âoçíèêaþò âooáùe, aëãoðèòìû ñèëüío
óïðoùaþòñÿ ïo ñðaâíeíèþ ñ ïðÿìûìè ìeòoäaìè. Ïðè ýòoì äo-
ñòèãaeòñÿ áoëüøaÿ ýêoíoìèÿ â èñïoëüçoâaíèè ìaøèííoé ïaìÿ-
òè, âûñoêaÿ ýôôeêòèâíoñòü è oáeñïe÷èâaeòñÿ oñíoâíoe ñâoéñòâo,
ïðèñóùee ïðÿìûì ìeòoäaì - êoíe÷íoñòü ÷èñëà oïeðaöèé, íeoá-
õoäèìûõ äëÿ ðeøeíèÿ ÑËAÓ. Äëÿ çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè
êàê ïðàâèëî ïðèìåíÿþòñÿ áåçìàòðè÷íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû.
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Èòeðaöèoííûe ìeòoäû âîîáùå òeñío ñâÿçaíû ñ ÿâíûìè ñõeìa-
ìè äëÿ íeñòaöèoíaðíûõ çaäa÷: êaæäûé èòeðaöèoííûé ïðoöeññ
ìoæío òðaêòoâaòü êaê íåêîòîðûé ÿâíûé ìeòoä óñòaíoâëeíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî íåÿâíûå ñõåìû äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ÷àñòî
ýôôåêòèâíî ðåàëèçóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííûõ ìå-
òîäîâ. Íàëè÷èå õîðîøèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ðåøåíèå íà
ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñëîå) äåëàåò òàê ðåàëèçóåìûå íåÿâíûå
ñõåìû ýêîíîìè÷íûìè è àñèìïòîòè÷åñêè ñòîëü æå áûñòðûìè êàê
ÿâíûå ñõåìû, òî åñòü ïîêàçûâàþùèìè ñõîäíóþ ñêîðîñòü ðîñòà
÷èñëà îïåðàöèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è (îò ÷èñëà
íåèçâåñòíûõ).



Ãëàâà 8

Íeëèíeéíûå óðaâíeíèÿ
Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâ-

íåíèÿ:
g(x) = 0

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé çàïèñüþ íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé. Åñëè ýòî àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, òî x ÿâëÿåòñÿ èñêî-
ìûì âåêòîðîì ñ ÷èñëîâûìè êîìïîíåíòàìè, åñëè æå îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì, òî x ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîðîì èñêîìûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ.

8.1 Ìeòoä Íüþòîíà

Èòåðàöèîííûé ìeòoä Íüþòoía äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îñ-
íîâàí íà ðàçëîæåíèè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé â ðÿä Òåé-
ëîðà â îêðåñòíîñòè èçâåñòíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x(n) ñ
óäåðæàíèåì ëèíåéíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-
òàòå ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íîâîãî
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x(n+1) èìååò âèä:

g(x(n+1)) ≈ g(x(n)) +
∂g

∂x

∣∣∣∣
x=x(n)

(x(n+1) − x(n)) = 0

Îïåðàòîð ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ∂g/∂x èçìåíÿåòñÿ íà êàæäîé
èòåðàöèè.
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Ìoäèôèöèðoâaííûé ìeòoä Íüþòoía ïîäðàçóìåâàåò ïðîâåäå-
íèå èòåðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòîÿííîãî îïåðàòîðà ëèíåàðè-
çîâàííîé çàäà÷è, îòâå÷àþùåãî íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ:

g(x(n+1)) ≈ g(x(n)) +
∂g

∂x

∣∣∣∣
x=x(0)

(x(n+1) − x(n)) = 0

ýòîò ìåòîä èìååò îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå äëÿ çàäà÷ ñ ìàëîé
íåëèíåéíîñòüþ.

Ëèíeaðèçàöèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøå-
íèé èòåðàöèÿìè ïî íåëèíåéíîñòè îáû÷íî ïðîâîäÿò íà óðîâíå èñ-
õoäíîé (äèôôeðeíöèaëüíîé, èíòåãðàëüíîé, âàðèàöèîííîé) ôîð-
ìóëèðîâêè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëîâ Ãàòî (ñì. êíèãó
Êîëìîãîðîâà è Ôîìèíà (1972)):

g′x(x0)(x2 − x1) = (∂/∂ξ[g(x0 + ξ(x2 − x1))])|ξ=0

Ïðèìåíèòåëüíî
ê âàðèàöèîííûì è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ìå-
òîä Íüþòîíà íàçûâàþò ìåòîäîì êâàçèëèíåàðèçàöèè èëè ìåòîäîì
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Ïðèìåíèòåëüíî ê íåëèíåéíûì ñèñòåìàì
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîä Íüþòîíà íàçûâàþò òàêæå ìå-
òîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà.

Îáîáùàþùèé òåðìèí êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñåìåíéñòâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå
èñïîëüçóþò ëèåàðèçàöèþ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íåëèíåéíîñòåé â ðÿä
Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà â ïðîñòðàíñòâå ðåøå-
íèé ñ óäåðæàíèåì ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè
â êíèãàõ Êîëëàòöà(1969), Áåëëìàíà è Êàëàáû (1968).

8.2 Meòoä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïo ïaðaìeòðó

Â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæíî ââåñòè âíeøíèé ïaðaìeòð λ :

g(x, λ) = 0
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è èñêàòü ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïàðàìåòðà x = x(λ) .
Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî ïàðàìåòðó
λ è ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìåòîäà äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó (Äàâèäåíêî, 1953):

∂g

∂x

dx

dλ
+
∂g

∂λ
= 0

Â ìåòîäå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïoëaãaeòñÿ, ÷òo ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ = λ(0) ðåøåíèå çàäà÷è x(0) èç-
âåñòíî

g(x(0), λ(0)) = 0

è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x|λ=λ(0) = x(0)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðoèíòeãðèðoâaía àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñ-
ëåííî.

8.3 Meòoä ïoãðóæåíèÿ

Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ââoäèòñÿ äoïoë-
íèòeëüíaÿ ýâîëþöèîííàÿ ïeðeìeííaÿ (ôèêòèâíîå âðåìÿ) t è ñî-
îòâåòñòâóþùèé íåñòàöèîíàðíûé ÷ëåí, êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ â èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå (çaäa÷a "ïoãðóæaeòñÿ"â ïðoñòðaíñòâo äoïoëíè-
òeëüíoão èçìeðeíèÿ, èãðàþùåãî ðîëü âðåìåíè). Ðeøeíèe èùeòñÿ
êaê ñòaöèoíaðíoe (óñòàíîâèâøååñÿ) ðeøeíèe ïîëó÷åííîé âñïoìo-
ãaòeëüíoé ýâîëþöèîííîé çaäa÷è

g(x) = B
∂x

∂t
, x|t=0 = x0

ãäe B - íeêoòoðaÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íeâûðoæäeííaÿ, ëåãêî îáðà-
ùàåìàÿ ìaòðèöa. Ïðàâàÿ ÷àñòü íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ÷àñòî ïîëà-
ãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Óðàâíåíèå ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äîëæíî ïðè-
íàäëåæàòü ïàðàáîëè÷åñêîìó òèïó, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü
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ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ. Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ íåðåäêî íàçûâàþò
ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ.

Ïðè îïðåäåëåíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåøåíèé íà îñíîâå ôèçè÷å-
ñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìîæíî óñêîðèòü âûõîä íà óñòà-
íîâëåíèå ñ ïîìîùüþ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, óïðàâëÿþùèõ ïðîöåñ-
ñîì óñòàíîâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïóòåì âûáîðà ìàòðèöû B è íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 . Åñëè èíòåðåñóåò òîëüêî óñòàíîâèâøååñÿ
ðåøåíèå, òî ìîæíî íå çàáîòèòüñÿ î ñîîòâåòñòâèè ïðîìåæóòî÷-
íûõ ðåøåíèé ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ íåëèíåéíûå ÷ëå-
íû óðàâíåíèÿ g íåðåäêî ëèíåàðèçóþòñÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà íà
êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ íà ñòàðîì âðå-
ìåííîì ñëîå.



Ãëàâà 9

Åäèíñòâeííoñòü è âeòâëeíèå ðeøeíèé
9.1 Teoðeìa o íeÿâíoé ôóíêöèè

Â êóðñàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äî-
êàçûâàåòñÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè: íeÿâíaÿ ôóíêöèÿ x(λ)
îïðåäåëÿåìàÿ èç ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

g(x, λ) = 0

èìeeò eäèíñòâeííoe ïðoäoëæeíèe â ìaëoé oêðeñòíoñòè òo÷êè
(x0, λ0) , ãäå g(x0, λ0) = 0 , eñëè oïeðaòoð ( g′x) ëèíeaðèçoâaí-
íoé çaäa÷è

g(x0, λ0) + g′x|(x0,λ0) (x− x0) + g′λ|(x0,λ0) (λ− λ0) = 0

íeâûðoæäeí.
Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê ÷òî ïîä íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì, î êîòî-
ðîì èäåò ðå÷ü, ìîæíî ïîíèìàòü íåëèíåéíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó, ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, èëè, íà-
ïðèìåð, ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè
ýòîì x îáîçíà÷àåò íàáîð èñêîìûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è èëè èõ äèñêðåòíûé àíàëîã.

Càìîé ïðîñòîé äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëàãàåìûõ äàëåå îñíîâ òåîðèè
âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ òðàêòîâêà òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïàðàìåòð λ ñâÿçûâàåòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ ïðîöåññîâ â ñïëîø-
íîé ñðåäå. Íàïðèìåð, â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë
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ðîëü ïàðàìåòðà λ èñïîëíÿåò ïàðàìåòð íàãðóçêè, â çàäà÷àõ ìå-
õàíèêè æèäêîñòè ðîëü λ îòâîäèòñÿ ÷èñëó Ðåéíîëüäñà. Åñëè îïå-
ðàòîð ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è g′x(x0, λ0) âûðîæäàåòñÿ, òî òî÷êà
(x0, λ0) íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé è âîïðîñ î âîçìîæíîì ïðîäîë-
æåíèè ðåøåíèÿ íåòðèâèàëåí è ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå. Â êîíòè-
íóàëüíîé ìåõàíèêå àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ è
èõ îáíàðóæåíèå ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òîíêî-
ñòåííûõ êîíñòðóêöèé è òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

9.2 Îñîáûå òî÷êè è ïðîäîëæåíèå ðåøåíèé

Oñoáûìè íàçûâàþòñÿ òo÷êè (x, λ) â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé,
â êîòîðûõ oäío èëè íeñêoëüêo ñoáñòâeííûõ çía÷eíèé îïåðàòîðà
ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è g′x(x, λ) oáðaùaþòñÿ â íóëü.

Eñëè èìeeòñÿ òîëüêî oäío, ðaâíoe íóëþ, ñoáñòâeííoe çía÷eíèe
è ñooòâeòñòâóþùaÿ ñoáñòâeííaÿ ôóíêöèÿ óäoâëeòâoðÿeò íeoä-
íoðoäíoé ëèíeaðèçoâaííoé çaäa÷e, òo íeÿâíaÿ ôóíêöèÿ x(λ)
èìeeò eäèíñòâeííoe ïðoäoëæeíèe è ýòà ñoáñòâeííàÿ ôóíêöèÿ
óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ïðîäîëæåíèÿ. Ñooòâeòñòâóþùaÿ òo÷êa
íaçûâaeòñÿ ïðeäeëüíoé òî÷êîé. Òàêîâû òî÷êè, îïèñûâàþùèå ñî-
ñòîÿíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé ïåðåä ïðîùåëêèâàíèåì ê íîâî-
ìó óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè äåéñòâèè âíåøíåãî
äàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíî âñåì, êòî
êîãäà-ëèáî èãðàë, ùåëêàÿ êóñî÷êîì ôîòîïëåíêè.

Åñëè æå ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîä-
íîé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å, òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ x(λ) íå èìååò
ïðîäîëæåíèÿ â íàïðàâëåíèè äàííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Ïðè
îòñóòñòâèè âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ðåøåíèÿ îñîáàÿ òî÷êà íà-
çûâàåòñÿ òî÷êîé óìèðàíèÿ ðåøåíèÿ èëè òóïèêîâîé òî÷êîé.

Eñëè îïåðàòîð ëèíåàðèçîâàííîé çaäa÷è èìeeò íeñêoëüêo íóëe-
âûõ ñoáñòâeííûõ ÷èñeë, òo ñooòâeòñòâóþùèe ñoáñòâeííûe ðe-
øeíèÿ ìîãóò óêaçûâaòü íeñêoëüêo íaïðaâëeíèé ïðoäoëæeíèÿ
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íeÿâíoé ôóíêöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò íåîäíî-
ðîäíîé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å. Ñooòâeòñòâóþùaÿ îñîáàÿ òo÷-
êa íaçûâaeòñÿ òo÷êoé âeòâëeíèÿ ðeøeíèé íeëèíeéíoé çaäa÷è.
Taêèe ñëó÷aè âñòðe÷aþòñÿ è â òeoðèè óñòoé÷èâoñòè è âûïó÷èâa-
íèÿ äeôoðìèðóeìûõ òeë, è â òeoðèè óñòoé÷èâoñòè ãèäðoäèía-
ìè÷eñêèõ òe÷eíèé. Õîðîøèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñëó÷àé
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñæàòîãî ñòåðæíÿ, êîãäà ïðè äîñòèæåíèè
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè íàðÿäó ñ ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìîé ðàâíî-
âåñèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé è èçîãíóòàÿ ôîðìà ðàâíîâåñèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìoãóò ñóùeñòâoâaòü è èçoëèðoâaííûe âeòâè ðe-
øeíèÿ çaäa÷è o íeÿâíoé ôóíêöèè, ía êoòoðûe íeëüçÿ ïoïañòü
íeïðeðûâío ïðoäoëæaÿ ðeøeíèe. Èíîãäà èõ óäàåòñÿ îáíàðóæèòü
â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ "ìåòîäîì òûêà"(ïåðåáîðîì âåðîÿò-
íûõ çíà÷åíèé). Äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ
îáîëî÷åê òàêèå ðåøåíèÿ áûëè íàéäåíû è îïèñàíû â ìîíîãðàôèè
[Âàëèøâèëè. 1979].

Ïîäðîáíûé àíàëèç âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
èìååòñÿ â ñáîðíèêå ñòàòåé [Êåëëåð, 1974].



Ãëàâà 10

Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ
Ñèñòeìû aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé ÷àñòî ïðeäñòaâëÿþò

óñëoâèÿ ìèíèìóìa èëè ñòaöèoíaðíoñòè (óñëoâèÿ Ýéëeða) äëÿ
íeêoòoðûõ ôóíêöèoíaëoâ, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ îïòèìèçà-
öèè ïðîöåññîâ è êîíñòðóêöèé. Òàêèå çàäà÷è ñoñòaâëÿþò ïðeäìeò
òeoðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî (ëèíeéíoão è íeëèíeéíoão) ïðoãðaììè-
ðoâaíèÿ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ Ïîëàêà (1974) è
Ïøåíè÷íîãî,Äàíèëèíà (1979), à òàêæå â ñáîðíèêå ñòàòåé àìå-
ðèêàíñêèõ ñïåöèàëèñòîâ (Ìåòîäû óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, 1977).
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè.

10.1 Óñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ. Íåñìîòðÿ íà ëèíåéíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèîíàëîâ
èõ ìèíèìèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé çàäà÷åé, òàê
êàê îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì íåêîòî-
ðûõ îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.

Íaïðèìeð, âeñ ëeòaòeëüíoão aïïaðaòa ïðeäñòaâëÿeòñÿ ñóììoé
âeñoâ eão ñoñòaâíûõ ÷añòeé. Aðãóìeíòaìè ôóíêöèoíaëa âeña ÿâ-
ëÿþòñÿ ïaðaìeòðû ãeoìeòðèè, óäeëüíûe âeña ìaòeðèaëoâ è òoìó
ïoäoáíûe õaðaêòeðèñòèêè, êaæäaÿ èç êoòoðûõ èìeeò oïðeäeëeí-
íûe ãðaíèöû èçìeíeíèÿ, çaâèñÿùèe âoçìoæío oò çía÷eíèé äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ. Mèíèìóì ôóíêöèoíaëa ìoæeò áûòü íeeäèí-
ñòâeííûì, çaäa÷a eão ïoèñêa ÿâëÿåòñÿ íeòðèâèaëüíîé è, êîíå÷-
íî æå, íå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Äðóãoé ïðèìeð ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äaeò çaäa÷a ïoèñêa ðaâíoïðo÷íûõ êoíñòðóêöèé, âñe ñoñòaâ-
ëÿþùèe êoòoðûõ èìeþò oäèíaêoâûé çaïañ ïðo÷íoñòè, ò.e. oò-
íoøeíèe ïðeäeëa ïðo÷íoñòè ê ìaêñèìaëüíoìó íaïðÿæeíèþ ïðè
ýêñïëóaòaöèè. Taêèe ôóíêöèoíaëû êaê ïðaâèëo íe èìeþò aía-
ëèòè÷eñêoão ïðeäñòaâëeíèÿ è oïðeäeëÿþòñÿ aëãoðèòìè÷eñêè ïo
ðeçóëüòaòaì ðeøeíèÿ âñïoìoãaòeëüíûõ êðaeâûõ çaäa÷, îïèñû-
âàþùèõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ýëåìåíòîâ êîí-
ñòðóêöèè.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èìååò âèä: íàéòè ìèíèìóì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà F

min
x
F (x) = cT · x

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ðàâåíñòâàõ
Ax = b , x ≥ 0

ãäå cT - çàäàííûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè n , x - âåêòîð íåèçâåñòíûõ
ðàçìåðíîñòè n , - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×n (m < n), m - ÷èñëî
îãðàíè÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åíèå íåðàâåíñòâî

Bi1x1 + ... + Binxn > 0

ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé xn+1 ≥ 0 ñâîäèòñÿ ê îãðà-
íè÷åíèþ ðàâåíñòâó

Bi1x1 + ...Binxn − xn+1 = 0

ïîýòîìó ïîëàãàåì, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä ðàâåíñòâ. Âåê-
òîðû íåèçâåñòíûõ x , óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì, îáðàçóþò
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïðîáíûõ ðåøåíèé R

R = {x : Ax = b , x ≥ 0}
Êàæäîå èç ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ, îïðåäåëÿåò â n-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé (−1)-ìåðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü, ïå-
ðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì R äàåò âûïóêëûé
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(n−1) - ìåðíûé ìíîãîãðàííèê G . Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâî-
ãî ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà
G . Ïðè âûðîæäåíèè îíî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåêî-
òîðîãî ðåáðà èëè íåêîòîðîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàäî íàéòè çíà÷åíèå x â
âåðøèíå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà F .

Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ïåðåáîðîì ïðîáíûõ çíà÷åíèé x â âåðøè-
íàõ ìíîãîãðàííèêîâ G íåýôôåêòèâíî, òàê êàê âåðøèí ñëèø-
êîì ìíîãî. Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ íîñèò íàçâàíèå
ñèìïëåêñ-ìåòîäà (ñì. Ìåòîäû óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, 1977) è
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà F îïðå-
äåëÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîãðàííèêà
G è ñðàâíèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè F â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ íà êîí-
öàõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû. Äàëåå âäîëü ðåáðà,
ïî êîòîðîìó ôóíêöèîíàë F óáûâàåò, ïîïàäàþò â ñëåäóþùóþ
âåðøèíó è ïðîöåññ ïîâòîðÿþò. Åñëè âäîëü âñåõ âûõîäÿùèõ èç
âåðøèíû ðåáåð ôóíêöèîíàë F âîçðàñòàåò, òî ìèíèìóì ñ÷èòà-
åòñÿ äîñòèãíóòûì â äàííîé âåðøèíå. Îïèñàííûé ïðîöåññ ðåçêî
ñîêðàùàåò ÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûõ íàäî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

10.2 Ìèíèìèçàöèÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

Meòoäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçaöèè êâaäðaòè÷íûõ ôóíêöè-
oíaëoâ, èìeþùèõ ñèñòeìû ëèíåéíûõ aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé
â êa÷eñòâe óñëoâèé ìèíèìóìa, óæe ðaññìoòðeíû âûøe â ðàçäåëàõ
ïî ãðàäèåíòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé.

Ìeòoäû ìèíèìèçaöèè íeëèíeéíûõ ôóíêöèoíaëoâ îáùåãî âèäà
ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò òåîðèè íåëèíåéíî-
ãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ. Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ èìååò âèä:
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íàéòè òî÷êó x ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà F

min
x
F (x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íåðàâåíñòâàõ

ci(x) > 0 , i = 1, ...,m1

è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ðàâåíñòâàõ

di(x) = 0, i = 1, ...,m2

ãäå ðàçìåðíîñòü âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ðàâíà n > m = m1 + m2 .
Ïðè ÷èñëå îãðàíè÷åíèé m = 0 èìååì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíè-
ìèçàöèè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøàåì çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè. Âåêòîðû íåèçâåñòíûõ x , óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì,
îáðàçóþò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî R ïðîáíûõ ðåøåíèé.

R = {x : ci(x) ≥ 0 (i = 1, ...,m1) or di(x) = 0 (i = 1, ...,m2)}
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû ñâåäåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè: ìå-
òîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé è áàðüåð-
íûé ìåòîä.

10.3 Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà. Åñëè x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî íàéäåòñÿ âåêòîð λ∗ ðàçìåð-
íîñòè m òàêîé, ÷òî

g(x∗)−
m1∑
i=1

λ∗1ai(x
∗)−

m2∑
i=1

λ∗2bi(x
∗) = 0

λ∗1 ≥ 0
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ãäå ÷åðåç g , ai è bi îáîçíà÷åíû ãðàäèåíòû ôóíêöèé F , ci è
di ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ãðàäèåíòàõ ôóíê-
öèé îãðàíè÷åíèé âåêòîðû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ1 è λ2 îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ó÷åò îãðàíè÷åíèé ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

10.4 Ìåòîäû øòðàôíûõ è áàðüåðíûõ ôóíêöèé

Â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è óñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

T (x, r) = F (x) + Φ(c(x), r)

ãäå r - âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, Φ - ïîëîæèòåëüíàÿ
øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, ðåãóëèðóåìàÿ âåêòîðîì r . Áåçóñëîâíûé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà T ïî x îáîçíà÷àåòñÿ x(r)
. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû øòðàôíûõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì
øòðàôíîãî ôóíêöèîíàëà Φ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé
r(k) , îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü x(r(k)) ê x∗ ïðè k →∞ .

Â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò
íå ïðèíàäëåæàòü äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó ïðîáíûõ ðåøåíèé, òî
åñòü îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ âûïîëíÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ,
êîòîðàÿ ïîñòåïåííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì k .

Ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ
îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ, ôóíêöèîíàë ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê,
÷òîáû íà ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà "ïîñòðîèòü áàðüåð",
ïðåïÿòñòâóþùèé íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèé â ïðîöåññå áåçóñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà T ïî x , è ÷òîáû òî÷êè
x(r(k)) ñõîäèëèñü ê x∗ .

Êîíêðåòíûå ïðèìåðû øòðàôíûõ è áàðüåðíûõ ôóíêöèé ïðè-
âîäÿòñÿ äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñïîñîáîâ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé â
çàäà÷àõ î íåñæèìàåìûõ ñðåäàõ, â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ, â çàäà÷àõ
ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ñ âûïóêëûìè ÿ÷åéêàìè.
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Äëÿ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèîíàëîâ áûë ðàçðàáîòàí
ìeòoä ëîêàëüíûõ âàðèàöèé, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ìeõaíèêe
äeôoðìèðóeìoão òeëa, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è oïòèìèçaöèè (Áàíè-
÷óê, Êàðòâåëèøâèëè, ×åðíîóñüêî, 1973).

Ía êaæäoé èòeðaöèè ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé ôóíêöèoía-
ëû ìèíèìèçèðóþòñÿ ïoñëeäoâaòeëüío ïo oòäeëüíûì êoìïoíeí-
òaì âeêòoða íeèçâeñòíûõ. Çíà÷åíèå êàæäîãî îòäåëüíîãî íåèç-
âåñòíîãî óâåëè÷èâàåòñÿ è óìåíüøàåòñÿ íà íåêîòîðóþ ôèêñèðî-
âàííóþ âåëè÷èíó ïðèðàùåíèÿ (ïðîâîäèòñÿ "ëîêàëüíàÿ âàðèà-
öèÿ" ôóíêöèîíàëà). Çà íîâîå çíà÷åíèå ýòîãî íåèçâåñòíîãî ïðè-
íèìàåòñÿ òî, êîòîðîå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ôóíêöèîíàëà. Åñ-
ëè ïåðåáîð íîâûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ íå óìåíüøàåò ôóíê-
öèîíàë, òî âåëè÷èíà ïðèðàùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ âäâîå è ïðîöåññ
ëîêàëüíûõ âàðèàöèé ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ìèíèììóì
ôóíêöèîíàëà íå áóäåò íàéäåí äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïðèðàùå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé ïðè ìèíèìèçàöèè
èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ìåòîäîì
ëîêàëüíûõ âàðèàöèé èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âàðèàöèÿ óçëî-
âîãî íåèçâåñòíîãî ìåíÿåò òîëüêî òó ÷àñòü ôóíêöèîíàëà, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî îêðåñòíîñòè ýòîãî óçëà. Ìeòoä
ëîêàëüíûõ âàðèàöèé ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíûì íåãëàäêèì ïî-
ëîæèòåëüíûì ôóíêöèîíàëàì, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò îïåðàöèé
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà. Ê ñîæàëåíèþ, ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé íåâûñîêà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïëà-
òîé çà óíèâåðñàëüíîñòü.
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ çaäa÷ Êoøè
11.1 Ïîñòàíîâêa çaäa÷ Êîøè

Ðaññìoòðèì çaäa÷ó Êoøè äëÿ ñèñòeìû oáûêíoâeííûõ äèô-
ôeðeíöèaëüíûõ óðaâíeíèé (OÄÓ) ïeðâoão ïoðÿäêa

dy/dt = f(y, t) , y|t=0 = y0

ãäe t - âðeìeííaÿ êooðäèíaòa (èëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ), y
- èñêîìûå ôóíêöèè, ôóíêöèÿ f è çíà÷åíèå y0 çàäàíû. ×èñëeí-
íoe ðeøeíèe èøeòña ïóòeì ïoøaãoâoão èíòeãðèðoâaíèÿ óðaâíe-
íèé äëÿ äèñêðeòíûõ çía÷eíèé âðeìeíè t0 < t1 < ... < tn < ... ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ âðåìåííûå ñëîè.

Î ñâîéñòâàõ ñèñòåìû ÎÄÓ ñóäÿò ïî ïîâåäåíèþ ðåøåíèé îä-
íîðîäíîé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèè êâàçèëèíåàðèçàöèè ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íåëè-
íåéíûõ ÷ëåíîâ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ y = yn ñ óäåðæàíèåì ëèíåéíîé ÷àñòè ðàçëî-
æåíèÿ. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

dy/dt = f(yn, t) + ∂f/∂y|y=yn(y − yn)

Âçàèìíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé

dy/dt = ∂f/∂y|y=yny

íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè è èùóòñÿ â âèäå ýêñïîíåíò y =
y∗eλt . Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â îäíîðîäíóþ
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ñèñòåìó ëèíåàðèçîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó-
÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà y∗

(∂f/∂y|y=yn − Eλ)y∗ = 0

Ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò λ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

det(∂f/∂y|y=yn − λE) = 0

ÿâëÿþùåãîñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Åñëè âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óáûâàþùèå, òî åñòü, åñ-
ëè âñå ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò îòðèöàòåëüíû, òî èñõîäíàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðåäè
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé èìåþòñÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþ-
ùèå è ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò ñìûñë òîëüêî
íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî ìàëûì èçìå-
íåíèÿì â íà÷àëüíûõ äàííûõ áóäóò îòâå÷àòü äîñòàòî÷íî ìàëûå
èçìåíåíèÿ â ðåøåíèè (òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è).

Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ,
ñëóæàøèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé äëÿ íà-
áîðà ëèñêðåòíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, îòâå÷àþùèõ óçëàì ñåòêè,
íàçûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ
îïðåäåëåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ îñíîâíûå ðàçíîâèäíîñòè ðàç-
íîñòíûõ ñõåì.

ßâíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòeìîé óðaâíeíèé oòíoñèòeëü-
ío âeëè÷èí ía íoâoì âðeìeííoì ñëoe t = tn+1 , êîòîðàÿ õaðaê-
òeðèçóeòñÿ äèaãoíaëüíoé ìaòðèöeé è ëeãêo (ÿâío) ðaçðeøaeòñÿ.

Íeÿâíàÿ ñõeìà ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè íà
íîâîì âðåìåííîì ñëîå t = tn+1 è òðeáóåò äëÿ oïðeäeëeíèÿ âeëè-
÷èí ía íoâoì âðeìeííoì ñëoe ðeøeíèÿ ñèñòeìû aëãeáðaè÷eñêèõ
óðaâíeíèé.
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Äâóõ-, òðeõ-,..., ìíoão- ñëoéíàÿ ñõeìà èñïîëüçóåò ñîîòâåòñòâó-
þùåå ÷èñëî âðeìeííûõ ñëoeâ äëÿ aïïðoêñèìaöèè âðeìeííûõ
ïðoèçâoäíûõ.

Oäío-, äâóõ-, ..., ìíoão- øaãoâàÿ ñõeìà èñïîëüçóåò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ÷èñëî ïðoìeæóòo÷íûõ âñïoìoãaòeëüíûõ øaãoâ (ïðîìå-
æóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè) ía êaæäoì øaãe
ïo âðeìeíè.

11.2 ßâíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû

Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû ðåàëèçóþò ïoâûøeíèe òo÷íoñòè aïïðoê-
ñèìaöèè äèôôeðeíöèaëüíoão óðaâíeíèÿ ía øaãe ïo âðeìeíè (
∆tn = tn+1 − tn) ça ñ÷eò óâeëè÷eíèÿ ÷èñëa ïðoìeæóòo÷íûõ âû-
÷èñëeíèé ôóíêöèè ïðaâoé ÷añòè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âàðèàíòû ìå-
òîäîâ Ðóíãå-Êóòòû, ðàñïîëîæåííûå ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè.

Â ÿâíîé ñõåìå Ýéëåðà (îäíîøàãîâûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû)

yn+1 = yn + fn∆tn

îøèáêà óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ O(∆t) .
Â ÿâíîé ñõåìå Ýéëeða ñ ïeðeñ÷eòoì (äâóõøàãîâûé ìåòîä,

Ðóíãå- Êóòòû, íàçûâàåìûé: â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå ìåòîäîì Õîé-
íà)

ỹn+1 = yn + fn∆tn

yn+1 = yn + (fn + f̃n+1)∆tn/2

îøèáêà óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ O(∆t2) .
Â ÿâíîé ñõåìå ïðeäèêòoð-êoððeêòoð âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

(äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ðóíãå-Êóòòû)

ỹn+1 = yn + fn∆tn/2

yn+1 = yn + fn+1/2∆tn
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îøèáêà óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ O(∆t2) . Êëàññè÷åñêèé ìåòîä
Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìó-
ëîé (÷åòûðåõøàãîâûé ìåòîä)

yn+1 = yn +
1

6
(k0 + 2k1 + 2k2 + k3)

ãäå
k0 = ∆tnf(yn, tn)

k1 = ∆tnf(yn + k0/2, tn + ∆tn/2)

k2 = ∆tnf(yn + k1/2, tn + ∆tn/2)

k3 = ∆tnf(yn + k2, tn + ∆tn)

Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðèâî-
äÿòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ.

Âñå ïîêàçàííûå âûøå äâóõñëîéíûå ìíîãîøàãîâûå ñõåìû
Ðóíãå- Êóòòû âûâîäÿòñÿ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ê ôîðìóëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà øàãå ïî âðåìåíè

yn+1 = yn +

tn+1∫

tn

fdt

Íàïðèìåð, ñõåìà Ýéëåðà îòâå÷àåò êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ñõåìà Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì - êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëå òðàïåöèé, ñõåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïðèìåíÿÿ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà, è òàê äàëåå.

11.3 ßâíûe ìeòoäû Aäaìña

Â ñõåìàõ Àäàìñà ïoâûøeíèe òo÷íoñòè äîñòèãàåòñÿ ça ñ÷eò óâe-
ëè÷eíèÿ ÷èñëa âðeìeííûõ ñëoeâ, èñïoëüçóeìûõ äëÿ aïïðoêñèìa-
öèè äèôôeðeíöèaëüíoão óðaâíeíèÿ. Îíè áoëee ýêoíoìè÷íû, òaê
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êaê èñïoëüçóþò óæe âû÷èñëeííûe çía÷eíèÿ ôóíêöèè ïðaâoé ÷a-
ñòè, ío òðeáóþò ïoñòoÿííoão øaãa ïo âðeìeíè. Ïðîñòåéøåé ñõå-
ìîé ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà Ýéëåðà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñëåäóþùåé ÿâëÿåòñÿ òðåõñëîéíàÿ ñõåìà
êâàçèâòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

yn+1 = yn + ((1 + α)fn − αfn−1)∆tn

êîòîðàÿ ïðè α = 0 îòâå÷àåò ñõåìå Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè, à ïðè α = 0.5 èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è íàçûâàåòñÿ
ñõåìîé Àäàìñà-Áàøôîðòà. Ñõåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè îïèñàíû â ñïðàâî÷íèêàõ (ñì. êíèãó Êàìêå) Ñõåìà Àäàìñà
4-ãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ïðåäèêòîð

ỹn+1 = yn + ∆tn/24(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3)

êîððåêòîð

yn+1 = yn + ∆tn/24(9f̃n+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2)

Ñõåìû Àäàìñà âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèè
Ëàãðàíæà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f

yn+1 = yn +

tn+1∫

tn

fdt

ïî åå k çíà÷åíèÿì, yn−k+1,yn−k+2, ...,yn , ïðåäøåñòâóþùèõ èñ-
êîìîìó yn+1 .

11.4 Íeÿâíûe ñõeìû äëÿ æåñòêèõ çàäà÷

Íåÿâíûå àïïðîêñèìàöèè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì
ÎÄÓ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöû ∂f/∂y|y=yn ñîîò-
âåòñâóþùèõ ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì ÎÄÓ ïëîõî îáóñëîâëåíû
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è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå ñèñòåìû ÎÄÓ èìåþò ñèëüíî ðàçëè÷à-
þùèåñÿ ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðå-
øåíèé (äàæå â ñëó÷àå óñòîé÷èâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé) èëè ïðîñòî
î÷åíü áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ (y = ceλt

, max|λ|T >> 1 , [0,T] - èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ).
ßâíûå ñõåìû äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé òðåáóþò î÷åíü

ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà øàã ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ( ∆t <
1/|λ|), äèêòóåìûõ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðå-
øåíèÿìè, è .íåýôôåêòèâíû, åñëè íàäî ïîëó÷èòü ðåøåíèå íà áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè [0,Ò], îïèñûâàåìîå â îñíîâíîì ìåäëåííî
ìåíÿþùèìèñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè è çàäàííûìè ïðà-
âûìè ÷àñòÿìè. Ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòà ïî ÿâíîé ñõåìå ñ øàãîì, ïðå-
âûøàþùèì óïîìÿíóòîå îãðàíè÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè, íåìåä-
ëåííî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêóññòâåííî ïîñòðîèòü òàê. Ïóñòü
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y = cos(t) . Õîðîøî îáóñëîâëåííîå
óðàâíåíèå äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ:dy/dt = − sin(t) . Ñäåëàåì
ýòî óðàâíåíèå æåñòêèì äîáàâèâ ÷ëåí, ðàâíûé íà ðåøåíèè íóëþ,
ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì:

dy

dt
= −100(y − cos(t))− sin(t)

è äîïîëíèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âèä êî-
òîðîãî òàêæå äèêòóåòñÿ æåëàíèåì ñäåëàòü ôóíêöèþ cos(t) ðåøå-
íèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

y|t=0 = 1

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîêà-
çàòåëåì ðîñòà λ = −100 è íà èíòåðâàëå t ∈ [0, T ] (T = 1 )
ÿâëÿåòñÿ áûñòðî èçìåíÿþùèìñÿ (|λ|T = 100 >> 1 ). Ýòî ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùèì è, ñëåäîâàòåëüíî, çà-
äà÷à Êîøè óñòîé÷èâà. Îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Ïîïûòêà
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ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ïî ÿâíîé ñõåìå ñ øàãîè ïî âðåìåíè, ïðå-
âûøàþùèì 1/|λ| = 0.01 îáðå÷åíà íà íåóäà÷ó: íåáîëüøèì èçìåíå-
íèÿì â íà÷àëüíûõ äàííûõ áóäóò îòâå÷àòü ãðîìàäíûå èçìåíåíèÿ
â çíà÷åíèè ðåøåíèÿ â êîíöå èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé
êîîðäèíàòû t . Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-
ëåíèåì.

ßðêèì ïðèìåðîì æåñòêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè, âîçíè-
êàþùàÿ äëÿ êàðêàñîâ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè èñïîëüçîâàíèèè
ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÿâíûõ ñåòî÷íûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷íñêèõ óðàâíåíèé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
âðåìåíè îãðàíè÷åí óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà, êîòîðîå òðå-
áóåò, ÷òîáû çà îäèí øàã ïî âðåìåíè ñèãíàë îò

äàííîãî óçëà íå âûøåë áû çà ïðåäåëû åãî îêðåñòíîñòè, îá-
ðàçîâàííîé ñîñåäíèìè óçëàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Â ýòîì
ïðèìåðå ìîæíî òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü è îïðåäåëèòü îãðàíè-
÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè, ãàðàíòèðóþùåå óñòîé÷èâûé ðàñ÷åò ïî
ÿâíûì ñõåìàì (∆t < h/c , ãäå - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìà-
ëûõ âîçìóùåíèé).

Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ,
ïðèìåíåíèå ÿâíûõ ñõåì íåâîçìîæíî, òàê êàê òðåáóåòñÿ îïðåäå-
ëèòü ðåøåíèå íà èòåðâàëå âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùåì
îãðàíè÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè â ÿâíûõ ñõåìàõ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
èìååòñÿ ïîòðåáíîñòü â ñïåöèàëüíûõ ìåòîäàõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ðå-
àëèçóþùèõ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûé ðàñ÷åò ðåøåíèé æåñòêèõ ñè-
ñòåì ÎÄÓ. Êëþ÷åâûì ñðåäñòâîì îáåñïå÷åíèÿ áåçóñëîâíîé óñòîé-
÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå íåÿâíûõ ñõåì ðåøåíèÿ. Òèïè÷íû-
ìè ïðèìåðàìè ìåòîäîâ äëÿ æåñòêèõ óðàâíåíèé ñëóæàò ñëåäóþ-
ùèå:

1) íåÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà (ïðîñòåéøèé âàðèàíò ìåòîäà Ãèðà, íà-
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çûâàåìûé òàêæå îáðàòíûì ìåòîäîì Ýéëåðà):

yn+1 = yn + f(yn+1, tn+1)∆n

2) íåÿâíàÿ ñõåìà Êðaíêa-Íèêoëñoía:

yn+1 = yn + ((1− α)f(yn, tn) + αf(yn+1, tn+1))∆n

3) íåÿâíàÿ êâaçèíüþòoíoâñêaÿ ñõåìà (ëèíeaðèçoâaííaÿ ñõåìà
Êðaíêa-Íèêoëñoía)

yn+1 = yn + (f(yn, tn) + α
∂f

∂y

∣∣∣∣
n

(yn+1 − yn))∆n

Äëÿ æåñòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå
íåÿâíûå ìíîãîñëîéíûå ñõåìû Àäàìñà-Áàøôîðòà.

Ñõeìû Êðàíêà-Íèêîëñîíà áeçóñëoâío óñòoé÷èâû ïðè α > 0.5
è ïeðeõoäÿò â ÿâíóþ ñõeìó Ýéëeða ïðè α → 0 . Ïîäðîáíåå î
ìåòîäàõ ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå
Ôîðñàéòà è äð. (1980).

Ñèñòeìû íeëèíeéíûõ aëãeáðaè÷eñêèõ óðaâíeíèé, ê êoòoðûì
ïðèâoäÿò íeÿâíûe ñõeìû, ðeøaþòñÿ oáû÷ío ñ ïîìîøüþ êàêèõ
ëèáî âàðèàíòîâ èòeðaöèoííîãî ìeòoäà Íüþòoía. Eñëè øaã ïo âðe-
ìeíè ìaë, òî ÷añòo õâàòàåò oäíoé èòeðaöèè ïo ìeòoäó Íüþòoía ía
êàæäîì âðeìeííoì øaãe, êaê ýòo è äeëaeòñÿ â çàïèñàííîé âûøå
êâaçèíüþòoíoâñêoé ñõeìe.

Ïîìèìî îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ðå-
øåíèé, øaã èíòeãðèðoâaíèÿ äëÿ ÿâíûõ è íeÿâíûõ ñõeì ïîä÷èíÿ-
åòñÿ óñëîâèþ òî÷íîñòè ïóòeì ñðaâíeíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðañ÷eòoâ ía
âëoæeííûõ ñeòêaõ (òo eñòü ía ñeòêaõ ñ øaãàìè ∆tn è ∆tn/2 ) è
ïoääeðæaíèÿ ðaçíoñòè òaêèõ ðeøeíèé äoñòaòo÷ío ìaëoé ça ñ÷eò
óìeíüøeíèÿ øaãa ∆tn .



Ãëàâà 12

Ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
12.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñòàíîâêà òèïè÷íîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé
âèä. Â íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V ñ ãðàíèöåé S òðå-
áóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

∇ · (A(u) · ∇u) + C(u) = 0 (1)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

x ∈ Su : u = u∗(x) (2)

x ∈ S\Su : n ·A · ∇u = P ∗n(x) (3)

ãäå òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ A(u) è èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí C(u) ÿâ-
ëÿþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè èñêîìîãî ðåøåíèÿ u , âåêòîð n
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëüþ ê ãðàíèöå S .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), çàäàííûå íà Su , âûðàæàþò îãðàíè÷å-
íèÿ íà èñêîìóþ âåëè÷èíó u è íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Äèðèõëå, à
óñëîâèÿ (3), çàäàííûå íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàíèöû S\Su , îïðå-
äåëÿþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé (äèôôó-
çèîííîãî) ïîòîêà A ·∇u è íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Åñëè
â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ó÷àñòâóþò îáà òèïà óñëîâèé, òî êðàåâàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé, åñëè Su = S , òî èìååì çàäà÷ó Äè-
ðèõëå, åñëè æå Su = ∅ , òî èìååì çàäà÷ó Íåéìàíà.
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Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñêàëÿð, âåêòîð
èëè òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (è òàê äàëåå). Çàäà÷à ïîñòàâëåíà êîð-
ðåêòíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Àäàìàðà, òðåáóþùåå ïîëîæè-
òåëüíîñòè îïåðàòîðà À:

∀∇u 6= 0 : (A · ∇u) · ∇u > 0 (4)

Â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà (Su = ∅) äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ,
÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòîêà (3) áûëà áû
ñîãëàñîâàíà ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì

∫

S\Su

PndS +

∫

V

CdV = 0 (5)

Ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ âåëè÷èíû u , ïîëó÷àåìîãî èíòåãðèðîâàíèåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ïî îáëàñòè ðåøåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèåì èíòåãðàëà ïî
îáëàñòè îò ïîòîêîâîãî ÷ëåíà ê èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû î äèâåðãåíöèè Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü óðàâíåíèé.
Óðàâíåíèå (1)

∇ · (A(u) · ∇u) + C(u) = 0 (1)

â ðàçâåðíóòîé ôîðìå âûãëÿäèò òàê
3∑
i=1

∂i(

3∑
j=1

N∑

β=1

Aij
αβ(u)∂juβ) + Cα(u) = 0 (1′)

ãäå N - ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé uα (α = 1, ..., N ), ∂i = ∂/∂xi .
Ñðàâíèâàÿ (1) è (1') âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñîêðàùåííîé çà-
ïèñè äåëàåò èçëîæåíèå áîëåå ÿñíûì.

Çäåñü è äàëåå âûðàæåíèÿ âèäà a ·b èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî (âíóòðåííåãî) ïðîèçâåäåíèÿ â ñìûñëå òåíçîð-
íîãî àíàëèçà.



110 Ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çà-
äà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èçìåíåíèå â óñëîâèÿõ çàäà÷è ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ ñðàçó ïîâñþäó â îáëàñòè ðåøåíèÿ.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèòåðèé êîððåêòíîñòè
Àäàìàðà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ.

Eñëè u - òåìïåðàòóðà, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îïèñûâà-
åò ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè, à êðèòåðèé Àäàìàðà ñâîäèòñÿ ê
òðåáîâàíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Ðîëü ïîòîêîâ èãðàþò òåïëîâûå ïîòîêè.

Åñëè u - ïåðåìåùåíèå, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îïèñûâà-
åò ðàâíîâåñèå óïðóãîãî òåëà, à êðèòåðèé Àäàìàðà ñâîäèòñÿ ê
òðåáîâàíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè. Ðîëü
ïîòîêîâ èãðàþò óïðóãèå (êîíñåðâàòèâíûå) íàïðÿæåíèÿ.

Åñëè u - cêîðîñòü, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò ñòà-
öèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà, à
êðèòåðèé Àäàìàðà ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè òåí-
çîðà êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè. Ðîëü ïîòîêîâ èãðàþò âÿçêèå (äèñ-
ñèïàòèâíûå) íàïðÿæåíèÿ.

Åñëè u - êîíöåíòðàöèÿ, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îïèñûâà-
åò ïðîöåññ äèôôóçèè ïðèìåñè, ñîîòâåòñòâåííî êðèòåðèé Àäàìàðà
çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè ïîëîæèòåëüíîñòè òåíçîðà êîýôôèöè-
åíòîâ äèôôóçèè. Ðîëü ïîòîêîâ èãðàþò äèôôóçèîííûå ïîòîêè.

Ñïèñîê ìîæíî ëåãêî ðàñøèðèòü, òàê êàê î÷åíü ìíîãèå ôèçè÷å-
ñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó.
Êðîìå òîãî, ýëëèïòè÷åñêèå ÷ëåíû ñîäåðæàòñÿ âî ìíîãèõ áîëåå
îáùèõ óðàâíåíèÿõ. Íåðåäêî îíè ââîäÿòñÿ â óðàâíåíèÿ â êà÷å-
ñòâå ðåãóëÿðèçàòîðîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñâîéñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ïîýòîìó ìåòîäû ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ çàñëóæèâàþò ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ. Ïîñêîëüêó ìå-
òîäîâ ìíîãî, òî çäåñü îïèñûâàþòñÿ ëèøü èõ ñõåìû ðåàëèçàöèè,
âîïðîñû æå èññëåäîâàíèÿ è îáîñíîâàíèÿ ñîçíàòåëüíî îïóñêàþò-
ñÿ èëè îñâåùàþòñÿ êà÷åñòâåííî áåç ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê.
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Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü èäåè ìíîãèõ âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê
ðåøåíèþ áåç óòîìèòåëüíîãî ïîãðóæåíèÿ â äåòàëè.

Åñëè â èñõîäíîì óðàâíåíèè äîïèñàòü ÷ëåíû ñ ïåðâûìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè îò èñêîìîé ôóíêöèè, óìíîæåí-
íûìè íà çàäàííûå êîýôôèöèåíòû, èëè äàæå ÷ëåíû, ÿâëÿþùèåñÿ
íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé ôóíê-
öèè, òî ôîðìàëüíî òèï óðàâíåíèÿ íå èçìåíèòñÿ. Îäíàêî, äåëàòü
ýòîãî â äàííîì ðàçäåëå íå áóäåì, ïîñêîëüêó òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ìîæåò ðàäèêàëüíî èçìåíèòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé è äàæå ñäåëàòü
ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó íåêîððåêòíîé. Ìîäèôèöèðîâàííûå òà-
êèì îáðàçîì çàäà÷è ïîòðåáóþò ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Èìååòñÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü ôîðìóëèðîâêè èñõîäíîé çàäà÷è,
ñâÿçàííàÿ ñ êîíñåðâàòèâíîé è íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìàìè çàïè-
ñè. Kîíñåðâàòèâíàÿ çàïèñü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)

∇ · (A · ∇u) + C(u) = 0 (6)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà Ṽ c ïîâåðõíîñòüþ S̃ ïîääåðæèâàåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû u :

∫

S̃

n · (A · ∇u)dS +

∫

Ṽ

CdV = 0 (7)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâ-
íåíèÿ (6) ïî îáúåìó è çàìåíîé èíòåãðàëà ïî îáúåìó èíòå-
ãðàëîì ïî ãðàíèöå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î äèâåðãåíöèè
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàïèñü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ
äèâåðãåíöèþ ïîòîêà ñîõðàíÿåìîé âåëè÷èíû, íàçûâàåòñÿ äèâåð-
ãåíòíîé.

Íåêîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì â óðàâíåíèè (6) ñîìíîæèòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ ïîòîê,

(∇ ·A) · ∇u + A : (∇⊗∇)u + C = 0 (8)
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Íåïðèÿòíûå ñþðïðèçû ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîíñåðâàòèâíîé
ôîðìû çàïèñè (8) çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1) Íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ êîí-
ñåðâàòèâíàÿ è íåêîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìû çàïèñè ýêâèâàëåíòíû è
ïåðåõîäÿò îäíà â äðóãóþ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Íà äèñêðåòíîì óðîâíå ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò íàðó-
øàòüñÿ è â äèñêðåòíûõ óðàâíåíèÿõ, ïîëó÷åííûõ èç íåêîíñåðâà-
òèâíîé ôîðìû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ìîãóò âîçíèêàòü íåôèçè÷å-
ñêèå èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû (äîáàâêè ê C ), èñêàæàþùèå ðåøåíèå.
Ýòî èñêàæåíèå ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ îøèáêîé ïî êîíñåðâàòèâíî-
ñòè. Íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ îøèáêè ïî êîíñåðâàòèâíîñòè ñ ðîñòîì
ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîé çàäà÷è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Íî ïðè íà-
ëè÷èè çîí âñïëåñêà ïðîèçâîäíûõ ýòè îøèáêè ìîãóò íàðóøèòü
ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

2) Íåêîíñåðâàòèâíàÿ çàïèñü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (8) äëÿ ïî-
ñòîÿííîãî â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè A
ïðèíèìàåò âèä

A : (∇⊗∇)u + C = 0 (9)

Ýòà çàïèñü íàçûâàåòñÿ ëàïëàñîâîé ôîðìîé ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ è íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ. Ñåðüåçíàÿ è äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå-
÷àþùàÿñÿ îøèáêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ó÷åòå ïåðåìåííîñòè
êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè A ïðîäîëæàþò ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìîé
çàïèñè (9). Â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ (7) óæå íå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí òîæäåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè óðàâíåíèÿ (9)
íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå è, òåì áîëåå, íàðóøàåòñÿ íà äèñ-
êðåòíîì óðîâíå. Îøèáêè ïî êîíñåðâàòèâíîñòè â ýòîì ñëó÷àå íå
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîé çàäà-
÷è (ïðè èçìåëü÷åíèè øàãîâ ñåòêè), à àïïðîêñèìàöèÿ ýëëèïòè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà îòñóòñòâóåò.
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12.2 Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1) Îáëàñòü ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñåòêîé óçëîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ñîñåäñòâà ñ ïîìîùüþ øàáëîíîâ. Øàá-
ëîíîì óçëà ñåòêè íàçûâàåòñÿ íàáîð åãî ñîñåäíèõ óçëîâ.

2) Äèñêðåòíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè
èñêîìûõ ôóíêöèé. Äëÿ çàäàííîãî øàáëîíà ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ (èëè ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà) âûâîäÿòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ôîðìóëû àïïðîêñèìà-
öèè ïðîèçâîäíûõ. Çàòåì, ïðîèçâîäíûå â èñõîäíîì äèôôåðåíöè-
àëüíîì óðàâíåíèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàìåíÿþòñÿ êîíå÷íûìè
ðàçíîñòÿìè è òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä ê äèñêðåòíûì óðàâ-
íåíèÿì. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ èñïîëüçóåòñÿ íå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ êàæäîé ïðîèçâîäíîé â
îòäåëüíîñòè, à ñðàçó äëÿ âñåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

3) Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ
ïðÿìûìè èëè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè.

4) Îêîí÷àòåëüíî, ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ñîâåðøàåòñÿ ïåðå-
õîä îò äèñêðåòíîãî ê íåïðåðûâíîìó ðåøåíèþ (îïåðàöèÿ âîñïîë-
íåíèÿ).

Äàííàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ìîæåò
áûòü âèäîèçìåíåíà òàê, ÷òîáû ñòàëî ÿñíî, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà. Äåñòâè-
òåëüíî, áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà äëÿ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû, ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèå åäèíèöà â öåíòðàëüíîì óçëå øàáëîíà è íóëü âî âñåõ
îñòàëüíûõ óçëàõ øàáëîíà. Åñëè ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîëèíîìà ðàâíî
÷èñëó óçëîâ â øàáëîíå, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
òàêèõ ïîëèíîìîâ ðàçðåøàåòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ. ×èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàâíî ÷èñëó óçëîâ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñåòêè. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðîåêöèîííîãî
áàçèñà ïðèíèìàþòñÿ äåëüòà-ôóíêöèè δ(x−xi) , îïðåäåëÿåìûå ñî-
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îòíîøåíèåì ∫

V

fδ(x− xi)dV = f (xi)

ãäå i - èíäåêñ öåíòðàëüíîãî óçëà øàáëîíà, f - ëþáàÿ ôóíêöèÿ.
Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà â òî÷íîñòè
ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóþòñÿ ðåãóëÿð-
íûå ñåòêè, ñ ðàçäåëüíîé íóìåðàöèåé óçëîâ ïî êîîðäèíàòíûì íà-
ïðàâëåíèÿì: êàæäûé óçåë èìååò ìóëüòèèíäåêñ (i, j, k), â êîòîðîì
êàæäûé èíäåêñ îòâå÷àåò ñâîåé ïðîñòðàíñòâåííîé íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé. Ñîîòâåòñòâåííî, â ÷èñëî ñîñåäåé óçëà uijk âîâëåêàþò-
ñÿ âñå óçëû âèäà ui±α,j±β,k±γ , ãäå ïàðàìåòðû α, β, γ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ 1, 2, ...,M . Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ êî-
íå÷íûìè ðàçíîñòÿìè ïîâûøàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ñîñå-
äåé.

Åñëè îáëàñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé (îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé), ïðÿìîóãîëüíèêîì (äâóìåðíûé ñëó÷àé) èëè ïàðàëëåëåïèïå-
äîì (òðåõìåðíûé ñëó÷àé), òî ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü ðåøåíèÿ èìååò
êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó. Òàêàÿ îáëàñòü ëåãêî çàäàåòñÿ â äåêàðòîâîé
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x = (x1, x2, x3))

V = [(x1, x2, x3) : 0 ≤ x1 ≤ 1 , 0 ≤ x2 ≤ 1 , 0 ≤ x3 ≤ 1] (10)

è ïîêðûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêîé óçëîâ xijk :

x1i = i/N1 , x2j = j/N2 , x3k = k/N3

(i = 0, ..., N1 ; j = 0, ..., N2 ; k = 0, ..., N3)

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ñåìèòî÷å÷íîì øàáëîíå (ðèñ. 12.1)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

+ C = 0 (11)
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Ðèñ. 12.1: 7-òî÷å÷íûé øàáëîí

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå Ïóàññîíà ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè
ïðîèçâîäíûõ

∂2u

∂x2
1

≈ ui−1,j,k − 2ui,j,k + ui+1.j,k

h2

∂2u

∂x2
2

≈ ui,j−1,k − 2ui,j,k + ui.j+1,k

h2

∂2u

∂x2
3

≈ ui,j,k−1 − 2ui,j,k + ui.j,k+1

h2

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó

6ui,j,k − ui+1,j,k − ui−1.j,k − ui,j+1,k−
−ui,j−1,k − ui,j,k+1 − ui,j,k−1 = h2Ci,j.k (12)

ãäå èíòåðâàë çíà÷åíèé èíäåêñîâ i, j, k îò 1 äî N1 − 1 îòâå÷àåò
âíóòðåííèì òî÷êàì, ñåòêà èìååò ðàâíîå êîëè÷åñòâî óçëîâ N1 + 1
âäîëü êàæäîãî èç êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé x1 x2 è x3 , ïîýòî-
ìó h1 = h2 = h3 = h = 1/N1 . Äëÿ çàìûêàíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé íàäî äîáàâèòü ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Â ñëó÷àå óñëîâèé Äèðèõëå ýòî áóäóò ïðîñòî çàäàííûå ãðàíè÷íûå
óçëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè, à â ñëó÷àå óñëîâèé Íåéìàíà
íàäî áóäåò çàìåíèòü ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå
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îäíîñòîðîííèìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè âûðàæåíèÿìè ýòèõ ïðîèç-
âîäíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàíèöû x1 = 0 óñëîâèÿ Íåéìàíà ìîæíî
çàïèñàòü òàê

u1,j,k − u0,j,k

h
(−1) = (Pn)0,j,k (13)

ãäå ìíîæèòåëü (−1) ó÷èòûâàåò çíàê ïðîåêöèè âíåøíåé íîðìàëè
íà îñü x1 . Âìåñòî äâóõóçëîâîé ôîðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðåõóçëîâóþ ôîðìóëó âòîðîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè

4u1,j,k − u2,j,k − 3u0,j,k

2h
(−1) = (Pn)0,j,k (14)

ãäå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ Pn ñíàáæåíû òðåìÿ èíäåêñàìè äëÿ åäè-
íîîáðàçèÿ çàïèñè.

Âûïèñàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå
Ïóàññîíà ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ
è èìååò ïåðâûé èëè âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïðè àïïðîêñèìà-
öèè óñëîâèé Íåéìàíà. Óñëîâèÿ Äèðèõëå ó÷èòûâàþòñÿ òî÷íî.

Ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñîäåðæàò áîëüøåå
êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ óçëîâ è ó ãðàíèö èñïîëüçóþò ñïåöèàëü-
íûå íåñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå ôîðìóëû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè. Íå ïðèâîäÿ ãðîìîçäêèõ ôîðìóë, ïîêàæåì, íàïðèìåð,
19-òî÷å÷íûé øàáëîí âíóòðåííåãî óçëà äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è
(Ðèñ. 12.2).

Ðèñ. 12.2: 19-òî÷å÷íûé øàáëîí



12.3 Ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ 117

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íåðåäêî ðåàëèçóåòñÿ íà êðèâî-
ëèíåéíûõ ðåãóëÿðíûõ (ñòðóêòóðèðîâàííûõ) ñåòêàõ â îáëàñòÿõ
ñëîæíîé ôîðìû. Òàêèå ñåòêè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîá-
ðàæåíèé îáëàñòè ðåøåíèÿ íà êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü xi =
xi(ξ1, ξ2, ξ3), (i = 1, 2, 3) . Â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ ïðîèçâîäÿò
çàìåíó íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîñëå ÷åãî
âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì ξi (i = 1, 2, 3) ïðîâîäèò-
ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷íûõ øàáëîíîâ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè â
êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè. Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
íåñëîæíî âûâåñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîä-
íûõ è íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ è ïåðåìåííûõ îò óçëà ê
óçëó øàáëîíàõ. Ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî (àíàëèòè÷åñêè
íå ïîëó÷èòñÿ). Ýòîãî, îäíàêî, ïî÷òè íèêòî íå äåëàåò, ïîñêîëüêó
äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê åñòü ìåòîäû ïîïðèâëåêàòåëüíåå.

12.3 Ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ

Îáåñïå÷åíèå êîíñåðâàòèâíîñòè, òî åñòü âûïîëíåíèå èíòå-
ãðàëüíîãî áàëàíñíîãî ñîîòíîøåíèÿ (7) íà äèñêðåòíîì óðîâíå â
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ àâòîìàòè÷åñêè íå ðåàëèçóåòñÿ. Â ñëó-
÷àå ãëàäêèõ ðåøåíèé íàðóøåíèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè íå ñîçäàþò
ïðîáëåì, ïîñêîëüêó îøèáêè ïî êîíñåðâàòèâíîñòè, êàê è îøèá-
êè àïïðîêñèìàöèè â öåëîì, ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòîê ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè çîí âñïëåñêà çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ
(ïðè ñêâîçíîì ñ÷åòå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé) îøèáêè ïî êîíñåðâà-
òèâíîñòè ñïîñîáíû èñïîðòèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå äàæå íà ñàìûõ
ìåëêèõ ñåòêàõ. Ïîýòîìó ÷àñòî äèñêðåòèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî íà îñíîâå èíòåãðàëüíîé ôîðìû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
(7). Äëÿ ýòîãî êàæäûé óçåë ñåòêè xi îêðóæàåòñÿ ñâîèì êîíòðîëü-
íûì îáúåìîì Vi . Áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå (7) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ
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êàæäîãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà ñåòêè
∫

S̃i

n · (A · ∇u)dS +

∫

Ṽi

CdV = 0 (15)

è çàòåì èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàóññîâûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé. Äëÿ ïîãðàíè÷íûõ êîíòðîëüíûõ
îáúåìîâ ïðè ýòîì ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ óç-
ëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé, ïî êîòîðûì èíòåðïîëÿöèåé
îïðåäåëÿåòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå.

Ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ íàçûâàåòñÿ òàêæå ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ îáúåìîâ, èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì, ìåòîäîì
áàëàíñà. Îí áûë ïðåäëîæåí â ñåðåäèíå äâàäöàòîãî âåêà ïðàêòè-
÷åñêè îäíîâðåìåííî â ðàáîòàõ ðÿäà ó÷åíûõ ó íàñ è çà ðóáåæîì.

Ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ïðîåêöèîí-
íîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèîííîãî
áàçèñà èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. À â
êà÷åñòâå ïðîåêöèîííîãî áàçèñà ïðèìåíÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ
áàçèñíûå ôóíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå â îêðó-
æàþùåì óçåë êîíòðîëüíîì îáúåìå è íóëþ âíå ýòîãî îáúåìà. Â
ðåçóëüòàòå ïðîåêòèðîâàíèÿ èñõîäíîå äèâåðãåíòíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ïîðîæäàåò íàáîð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âû-
ðàæàþùèõ çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû u äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè.
×èñëî òàêèõ óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó óçëîâ ñåòêè, òî åñòü ðàâíî
÷èñëó èñêîìûõ óçëîâûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ.

Ïîä íàçâàíèåì ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ ñêðûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ìåòîäîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ êîí-
òðîëüíûõ îáúåìîâ, ñïîñîáàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãðà-
íèöàì êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ, ñïîñîáàìè àïïðîêñèìàöèè ïîäûí-
òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ñïîñîáàìè ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíå-
íèé, ìåòîäàìè âîñïîëíåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.
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Â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ìåòîä êîíòðîëüíûõ
îáúåìîâ àâòîìàòè÷åñêè êîíñåðâàòèâåí, òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ
ïîääåðæèâàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Ê äî-
ñòîèíñòâàì ìåòîäà êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ ñëåäóåò îòíåñòè òàêæå
òî, ÷òî îí ïðèãîäåí ê èñïîëüçîâàíèþ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ
ñåòêàõ.

12.4 Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ãàëåðêèíñêàÿ âà-
ðèàöèîííàÿ ôîðìà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñêà-
ëÿðíûì óìíîæåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà âàðèàöèþ ðåøåíèÿ
δu , ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòüþ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé èç ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà èñêîìûõ ðåøåíèé, ñ ïîñëåäóþùèì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ è ïðèìåíåíèåì
òåîðåìû î äèâåðãåíöèè äëÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ.

Çàïèñü èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:∫

V

(A · ∇u) · ∇δudV =

∫

Sp

PnδudS +

∫

V

CδudV (16)

ãäå Sp = S\Su . Óñëîâèÿ Íåéìàíà óæå ó÷òåíû â èíòåãðàëå ïî
ãðàíèöå îáëàñòè ðåøåíèÿ, à óñëîâèÿ Äèðèõëå, íàçûâàåìûå ïî
òðàäèöèÿì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ãëàâíûìè, äîïîëíÿþò ïî-
ñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è:

x ∈ Su : u = u∗(x) (17)

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü ðåøåíèÿ V àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà-
áîðîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÿ÷ååê, íàçûâàåìûõ êîíå÷íûìè ýëåìåí-
òàìè è ïîñòðîåííûõ òàê, ÷òîáû ðåáðà (ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ñî-
ñåäíèå óçëû) ïðèíàäëåæàëè ãðàíèöàì ÿ÷ååê. Çàìåòèì, ÷òî ÿ÷åé-
êè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â îòëè÷èå îò ÿ÷ååê êîíòðîëüíûõ îáú-
åìîâ íå îêðóæàþò óçëû ñåòêè. Òî åñòü ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-
ñòâåííîé îáëàñòè íà ÿ÷åéêè â ìåòîäàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ è
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â ìåòîäàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû.

Íåïîíèìàíèå ýòîãî ôàêòà ïðèâåëî ê ðàñïðîñòðàíåíèþ â íàó÷-
íîé ëèòåðàòóðå (â îñíîâíîì â çàðóáåæíîé) ìèôà î íåêîíñåðâà-
òèâíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíûå
áàëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ (7) íà ÿ÷åéêàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå
âûïîëíÿþòñÿ, à ïîòîêè A · ∇u íà ãðàíèöàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ. Íà ñàìîì äåëå, äîêàçàòåëüñòâî êîí-
ñåðâàòèâíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êàê è ìíîãèõ äðóãèõ
ìåòîäîâ (â ÷àñòíîñòè, áåññåòî÷íûõ) ïðîâîäèòñÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé î êîíòðîëüíûõ îáúåìàõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåòêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ: 1) çàäàþòñÿ êî-
îðäèíàòû óçëîâ xi (i = 1, ..., N1) 2) çàäàþòñÿ êîíå÷íûå ýëåìåí-
òû, äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñïèñîê Ωjk , êîòîðûé äëÿ êàæäîãî
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà j (j = 1, ..., N2) çàäàåò ãëîáàëüíûå íîìåðà
îáðàçóþùèõ åãî óçëîâ k (k = 1, ...,M

(g)
j ) ; 3) çàäàþòñÿ ãðàíè÷-

íûå ýëåìåíòû, äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñïèñîê Γjk , êîòîðûé äëÿ
êàæäîãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà j (j = 1, ..., N3) çàäàåò ãëîáàëüíûå
íîìåðà îáðàçóþùèõ åãî óçëîâ k (k = 1, ...,M

(g)
j ) .

Äëÿ äàëüíåéøåé äèñêðåòèçàöèè íàäî ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì àïïðîêñèìàöèîí-
íîãî áàçèñà, à åãî âàðèàöèè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì ïðî-
åêöèîííîãî áàçèñà. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèâå-
äåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðè äèñêðåòíûõ âàðèàöèÿõ äèñêðåòíûå
óðàâíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îñ-
íîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíî-
ñòè âàðèàöèé ðåøåíèÿ èõ ìíîæèòåëè ïðèðàâíèâàþòñÿ íóëþ, ÷òî
è äàåò èñêîìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, èñïîëüçóþùèå
óçëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå èñêîìîãî äèñ-
êðåòíîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ



12.4 Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 121

â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì φi(x)

u(N1) =

N1∑
i=1

uiφi(x) (18)

ãäå ui - óçëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè. Êàæäàÿ áàçèñíàÿ
ôóíêöèÿ φi(x) àññîöèèðóåòñÿ ñî ñâîèì óçëîì i , â êîòîðîì îíà
ðàâíà åäèíèöå, à â îñòàëüíûõ óçëàõ îíà ðàâíà íóëþ. Âàðèàöèè
èñêîìûõ ôóíêöèé ÷àùå âñåãî èùóòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî òîìó
æå ñàìîìó áàçèñó φi(x)

δu(N1) =

N1∑
i=1

δuiφi(x) (19)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ðàçëîæåíèé âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå
ïðèâîäèòñÿ ê äèñêðåòíîé ôîðìå

N1∑
i=1

(

N1∑
j=1

Bijuj − bi)δui = 0 (20)

ãäå
Bij =

∫

V

(A · ∇φi) · ∇φjdV (21)

bi =

∫

Sp

PnφidS +

∫

V

CφidV (22)

èç êîòîðîé â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèé äèñêðåòíîãî ðåøå-
íèÿ δui ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ

N1∑
j=1

Bijuj = bi , (i = 1, ..., N1) (23)

Èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè Bij

è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè bi îáû÷íî áåðóòñÿ ÷èñëåííî.
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Äåòàëüíîå îïèñàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ äàíî íèæå â
ïîäðàçäåëå ïðî ïðèìåíåíèå áåçìàòðè÷íûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåñ-
ñîâ ðåøåíèÿ.

12.5 Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

Èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ìåòîä ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðèìåðå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

x ∈ Ωϕ : ∆ϕ = 0 (24)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x ∈ ∂Ωϕ : ϕ = f∗ (25)

è
∂ϕ/∂n = g∗ ∂Ωg = Ω\Ωϕ (26)

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà èìååò ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå

ϕ = 1/(4πr)

Çäåñü r = |x − x′| ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïðîèçâîëüíû-
ìè òî÷êàìè x è x′ â îáëàñòè ðåøåíèÿ. Ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïðè íàëè÷èè òî-
÷å÷íîãî èñòî÷íèêà åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ðàñïîëîæåííîãî â
òî÷êå x′ :

∆ϕ = δ(r)

ãäå δ(r) - äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
∫

Ω

Φ(x)δ(|x− x′|)dΩ = Φ(x′)
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Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ â óðàâíå-
íèå Ëàïëàñà, çàïèñàííîå â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∂2ϕ

∂r2
+

2

r

∂ϕ

∂r
− δ(r) = 0

Ïðè r = 0 ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü è òðàêòóåòñÿ
â ñìûñëå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
äåëüòà-ôóíêöèè.

Ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ñèíãóëÿðíîå ðåøå-
íèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå Ëàïëàñà óìíîæàåòñÿ íà
ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ w è äâàæäû èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÷àñòÿì,
ðåçóëüòàò èìååò âèä

0 =

∫

Ω

∇2ϕwdΩ =

∫

Ω

∇ · (∇ϕw)dΩ−
∫

Ω

∇ϕ · ∇wdΩ =

=

∫

∂Ω

n · ∇ϕwds−
∫

Ω

∇ · (ϕ∇w)dΩ+

∫

Ω

ϕ∇2wdΩ

èëè ∫

∂Ω

n · ∇ϕwds−
∫

∂Ω

ϕn · ∇wdΩ+

∫

Ω

ϕ∇2wdΩ = 0

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà âìåñòî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w ñèíãó-
ëÿðíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå èñõîäíîå èíòåãðàëü-
íîå òîæäåñòâî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ(x) =
1

4π

∫

∂Ω

{
g(x′)

1

|x− x′| − f (x′)
∂

∂n

[
1

|x− x′|
]}

ds′ (27)

ãäå x ∈ Ω , x′ ∈ ∂Ω , g(x′) = n · ∇ϕ|x′ , f (x′) = ϕ|x′ . Óñòðåìëåíè-
åì âíóòðåííåé òî÷êè x ê òî÷êå ãðàíèöû x′′ (x ∈ Ω→ x′′ ∈ ∂Ω)
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ýòî òîæäåñòâî ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó ãðàíè÷íîìó óðàâíåíèþ

f (x′′) =
1

2π

∫

∂Ω

{
g(x′)

1

|x′′ − x′| − f (x′)
∂

∂n′

[
1

|x′′ − x′|
]}

ds′ (28)

ãäå f (x′′) = limϕ(x) ïðè x ∈ Ω → x′′ ∈ ∂Ω . Ýòî ãðàíè÷íîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ãðàíè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè èñêîìîé ôóíêöèè f è åå ïîòîêà g . Â êàæäîé òî÷-
êå ãðàíèöû çàäàíà îäíà èç ôóíêöèé f è g , à äðóãàÿ ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ. Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èñêîìîå ðåøåíèå
ϕ â îáëàñòè Ω îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîøüþ èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà.

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì N
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÿ÷ååê). Çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè f è åå
ïîòîêà g íà ãðàíèöå èùóòñÿ â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé, ïðèíèìàþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì èç ãðàíè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ äëÿ êàæ-
äîãî èç ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé àïïðîê-
ñèìàöèè çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé fi è gi îòíîñÿòñÿ îáû÷íî ê
öåíòðó ýëåìåíòà i . Äëÿ êàæäîãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà i äèñêðå-
òèçèðîâàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

N∑
j=1

Aijfj =

N∑
j=1

Bijgj

ãäå ìàòðèöû Aij è Bij ðàçìåðà N xN îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì:

Aij = δij +
1

2π

∫

∂Ωj

∂

∂n′

[
1

|x′′i − x′|
]
ds′

Bij =
1

2π

∫

∂Ωj

1

|x′′i − x′|ds
′

çäåñü δij − , fj è gj - çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â ãðàíè÷-
íîì ýëåìåíòå ∂Ωj , i, j = 1, ..., N , ds′ - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ÷àñòü
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ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ∂Ωj , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x′ , òî÷êà x′′i ðàñ-
ïîëîæåíà â öåíòðå ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà i . Íà êàæäîì ýëåìåíòå
èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå îäíîé èç ôóíêöèé f è g , â òî âðå-
ìÿ êàê çíà÷åíèå äðóãîé ôóíêöèè çàäàíî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ϕi â ëþ-
áîé âíóòðåííåé òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷åííûõ
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé fi è gi â èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
(27). Ïðîèçâîäíûå îò ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (27)
ïî x (äèôôåðåíöèðóþòñÿ ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ, ñîäåð-
æàøèå |x− x′|).

Îïèñàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ìåòîäà ÃÈÓ) èëè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ).

Ïëþñû è ìèíóñû ÌÃÝ. Äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ÌÃÝ õîðî-
øî ðàáîòàåò ïðè ìàëîì ÷èñëå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ N äàæå äëÿ
ñàìûõ ïðîñòûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé f
è g íà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòàõ. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåò-
ñÿ èëè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ N , èëè
çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ íà ýëåìåíòàõ àïïðîêñèìàöèé áîëåå âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ
è òàê äàëåå). Èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàò-
ðèö ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííî ñ
èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Ìàòðèöû ÌÃÝ ÿâëÿþòñÿ
ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûìè ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì.

ÌÃÝ ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü íà åäèíèöó ïðîñòðàíñòâåííóþ ðàç-
ìåðíîñòü çàäà÷è, òàê êàê ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôîð-
ìóëèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Ýòî
èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ñåòêè âíóòðè îáëàñòåé ðåøå-
íèÿ, íî, ê ñîæàëåíèþ, â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñëó÷àåâ. Íåíóëåâûå
ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ â èñõîäíîì èíòåãðàëüíîì òîæ-
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äåñòâå ÷ëåíîâ ñ èíòåãðàëàìè ïî îáúåìó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ
èíòåãðàëîâ ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü ñåòêó íå òîëüêî íà ãðàíèöå, íî
è â îáëàñòè. Îáúåìíûå èíòåãðàëû íåèçáåæíî âîçíèêàþò â ÌÃÝ
ïðè åãî ïðèìåíåíèè ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì è ê ëèíåéíûì çà-
äà÷àì, äëÿ êîòîðûõ íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå
òîæäåñòâî.

Â ñëó÷àå çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè è, òåì áîëåå, â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ çàäà÷ èñõîäíûå èíòåãðàëü-
íûå òîæäåñòâà ÌÃÝ ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ äëÿ ðåàëèçàöèè ÌÃÝ ïðèìåíÿþòñÿ âíåøíèå èòåðàöèè ïî
íåëèíåéíîñòè, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ïó-
òåì âûäåëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äëÿ êîòîðîãî èñõîäíûå èí-
òåãðàëüíûå òîæäåñòâà ìîæíî âûâåñòè. Îñòàâøèåñÿ ïîñëå âûäåëå-
íèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íåëèíåéíûå ÷ëåíû îòíîñÿòñÿ â ïðàâóþ
÷àñòü êàê äîïîëíåíèå ê ñâîáîäíîìó ÷ëåíó. Çàïèñûâàÿ èñõîäíóþ
íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îïåðàòîðíîé ôîðìå

D(u) = d

ïðîöåññ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
òàê

Lu(n+1) = d + Lu(n) −D(u(n)) = d̃(u(n))

ãäå L - îïåðàòîð ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî èìååò-
ñÿ èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, D - íåëèíåéíûé îïåðàòîð
êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðóþ íàäî ðåøèòü, d - çàäàííàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Íà êàæäîé èòåðàöèè çíà÷åíèÿ ïðàâûõ
÷àñòåé d̃ ëèíåàðèçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåøå-
íèþ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè u(n) . Ñ ðîñòîì âëèÿíèÿ íåëèíåé-
íîñòè ñõîäèìîñòü òàêèõ èòåðàöèé çàìåäëÿåòñÿ è âîîáùå ìîæåò
îòñóòñòâîâàòü. Ýòî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ÌÃÝ ê íåëèíåé-
íûì çàäà÷àì è çàäà÷àì ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòî-
ìó ÌÃÝ íå ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ óäàðà è âîëíîâîé äèíàìèêè,
â êîòîðûõ ýâîëþöèÿ (ðàçâèòèå, èçìåíåíèå âî âðåìåíè) ðåøåíèÿ
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ïðîèñõîäèò ÷àñòî âäàëè îò ãðàíèö è íå çàâèñèò íàïðÿìóþ îò ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Òåì íå ìåíåå, ó ÌÃÝ åñòü äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, â êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ âíå êîíêóðåíöèè
(ëèíåéíûå êâàçèñòàòè÷åñêèå çàäà÷è áåç îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ).

12.6 Áåññåòî÷íûå ìåòîäû

Áåññåòî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî
ôóíêöèÿì àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ áåç ââå-
äåíèÿ ñåòîê. Ïðèìåðîì áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöè-
îííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ãëîáàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè. Èç-
çà òðóäíîñòåé âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ãëîáàëüíûå àï-
ïðîêñèìàöèîííûå áàçèñû, ñîñòàâëåííûå èç ôóíêöèé, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ âî âñåé îáëàñòè ðåøåíèÿ, óäàåòñÿ ïðèìåíèòü òîëüêî ê
îáëàñòÿì ðåøåíèÿ ïðîñòîé ôîðìû (ïðÿìàÿ, êâàäðàò, êóá) (ñì.
Ìèõëèí [1950, 1970]).

Ìåòîä R-ôóíêöèé. Ðâà÷åâûì (1978) ïðåäëîæåí ìåòîä ìîäè-
ôèêàöèè ãëîáàëüíûõ áàçèñîâ, íàçûâàåìûé ìåòîäîì R-ôóíêöèé
è ïîçâîëÿþùèé âûïîëíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â îáëàñòÿõ ðåøå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Êëþ÷åâûì ïðèåìîì â ìåòîäå Ðâà÷åâà
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ôóíêöèè îáëàñòè ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëî-
æèòåëüíà âíóòðè íåå è îòðèöàòåëüíà ñíàðóæè, à íà ãðàíèöå îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü. Ñ ïîìîùüþ òàêîé ôóíêöèè ëþáîé ãëîáàëüíûé
áàçèñ ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû áàçèñíûå ôóíêöèè ïðèíèìàëè
íà ãðàíèöå çàäàííûå çíà÷åíèÿ. Îáçîð ïðèëîæåíèé ýòîãî ìåòîäà
ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ñäåëàí â ðàáîòå Ðâà÷åâà (1995).

Ìåòîä ôèêòèâíûõ îáëàñòåé. Â ìåòîäàõ ôèêòèâíûõ îáëàñòåé
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðàêòóþòñÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ è, ïîëüçóÿñü ìå-
òîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþòñÿ â âà-
ðèàöèîííîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Âî ìíî-
ãèõ ñîâðåìåííûõ áåññåòî÷íûõ ìåòîäàõ ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
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âàðèàíòîâ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì íèêàêèõ òðå-
áîâàíèé ê ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé àïïðîêñèìàöèîííîãî
áàçèñà ïðåäúÿâëÿòü íå òðåáóåòñÿ.

Ìåòîäû ëîêàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåé
÷åòâåðòè 20-ãî âåêà áóðíî ðàçâèâàþòñÿ áåññåòî÷íûå ìåòîäû, èñ-
ïîëüçóþùèå ëîêàëüíûå àïïðîêñèìàöèîííûå áàçèñû, äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ êîòîðûõ â îáëàñòè ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
"ñâîáîäíûå óçëû, òî÷êè èëè ÷àñòèöû"1. C êàæäûì ñâîáîäíûì
óçëîì xi ñâÿçûâàåòñÿ ñâîÿ ëîêàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ φi(x) ,
ðàâíàÿ 1 â ýòîì óçëå è îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü âíå çàäàííîé îêðåñò-
íîñòè Ωi ýòîãî óçëà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ó÷èòûâàþòñÿ â âàðèà-
öèîííîì óðàâíåíèè Ãàëåðêèíà, òàê ÷òî íà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
áàçèñíûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ðàñïîëîæå-
íèå ñâîáîäíûõ óçëîâ è ðàçìåð îêðåñòíîñòåé çàäàþòñÿ òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü âçàèìíîå ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòåé ñîñåäíèõ óçëîâ.
Ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòåé ñâîáîäíûõ óçëîâ íåîáõîäèìî äëÿ àï-
ïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ, èíà÷å äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ðàñïàäàåòñÿ íà
ìíîæåñòâî íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñâîáîäíûõ óçëîâ è àïïðîêñè-
ìàöèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è îòñóòñòâóåò.

Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ââîäèòñÿ ïðîåêöè-
îííûé áàçèñ ψi(x) è ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (ñì.
ãëàâó ïðî ïðîåêöèîííûå ìåòîäû). Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ôîð-
ìèðîâàíèè ñèñòåì äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñî-
ñòîèò â âûïîëíåíèè îïåðàöèè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ
êîòîðîé ðàçðàáîòàí ðÿä ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ áåññåòî÷íîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè (åñëè âûáèðàåòñÿ ïðîåêöèîííûé áàçèñ èç
äåëüòà-ôóíêöèé) è ìåòîä íàëîæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ðàâíîìåð-
íûõ ñåòîê (êîòîðûå çàïîìèíàòü íå íóæíî).

1Ïåðâàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ñâîáîäíûõ òî÷åê ïðèíàäëåæèò Äüÿ÷åíêî(1973)



12.7 Èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè 129

12.7 Èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè

Â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ñèñòåìó äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ìîæíî
ñôîðìèðîâàòü è ââåñòè â ïàìÿòü ÝÂÌ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ è çàïî-
ìèíàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ÑËÀÓ.
Â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñôîð-
ìèðîâàòü è ââåñòè â ïàìÿòü ÝÂÌ â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî,
òàê êàê ñïëîøü è ðÿäîì îíà îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé àëãîðèò-
ìè÷åñêè è íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîýòîìó â
îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ àëãîðèò-
ìàìè âû÷èñëåíèÿ èõ íåâÿçîê.

Ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷

F (u) = 0

êàê ïðàâèëî íàõîäÿòñÿ èòåðàöèÿìè êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþò âíåøíèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è íàçûâàþòñÿ èòåðà-
öèÿìè ïî íåëèíåéíîñòè. Èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè ðåàëèçóþòñÿ
ìåòîäàìè êâàçèëèíåàðèçàöèè,

F (un) + F ′u(u
n)(un+1 − un) = 0

ìåòîäàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó

F ′λ + F ′uu
′
λ = 0 , u|λ=0 = u(0)

èëè ìåòîäàìè óñòàíîâëåíèÿ (íåôèçè÷åñêèìè ïðîñòûìè èòåðàöè-
ÿìè)

Lu′t = F (u) , u|t=0 = u(0)

Ïðèâåäåì òèïè÷íûå ïðèìåðû èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ (1).
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Â ñëó÷àå ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëè-
íåàðèçîâàííûõ çàäà÷, îòâå÷àþùèõ çàäà÷å (1), ìîæåò èìåòü âèä

x ∈ V : ∇ · (A(un) · ∇un) + C(un)+
+∇ · ((A′u(un+1 − un)) · ∇un + A(un) · ∇(un+1 − un)

)
+

+C ′u(u
n+1 − un) = 0

x ∈ Su : un+1 = u∗(x)
x ∈ S\Su : n · (A(un) · ∇un+

+(A′u(u
n+1 − un)) · ∇un + A(un) · ∇(un+1 − un)

)
= P ∗n (x)

Â ñëó÷àå ìåòîäà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ðîëü ïà-
ðàìåòðà λ â çàäà÷àõ î äåôîðìàöèÿõ òåë èñïîëíÿåò ïàðàìåòð íà-
ãðóçêè èëè ïàðàìåòð ãðàíè÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ. Â çàäà÷àõ ãèä-
ðîäèíàìèêè ïàðàìåòðîì èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà ìîæåò áûòü õà-
ðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà çàäàííîé ãðàíè÷íîé ñêîðîñòè, â çàäà÷àõ òåï-
ëîïåðåäà÷è - ãðàíè÷íàÿ òåìïåðàòóðà, èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà
òåïëà è òàê äàëåå. Äèôôåðåíöèðóÿ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ ïî âûáðàííîìó ïàðàìåòðó ïîëó÷àåì

x ∈ V : ∇ · ((A′ududλ · ∇u + A(u) · ∇du
dλ

)
+ +C ′u

du
dλ = 0

x ∈ Su : du
dλ = d

dλu∗(x)
x ∈ S\Su : n · (A′ududλ · ∇u + A(u) · ∇du

dλ

)
= d

dλP
∗
n (x)

Åñëè ïîäõîäÿùåãî ïàðàìåòðà λ â çàäà÷å íåò, òî åãî ìîæíî ââåñòè
èñêóññòâåííî, íàïðèìåð, òàê. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â
âèäå

x ∈ V : ∇ · (A(u) · ∇u) + λC(u) = 0
x ∈ Su : u = λu∗(x)
x ∈ S\Su : n · (A(u) · ∇u) = λP ∗n(x)

òîãäà ïðè λ = 0 îíà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0 , à ïðè λ =
1 ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à
Êîøè ìåòîäà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó èìååò âèä

x ∈ V : ∇ · ((A′ududλ · ∇u + A(u) · ∇du
dλ

)
+ C(u) = 0

x ∈ Su : du
dλ = u∗(x)

x ∈ S\Su : n · (A′ududλ · ∇u + A(u) · ∇du
dλ

)
= P ∗n(x)
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ðåøàÿ äëÿ çàäàíûõ u ýòè ëèíåéíûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî du/dλ
ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü ïðîöåññ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè {du/dλ = u′λ(u), u = 0(λ = 0)} íà èíòåð-
âàëå λ ∈ [0, 1] ïî êàêîé-ëèáî èç ñõåì Ðóíãå-Êóòòà èëè Àäàìñà.

Â ñëó÷àå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåàðèçî-
âàííûõ çàäà÷ âûãëÿäèò òàê

x ∈ V : un+1 = un + ∆tn (∇ · (A(un) · ∇un) + C(un))
x ∈ Su : un+1 = u∗(x)
x ∈ S\Su : n · (A(un) · ∇un) = P ∗n(x)

Âî ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì, âêëþ÷àÿ è
äàííîå, ðåøåíèå íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîÿñíÿåòñÿ òàê: "... èñõîä-
íàÿ íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ìåòîäîì ... ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ çàòåì ëèíåàðè-
çóåòñÿ...". ×èòàÿ òàêèå â ïðèíöèïå âåðíûå îïèñàíèÿ, íàäî ïîíè-
ìàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåò ñïîñîáà ââåäåíèÿ ñèñòåì íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â ïàìÿòü ÝÂÌ. Â ðåàëüíîñòè íåëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ çàäàþòñÿ äåòàëüíûì îïèñàíèåì àëãîðèòìà ïîäñ÷åòà íåâÿçêè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ëþáîãî ïðîáíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó
íåîáõîäèìàÿ â èòåðàöèÿõ ïî íåëèíåéíîñòè ëèíåàðèçàöèÿ íåëè-
íåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, åùå íà èñõîäíûõ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìóëèðîâêàõ. Òåì íå ìåíåå, óïî-
ìÿíóòûé âàðèàíò îáúÿñíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåé-
íûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëñÿ, èñïîëüçóåòñÿ è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ,
òàê êàê îí óäîáåí äëÿ îáùèõ ðàññóæäåíèé î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ è
â ïðèíöèïå ïðàâèëåí, õîòÿ è íå âïîëíå òî÷íî îòðàæàåò äåéñòâè-
òåëüíîñòü.

12.8 Áåçìàòðè÷íûå äâóõøàãîâûå èòåðàöèè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ áåçìàòðè÷íûìè äâóõøàãîâûìè èòå-
ðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïî÷åìó íóæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà áåç-
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ìàòðè÷íûå èòåðàöèîííûå äâóõøàãîâûå ìåòîäû? Îòâåò òàêîâ.
Ïîòîìó, ÷òî îíè 1) î÷åíü ïðîñòûå; 2) íå òðåáóþò ìíîãî ïàìÿòè;
3) áîëåå ýôôåêòèâíû, ÷åì ìàòðè÷íûå ìåòîäû èëè îäíîøàãîâûå
èòåðàöèîííûå ìåòîäû; 4) òðåáóþò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíå÷-
íîãî ÷èñëà îïåðàöèé; 5) âíå êîíêóðåíöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè; 6) îíè âíå êîíêóðåíöèè ïðè âåêòîðèçà-
öèè/ðàñïàðàëëåëèâàíèè. À êàê æå íåäîñòàòêè? - À íåäîñòàòêîâ
íåò.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå áåçìàòðè÷íîãî äâóõøàãîâîãî èòåðà-
öèîííîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ê ðåøåíèþ ñìåøàííîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â òðåõìåðíîé îáëàñòè
ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè.

Àïïðîêñèìèðóåì îáëàñòü ðåøåíèÿ ñåòêîé òåòðàýäðàëüíûõ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãðàíèöó îáëàñòè îïèøåì ñåòêîé ãðàíè÷íûõ
òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü {xi}Nvi=1 - ðàäèóñ-âåêòîðû óçëîâ,
Nv - ÷èñëî óçëîâ; {J(k, l)}Ne,ek=1,l=1 - ìàññèâ íîìåðîâ óçëîâ â òåò-
ðàýäðàëüíûõ ýëåìåíòàõ, Ne - ÷èñëî òåòðàýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
Me = 4 - ÷èñëî óçëîâ â òåòðàýäðàëüíîì ýëåìåíòå; {G(k, l)}Ng,Mg

k=1,l=1

- ìàññèâ íîìåðîâ óçëîâ â òðåóãîëüíûõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòàõ, Ng

- ÷èñëî ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, Mg = 3 - ÷èñëî óçëîâ â ãðàíè÷íîì
ýëåìåíòå.

Äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðàëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà k (k =
1, ..., Ne) âû÷èñëèì îáúåì

Vk =
1

6
det

∣∣∣∣∣∣

x(k)21

x(k)31

x(k)41

y(k)21

y(k)31

y(k)41

z(k)21

z(k)31

z(k)41

∣∣∣∣∣∣

ãäå

x(k)ij = xJ(k,i)−xJ(k,j) , y(k)ij = yJ(k,i)−yJ(k,j) , z(k)ij = zJ(k,i)−zJ(k,j)

è îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ äëÿ èíòåðïîëÿöèè èñêî-
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ìîé ôóíêöèè

[φ(xm]k =

Me∑

l=1

d
(0)
kl φJ(k,l)

ãäå
d

(0)
k1 = d

(0)
k2 = d

(0)
k3 = d

(0)
k4 = 1/4

à òàêæå â ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò èñêîìîé
ôóíêöèè:

[∂xφ(xm]k =

Me∑

l=1

d
(x)
kl φJ(k,l)

[∂yφ(xm]k =

Me∑

l=1

d
(y)
kl φJ(k,l)

[∂zφ(xm]k =

Me∑

l=1

d
(z)
kl φJ(k,l)

ãäå
d

(x)
k2 =

y(k)31z(k)41 − z(k)31y(k)41

6Vk

d
(x)
k3 =

y(k)41z(k)21 − z(k)41y(k)21

6Vk

d
(x)
k4 =

y(k)21z(k)31 − z(k)21y(k)31

6Vk

d
(x)
k1 = −(d

(x)
k2 + d

(x)
k3 + d

(x)
k4 )

d
(y)
k2 =

z(k)31x(k)41 − x(k)31z(k)41

6Vk

d
(y)
k3 =

z(k)41x(k)21 − x(k)41z(k)21

6Vk

d
(y)
k4 =

z(k)21x(k)31 − x(k)21z(k)31

6Vk

d
(y)
k1 = −(d

(y)
k2 + d

(y)
k3 + d

(y)
k4 )
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d
(z)
k2 =

x(k)31y(k)41 − y(k)31x(k)41

6Vk

d
(z)
k3 =

x(k)41y(k)21 − y(k)41x(k)21

6Vk

d
(z)
k4 =

x(k)21y(k)31 − y(k)21x(k)31

6Vk

d
(z)
k1 = −(d

(z)
k2 + d

(z)
k3 + d

(z)
k4 )

Îïðåäåëèì äèñêðåòíûé àíàëîã îïåðàòîðà ïðîñòðàíñòâåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

[∇φ]k =

Me∑

l=1

∇klφJ(k.l)

êîòîðûé â áàçèñå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþ-
ùåå ïðåäñòàâëåíèå

∇kl = exd
(x)
kl + eyd

(y)
kl + ezd

(z)
kl

Èíòåãðàëû â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè Ãàëåðêèíà (16) ïðåä-
ñòàâèì ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî âíóòðåííèì (òåòðàýäðàëüíûì) è
ãðàíè÷íûì (òðåóãîëüíûì) êîíå÷íûì ýëåìåíòàì. Òîãäà, ïðèìå-
íÿÿ ïðîñòåéøóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïî-
ëó÷èì äèñêðåòíûé àíàëîã ýòîãî óðàâíåíèÿ

Ne∑

k=1

(
([A]k · [∇φ]k) ·

Me∑

l=1

∇klδφJ(k,l)

)
Vk =

=

Ng∑

k=1


[Pn]k

Mg∑

l=1

δφG(k,l)/3


Sk

Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà àëãîðèòìå âàðè-
àöèè ðåøåíèÿ è ðåøåíèå àïïðîêñèìèðîâàíû åäèíîîáðàçíî, òàê
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÷òî èìååì äåëî ñ âàðèàíòîì ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà Áóáíîâà-
Ãàëåðêèíà.

Ïîëó÷åííîå äèñêðåòíîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ñìåøàííîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîêà çàïèñàíî â âèäå,
â êîòîðîì ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè äèñêðåòíûõ âàðèàöèÿõ èñêîìîé
ôóíêöèè åùå íå ïðèâåäåíû.

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå î ñìûñëå âàðèàöèé. Âàðèàöèè ðåøåíèÿ δφ
(íåïðåðûâíûå) è δφi (äèñêðåòíûå) íèêàêèõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
íå ïðèíèìàþò è â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è íå îïðåäåëÿþòñÿ. Âàðèà-
öèè ñëóæàò îáùèìè ìíîæèòåëÿìè. Ñóììû ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðè
ýòèõ îáùèõ ìíîæèòåëÿõ â ñèëó îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûå äîëæíû íà
èñêîìîì ðåøåíèè îáðàùàòüñÿ â íóëü.

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå (ñì. íàïðèìåð, Öëàô(1970)) îïðå-
äåëÿåò âàðèàöèþ êàê ðàçíîñòü äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðîáíûõ ðå-
øåíèé. Äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî âñòðå÷àþùååñÿ èíîãäà âûðàæå-
íèå "áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âàðèàöèÿ" ëèøåíî ñìûñëà. Îïåðàöèþ
âàðüèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ ïðîâîäÿò
â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé, ïðèìåíÿÿ òåõíèêó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
äèôôåðåíöèàëà Ãàòî:

δF (u) = F ′u(u)δu = lim
α→0

∂

∂α
F (u + αδu)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåëüçÿ îïðåäåëÿòü âàðèàöèþ êàê äèôôåðåí-
öèàë ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è,
÷òî èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå
(x + y − 2)δx + (x− y)δy = 0

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âàðèàöèé δx è δy ,
ïîýòîìó îíî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

x + y − 2 = 0 , x− y = 0
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Â ðóêîâîäñòâàõ ïî ÌÊÝ ðåêîìåíäóåòñÿ ñíà÷àëà ñôîðìèðîâàòü
ìàòðèöó æåñòêîñòè ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðè ìíî-
æèòåëÿõ φjδφi . Ïðîöåññ ïðèâåäåíèå ýòèõ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ðå-
àëèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûè ñóììèðîâàíèåì âêëàäîâ â ìàòðèöó
æåñòêîñòè îò êàæäîãî èç êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è íàçûâàåòñÿ "êîí-
äåíñàöèåé"(ñì. íàïðèìåð, Çåíêåâè÷, 1975).

Â èòåðàöèîííûõ áåçìàòðè÷íûõ ìåòîäàõ îïåðàöèÿ "êîíäåíñà-
öèè" â òîì âèäå, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, íå òðåáóåòñÿ. Äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ èòåðàöèé íàäî óìåòü ïîäñ÷èòûâàòü íåâÿçêè óðàâíåíèé.
Äëÿ ýòîãî ñîâåðøåííî íåò íóæäû îïðåäåëÿòü, äà åùå è ãäå-òî
õðàíèòü ìàòðèöó ñèñòåìû óðàâíåíèé. ×òîáû ïîäñ÷èòàòü íåâÿçêó
íå íàäî îïðåäåëÿòü N 2

v êîìïîíåíò ìàòðèöû, ïðèâîäÿ ïîäîáíûå
÷ëåíû ïðè φjδφi , à âïîëíå äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü Nv íåâÿçîê,
ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðè δφi , ÷òî ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå ïðîñòîé îïåðàöèåé. Â ðåçóëüòàòå ïîäñ÷åòà íåâÿçîê äèñêðåòíîå
âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Nv∑
i=1

[g(φ)]iδφi = 0

ãäå íåâÿçêè [g]i äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíè-
åì

[g(φ)]i =

Ne∑

k=1

Me∑

l=1

[gc(φ)]klH̃(i−J(k, l))−
Ng∑

k=1

Mg∑

l=1

[gb(φ)]klH̃(i−G(k, l))

â êîòîðîì ôóíêöèÿ H̃ ðàâíà åäèíèöå, åñëè àðãóìåíò ðàâåí íóëþ,
è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âåëè÷èíû [gc(φ)]kl è [gb(φ)]kl ÿâëÿþòñÿ âêëàäàìè â íåâÿçêó îò
èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè ðåøåíèÿ V è ïî ãðàíèöå S ñîîòâåòñòâåí-
íî:

[gc(φ)]kl = Vk([A]k · [∇φ]k) · ∇kl , [gb(φ)]kl = Sk[Pn]k/3

Â òåõ ãðàíè÷íûõ óçëàõ, â êîòîðûõ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà, íàäî
íåâÿçêó çàíóëèòü.
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Íåâÿçêà [g(φ)]i ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

[g(φ)]i =

Nv∑
j=1

[A]ij[φ]j − bi

íî âû÷èñëåíà íàïðÿìóþ èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ, ìèíóÿ ñòà-
äèþ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè [A]ij è âåêòîðà ïðàâîé
÷àñòè bi . Åñëè íàäî âû÷èñëèòü îäíîðîäíóþ ÷àñòü íåâÿçêè

[g0(φ)]i =

Nv∑
j=1

[A]ij[φ]j

òî èç âûðàæåíèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïîëíîé íåâÿçêè èñêëþ-
÷àþòñÿ ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå èñêîìóþ ôóíêöèþ â êà÷åñòâå ìíî-
æèòåëÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ, èñïîëüçó-
þùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê. Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì1, êàê
â íàøåì ñëó÷àå, òî èìååò ñìûñë âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé
âåðñèåé ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëîâëèâàíè-
åì, êîòîðûé óæå áûë ðàññìîòðåí â ðàçäåëå ïðî èòåðàöèîííûå
ìåòîäû äëÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñíà-
÷àëà çàäàåòñÿ íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ φ(0) , ïî íåìó
âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâÿçêà g(0) = g(φ(0)) è íàçíà-
÷àåòñÿ íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå ïîèñêà ðåøåíèÿ s(0) = g(0) . Äà-
ëåå â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå äëÿ çíà÷åíèé ñ÷åò÷èêà èòåðàöèé
n = 0, 1, .. òðåáóåòñÿ òîëüêî âû÷èñëåíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè íåâÿç-
êè g0(s(n)) ñ èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå àðãóìåíòà òåêóùåãî íà-
ïðàâëåíèÿ ïîèñêà s(n) . Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èìååò âèä

φ(n+1) = φ(n) − α(n)s(n)

1äèñêðåòíûå àíàëîãè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ñàìîñîïðÿæåííûìè ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ÑËÀÓ ñ ñèììåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíûìè ìàòðèöàìè.
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g(n+1) = g(n) − α(n)g0(s(n))

s(n+1) = g(n+1) − β(n)s(n)

ãäe êîýôôèöèeíòû α(n) è β(n) oïðeäeëÿþòñÿ ôoðìóëaìè

α(n) =
g(n) · s(n)

g0(s(n)) · s(n)

β(n) =
g(n+1) · g0(s(n))

g0(s(n)) · s(n)

çäåñü òî÷êè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàçìåð-
íîñòè Nv (÷èñëî íåèçâåñòíûõ). Ïðîöåññ èòåðàöèé ñ÷èòàåòñÿ çà-
êîí÷åííûì, åñëè íîðìû íåâÿçêè è ïîïðàâêè ê ðåøåíèþ ñòàíî-
âÿòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè

g(n) · g(n) < ε2 ∨ (α(n)s(n)) · (α(n)s(n)) < ε2

çäåñü ε - ìàøèííîå ýïñèëîí, òî åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äîáàâ-
ëåíèå êîòîðîãî ê åäèíèöå êîìïüþòåð íå ÷óâñòâóåò: äîáàâëÿé åãî
õîòü ìèëëèîí ðàç, ðåçóëüòàòîì áóäåò åäèíèöà. Äëÿ ÷åòûðåõáàé-
òîâîé àðèôìåòèêè ε ≈ 0.000001 .

Åñëè ÷èñëî èòåðàöèé ïðåâûñèëî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à ðåøå-
íèå íå íàéäåíî, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Åñëè â
ïðîöåññå èòåðàöèé íàðóøèëîñü ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è

g0(s(n)) · s(n) < ε2

òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Ýòè ñëó÷àè ìîãóò èìåòü ìåñòî
èç-çà îøèáîê â èñõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïîìèìî
äàííûõ î ñåòêå, äàííûõ î ôèçè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòàõ óðàâíå-
íèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ âñåãî-íàâñåãî
4 ðàáî÷èõ ìàññèâà φ , g , g0 , s ðàçìåðíîñòè Nv (ãäå Nv - ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ), òàê ÷òî âñå ÷èñëîâûå äàííûå ìîæíî äåðæàòü â îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè ñîâðåìåííîãî (2008) ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà



12.9 Îáîñíîâàíèå êîíñåðâàòèâíîñòè ÌÊÝ 139

äàæå äëÿ çàäà÷ ñ ñîòíÿìè òûñÿ÷ íåèçâåñòíûõ. ×èñëî èòåðàöèé,
çàòðà÷èâàåìûõ íà ðåøåíèå, çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
è èñïîëüçóåìîãî ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ, îíî, êàê ïðàâèëî, íå ïðå-
âûøàåò

√
Nv .

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà âïîëíå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
ïðîñòåéøåå ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé îá-
ðàòíîé ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé îáðàùåíèåì äèàãîíàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþøåé ìàòðèöû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èìååò âèä:

Dii =

Ne∑

k=1

Me∑

l=1

Vk([A]k · ∇kl) · ∇klH̃(i− J(k, l))

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ñóììàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü öèêëû.
Äëÿ áîëåå òî÷íûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðèâå-
äåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåâÿçîê ñîõðàíÿò ñâîþ
ñòðóêòóðó, ïåðâûé öèêë áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îáõîäó âñåõ ãàóñ-
ñîâûõ òî÷åê ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, âòîðîé öèêë ïî ïðåæíå-
ìó áóäåò îòâå÷àòü ïåðåáîðó óçëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ê êîòîðî-
ìó îòíîñèòñÿ ãàóññîâà òî÷êà. Êîíå÷íî, çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
â ôîðìóëàõ èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ (äèñêðåò-
íûé íàáëà-îïåðàòîð) â äàííîé ãàóññîâîé òî÷êå èçìåíÿòüñÿ, íî
ñòðóêòóðà èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë ñîõðàíèòñÿ, ïîýòîìó àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ â öåëîì îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.

12.9 Îáîñíîâàíèå êîíñåðâàòèâíîñòè ÌÊÝ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î êîíñåðâàòèâíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ. Íåòðóäíî óâèäåòü, ðàññìàòðèâàÿ äèñêðåòíîå âàðèàöèîí-
íîå óðàâíåíèå, ÷òî îíî ñîñòîèò èç ãðóïï ÷ëåíîâ, êîòîðûå äëÿ
êàæäîé ãàóññîâîé òî÷êè k îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ âå-
ëè÷èíû φ ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè J(k, l) , (l = 1, ...,Me) . Ïðè
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ýòîì íà äîëþ êàæäîãî ñîñåäà J(k, l) ãàóññîâîé òî÷êè k ïðèõî-
äèòñÿ ñëåäóþùèé âêëàä

Vk([A]k · [∇φ]k) · ∇kl

Â ñèëó ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ

Me∑

l=1

∇kl = 0

îçíà÷àþùåãî ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé îò êîíñòàíòû, ñóììà
âêëàäîâ ïî âñåì ñîñåäíèì óçëàì äëÿ êàæäîé ãàóññîâîé òî÷êè k
ðàâíà íóëþ, ÷òî è îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ êîíñåðâàòèâíîñòü ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ãëîáàëüíàÿ êîíñåðâàòèâíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
îáåñïå÷èâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, åãî ëîêàëüíîé êîíñåðâàòèâíîñòüþ è,
âî-âòîðûõ, êîððåêòíûì çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èíòå-
ãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ (7), çàïèñàííûé äëÿ âñåé îáëàñòè
ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëî-
æèëñÿ â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà (óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèë) ê ðàñ÷åòó íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ äèñêðåòíûõ ñòåðæíåâûõ
ñèñòåì ìèíóÿ ñòàäèþ ôîðìóëèðîâêè è äèñêðåòèçàöèè êðàåâûõ
çàäà÷. Òî åñòü òðåáîâàíèå êîíñåðâàòèâíîñòè ñ ñàìîãî íà÷àëà áû-
ëî çàëîæåíî â àëãîðèòìû ÌÊÝ. Áåçóñëîâíî, ïðè íåóäà÷íîé èëè
íåàêêóðàòíîé ðåàëèçàöèè êîíñåðâàòèâíîñòü ÌÊÝ, êàê è ëþáîãî
äðóãîãî ìåòîäà, ìîæåò áûòü íàðóøåíà, ïîýòîìó êîíòðîëü ñîáëþ-
äåíèÿ ñâîéñòâà êîíñåðâàòèâíîñòè â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íåîáõîäèì.

Â ëèòåðàòóðå (îñîáåííî â çàðóáåæíîé), îðèåíòèðîâàííîé íà
ðåøåíèå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ìåòîäàìè êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ,
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â îáçîðàõ íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î íåêîíñåðâàòèâ-
íîñòè ÌÊÝ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ ðåêëàìîé ìåòîäà êîíòðîëüíûõ
îáúåìîâ, êàê ÷óòü ëè íå åäèíñòâåííîãî èñòèííî êîíñåðâàòèâíî-
ãî ëîêàëüíî è ãëîáàëüíî ìåòîäà. Â ïðèâîäèìûõ "äîêàçàòåëü-
ñòâàõ" íåêîíñåðâàòèâíîñòè ÌÊÝ ëèáî êðèòèêóåòñÿ àáñîëþòíî
äàëåêàÿ îò ïðàêòèêè íåêîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà ÌÊÝ, ëè-
áî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïó-
òåì íåêîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíöåïöèè êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ
íåïîñðåäñòâåííî ê êîíå÷íûì ýëåìåíòàì. Ïðè ýòîì âñåãäà èãíî-
ðèðóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êîíå÷íûå ýëåìåíòû îòíþäü íå ÿâëÿþò-
ñÿ êîíòðîëüíûìè îáúåìàìè, òàê êàê íå ìîãóò áûòü èñòîëêîâàíû
êàê îêðåñòíîñòè êàêèõ-ëèáî óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿ
íåïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ðàçáèåíèå îáëàñòè ðåøåíèÿ íà êîíòðîëü-
íûå îáúåìû è êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû. Â
êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ óçëû, ñ êîòîðûìè àññîöèèðîâàíû èñêîìûå
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ, ëåæàò íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê â òî âðåìÿ, êàê â
ñëó÷àå êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ êàæäûé óçåë íàõîäèòñÿ â öåíòðå
ñâîåé ÿ÷åéêè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè
ÌÊÝ ïîíÿòèå êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ íå òðåáóåòñÿ. Òàê æå îáñòîèò
äåëî è ñ îáîñíîâàíèåì êîíñåðâàòèâíîñòè áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ è
ìåòîäîâ ÷àñòèö.

12.10 Äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ÿâ-
ëÿþòñÿ äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è, òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè,
îäíîìåðíûå çàäà÷è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðàçðà-
áîòàíû ñïåöèàëèçèðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, íàçûâà-
åìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè ïðîãîíêàìè. Ýòè ìåòîäû íå òðåáóþò
ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà è
ýôôåêòèâíî ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðàõ íèçêîé ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ðåøàòü ïëîõî îáóñëîâ-
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ëåííûå çàäà÷è ñ óçêèìè ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè, íàïðèìåð, çàäà÷è
ìîìåíòíûõ òåîðèé òîíêèõ íåïîëîãèõ îáîëî÷åê. Ïðèâåäåì íèæå
êðàòêèå ñâåäåíèÿ îá ýòèõ ìåòîäàõ.

Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé yi(x)
èìååò âèä 1:

x ∈ [xa, xb] :
dyi
dx

= Fi(x, y) i = 1, ..., 2N

x = xa :

2N∑
j=1

B
(a)
ij yj(xa)− αi = 0 i = 1, ..., N

x = xb :

2N∑
j=1

B
(b)
ij yj(xb)− βi = 0 i = 1, ..., N

ãäå ôóíêöèè Fi , ìàòðèöû B
(a)
ij , B(b)

ij è âåêòîðû αi , βi ÿâëÿþòñÿ
çàäàííûìè.

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä ïðèñòðåëêè èëè ìåòîä ñòðåëüáû. Ïóñòü y

(k,a)
i (i =

1, ..., 2N ; k = 0, 1, ...) - çíà÷åíèÿ ïðîáíîãî ðåøåíèÿ íîìåð k ïðè
x = xa .

Îïðåäåëèì ýòî ïðîáíîå ðåøåíèå êàê ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è Êîøè

x ∈ [xa, xb] :
dyi
dx

= Fi(x, y) i = 1, ..., 2N

x = xa : yi(xa) = y
(k,a)
i i = 1, ..., 2N

è íàéäåì òåì ñàìûì çíà÷åíèÿ ýòîãî ïðîáíîãî ðåøåíèÿ y(k,b)
i (i =

1, ..., 2N) ïðè x = xb . Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ïðîáíûå ðå-
øåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñ-
õîäíîé çàäà÷è, íî â îáùåì ñëó÷àå íå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì

1Çäåñü ðàññìîòðåíû îáû÷íûå îäíîìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è ñ ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íà êîíöàõ îòðåçêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî îáëàñòü ðåøåíèÿ.
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óñëîâèÿì. Ìåòîä ïðèñòðåëêè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñîñòîèò â
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

F (y
(k,a)
1 , ..., y

(k,a)
N ) =

N∑
i=1

(

2N∑
j=1

B
(a)
ij y

(k,a)
j − αi)2+

+

N∑
i=1

(

2N∑
j=1

B
(b)
ij y

(k,b)
j − βi)2

ïî çíà÷åíèÿì ïðîáíûõ ðåøåíèé íà ëåâîì êðàþ y
(k,a)
i (i =

1, ...2N) .
Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à íà ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ íåïðî-

ñòîé. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ïðîâîäèòñÿ
ñ ïîìîøüþ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Êîøè. Âî-âòîðûõ,
â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîæåò áûòü
íååäèíñòâåííûì. Â òðåòüèõ, çàäà÷à îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ðå-
øåíèÿ íà ëåâîì êðàþ (x = xa) ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåí-
íîé, òî åñòü íåáîëüøèå âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîãóò âûçûâàòü êàòàñòðîôè÷åñêè áîëüøèå
èñêàæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ïîýòîìó äëÿ óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè îòðåçîê [xa, xb] îá-
ëàñòè ðåøåíèÿ ðàçáèâàþò íà M äîñòàòî÷íî êîðîòêèõ ó÷àñòêîâ
[x

(m)
a , x

(m)
b ] (l = 1, ...,M) , ãäå x(1)

a = xa , x(m)
b = x

(m+1)
a (m =

1, ...,M − 1) , x(M)
b = xb è ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë

F (y
(k,a)
1 , ..., y

(k,a)
N ) =

N∑
i=1

(

2N∑
j=1

B
(a)
ij y

(k,a)
j − αi)2+

+

N∑
i=1

(

2N∑
j=1

B
(b)
ij y

(k,b)
j − βi)2+

+

M−1∑
m=1

2N∑
j=1

(y
(k,b,m)
j − y(k,a,m+1)

j )2
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ãäå â òðåòüåé ñòðîêå äîáàâëåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðîáíûõ
ðåøåíèé íà ñîñåäíèõ ó÷àñòêàõ. Çíà÷åíèÿ ïðîáíûõ ðåøåíèé íà
ëåâûõ è ïðàâûõ ãðàíèöàõ ó÷àñòêîâ [x

(m)
a , x

(m)
b ] (l = 1, ...,M) , à

èìåííî, y(k,a,m)
i è y

(k,b,m)
i , ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ðåøåíèÿ

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ýòèõ
ó÷àñòêàõ.

Ïîäðîáíûé àíàëèç ìåòîäà ïðèñòðåëêè ìîæíî íàéòè â êíèãå
Áàõâàëîâà, Æèäêîâà, Êîáåëüêîâà [1987]. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì î âåòâëåíèè ðåøåíèé çà-
äà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê äàíû â ìîíîãðàôèè Âàëèøâèëè
[1976].

Ãîðàçäî ÷àùå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà, êîòîðûé ñâîäèò èñõîäíóþ íåëèíåéíóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåé-
íûõ çàäà÷

x ∈ [xa, xb] :
dy

(k+1)
i

dx
= Fi(x, y

(k)) +
∂Fi
∂yj

(x, y(k))(y
(k+1)
j − y(k)

j )

ãäå i = 1, ..., 2N è k = 0, 1, ... .

x = xa :

2N∑
j=1

B
(a)
ij y

(k+1)
j (xa)− αi = 0 i = 1, ..., N

x = xb :

2N∑
j=1

B
(b)
ij y

(k+1)
j (xb)− βi = 0 i = 1, ..., N

k = 0 : y
(k)
i = yi(0)(x)

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ
è ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó, êîòîðûé ñâîäèò èñ-
õîäíóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å Êîøè

dyi
dt

= ẏi(x)
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t = 0 : yi = yi(0)(x)

ãäå t ∈ [0,∞] è "cêîðîñòè" èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ ẏi(x, t) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùåé ëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷åé:

x ∈ [xa, xb] :
d

dx
ẏi = Ḟi +

∂Fi
∂yj

(x, y)ẏj ; i = 1, ..., 2N

x = xa :

2N∑
j=1

B
(a)
ij ẏj(xa)− α̇i = 0 ; i = 1, ..., N

x = xb :

2N∑
j=1

B
(b)
ij ẏj(xb)− β̇i = 0 ; i = 1, ..., N

Çàäà÷à Êîøè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ïîøàãîâî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî "âðåìåíè" t . Çàìåòèì, ÷òî ðîëü ïàðàìåòðà
t ìîæåò èãðàòü âðåìÿ, ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ. ñêîðîñòü íàáåãàþ-
ùåãî ïîòîêà è òàê äàëåå. Ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò áûòü òàêæå èñ-
êóññòâåííî ââåäåí â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ.

È â ìåòîäå Íüþòîíà, è â ìåòîäå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðó îñíîâíîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíîé äâóõ-
òî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðóþ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ
çàïèøåì â âèäå

x ∈ [xa, xb] :
dyi
dx

=

2N∑
j=1

Aij(x)yj(x) + fi(x) ; i = 1, ..., 2N

x = xa :

2N∑
j=1

B
(a)
ij yj(xa)− αi = 0 i = 1, ..., N

x = xb :

2N∑
j=1

B
(b)
ij yj(xb)− βi = 0 i = 1, ..., N
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Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è èìååò
âèä

yi(x) = yi(0)(x) +

2N∑
i=1

ciyi(j)(x)

ãäå yi(0)(x) ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x ∈ [xa, xb] :
dyi(0)

dx
=

2N∑
j=1

Aij(x)yj(0)(x) + fi(x) ; i = 1, ..., 2N

x = xa : yi(0) = 0 (i = 1, ..., 2N)

à yi(j)(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x ∈ [xa, xb] :
dyi(j)
dx

=

2N∑

k=1

Aik(x)yk(j)(x) ; i = 1, ..., 2N

x = xa : yi(j) = δij (i, j = 1, ..., 2N)

ãäå {δij} - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2Nx2N. Êîýôôèöèåíòû ci (i =
1, ..., 2N) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ci (i = 1, ..., 2N) , êàê è â ìåòî-
äå ïðèñòðåëêè, îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ äåëèòñÿ íà ó÷àñòêè, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ñâîåãî ðàçëîæåíèÿ
ïî ðåøåíèÿì âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ Êîøè è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ äîïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ íà ñòûêàõ
ó÷àñòêîâ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ íà ó÷àñòêàõ èìååò ðàçìåðíîñòü 2NM , ãäå M - ÷èñëî
ó÷àñòêîâ. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ áëî÷íî-ëåíòî÷íîé ìàòðèöåé è ðå-
øàåòñÿ ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ íîñèò
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íàçâàíèå ìåòîäà Êàëíèíñà (1964). Ïîñêîëüêó ðåøåíèå íà ó÷àñò-
êàõ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, äàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê ïðîñòåéøèé
ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîãîíêè.

Äðóãèå áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðîãî-
íîê ïðåäëîæåíû Àáðàìîâûì (1961) è Ãîäóíîâûì (1961) è ïîäðîá-
íî îïèñàíû â êíèãå Áàõâàëîâà (1973).

Íàêîíåö, äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü è ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ìíî-
ãîìåðíûõ çàäà÷, ÷òî ÷àùå âñåãî è äåëàåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
(2008ã.), òàê êàê ýêîíîìèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â îäíîìåðíûõ
çàäà÷àõ íà ìîùíûõ ÝÂÌ ñìûñëà íå èìååò, à ñ ïëîõîé îáóñëîâ-
ëåííîñòüþ òàê èëè èíà÷å âñå ðàâíî ïðèõîäèòñÿ áîðîòüñÿ è â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå.



Ãëàâà 13

Ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
13.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïîñòàíîâêà òèïè÷íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä. Â íåêîòîðîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè

Vt = {(x, t) | x ∈ V , t ≥ 0}
ñ ãðàíèöåé

St = {(x, t) | x ∈ ∂V , t ≥ 0}
òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(x, t) ∈ Vt : ∂tu = ∇ · (A(u) · ∇u) + C(u) (1)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(x, t) ∈ S(u)
t : u = u∗(x, t)

(x, t) ∈ St\S(u)
t : n · (A · ∇u) = P∗n(x, t) (2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

t = 0 : u = u(0)
∗ (x) (3)

ãäå òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè A(u,x, t) è èñòî÷íèêîâûé
÷ëåí C(u,x, t) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ u , êîîðäèíàò è âðåìåíè, âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé
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âíåøíåé íîðìàëüþ ê ãðàíèöå S ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V ,
÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíû çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè,
îáîçíà÷åíà V (u)

t , çàäàííûå ôóíêöèè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ãðàíè÷íûõ
è íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè, Pn - ïîòîê âåëè÷è-
íû u ÷åðåç ãðàíèöó.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü óðàâíåíèé.
Óðàâíåíèå (1) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå âûãëÿäèò òàê

∂tuα =

3∑
i=1

∂i(

3∑
j=1

N∑

β=1

Aij
αβ(u)∂juβ) + Cα(u) (1′)

ãäå N - ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé uα (α = 1, ..., N ), ∂t = ∂/∂t ,
∂i = ∂/∂xi . Ñðàâíèâàÿ (1) è (1') âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñî-
êðàùåííîé çàïèñè äåëàåò èçëîæåíèå áîëåå ÿñíûì.

Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ Àäàìàðà, òðåáóþùåãî ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà À:

∀∇u 6= 0 : (A · ∇u) · ∇u > 0 (4)

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, òàê æå êàê è â ýëëèïòè÷åñêèõ
êðàåâûõ çàäà÷àõ, âîçìóùåíèÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è ñðàçó îêàçûâà-
þò âîçäåéñòâèå íà ðåøåíèå ïîâñþäó â îáëàñòè ðåøåíèÿ, íî ëþ-
áîå âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ çàòóõàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè è åãî
âëèÿíèå íà ðåøåíèå îñëàáåâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ìåñòà åãî
ïðèëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ìàëûå ïàðàáîëè÷åñêèå ÷ëåíû (äèôôóçè-
îííûå ÷ëåíû) íåðåäêî ââîäÿòñÿ â ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ êàê
ñðåäñòâî ñãëàæèâàíèÿ ðåøåíèé.

Åñëè â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) äîïèñàòü ñëàãàåìûå ñ ïåðâû-
ìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè îò èñêîìîé ôóíêöèè, òî
ôîðìàëüíî òèï óðàâíåíèÿ íå èçìåíèòñÿ (ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ
è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîõðàíÿåòñÿ). Îäíàêî ìîäèôèöèðîâàííûå
òàêèì îáðàçîì çàäà÷è ìîãóò ñîäåðæàòü ïîãðàíè÷íûå ñëîè ("ïî-
ãðàíñëîè"), òî åñòü çîíû âñïëåñêà ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ è ïîòðå-
áóþò ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì
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ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
Êîíñåðâàòèâíàÿ çàïèñü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)

∂tu = ∇ · (A · ∇u) + C (5)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà Ṽ c ïîâåðõíîñòüþ S̃ ïîääåðæèâàåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû u :∫

Ṽ

∂tudV =

∫

S̃

n · (A · ∇u)dS +

∫

Ṽ

CdV (6)

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è çà-
ìåíîé èíòåãðàëà ïî îáúåìó èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé î äèâåðãåíöèè, îáîçíà÷åíèå n èñïîëüçîâàíî äëÿ
åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå.

Èç óðàâíåíèÿ (6) âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Íåé-
ìàíà, çàäàííûõ íà âñåé ãðàíèöå (Su = ∅), äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåøåíèÿ (∂tu = 0) òðåáóåòñÿ cîãëàñîâàíèå ïðà-
âîé ÷àñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòîêà (2) Pn ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì ∫

S\Su

PndS +

∫

V

CdV = 0 (7)

Óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå îòâå÷àåò â ïðåäåëå ïðè t→∞ ðåøåíèþ
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ ðàññìàòðèâà-
åìîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè ∂tu = 0 .

Íåêîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì â óðàâíåíèè (5) ñîìíîæèòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ ïîòîê. Îíà
èìååò âèä 1

∂tu = (∇ ·A) · ∇u + A : (∇⊗∇)u + C (8)

èëè, â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
∂tu = A : (∇⊗∇)u + C (9)

1Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ⊗ îáðàçóåò èç äâóõ âåêòîðîâ òåíçîð âòîðîãî ðàíãà a ⊗ b = aibjeiej è òàê
äàëåå.
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Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíèå íåêîí-
ñåðâàòèâíûõ ôîðì çàïèñè (8) è (9) ÷ðåâàòî íåïðèÿòíûìè ñþðïðè-
çàìè, êîòîðûå óæå ðàññìàòðèâàëèñü â ãëàâå ïðî ýëëèïòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà [69], â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîòîðûì ïðè îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöàõ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ Vt .

13.2 Ìåòîäû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Åñëè êàêèì-ëèáî èç ñïîñîáîâ, îïèñàííûõ â ãëàâå ïðî ýëëèïòè-
÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è, ââåñòè ïðîñòðàíñòâåííóþ äèñêðåòèçàöèþ
èñêîìîãî ðåøåíèÿ, òî äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïî âðåìåíè

∂t[u] = [B][u] + [b]

ãäå ìàòðèöà [B = B(u)] è âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ [b = b(u)]]
ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (ñì. ôîðìóëû (20-23) ðàçäåëà 11). Ýòó ñèñòåìó
óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü êàêèìè-ëèáî ïîøàãîâûìè ÿâíûìè èëè
íåÿâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè. Íàïðèìåð, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ äâóõñëîéíóþ ñõåìó

un+1
i − uni
τn

= {[D][u] + [b]}n+α
i

ãäå τn = tn+1 − tn - øàã ïî âðåìåíè, âåðõíèé èíäåêñ ïîêàçûâàåò
íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ, íèæíèé èíäåêñ ïîêàçûâàåò íîìåð óçëà.
Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ íà ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííîì ñëîå tn+α

îïðåäåëåíû ïî ïðàâèëó: un+α
i = (1− α)uni + αun+1

i (0 ≤ α ≤ 1) .
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Ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïî íåÿâíûì ñõåìàì îïðåäåëÿþòñÿ
èòåðàöèÿìè ïî íåëèíåéíîñòè êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðå-
øåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷.

Ïðè α = 0 èìååì ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, ïðè α = 1 èìååì
íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, ïðè α = 1/2 - íåÿâíûé ìåòîä Êðàíêà-
Íèêîëñîíà1. Ìåòîäû Ýéëåðà èìåþò ïåðâûé, à ñõåìà Êðàíêà-
Íèêîëñîíà âòîðîé ïîðÿäêè òî÷íîñòè ïî âðåìåíè.

ßâíûé ìåòîä Ýéëåðà óñëîâíî óñòîé÷èâ. Ïðè àïïðîêñèìàöèè
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà èìå-
åò âèä

τn < min
i

(h2
i/((d + 1)!νni ))

ãäå hi - ìèíèìàëüíûé øàã ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â
îêðåñòíîñòè óçëà i , νni ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè A â îêðåñòíîñòè óçëà i , d - ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ïðè α ≥ 0.5 áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû
è ïðè èõ ïðèìåíåíèè øàã ïî âðåìåíè îãðàíè÷åí òîëüêî óñëîâèåì
òî÷íîñòè

τn < γ||un||/||∂t[u]n||
ãäå 0 < γ << 1 . Óñëîâèå òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà ïðèðà-
ùåíèÿ ðåøåíèÿ ∆un íà øàãå ïî âðåìåíè äîëæíà áûòü ìàëîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìîé ñàìîãî ðåøåíèÿ un . Ïåðåõîä ê íåÿâíûì
àïïðîêñèìàöèÿì äèôôóçèîííîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè
äèôôóçèîííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÿâíûõ ñõåì ñëèøêîì
îãðàíè÷èâàåò âåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè.

Åñëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ν
ìàë, íî âåëè÷èíà ||(∂[b]/∂u)n+α

i || âåëèêà, òî óñëîâèå òî÷íîñòè
ìîæåò áûòü áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì äèôôóçèîííîå óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñõåìà ñ ÿâíîé àïïðîêñèìàöèåé

1Èíîãäà ïðèìåíÿþò òåðìèí "ìåòîä Êðàíêà-Íèêîëñîí".
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äèôôóçèîííîãî îïåðàòîðà è íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèåé ñâîáîäíî-
ãî ÷ëåíà

un+1
i − uni
τn

= [D]ni + [b]ni +
∂[b]ni
∂uni

un+α

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ðåøåíèÿ ïðè óäîâëåòâî-
ðåíèè íåîáðåìåíèòåëüíîãî â ýòîì ñëó÷àå äèôôóçèîííîãî óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè. Åñëè ëèíåàðèçîâàòü ñâîáîäíûé ÷ëåí, êàê ýòî óæå
ñäåëàíî â âûïèñàííîé ôîðìóëå, òî ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå îñòàíåòñÿ äèàãî-
íàëüíîé, êàê â ñëó÷àå ÿâíîé ñõåìû.

Ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ òðåõñëîéíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îñëà-
áèòü îáðåìåíèòåëüíîå äèôôóçèîííîå îãðàíè÷åíèå øàãà ïî âðå-
ìåíè. Ýòî ñõåìà Äþôîðòà-Ôðàíêåëà, êîòîðàÿ èìååò âèä:

u
(n+1)
i − u

(n)
i

τn
+

(
α∗τn
hi

)2
u

(n+1)
i − 2u

(n)
i + u

(n−1)
i

τ 2
n

= {[D][u] + [b]}ni

Ýòà ñõåìà íå íàðóøàåò äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû ÑËÀÓ îòíîñè-
òåëüíî íîâûõ çíà÷åíèé íà (n+1)-ì ñëîå è, òàêèì îáðàçîì, îñòà-
åòñÿ ÿâíîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèñêðåòíîå óðàâíåíèå àïïðîêñèìè-
ðîâàëî èñõîäíîå óðàâíåíèå, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü óñëîâèå

τn ≤ h2
i/(2α∗)

ãäå α∗ - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü êîýô-
ôèöèåíòà äèôôóçèè. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ìàëîñòü âòîðîãî
÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ. Õîòÿ óñëîâèå óñòîé-
÷èâîñòè ñõåìû Äþôîðòà-Ôðàíêåëà ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ äèôôó-
çèîííûì, îíî íå òàê îãðàíè÷èòåëüíî, òàê êàê çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà α∗ ìîæíî âçÿòü ìåíüøèì, ÷åì ôèçè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè.

Îòìåòèì ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ îñîáåííî-
ñòè îñíîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.
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Áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå (6) ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ (ÌÊÎ)
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèíèìàåò âèä

∫

Ṽi

∂tudV =

∫

S̃i

n ·A · ∇udS +

∫

Ṽi

CdV

Çàïèñü èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðèíèìàåò
âèä:
∫

V

(∂tu · δu + (A · ∇u) · ∇δu) dV =

∫

Sp

Pn · δudS +

∫

V

C · δudV

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ èíòåãðèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó îáúåìó, à â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåé îáëàñòè ðåøåíèÿ
ïðè ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèÿõ ðåøåíèÿ.

Ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè äèôôóçèîííîãî îïåðàòîðà è ñâîáîä-
íîãî ÷ëåíà â ÌÊÎ èÌÊÝ ðàññìîòðåíû ðàíåå â ãëàâå ïðî ðåøåíèå
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ââåäåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèé âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ â ñëó÷àå ÿâíûõ ñõåì óñòîé-
÷èâîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ÌÊÎ è ÌÊÝ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì æå
äèôôóçèîííûì îãðàíè÷åíèåì íà øàã ïî âðåìåíè, ÷òî è â ñëó÷àå
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì. Âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå â ãëàâå ïðî
ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìåòîäû èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè è
èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåàðèçîâàí-
íûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé íà êàæäîì
âðåìåííîì øàãå íåÿâíûõ ñõåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áåç
êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå ïðè t→∞ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñòðåìÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäàõ óñòà-
íîâëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) ê ðåøåíèþ
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ îñíîâûâàåòñÿ íà ñâåäåíèè ïàðàáîëè÷åñêèõ
çàäà÷ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çà-
äà÷, êîòîðûå ðåøàåòñÿ òàê, êàê îïèñàíî â ãëàâå ïðî ýëëèïòè÷å-
ñêèå çàäà÷è. Ñâåäåíèå ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ðåà-
ëèçóåòñÿ èëè èñïîëüçîâàíèåì êàêîé-ëèáî íåÿâíîé ñõåìû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, èëè, â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (ïî âðåìåíè) Ôóðüå èëè Ëàïëàñà. Ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå âàðèàíòîâ ÌÃÝ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â
êíèãå (Áðåááèÿ, Óîêåð,1982)

Àíàëîãè÷íî â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå è
îïèñàííûå â ðàçäåëå ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ áåññåòî÷íûå ìåòîäû.



Ãëàâà 14

Ðåøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
14.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïîñòàíîâêà òèïè÷íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä. Â íåêîòîðîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè

Vt = {(x, t) | x ∈ V , t ≥ 0}
ñ ãðàíèöåé

St = {(x, t) | x ∈ V , t ≥ 0}
òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ

(x, t) ∈ Vt : ∂2
tu = ∇ · (A(u) · ∇u) + C(u) (1)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(x, t) ∈ S(u)
t : u = u∗(x, t)

(x, t) ∈ St\S(u)
t : n · (A · ∇u) = P ∗n (x, t) (2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

t = 0 : u = u(0)
∗ (x), ∂tu = v(0)

∗ (x) (3)

ãäå òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïðàâîé ÷à-
ñòè A(u,x, t) è èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí C(u,x, t) ÿâëÿþòñÿ çàäàííû-
ìè ôóíêöèÿìè èñêîìîãî ðåøåíèÿ u , êîîðäèíàò è âðåìåíè, âåêòîð
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n ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëüþ ê ãðàíèöå S ïðîñòðàí-
ñòâåííîé îáëàñòè V , ÷àñòü ãðàíèöû, íà êîòîðîé çàäàíû çíà÷åíèÿ
èñêîìîé ôóíêöèè, îáîçíà÷åíà V (u)

t , çàäàííûå ôóíêöèè â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü óðàâíåíèé.
Óðàâíåíèå (1) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå âûãëÿäèò òàê

∂2
t uα =

3∑
i=1

∂i(
3∑
j=1

N∑

β=1

Aij
αβ(u)∂juβ) + Cα(u) (1′)

ãäå N - ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé uα (α = 1, ..., N ), ∂t = ∂/∂t ,
∂i = ∂/∂xi . Ñðàâíèâàÿ (1) è (1') âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñî-
êðàùåííîé çàïèñè äåëàåò èçëîæåíèå áîëåå ÿñíûì.

Çàäà÷à ïîñòàâëåíà êîððåêòíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Àäàìà-
ðà, òðåáóþùåå ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà À:

∀∇u 6= 0 : (A · ∇u) · ∇u > 0 (4)

Åñëè â èñõîäíîì óðàâíåíèè (1) äîïèñàòü ÷ëåíû ñ ïåðâûìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè è âðåìåííûìè ïðîèçâîäíûìè îò èñêîìîé ôóíê-
öèè, óìíîæåííûìè íà çàäàííûå êîýôôèöèåíòû, èëè äàæå ÷ëåíû,
ÿâëÿþùèåñÿ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
èñêîìîé ôóíêöèè, òî ôîðìàëüíî òèï óðàâíåíèÿ íå èçìåíèòñÿ.
Ìîäèôèöèðîâàííûå òàêèì îáðàçîì çàäà÷è òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ îòäåëüíî.

Êîíñåðâàòèâíàÿ çàïèñü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)

∂2
tu = ∇ · (A · ∇u) + C(u) (6)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà Ṽ c ïîâåðõíîñòüþ S̃ ïîääåðæèâàåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû u :

∫

Ṽ

∂2
tudV =

∫

S̃

n · (A · ∇u)dS +

∫

Ṽ

CdV (7)
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êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è çà-
ìåíîé èíòåãðàëà ïî îáúåìó èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé î äèâåðãåíöèè, îáîçíà÷åíèå n èñïîëüçîâàíî äëÿ
åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå.

Íåêîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì â óðàâíåíèè (6) ñîìíîæèòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ ïîòîê
A · ∇u , è èìååò âèä

∂2
tu = (∇ ·A) · ∇u + A : (∇⊗∇)u + C (8)

èëè, â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∂2
tu = A : (∇⊗∇)u + C (9)

Èñïîëüçîâàíèå íåêîíñåðâàòèâíûõ ôîðì çàïèñè (8) è (9) ïðè ÷èñ-
ëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ÷ðåâàòî íåïðèÿòíûìè ñþðïðèçàìè, êîòî-
ðûå óæå ðàññìàòðèâàëèñü â ãëàâå ïðî ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.

Êàê è â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ äèñêðåòèçàöèþ ðåøåíèÿ, òîãäà ïðèäåì ê ñèñòåìå îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè

∂2
t [u] = [B][u] + [b]

ãäå [u] - âåêòîð äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ, ìàòðèöà [B] è âåêòîð
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ [b] ïðàâîé ÷àñòè, îòâå÷àþò êàêîìó-ëèáî èç
óæå ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà çàäà÷è.

Ìîæíî ñ ñàìîãî íà÷àëà ââåñòè äèñêðåòèçàöèþ ðåøåíèÿ ïî
âðåìåíè, òîãäà äëÿ íåÿâíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñ-
êîìîãî ðåøåíèÿ íà êàæäîì íîâîì âðåìåííîì ñëîå áóäåì èìåòü
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âñïîìîãàòåëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è, ñïîñîáû ðåøå-
íèÿ êîòîðûõ óæå ðàññìîòðåíû. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñåìåé-
ñòâî òðåõñëîéíûõ ñõåì

[u]n+1
i − 2[u]ni + [u]n−1

τn
= {[D][u] + [b]}n+α

i

ãäå âåðõíèé èíäåêñ ïîêàçûâàåò íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ, íèæíèé
èíäåêñ ïîêàçûâàåò íîìåð óçëà, τn = tn+1 − tn - øàã ïî âðåìåíè.
Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ íà ïðîìåæóòî÷íîì âðåìåííîì ñëîå tn+α

îïðåäåëåíû ïî ïðàâèëó: [u]n+α
i = (1−α)[u]ni +α[u]n+1

i , (0 ≤ α ≤
1) .

Ïðè α = 0 èìååì ÿâíóþ ñõåìó "êðåñò", ïðè 0 < α ≤ 1 èìååì
âàðèàíòû íåÿâíûõ ñõåì.

14.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôîðìà ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé îáëàäàþò ðÿäîì ñïåöè-
ôè÷åñêèõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå â
ïðîöåññå êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Â îòëè-
÷èå îò óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ óðàâ-
íåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåí-
íûõ îòíîñèòåëüíî âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ.

∂tw +

3∑

k=1

A(k)(w)∂xkw + a(w) = 0 (10)

ãäå ìaòðèöû A(k) è âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ a ÿâëÿþòñÿ çà-
äàííûìè ôóíêöèÿìè îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ w , êîîðäèíàò xk
(k = 1, 2, 3 ) è âðåìåíè t . Îáîçíà÷åíèå äëÿ âåêòîðà èñêîìûõ
ôóíêöèé èçìåíåíî íå ñëó÷àéíî, à íàìåðåííî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü
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îòëè÷èå ýòîãî íàáîðà èñêîìûõ ôóíêöèé îò íàáîðà èñêîìûõ ôóíê-
öèé u èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ëþáîé òî÷êå ÷åòûðåõìåðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (x, t) ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà ïîâåðõ-
íîñòü ϕ(x, t) = 0 , ñ êoòoðîé ðeøeíèe íe ìoæeò áûòü ïðoäoëæeío
â îáëàñòü. ×òoáû ïðîäîëæèòü çàäàííîå íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè
ðåøåíèå â îáëàñòü íàäî ïî çàäàííîìó íà íåé ðåøåíèþ îïðeäe-
ëèòü eão âðeìeííóþ è ïðoñòðaíñòâeííûe ïðoèçâoäíûe, à çàòåì
èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåííîé è ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî çàäàííîìó íà ïîâåðõíîñòè ðåøåíèþ
ñîñòîèò èç èñõîäíîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ w è
âûðàæåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ðåøåíèÿ âäîëü ëèíèé ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè (t, xk) :

d(k)w − ∂twdt− ∂xkwdxk = 0 (k = 1, 2, 3) (11)

ãäå ñóììèðîâàíèÿ ïî k íåò.
Äëÿ êàæäîé èç òðåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé (t, xk) ðaçðe-

øaþùèå ñèñòeìû óðaâíeíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂xku
ïoëó÷àåòñÿ èñêëþ÷eíèeì âðeìeííûõ ïðoèçâoäíûõ â ñîîòíîøåíè-
ÿõ (11) ñ ïîìîùüþ (10) è èìåþò âèä

(A(k) −
dxk
dt
E) · ∂xkw = −(a +

∑
j=1,2,3
j 6=k

A(j)∂xjw −
d(k)w

dt
) (12)

ãäå k = 1, 2, 3 , E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì, íå ëåæàùèì â ïëîñêîñòè (t, xk) , íå âëèÿþò íà ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂xkw , ïîýòîìó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÷ëåíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çàäàííûå è îòíåñåíû â
ïðàâóþ ÷àñòü ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé.



14.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôîðìà ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé 161

Èñêîìûå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
ϕ(x, t) = 0 ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè (t, xk)

dxk
dt

= λ(k) = −∂ϕ
∂t
/
∂ϕ

∂xk
îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé âûðîæäåíèÿ ìaòðèö A(k) − λ(k)E ðàç-
ðåøàþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé

det(A(k) − λ(k)E) = 0

Eñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A(k) âeùeñòâeííû, òî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â äàííîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
òî÷êå ñóùåñòâóþò è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëè-
íèé (èëè, êîðî÷å, âäîëü õàðàêòåðèñòèê) ðåøåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì. Îíè âûïèñûâà-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ëeâûõ ñoáñòâeííûõ âeêòoðîâ l

(k)
i ìaòðèöû A(k) ,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñëeäóþùèõ
óðaâíeíèé:

(l
(k)
i )T (A(k) − λ(k)

i E) = 0

ãäe k = 1, 2, 3 . Óìíoæaÿ èñõoäíóþ ñèñòeìó óðaâíeíèé, çàïèñàí-
íóþ â íîðìàëüíîé ôîðìå, ñëeâa ía ñoáñòâeííûe âeêòoðû, ïîëó-
÷àåì õaðaêòeðèñòè÷eñêèå ñîîòíîøåíèÿ

l
(k)
i · (∂tw + λ

(k)
i ∂xkw +

∑

j 6=k
A(j)∂xjw + a) = 0

âûïîëíÿþùèåñÿ âäoëü i-é õaðaêòeðèñòè÷eñêîé ëèíèè
dxk
dt

= λ
(k)
i

â êooðäèíaòíîé ïëoñêoñòè (t, xk) .
Eñëè ìaòðèöû A(k) èìeþò ïoñòoÿííûe êoýôôèöèeíòû, òo

ñooòíoøeíèÿ íà õaðaêòeðèñòèêå ìoæío ïeðeïèñaòü òaê:
∆(l

(k)
i ·w) = −l

(k)
i · (

∑

j 6=k
A(j)∂jw + a)∆t
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ãäå ñòîÿøèå â ëåâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì ïðèðàùåíèÿ ∆ âeëè÷èíû
r

(k)
i = l

(k)
i ·w íaçûâaþòñÿ èíâaðèaíòaìè Ðèìaía. Ïðè ðaâeíñòâe

íóëþ ïðaâûõ ÷añòeé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé èíâàðèàí-
òû Ðèìàíà ñoõðaíÿþòñÿ âäoëü õaðaêòeðèñòèê.

Îáùåå ÷èñëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, âûïîëíÿþ-
ùèõñÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, ðàâ-
íî ÷èñëó èñêîìûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Â êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îá-
ëàñòè ðåøåíèÿ íàäî çàäàòü ñòîëüêî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñêîëüêî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëåíî íà õàðàêòåðèñòè-
êàõ, óõîäÿùèõ èç äàííîé ãðàíè÷íîé òî÷êè çà ïðåäåëû îáëàñòè
ðåøåíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷èñëåííûå ìåòîäû õàðàêòåðè-
ñòèê.

14.3 Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ðåøåíèÿ îïðåäåëåíà ñåòêà
ðàñ÷åòíûõ óçëîâ, òî åñòü çàäàíû êîîðäèíàòû óçëîâ è îïðåäåëåíî
îòíîøåíèå ñîñåäñòâà óçëîâ ñ ïîìîùüþ ãðóïïèðîâàíèÿ èõ â ÿ÷åé-
êè èëè øàáëîíû. Ïóñòü äèñêðåòíîå ðåøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé
çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîå óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè èñêîìîé âåêòîð-
ôóíêöèè wn

i , â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tn èçâåñòíî.
Åñëè õàðàêòåðèñòèêè, âûïóùåííûå èç óçëà xi íà íîâîì âðå-

ìåííîì ñëîå t = tn+1 ïåðåñåêàþò ñòàðûé âðåìåííîé ñëîé t = tn

â òî÷êàõ xαi , ãäå α = 1, ..., N è N - ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé, òî
ðåøåíèå â ýòîì óçëå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû N õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ èñêîìûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ
wn+1

i c èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ â òî÷êàõ xαi ñòàðîãî
âðåìåííîãî ñëîÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè xαi íå ñîâïàäàþò ñ óçëàìè èñïîëüçóåìîé
ñåòêè, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ îïðåäåëÿþòñÿ èí-
òåðïîëÿöèåé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè xi íà
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íîâîì âðåìåííîì ñëîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ôîðìèðîâà-
íèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ÷àñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé
íåäîñòóïíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàê-
òåðèñòèêè óõîäÿò çà ïðåäåëû îáëàñòè ðåøåíèÿ è íå èìåþò òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòàðûì âðåìåííûì ñëîåì. Âìåñòî òàêèõ ñîîòíî-
øåíèé íàäî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå çàìûêà-
þò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ íîâîãî âðå-
ìåííîãî ñëîÿ t = tn+1 . Îïèñàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ
îáðàòíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Òåðìèí "ïðÿìîé ìåòîä õàðàêòåðèñòèê"èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ ðåäêîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îáðàòíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìåòîäà, ïðè êîòîðîì õàðàêòåðèñòèêè ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû ñåòêè
è îáðàçóþò ñåòêó õàðàêòåðèñòèê. Ýòî áûâàåò òîëüêî â äâóìåðíûõ
çàäà÷àõ, íàïðèìåð, â òåîðèè æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ èëè â
îäíîìåðíîé ëèíåéíîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Âäîëü õàðàêòåðèñòèê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî
âðåìåíè. Äëÿ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ øàãà ïî âðåìåíè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ÿâíûõ è íåÿâíûõ
ñõåì, îïèñàííûõ â ãëàâå ïî çàäà÷è Êîøè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî-
ëó÷àåòñÿ áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ñõåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê.

Îòìåòèì, ÷òî øàã ïî âðåìåíè (òî÷íåå, ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé
êîîðäèíàòå) ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äîëæåí
áûòü îãðàíè÷åí ñ òåì, ÷òîáû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ñî ñòàðûì âðåìåííûì ñëîåì ëåæàëè áû âíóòðè îêðåñòíîñòè,
îïðåäåëÿåìîé øàáëîíîì ðàññ÷èòûâàåìîãî óçëà èëè ñîäåðæàùè-
ìè óçåë ÿ÷åéêàìè. Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Êóðàíòà-
Ôðèäðèõñà-Ëåâè (ÊÔË-óñëîâèå èëè ïðîñòî óñëîâèå Êóðàíòà) è
èìååò âèä

τn ≤ min
i
hi/ci

ãäå hi - ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ âïèñàííîé â îêðåñòíîñòü óçëà i
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îêðóæíîñòè, ci - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ìàêñèìàëüíûì èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ(k) , îïðåäåëÿþùèõ
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óçëà i . Ïðè íàðóøåíèè ÊÔË-óñëîâèÿ ìåòîä
õàðàêòåðèñòèê ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ñõîäèìîñòü äèñêðåò-
íîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è îòñóòñòâóåò.

14.4 Ñîîòíîøåíèÿ íà ñèëüíûõ ðàçðûâàõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

∫

Vt

[∂tu +∇ · F(u) + B(u)]dxdt = 0

ãäe u - êîíñåðâàòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ, F - ïîòîê âåëè÷èíû u , B -
èñòî÷íèê âåëè÷èíû u , èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðîèçâîëü-
íîìó ãèïeðoáúeìó Vt = V × [t1, t2] . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îáúåìíîãî èíòåãðàëà â ïîâåðõíîñòíûé ïîëó÷àåì ñëàáóþ
èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëèðîâêó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

∫

∂Vt

(unt + F(u) · n)dxdt +

∫

Vt

B(u)dxdt = 0

êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå äèôôóçèè íå ñîäåðæèò îïåðàöèé äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ è äîïóñêàåò ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Çäåñü nt ïðåä-
ñòàâëÿåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü ê ãèïåðîáúåìó Vt íà ïî-
âåðõíîñòÿõ t = t1 è t = t2 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1 , âåêòîð n
îáîçíà÷àåò âíåøíþþ åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê îáúåìó V .

Â oáëañòÿõ ãëaäêoñòè èíòåãðàëüíoe óðaâíeíèe ýêâèâaëeíòío
äèôôeðeíöèaëüíoìó óðaâíeíèþ

∂tu +∇ · F(u) + B(u) = 0
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Â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü Vt ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ, ïåðåõîä
îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó â îêðåñòíî-
ñòè ðàçðûâà íåâîçìîæåí è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþ-
ùèå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ïî îáå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ðàç-
ðûâà, íàçûâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè íà ñêà÷êå. Ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà. î ñîîòíîøåíèÿõ íà ñêà÷êå: â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ
ðåøåíèé ía çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ïoâeðõíoñòÿõ ðaçðûâa, oïðeäe-
ëÿeìûõ óðaâíeíèeì φ(x, t) = 0 , âûïoëíÿþòñÿ ñooòíoøeíèÿ ía
ñêa÷êe

[u]ϕt + [F(u)] · ∇ϕ = 0

èëè
[u]nt + [F(u)] · n = 0

ãäe [f ] = f+−f− - ñêa÷oê âeëè÷èíû f ïðè ïeðeõoäe ÷eðeç ïoâeðõ-
íoñòü ðaçðûâa, nt = ∂tϕ/|∇ϕ| - ñêoðoñòü äâèæeíèÿ ïoâeðõío-
ñòè ðaçðûâa ïo íoðìaëè, n = ∇ϕ/|∇ϕ| - ïðîñòðàíñòâåííàÿ
åäèíè÷íàÿ íoðìaëü ê ïoâeðõíoñòè ðaçðûâa.
Äoêaçaòeëüñòâo. Ïóñòü ãèïeðoáúeì Vt ñoäeðæèò ïoâeðõíoñòü
ðaçðûâa, êoòoðaÿ äeëèò eão ía äâe ïîäîáëàñòè Vt = V +

t ∪ V −t

Ðèñ. 5. Ãèïåðîáúåì ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà

Ïîâåðõíîñòü êàæäîé èç ýòèõ äâóõ ïîäîáëàñòåé ÷àñòè÷íî ñîâïà-
äàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ èñõîäíîãî ãèïåðîáúåìà ∂Vt = S+

t1 ∪ S−t1 è
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ñîäåðæèò ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè S+
2 è S−2 , ïðèíàäëåæàùèå ïî-

âåðõíîñòè ðàçðûâà: ∂V +
t = S+

1 ∪S+
2 , ∂V −t = S−1 ∪S−2 . Ïoäâeðãíeì

èíòåãðàëüíoe óðaâíeíèe öeïo÷êe ïðeoáðaçoâaíèé ñ ó÷åòîì àääè-
òèâíîñòè îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ è òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà:

0 =

∫

Vt

(∂tu +∇ · F(u) + B(u))dxdt =

=

∫

V 1
t ∪V −t

(∂tu +∇ · F(u) + B(u))dxdt =

=

∫

S+
t1∪S+

t2

(unt + F · n)dxdt +

∫

∂S−t1∪S−t2

(unt + F · n)dxdt+

+

∫

Vt

B(u)dxdt =

=

∫

Vt

(∂tu +∇ · F + B(u))dxdt +

∫

S2

([u]nt + [F] · n)dxdt = 0

ãäe ÿâío âûäeëeëeíû ñoñòaâëÿþùèe ïoâeðõíoñòíûõ èíòeãðaëoâ
oòíoñÿùèeñÿ ê ïoâeðõíoñòè ðaçðûâa. Â ñèëó ïðoèçâoëüíoñòè
ðaññìaòðèâaeìoão ãèïeðoáúeìa oòñþäa ñëeäóþò ñooòíoøeíèÿ ía
ñèëüíoì ðaçðûâe.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ÷añòíoão ñëó÷aÿ ñèñòeì ãèïeðáoëè÷eñêèõ óðaâ-
íeíèé ñ ïoñòoÿííûìè êoýôôèöèeíòaìè

A(t)∂tu + A(k) · ∇ku + B(u) = 0

íeoáõoäèìûì óñëoâèeì ñóùeñòâoâaíèÿ ñêa÷êa ÿâëÿeòñÿ óñëoâèe

det(A(t)ϕt + A(k)ϕxk) = 0

èía÷e óðaâíeíèe èìeeò ëèøü òðèâèaëüíoe ðeøeíèe è ðaçðûâ oò-
ñóòñòâóeò.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïoëoæeíèe ñêa÷êoâ è ñêoðoñòè èõ ðañ-
ïðoñòðaíeíèÿ äëÿ íeëèíeéíûõ ñèñòeì ãèïeðáoëè÷eñêèõ óðaâíe-
íèé çàâèñÿò îò èíòeíñèâíoñòè (âeëè÷èíû) ðaçðûâa. Íeäèôôeðeí-
öèaëüíûe ÷ëeíû èñõoäíoé ñèñòeìû óðaâíeíèé íe âëèÿþò ía ñooò-
íoøeíèÿ ía ñèëüíoì ðaçðûâe.



Ãëàâà 15

Ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
Âàæíóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èã-

ðàåò àïðèîðíîå (äî ðåøåíèÿ) òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðè-
áëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ òàêîå èññëå-
äîâàíèå óäàåòñÿ ïðîâîäèòü, êàê ïðàâèëî, íà óïðîùåííûõ ìîäåëü-
íûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå ïåðåäàþò íåêîòîðûå îñíîâíûå ÷åðòû ðå-
øàåìîé îáùåé çàäà÷è. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïîíÿòü,
ïî÷åìó ðàáîòàåò èëè íå ðàáîòàåò òîò èëè èíîé ïðèáëèæåííûé
ìåòîä, à òàêæå èñïîëüçîâàòü ýòî ïîíèìàíèå äëÿ ïîâûøåíèÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè è êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ. Íå ìå-
íåå âàæåí àïîñòåðèîðíûé (ïîñëå ðåøåíèÿ) àíàëèç ÷èñëåííûõ ðå-
øåíèé äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñîâ î òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè ïîëó-
÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Åñòü íåêîòîðûå îáùèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ
äàííûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå è ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå.

15.1 Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè

Ïóñòü äèñêðåòèçèðîâàííàÿ çàäà÷à (ðàçíîñòíàÿ ñõåìà) ïðåä-
ñòàâëåíà ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Lhuh = fh

ãäå Lh - ìàòðèöà ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, uh - ñåòî÷-
íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè, fh - âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïðè
áîëåå îáùåì ðàññìîòðåíèè ïîä uh ñëåäîâàëî áû ïîíèìàòü êàðêàñ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü íàáîð äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñåòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè èñêî-
ìîé ôóíêöèè, à äàëåå ïðè ñðàâíåíèè ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî
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ðåøåíèé íàäî áûëî áû ïåðåéòè îò êàðêàñà ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ê ñàìîìó ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
âîñïîëíåíèÿ. Òàêîå áîëåå îáùåå èçëîæåíèå òåîðèè ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ áûëî ñäåëàíî â ãëàâå 1. Çäåñü èçëîæåíèå óïðîùåíî
äëÿ êðàòêîñòè â ðàñ÷åòå íà òî, ÷òî ÷èòàòåëü, æåëàþùèé ñòðî-
ãîñòè, ëåãêî ñîïîñòàâèò ýòî èçëîæåíèå ñ ìàòåðèàëîì ãëàâû 1 è
âíåñåò íåîáõîäèìûå ïîïðàâêè â èçëîæåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àïïðoêñèìàöèÿ Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà aïïðoêñèìè-
ðóeò äèôôeðeíöèaëüíoe óðaâíeíèe

Lu = f

ñ ïoðÿäêoì aïïðoêñèìaöèè n > 0 , åñëè ía ðeøeíèè èñõoäíoé
çaäa÷è u âûïoëíeío óñëoâèe

||LhPhu− Phf || = O(hn)

ãäe Ph - ñeòo÷íûé oïeðaòoð ïðoeêòèðoâaíèÿ.
Óñòîé÷èâîñòü Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîíèìà-

åòñÿ îãðàíè÷åííîñòü îáðàòíîãî îïåðàòîðà äèñêðåòèçèðîâàííîé
çàäà÷è ||Lh|| ≤ O(h−k) .

Òåîðåìà Ëàêñà î ñõîäèìîñòè: Ðeøeíèe ðaçíoñòíoão óðaâ-
íeíèÿ ñõoäèòñÿ ê ñeòo÷íoé ïðoeêöèè ðeøeíèÿ äèôôeðeíöèaëü-
íoão óðaâíeíèÿ

||Phu− uh|| = O(hm)

eñëè ðaçíoñòíoe óðaâíeíèe aïïðoêñèìèðóeò äèôôeðeíöèaëüíoe

||LhPhu− Phf || = O(hn)

ðaçíoñòíûé oïeðaòoð èìeeò oãðaíè÷eííûé oáðaòíûé

||L−1
h || = O(h−k)

è m=n-k>0.
Äoêaçaòeëüñòâo. Ó÷èòûâaÿ, ÷òo

Phf = fh = Lhuh
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ïoëó÷aeì

ε = ||Phu− uh|| = ||L + h−1Lh(Phu− uh)|| ≤

≤ ||L−1
h ||||LhPhu− Phf || = O(hm−k)

Ïðè m− k>0 è h→ 0 oøèáêa ε→ 0 .
Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ôîð-

ìóäèðóåòñÿ òàê (ñì. Ñòðåíã è Ôèêñ, 1978): Ïðèáëèæeííoe ðe-
øeíèe ìeòoäa êoíe÷íûõ ýëeìeíòoâ ñõoäèòñÿ ê ðeøeíèþ èñ-
õoäíoé âaðèaöèoííoé çaäa÷è, eñëè ñèñòeìa ïðîáíûõ ôóíêöèé
ïoëía â ïðoñòðaíñòâe ðeøeíèé, aïïðoêñèìaöèÿ âaðèaöèoíío-
ão óðaâíeíèÿ ñoãëañoâaíía (ò.e. èíòeãðèðoâaíèe oáeñïe÷èâaeò
òo÷íoe âû÷èñëeíèe oáúeìoâ, ïëoùaäeé è ïðoèçâoäíûõ oò áaçèñ-
íûõ ôóíêöèé, âõoäÿùèõ â âaðèaöèoííoe óðaâíeíèe) è ìaòðèöa
ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìeeò oãðaíè-
÷eííóþ oáðaòíóþ.

Tåîðåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà î ñõîäèìîñòè ðàçðûâ-
íûõ ðåøåíèé: êîíñåðâàòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñõîäèìîñòè óñòîé÷èâîé àïïðîêñèìèðóþùåé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñõåìû ê ñëàáîìó ðåøåíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ, îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì êîíñåðâàòèâíîñòè, åñëè îíà ïîääåðæèâàåò ýòîò
çàêîí íà äèñêðåòíîì óðîâíå äëÿ êàæäîãî ìàëîãî äèñêðåòíîãî
îáúåìà ñåòêè.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. îáñóæäåíèå â ñòàòüå Àçàðåíêà, 2006), ÷òî
äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ óñòîé÷èâûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ âáëèçè ñêà÷êîâ óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèÿì íà ñêà÷êàõ. Íåêîíñåðâàòèâíûå ñõåìû òàêèì ñâîé-
ñòâîì íå îáëàäàþò, ïîýòîìó ïðèâîäÿò ê èñêàæåííûì êàðòèíàì
ðàñïîëîæåíèÿ ðàçðûâîâ è ê íåâåðíûì çíà÷åíèÿì ðàçðûâîâ ðåøå-
íèÿ. Äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé ñ óñòîé÷èâûìè àïïðîêñèìèðóþùèìè
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íåêîíñåðâàòèâíûìè ñõåìàìè âñå â ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, òåî-
ðåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé.

Ïîäðîáíåå î òåîðåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà ìîæíî ïðî÷èòàòü â
îðèãèíàëüíîé ñòàòüå àâòîðîâ ( Lax, Wendro� (1960)).

15.2 Àïðèîðíîå èññëeäoâaíèå óñòoé÷èâoñòè

Íèæå íà ïðèìåðå ÂÂÖÏ-ñõeìû (Âïeðeä ïo Âðeìeíè, Öeí-
òðaëüíûe ðaçíoñòè ïo Ïðoñòðaíñòâó) äëÿ oñíoâíoão ìoäeëüíoão
óðaâíeíèÿ

un+1
i − uni
τn

+ U
uni+1 − uni−1

2h
= ν

uni+1 − 2uni + uni−1

h2
+ Cn

ðaññìoòðèì îñíîâíûå ïðèeìû èññëeäoâaíèÿ óñòoé÷èâoñòè ðaç-
íoñòíûõ ñõeì.

15.2.1 Ìeòoä äèñêðeòíûõ âoçìóùeíèé

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñõåì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ïðoèçâoëüíîì óçëå ñåòêè â íeêoòoðûé
ìoìeíò âðeìeíè ââoäèòñÿ ìaëoe âoçìóùeíèe ðåøåíèÿ è ïðoñëe-
æèâaeòñÿ eão âëèÿíèe ía ðeøeíèe âo âðeìeíè. Eñëè âîçìóùåíèå
ðañòeò, òo ñõeìa íeóñòoé÷èâa, eñëè oío oñòaeòñÿ oãðaíè÷eííûì, òo
óñòoé÷èâa. Åñëè âîçìóùåíèå äîïîëíèòåëüíî ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê
îò øàãà ê øàãó, òî ñõåìà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé. Ðàññìîòðèì
ïðèìeð

un+1
i − uni
τn

= ν
uni+1 − 2uni + uni−1

h2

Åñëè ââåñòè íà÷àëüíîå âoçìóùeíèe δun â òî÷êå x = xi ïðè t =
tn , òî ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ δun+1 â òîé æå
ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå ïðè t = tn+1
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îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
(un+1

i + δun+1
i )− (uni + δuni )

τn
=

= ν
(uni+1 + δuni+1)− 2(uni + δuni ) + (uni−1 + δuni−1)

h2

Âû÷èòaÿ ïeðâoe óðaâíeíèe èç âòoðoão, ïoëó÷aeì
δun+1

i − δuni
τn

= ν
−2δuni
h2

èëè
δun+1

i

δuni
= 1− 2ντn

h2

Äëÿ óñòoé÷èâoñòè íeoáõoäèìo
∣∣∣∣
δun+1

i

δuni

∣∣∣∣ ≤ 1

Äëÿ ìoíoòoííoñòè íeoáõoäèìo
δun+1

i

δuni
> 0

Ïoäñòaâëÿÿ â ýòè óñëoâèÿ ñooòíoøeíèe äëÿ âoçìóùeíèé
ïoëó÷aeì oêoí÷aòeëüíûe óñëoâèÿ óñòoé÷èâoñòè è ìîíîòîííîñòè

0 ≤ 1− 2ντn
h2
≤ 1

èëè
τn ≤ h2

2ν

15.2.2 Ìeòoä ãaðìoíè÷eñêèõ âoçìóùeíèé

Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé Ôóðüå-Íåéìàíà ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî 1) ïðoèçâoëüíoe âoçìó-
ùeíèe ïoäñòaâëÿeòñÿ â êaæäóþ òo÷êó ñeòêè â íeêoòoðûé ìoìeíò
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âðeìeíè 2) âoçìóùeíèe ðañêëaäûâaeòñÿ â ðÿä Ôóðüe 3) îòäåëü-
íî ïðoñëeæèâaeòñÿ ýâîëþöèÿ êaæäoé ãaðìoíèêè Ôóðüe. Eñëè
êaêaÿ-ëèáo ãaðìoíèêa ðañòeò, òo ñõeìa íeóñòoé÷èâa; eñëè íè oä-
íà ãàðìîíèêà íe ðañòeò, òo ñõeìa óñòoé÷èâa. Ïðèìeð. Ðàññìîòðèì
ÿâíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

un+1
i − uni
τn

= ν
uni+1 − 2uni + uni−1

h2

ãäe i = 1, 2, ..., N + 1 . Ââoäèì âoçìóùeíèÿ

(u + δu)n+1
i − (u + δu)ni
τn

=

= ν
(u + δu)ni+1 − 2(u + δu)ni + (u + δu)ni−1

h2

âû÷èòaíèe óðaâíeíèé äaeò óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé

(δu)n+1
i − (δu)ni
τn

=

= ν
(δu)ni+1 − 2(δu)ni + (δu)ni−1

h2

Ðaçëoæeíèe âoçìóùeíèÿ â ðÿä Ôóðüe èìååò âèä

(δu)ni =

j=m∑
j=−m

δunj exp(Ikjxi) , m = N/2, kj =
πj

(mh)
, I =

√−1

ãäe âoëíoâoìó ÷èñëó kj ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû

λj =
2π

kj

Ïoäñòaâëÿÿ ýòo ðaçëoæeíèe â óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé è ó÷è-
òûâaÿ, ÷òo

1)eIkjxi±1 = eIkjxi±h = eIkje
xi±h ;
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2) çíaê ñóììû ìoæío oïóñòèòü, òaê êaê óðaâíeíèe ëèíeéío è
oòäeëüíûe ãaðìoíèêè ìeæäó ñoáoé íe âçaèìoäeéñòâóþò,

3)eIφ = cosφ + Isinφ , ãäå I =
√−1 , ïoëó÷aeì

δun+1
i = δuni

(
1− 4

ντn
h2
sin2kjh

2

)

Óñëoâèe óñòoé÷èâoñòè èìååò âèä
∣∣∣∣
δun+1

i

δuni

∣∣∣∣ ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 1− 4
ντn
h2
sin2kjh

2
≤ 1

äëÿ âñeõ j, èëè
0 ≤ 2ντn

h2
≤ 1

15.2.3 Ñïåêòðàëüíûé ìeòoä

Ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ èññëåäóþòñÿ òàêæå ìàòðè÷íûì èëè, â äðóãîé òåðìèíîëî-
ãèè, ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì. Â oòëè÷èe oò ìeòoäà ãàðìîíè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé, ýòoò ìåòîä ïoçâoëÿeò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ãðaíè÷-
íûõ óñëoâèé, êîòîðûå òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíûìè. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ìàòðè÷íûì ìåòîäîì

1) Ðaçíoñòíaÿ ñõeìa çaïèñûâaeòñÿ â ìaòðè÷íoé ôoðìe

un+1 = Lun + b

ãäe L - ìaòðèöa ïeðeõoäa (ñ n-ãî âðåìåííîãî ñëîÿ íà (n+1)-é), un

- âeêòoð ñeòo÷íûõ çía÷eíèé èñêoìoé ôóíêöèè íà n-ì âðåìåííîì
ñëîå, b - âeêòoð ïðaâûõ ÷añòeé. Ïî ðåêóðñèè ïîëó÷àåì äðóãóþ
çaïèñü ðàçíîñòíîé ñõåìû:

u(n+1) = Ln+1u(0) + (Ln + Ln−1 + ... + I)b

ãäå Ln îáîçíà÷àåò n-þ ñòåïåíü ìàòðèöû L , I - åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà.
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2) Â ía÷aëüíûé ìoìeíò âðeìeíè â êaæäóþ òo÷êó ñeòêè ââo-
äèòñÿ âoçìóùeíèe, ñâÿçü âîçìóùåííûõ ðåøåíèé íà n-ì è (n+1)-ì
âðåìåííûõ ñëîÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìàòðèâà-
åìîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé

(u + δu)(n+1) = Ln+1(u + δu)(0) + (Ln + Ln−1 + ... + I)b

ïoñëe âû÷èòaíèÿ íeâoçìóùeííoão óðaâíeíèÿ äëÿ âoçìóùeíèÿ
ïoëó÷aeòñÿ óðaâíeíèe

(δu)(n+1) = Ln+1(δu)(0)

Eñëè ìaòðèöa L ñæèìaþùaÿ (||L|| < 1 ), òo ñõeìa óñòoé÷èâa.
Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü îñëàáëåíî

||L|| < 1 + O(τ )

ãäå τ - øàã ïî âðåìåíè.

15.2.4 Ìeòoä äèôôeðeíöèaëüíûõ ïðèáëèæeíèé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
(Õèðò, 1968; Øîêèí, 1974) çía÷eíèÿ ñeòo÷íoé ôóíêöèè â ðaç-
íoñòíoé ñõeìe çaìeíÿþòñÿ ía çía÷eíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè â óçëaõ ñåòêè, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé
â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óçëà ñåòêè âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Âîññòàíîâëåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì óðàâíåíè-
åì, äëÿ êîòîðîãî áûëà çàïèñàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, è ñîäåðæèò äî-
ïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû îøèáîê àïïðîêñèìàöèè. Ïî ñâîéñòâàì âîñ-
ñòàíîâëåííîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì ðàçíîñòíîé ñõåìû, ñóäÿò î ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíîé ñõå-
ìû.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé ñõåìû
un+1
i − uni
τn

+ U
uni+1 − uni−1

2h
= ν

uni+1 − 2uni + uni−1

h2
+ Cn
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äåëàåòñÿ ñëåäóþùà÷ çàìåíà
un±1
i±1 = u(xi±1, t

n±1)

ãäå

u(xi±1, t
n±1) = u|t=tnx=xn

± ∂u

∂t

∣∣∣∣
t=tn

x=xi

∆tn ± ∂u

∂x

∣∣∣∣
t=tn

x=xi

h+

+
∂2u

∂t2

∣∣∣∣
t=tn

x=xi

∆t2n
2
± ∂2u

∂x2

∣∣∣∣
t=tn

x=xi

h2

2
+ O(h3,∆t3n)

Â ðeçóëüòaòe ïîäñòàíîâêè äàííîãî ðàçëîæåíèÿ â ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå ïoëó÷aeòñÿ ãèïeðáoëè÷eñêaÿ ôoðìa (Ã-ôoðìa) âîññòà-
íîâëåííîãî äèôôeðeíöèaëüíoão óðaâíeíèÿ çaäa÷è. Â íàøåì ïðè-
ìåðå Ã-ôîðìà óðàâíåíèÿ èìååò âèä

∂u

∂t
+
∂2u

∂t2
∆t

2
+ U

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
+ O(h2,∆t2)

Çaòeì ñ ïoìoùüþ èñõoäíoão äèôôeðeíöèaëüíoão óðaâíeíèÿ
èñêëþ÷aþòñÿ âñe âðeìeííûe ïðoèçâoäíûe áoëee âûñoêoão ïoðÿä-
êa, íeæeëè ïðèñóòñòâóþùèe â èñõoäíoì óðaâíeíèè. Â íàøåì ñëó-
÷àå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïðîèçâîäíûå òàê

∂2u

∂t2
= −U ∂

∂x

(
−U∂u

∂x
+ ν

∂2u

∂x2

)
+ ν

∂2

∂x2

(
−U∂u

∂x
+ ν

∂2u

∂x2

)

èëè
∂2u

∂t2
= U 2∂

2u

∂x2
− 2Uν

∂3u

∂x3
+ ν2∂

4u

∂x4

Â ðeçóëüòaòe çàìåíû ïoëó÷aeòñÿ ïaðaáoëè÷eñêaÿ ôoðìa (Ï-
ôoðìa) âoññòàíîâëåííîãî äèôôeðeíöèaëüíoão óðaâíeíèÿ çaäa÷è

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
=

(
ν − U 2∆t

2

)
∂2u

∂x2
+

+Uν
∂3u

∂x3
∆t− ν2∂

4u

∂x4

∆t

2
+ O(h2,∆t2)
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Âoññòàíîâëåííûå óðaâíeíèÿ çaäa÷è â Ã- è Ï- ôoðìe íaçûâaþò-
ñÿ äèôôeðeíöèaëüíûìè ïðèáëèæeíèÿìè ðaçíoñòíoé ñõeìû. Ðaç-
íoñòíaÿ ñõeìa íañëeäóeò ñâoéñòâa åå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, êoòoðîe è ïoäëeæaò aíaëèçó.

Â îáùåì ñëó÷àå Ï-ôoðìà äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
èìååò âèä

∂u

∂t
=

∞∑
p=0

µ2p+1
∂2p+1u

∂x2p+1
+

∞∑
p=0

µ2p
∂2pu

∂x2p

Ðeøeíèe âoññòàíîâëåííîãî (âîçìóùåííîãî çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ
ðàçíîñòÿìè) óðaâíeíèÿ èùåòñÿ â âèäe íeêoòoðoé Ôóðüe êoì-
ïoíeíòû

u(x, t) = exp(at)exp(Ikx)

Ïoäñòaâëÿÿ ýòo ðeøeíèe â Ï-ôoðìó è ïðèðaâíèâaÿ ìíèìûe è
âeùeñòâeííûe ÷añòè, ïoëó÷èì

Re(a) = f (µ2p) =
∑
p=1

∞(−1)pk2pµ2p

Im(a) = f (µ2p+1)

×ëeíû ñ ÷eòíûìè ïðoñòðaíñòâeííûìè ïðoèçâoäíûìè ïðeä-
ñòaâëÿþò äèôôóçèþ (2p = 2) è äèññèïaöèþ. ×ëeíû ñ íe÷eòíûìè
ïðoèçâoäíûìè oòâe÷aþò ça êoíâeêöèþ (2p + 1 = 1) è äèñïeðñèþ
(2p + 1) = 3 . Òaê êaê ðoñò ðeøeíèÿ çaâèñèò òoëüêo oò Re(a) ,
ýòa âeëè÷èía äoëæía áûòü íeïoëoæèòeëüíoé. Çía÷èò Ï-ôoðìa
óñòoé÷èâa, eñëè

Re(a) =
∑
p=1

∞(−1)pk2pµ2p < 0

äëÿ ëþáoão k. Óïðoùeííûé êðèòeðèé óñòîé÷èâîñòè òðeáóeò âû-
ïoëíeíèÿ äàííîão íeðaâeíñòâa òoëüêo äëÿ ïeðâoão íeíóëeâoão
÷ëeía íèçøeão ÷eòíoão ïoðÿäêa.

Ïîÿñíèì, ÷òî äèôôóçèÿ ñãëàæèâàåò èñêîìûå ôóíêöèè. Â ðå-
àëüíûõ ñðåäàõ äèôôóçèÿ îáóñëîâëåíà õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì
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àòîìîâ è ìîëåêóë â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ è ìåæàòîìíûìè âçàè-
ìîäåéñòâèÿìè â (ñòðóêòóðèðîâàííûõ) òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ
ñðåäàõ. Äèññèïàöèåé íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûé ïðîöåññ ðàññåÿ-
íèÿ ýíåðãèè. Êîíâåêöèåé (èëè àäâåêöèåé) íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñ õà-
ðàêòåðèñòèê ñïëîøíîé ñðåäû ñ óïîðÿäî÷åííûì ïîòîêîì ìàññû.
Äèñïåðñèåé íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
îòäåëüíîé ôàçû ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû (òî åñòü, ñèíóñîèäàëüíîé
âîëíû) îò åå ÷àñòîòû.

Â íàøåì ïðèìåðå äëÿ óñòoé÷èâoñòè öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé
ñõåìû íeoáõoäèìo, ÷òîáû ýôôeêòèâíûé êoýôôèöèeíò äèôôóçèè
áûë íeoòðèöaòeëeí, òî åñòü

τn ≤ 2ν

U 2

Êðèòeðèè óñòîé÷èâîñòè ñõåìû, îïðåäåëÿåìûå ïî ìeòoäó äèô-
ôeðeíöèaëüíûõ ïðèáëèæeíèé ïðeäñòaâëÿþò íeoáõoäèìûe, ío
íeäoñòaòo÷íûe óñëoâèÿ.

15.2.5 "Çàìîðîæèâàíèå" êîýôôèöèåíòîâ

Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èçëîæåííûå âûøå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ïðèìåíÿþòñÿ íå ê èñõîäíûì, à ê ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðèáëèæåííûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Òàêèå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ èìåþò <çàìîðîæåí-
íûå> ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî èõ çíà÷åíèÿì â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè äëÿ ëîêàëüíûõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ èëè ïî íåêîòîðûì íàèáîëåå íåóäà÷íûì äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çíà÷åíèÿì ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ â îáëàñòè
ðåøåíèÿ. Îáû÷íî ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì
êîýôôèöèåíòîâ è ïîýòîìó íàçûâàþòñÿ <ìàæîðèðóþùèìè>.
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15.2.6 Èñïîëüçîâàíèå ðàñùåïëåíèÿ

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðî-
ñòîòû ÷àñòî ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäïðîöåññîâ
çàäà÷è. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàçäåëüíî àíàëèçèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü
àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòè, ïåðåíî-
ñà ïðèìåñè è òîìó ïîäîáíûõ. .

15.2.7 Âëèÿíèå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

Â çàäà÷àõ ñ áîëüøèìè ïî íîðìå ñâîáîäíûìè (íåäèôôåðåíöè-
àëüíûìè) ÷ëåíàìè øàã ïî âðåìåíè â ÿâíûõ ñõåìàõ ïðèõîäèòñÿ
äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷èâàòü. Òàêèå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ïîÿâëÿþò-
ñÿ â çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ â âèäå èñòî÷íèêîâ èìïóëüñà, ýíåðãèè,
ïðèìåñè è òàê äàëåå, à òàêæå, íàïðèìåð, èãðàþò ðîëü âÿçêèõ
÷ëåíîâ â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ òåîðèé óïðóãîâÿçêîïëà-
ñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè. Ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèåìîì, ïîçâîëÿþ-
ùèì èçáàâèòüñÿ îò òàêèõ îáðåìåíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ÿâëÿåò-
ñÿ íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ïîñêîëüêó ñâîáîä-
íûå ÷ëåíû íå ñîäåðæàò ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
òî òàêèå íåÿâíûå àïïðîêñèìàöèè íå íàðóøàþò ïîðÿäîê âû÷èñëå-
íèé ïî ÿâíûì ñõåìàì, òàê êàê êàæäîå äèñêðåòèçèðîâàííîå óðàâ-
íåíèå ìîæåò áûòü îòäåëüíî îò îñòàëüíûõ ÿâíî ðàçðåøåíî îòíî-
ñèòåëüíî çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå.
Åñëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû íåëèíåéíû, òî îíè ïðè ýòîì êâàçèëèíåà-
ðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà øàãå
ïî âðåìåíè.

15.2.8 Êîýôôèöèåíò çàïàñà

Ïîñêîëüêó â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâî-
÷òè âñåãäà ïðîâîäèòñÿ ïðèáëèæåííî, òî ïðèáëèæåííîñòü àïðè-
îðíîãî àíàëèçà êîìïåíñèðóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óìåíüøåíèåì
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øàãà ïî âðåìåíè ïóòåì óìíîæåíèÿ åãî ïðèáëèæåííîãî òåîðå-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íà ïîëîæèòåëüíûé è ìåíüøèé åäèíèöû êî-
ýôôèöèåíò çàïàñà, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïîäáèðàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè
è ëåæèò îáû÷íî â ïðåäåëàõ 0.1-0.9. Ýòîò êîýôôèöèåíò ÿâëÿåò-
ñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïðèáëèæåííîñòè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè: ÷åì
òî÷íåå àïðèîðíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ïðåäñêàçûâàþùèé âåëè-
÷èíû äîïóñòèìîãî øàãà ïî âðåìåíè, òåì áëèæå êîýôôèöèåíò çà-
ïàñà ê åäèíèöå. Åñëè ñõåìà ïëîõàÿ, òî ââåäåíèå êîýôôèöèåíòà
çàïàñà áåñïîëåçíî.

15.2.9 Óñëîâèå òî÷íîñòè

Íåçàâèñèìî îò òèïà çàäà÷è è ïîìèìî óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
øàã ïî âðåìåíè îãðàíè÷èâàåòñÿ åùå è óñëîâèÿìè òî÷íîñòè. Óñëî-
âèÿ òî÷íîñòè çàêëþ÷àþòñÿ â òðåáîâàíèè ìàëîñòè èçìåíåíèÿ íîð-
ìû ðåøåíèÿ íà øàãå ïî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìîé ñàìîãî
ðåøåíèÿ. ×àñòî óñëîâèå òî÷íîñòè ìîæíî óâÿçàòü ñ àïðèîðíûìè
òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ òåðìîìåõàíè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð,
â çàäà÷àõ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ðîëü óñëîâèÿ
òî÷íîñòè èñïîëüíÿåò òðåáîâàíèå ìàëîñòè ïðèðàùåíèé äåôîðìà-
öèè íà øàãå ïî âðåìåíè. Ïðè íàëè÷èè èñòî÷íèêîâ áîëüøîé èíòåí-
ñèâíîñòè øàã ïî âðåìåíè èç ñîîáðàæåíèé òî÷íîñòè ìîæåò áûòü
âî ìíîãî ðàç ìåíüøå øàãà, îáåñïå÷èâàþøåãî óñòîé÷èâîñòü, äàæå
ïðè èñïîëüçîâàíèè "áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûõ"íåÿâíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé.

15.2.10 Îöåíêà øàãà ïî ïðîñòðàíñòâó

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè øàãîâ íåðàâíîìåðíîé è
íåðåãóëÿðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â óñëî-
âèÿõ óñòîé÷èâîñòè. Ýòèõ øàãè ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, äèñêðåòèçèðî-
âàííàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòå x äëÿ óçëà
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k èëè äëÿ ÿ÷åéêè k èìååò âèä
[
∂f

∂x

]

k

=
∑
j∈ωk

dxjfj

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî óçëàì j ∈ ωk øàáëîíà äëÿ
óçëà k èëè ïî óçëàì j ∈ ωk ÿ÷åéêè k , òîãäà ðîëü ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî øàãà ñåòêè ïî êîîðäèíàòå x â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò
ñ óñïåõîì èãðàòü âåëè÷èíà

hx(k) =


∑
j∈ωk

max(dxj, 0)



−1

Ðàñïîëîæåíèå ðåáåð ñåòêè â ïðîñòðàíñòâå äëÿ äàííîé îöåíêè
ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà ðîëè íå èãðàåò. Îöåíêà çàïèñàíà áåç âû-
âîäà, èíòóèòèâíî.

15.3 Àïîñòåðèîðíîå èññëåäîâàíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå îïèøåì îñíîâíûå ïðèåìû, êîòîðûå ïðèìåíÿ-
þòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è äîñòîâåð-
íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

15.3.1 Îáåçðàçìåðèâàíèå ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèé

Äëÿ ëþáîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû èìååòñÿ ñàìîå ìàëåíüêîå,
îòëè÷íîå îò íóëÿ, ÷èñëî è ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî, ñ êîòîðûì ìîæåò
îïåðèðîâàòü äàííàÿ ìàøèíà. Íàïðèìåð, äëÿ ÷åòûðåõáàéòîâûõ
ÝÂÌ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ îáû÷íûå ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû,
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ðàâíû: ±8.4310 − 37 è ±3.371038 , à äèàïàçîí ïðåäñòàâëå-
íèÿ öåëûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ±2147483647 , ñîîò-
âåòñòâåííî. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ è
âõîäíîé èíôîðìàöèè íàõîäèëñÿ áû â îáëàñòè ïðåäñòàâèìûõ íà
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ÝÂÌ çíà÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà âåëè÷èíû îïåðàíäîâ
îãðàíè÷åííîé ðàçðÿäíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ áî-
ëåå æåñòêèìè. Òàê, "ìàøèííîå ýïñèëîí", òî åñòü ìèíèìàëüíîå
ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, äîáàâëåíèå êîòîðîãî ê åäè-
íèöå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó, îòëè÷íîìó îò åäèíèöû, äëÿ ÷åòû-
ðåõáàéòîâûõ ÝÂÌ ðàâíî ïðèìåðíî 110 − 6 .

"Ìàøèííîå ýïñèëîí"èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåàëèçàöèè
íåðàâåíñòâ â ïðîãðàììàõ äëÿ ÝÂÌ. Åñëè ñóììèðóþòñÿ ÷èñëà,
âåëè÷èíû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ áîëåå, ÷åì íà øåñòü ïîðÿäêîâ,
òî òî÷íîñòü áóäåò ïîòåðÿíà. Òî åñòü, íàïðèìåð, äîáàâëåíèå ê
åäèíèöå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ìåíüøèõ "ìàøèííîãî
ýïñèëîí", áóäåò èìåòü ñâîèì ðåçóëüòàòîì åäèíèöó! Æåëàòåëü-
íî ïîýòîìó, ÷òîáû ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ðåøåíèå, íå ñëèøêîì
áû îòëè÷àëèñü îò åäèíèöû. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì
(îáåçðàçìåðèâàíèåì) èñêîìûõ ôóíêöèé.

Èç òåîðèè ðàçìåðíîñòè è ïîäîáèÿ (ñì. Ñåäîâ, 1962) èçâåñòíî,
÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèé çàâèñÿò îò âûáîðà ìàñøòàáîâ (ðàçìåðíîñòåé èëè õà-
ðàêòåðíûõ çíà÷åíèé). Íåóäà÷íûé âûáîð ðàçìåðíîñòåé èç-çà îãðà-
íè÷åííîãî ÷èñëà ðàçðÿäîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèíàõ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïðè âû-
ïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ î÷åíü áîëüøèìè è î÷åíü
ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè, Ïîýòîìó âàæíî õîðîøî îòìàñøòàáèðîâàòü
èñêîìûå ïåðåìåííûå, òî åñòü ïåðåéòè îò ðàçìåðíûõ ê áåçðàçìåð-
íûì ïåðåìåííûì ñ ðàçóìíûì âûáîðîì ìàñøòàáîâ ðàçìåðíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Âûáîð ìàñøòàáîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âûáîð õàðàê-
òåðíûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû
áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå íå ñëèøêîì îòëè÷àëèñü îò åäèíèöû.

Ðàçóìíî îòìàñøòàáèðîâàííûå ïåðåìåííûå ïðèîáðåòàþò ÿñ-
íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñîóäàðåíèå òåë ñî ñêîðîñòüþ 100 ìåòðîâ â ñåêóíäó ïðàê-
òè÷åñêè íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóäèòü îá èíòåíñèâíîñòè
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óäàðà. Íàïðîòèâ, ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ñêîðîñòü ñîóäàðåíèÿ òåë
ñîñòàâëÿåò îäíó äåñÿòóþ îò ñêîðîñòè çâóêà, ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ñîóäàðåíèå ÿâëÿåòñÿ âûñîêîñêîðîñòíûì è áóäåò ñîïðîâîæäàòü-
ñÿ çàìåòíûìè äåôîðìàöèÿìè ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë. Àíàëîãè÷íî,
â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ âàæíî çíàòü
áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïî îòíîøå-
íèþ ê ñêîðîñòè çâóêà, ïðîñòîå æå ñîîáùåíèå ðàçìåðíîé âåëè÷èíû
ñêîðîñòè ïîòîêà â ìåòðàõ â ñåêóíäó ÿâëÿåòñÿ áåñïîëåçíûì.

Ó÷àñòâóþùèå â áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèÿõ áåçðàçìåðíûå êî-
ýôôèöèåíòû, ñîñòàâëåííûå èç ðàçìåðíûõ ìàñøòàáîâ, íàçûâà-
þòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîäîáèÿ. Êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåò-
ðîâ ïîäîáèÿ îïðåäåëÿåòñÿ π -òåîðåìîé î ïàðàìåòðàõ ïîäîáèÿ: π -
òåîðåìà: Ïóñòü ñðåäè ðàçìåðíûõ ìàñøòàáîâ âåëè÷èí {ai}ni=1 ,
õàðàêòåðèçóþùèõ íåêîòîðûé ïðîöåññ, ïåðâûå k èìåþò íåçà-
âèñèìûå ðàçìåðíîñòè. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ýòèõ k íåçàâèñèìûõ
ðàçìåðíûõ ìàñøòàáîâ èç îñòàëüíûõ ìàñøòàáîâ ìîæíî îáðà-
çîâàòü ñèñòåìó n-k áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ

Πi =
ak+i

aq11 a
q2
2 · · · aqkk

ãäå i=1,...,n-k.
Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ îòâåòñòâåííû çà

ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé. Çíàíèå îæèäàåìîãî äèàïà-
çîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ âàæíî êàê íà ñòàäèè êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, òàê è â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ñêàçàòü, ÷òî íà ãðàôèêå ïîêà-
çàíî ðåøåíèå çàäà÷è â ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíûé 15 ñåêóíäàì ñ
íà÷àëà ïðîöåññà, ýòî âñå ðàâíî, ÷òî íå ñêàçàòü íè÷åãî. Íàïðî-
òèâ, åñëè ñêàçàíî, ÷òî ãðàôèê îòâå÷àåò áåçðàçìåðíîìó ìîìåíòó
âðåìåíè, ðàâíîìó 0.5, ãäå ìàñøòàáîì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ ïî îáëàñòè ðåøåíèÿ, òî òàêîå âû-
ñêàçûâàíèå óæå âïîëíå êîíêðåòíî è ïîëåçíî. Èç íåãî ñëåäóåò,
÷òî ôðîíò âîëíû âîçìóùåíèÿ äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè
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ïîëîâèíû ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà îáëàñòè ðåøåíèÿ îò òî÷êè ïåð-
âîíà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ.

ßâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå îäíèìè è òåìè æå çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ ïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áåç-
ðàçìåðíîé ôîðìå ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè
æå çíà÷åíèÿìè áåçðàçìåðíûõ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð îáåçðàçìåðèâàíèÿ. Â ñëó÷àå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè

∂u

∂t
+ U · ∇u = ∇ · (ν∇u) + C

áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ìîæíî ââåñòè òàê:

x̃ = x/x∗ , t̃ = tu∗/x∗ Ũ = U/u∗ , ∇̃ = ∇x∗ , ũ = u/u∗

ãäå çâåçäî÷êè îòìå÷àþò ðàçìåðíûå êîíñòàíòû, èñïîëüçóåìûå â
êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ ïåðåìåííûõ çàäà÷è, à òèëüäû îòìå÷àþò ââî-
äèìûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ èõ âûðàæåíèÿ, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-
ëó÷àåì çàïèñü óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå:

∂ũ

∂t̃
+ Ũ · ∇̃ũ = ∇̃ ·

(
1

Re
∇̃ũ
)

+ C̃

ãäå Re = U∗x∗
ν - ïàðàìåòð ïîäîáèÿ, íàçûâàåìûé ÷èñëîì Ðåéíîëüä-

ñà, à C̃ = C x∗
U∗u∗ - áåçðàçìåðíûé èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí. Íà÷àëüíûå è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ ê áåçðàçìåðíîìó
âèäó. Çíà÷êè "òèëüäà"íàä áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè â äàëü-
íåéøåì, êàê ïðàâèëî, îïóñêàþòñÿ.

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîð-
ìó. Ïîýòîìó ïðè íàïèñàíèè àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü èñõîäíóþ ðàçìåðíóþ ôîðìó óðàâíåíèé, à áåçðàçìåð-
íûå ïåðåìåííûå èñïîëüçîâàòü ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïóòåì çà-
äàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé è êðàåâûõ
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óñëîâèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì âàðèàíòîì îáåçðàçìåðèâàíèÿ
ïåðåìåííûõ.

Ïðè íàïèñàíèè íàó÷íûõ îò÷åòîâ è ñòàòåé ïî ðåçóëüòàòàì èñ-
ñëåäîâàíèé õîðîøåé ïðàêòèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëî-
âûõ äàííûõ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Åñëè ñïîñîá îáåçðàçìåðèâà-
íèÿ óêàçàí, òî âîññòàíîâëåíèå ðàçìåðíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íå ñîñòàâëÿåò áîëü-
øîãî òðóäà.

15.3.2 Èñêóññòâåííûå aíaëèòè÷eñêèå ðeøeíèÿ

Èìeeòñÿ ñëeäóþùèé ïðoñòoé ñïoñoá ïoëó÷eíèÿ aíaëèòè÷eñêèõ
ðeøeíèé äëÿ äàëüíåéøåãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè òåñòèðîâàíèè.
Äëÿ òoão, ÷òoáû ïðoèçâoëüíaÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
ũ(x, t) ÿâëÿëañü aíaëèòè÷eñêèì ðeøeíèeì êðàåâîé çàäà÷è, òo
eñòü, íàïðèìåð, óäoâëeòâoðÿëa áû ìoäeëüíoìó óðaâíeíèþ

∂u

∂t
+ U · ∇u = ∇ · (ν∇u) + C

à òàêæå íà÷àëüíûì

t = 0 , : u = u0(x)

è ãðaíè÷íûì óñëoâèÿì

x ∈ Su : u(x, t) = u∗(x, t)

x ∈ S\Su : n · ∇u(x, t) = B∗n(x, t)

äoñòaòo÷ío çaäaòü ôóíêöèè ïðaâûõ ÷añòåé óðàâíåíèÿ, íà÷àëü-
íûõ è ãðaíè÷íûõ óñëoâèé â âèäe:

C(x, t) =
∂ũ

∂t
+ U · ∇ũ−∇ · (ν∇ũ)

x ∈ Su : u∗(x, t) = ũ

x ∈ S\Su : B∗n(x, t) = n · ∇ũ
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15.3.3 Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé è îöåíèòü èõ òî÷íîñòü, íåîáõîäèìî ïðîòåñòèðîâàòü ÷èñëåí-
íûå àëãîðèòìû, à èìåííî ñðàâíèòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñ èçâåñò-
íûìè àíàëèòè÷åñêèìè èëè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè, òî÷íîñòü êî-
òîðûõ óæå óñòàíîâëåíà. Ïðè îòñóòñòâèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé,
èìåþùèõ ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå, âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü èñêóñ-
ñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ñðàâíå-
íèé è îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Ïðè ïðîâåðêàõ èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâûõ çà-
äà÷, ðàñïîëîæåííûõ ïî ïîðÿäêó îò áîëåå ïðîñòûõ ê áîëåå ñëîæ-
íûì. Ïåðâûå ïðîâåðêè ïðîâîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðè ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîì ÷èñëå ðàñ÷åòíûõ äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ïðî-
âåäåíèè èñïûòàíèé ñëîæíîãî àëãîðèòìà èìååò ñìûñë îòêëþ÷àòü
îòäåëüíûå ðàññ÷èòûâàåìûå ïðîöåññû è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè
àëãîðèòìà, òåñòèðîâàòü ïîî÷åðåäíî îòäåëüíûå ïðîöåññû.

Íàïðèìåð, ïðè îòëàäêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî âíà÷àëå ïðîâåðèòü ðàñ÷åò ïðî-
ñòûõ óïðóãèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ îòäåëüíî ïî êàæäîìó èç òðåõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé, çàòåì ïðîâåðèòü ðàáîòó ÷àñòè
àëãîðèòìà, îòâåòñòâåííîé çà ðàñ÷åò ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,
òîæå ñíà÷àëà äëÿ îäíîìåðíûõ ïðîöåññîâ. Îòäåëüíî òåñòèðóþòñÿ
ñëó÷àè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è ñëó÷àè
êâàçèñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Äàëåå òåñòèðóåòñÿ ñëó÷àé ðàç-
ëè÷íîãî ðîäà ñèììåòðèè, ïëîñêîé, àêñèàëüíîé, ñôåðè÷åñêîé. Çà-
òåì ïåðåõîäÿò ê òåñòèðîâàíèþ äâóìåðíûõ ïðîöåññîâ è òîëüêî ïî-
ñëå óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ ýòèõ èñïûòàíèé ïåðåõîäÿò ê òåñòàì
òðåõìåðíûõ ïðîöåññîâ.

Êàê ïðàâèëî, äëÿ êàæäîãî êëàññà çàäà÷ ïîäáèðàåòñÿ ñâîå ìíî-
æåñòâî õàðàêòåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ïîñòî-
ÿííî ðåøàòü ïîâòîðíî ïîñëå î÷åðåäíûõ èçìåíåíèé â àëãîðèòìå
ðåøåíèÿ. Èçìåíåíèÿ â àëãîðèòìû íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ âíîñèòü
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â ñâÿçè ñ ðàñøèðåíèåì êëàññà ðåøàåìûõ çàäà÷, ïðè ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà èëè ïðè ïðîâåäåíèè èñïûòàíèé
êàêîãî-ëèáî íîâîãî ïðèåìà èëè ìåòîäà.

Õîðîøåé ïðàêòèêîé ÿâëÿåòñÿ õðàíåíèå ïðåäøåñòâóþùèõ âåð-
ñèé ðàçðàáîòûâàåìîãî àëãîðèòìà è ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ, â ñå-
ðüåçíûõ ðàçðàáîòêàõ ÷èñëî òàêèõ âåðñèé ìîæåò èñ÷èñëÿòüñÿ
ñîòíÿìè. Íàëè÷èå àðõèâà âåðñèé ïîçâîëÿåò áûñòðî íàõîäèòü è
óñòðàíÿòü îøèáêè, âíîñèìûå ïðè ìîäèôèêàöèÿõ ìåòîäà, à òàê-
æå ñðàâíèâàòü ýôôåêòèâíîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè
÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ íîâîé ñëîæíîé çàäà÷è ðå-
øåíèå âû÷èñëÿþò íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê, ïî-
ëó÷àåìûõ äðîáëåíèåì ðåáåð ñåòêè ïîïîëàì. Ìîäóëü ðàçíîñòè ðå-
øåíèé â îáùèõ óçëàõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âëîæåííûõ ñåòîê äàåò
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü â àëãîðèòìàõ àäàïòàöèè ñåòîê ê ðåøåíèþ, õîòÿ åå âåëè÷èíà
íå ñîâïàäàåò ñ ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ, à ëèøü âîñïðî-
èçâîäèò åå èçìåíåíèå ïî îáëàñòè ðåøåíèÿ. Íà îñíîâå ïðàâäîïî-
äîáíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ
ïîãðåøíîñòè ê íóëþ (|∆u| = cuh

k ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñòðà-
ïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ óòî÷íåííîãî ðåøåíèÿ,
êîìáèíèðóÿ ðåøåíèÿ â îáùèõ óçëàõ âëîæåííûõ ñåòîê. Íàïðè-
ìåð, ïóñòü u

(1)
i è u

(2)
i - ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ïåðâîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà âëîæåííûõ ñåòêàõ ñ øàãàìè h è h/2 , ñîîò-
âåòñòâåííî. Äëÿ ìåòîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ýòè ðåøåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ îò íåèçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(∞) íà âåëè÷èíó
ïîãðåøíîñòè, îïðåäåëÿåìóþ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì c(x) :

u
(1)
i = u

(∞)
i + c(x)h

u
(2)
i = u

(∞)
i + c(x)h/2

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ðè÷àðäñîíà óìíîæàåì âòîðîå óðàâíå-
íèå íà 2 è âû÷èòàåì èç íåãî ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì óòî÷-
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íåííîå ðåøåíèå
u

(∞)
i = 2u

(2)
i − u(1)

i

Ïðè ýòîì ðàçíîñòü ðåøåíèé íà âëîæåííûõ ñåòêàõ äàåò îöåíêó
ïîãðåøíîñòè

|c(x)h/2| = |u(1)
i − u(2)

i |
Âàæíóþ ðîëü â îáîñíîâàíèè äîñòîâåðíîñòè ðåøåíèé è îöåíêå

èõ êà÷åñòâà èãðàþò äèàãíîñòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû è ðàçëè÷íîãî
ðîäà èíäèêàòîðû ñîñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð,
ýòî ìîãóò áûòü ÷èñëà Ìàõà, îïðåäåëÿþùèå äîçâóêîâîé è ñâåðõ-
çâóêîâîé ðåæèìû òå÷åíèÿ, äèâåðãåíöèÿ ñêîðîñòè, îïðåäåëÿþùàÿ
çîíû ðàçðåæåíèÿ è ñæàòèÿ â ñæèìàåìîé ñðåäå, à òàêæå îïðåäåëÿ-
þùàÿ ïîãðåøíîñòü óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè â íåñæèìàåìîé ñðåäå.
Äèàãíîñòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷åñòâî ìàñ-
ñû, èìïóëüñà è ýíåðãèè â îáëàñòè ðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ êîíòðîëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÷èñëåííûì àëãî-
ðèòìîì. Íàáëþäåíèå çà ðàñïðåäåëåíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-
òîâ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ îïòèìèçà-
öèè äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ. Ïîëåçíî ðå-
àëèçîâàòü íàáëþäåíèå çà äèàãíîñòè÷åñêèìè ôóíêöèîíàëàìè, õà-
ðàêòåðèçóþùèìè âûïîëíåíèå óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè, ðàçãðóçêè
è àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ, à òàêæå óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì îñîáî, ÷òî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñ ðå-
çóëüòàòàìè ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ íåëüçÿ èñïîëüçîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé è äëÿ
îöåíêè èõ òî÷íîñòè. Òàêèå ñðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò ñìûñë ïðè
óñëîâèè, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óæå óñòàíîâëåíà ÷è-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Òîãäà ñðàâíåíèå ñ ôèçè÷åñêè-
ìè ýêñïåðèìåíòàìè äàþò èíôîðìàöèþ î ïðèãîäíîñòè ïðèìåíÿå-
ìîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà.



Ïðèëîæåíèÿ
Ï1. Ñâåäåíèÿ èç àëãåáðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

Íèæå íàïîìèíàþòñÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé
àëãåáðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èñïîëüçîâàííûå â èçëîæå-
íèè. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî ÷òåíèÿ ðåêîìåíäóþòñÿ êíèãè Êîëìî-
ãîðîâà è Ôîìèíà (1972) è Ìèõëèíà (1950) [30, ?].

Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî (ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî)
ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ñëîæåíèå êîòîðûõ è óìíîæåíèå íà
÷èñëî äàåò ýëåìåíò òîãî æå ìíîæåñòâà. Ïåäàíòè÷íîå (ñòðîãîå)
îïðåäåëåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå âîñüìè àêñèîì ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà è ïðèâîäèòñÿ â êóðñàõ ëèíåéíîé àëãåáðû. Ýòè àê-
ñèîìû âûðàæàþò êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî è ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåí-
òîâ, äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íà ÷èñëà. Â êîíòåê-
ñòå íàñòîÿùåé êíèãè âïîëíå äîñòàòî÷íî êðàòêîãî èíòóèòèâíîãî
îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â ïåðâîé ôðàçå äàííîãî àáçàöà.

Ïðèìåðû: 1) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè.
2) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ îáùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî êàêîãî-òî îïðåäåëeííoão ïîðÿäêa.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ýòî ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x è y îïðåäåëåíà âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x, y) (ìåòðèêà) òàêàÿ, ÷òî

1) åñëè ρ(x, y) = 0 , òî x = y ,
2) ρ(x, y) = ρ(y, x) ,

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà z ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)
Íoðìa ââîäèòñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ âeëè÷èí ýëeìeíòoâ ëèíeéío-

ão ìíoæeñòâa. Íîðìà ïðeâðaùaeò ëèíåéíîå ìíoæeñòâo â íoðìè-
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ðoâaííoe ïðoñòðaíñòâo. Ñâoéñòâa íoðìû èìåþò âèä

||f || ≥ 0

||λf || = λ||f ||
||f + g|| ≤ ||f || + ||g||

ãäe ïoñëeäíee íeðaâeíñòâo íaçûâaeòñÿ íeðaâeíñòâoì òðeóãoëüíè-
êa. Èç ðàâåíñòâà íîðìû ýëåìåíòà íóëþ (||f || = 0) ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî ýëåìåíòà íóëþ (f = 0), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ||f ||
íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìîé. Íîðìà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèè
ðàññòîÿíèÿ ρ(x, y) = ||x− y|| .

Ïðèìåðû. Â ôóíêöèoíaëüíoì ïðoñòðaíñòâå íeïðeðûâíûõ
ôóíêöèé äëÿ ëþáoão ýëeìeíòa íoðìa oïðeäeëÿeòñÿ òaê

∀f ∈ C : ||f || = max
x
|f (x)|

ãäå çíà÷îê ∀ ÷èòàåòñÿ "äëÿ âñåõ" èëè "äëÿ ëþáîãî", çíà÷îê ∈
÷èòàåòñÿ "ïðèíàäëåæàùèé", çíà÷îê : ìîæíî ïðî÷èòàòü "âûïîë-
íåíî".

Â ôóíêöèoíaëüíoì ïðoñòðaíñòâå L2 "èíòeãðèðóeìûõ ñ
êâaäðaòoì" ôóíêöèé íîðìà ââîäèòñÿ òàê

∀f ∈ L2 : ||f || =
(∫

Ω

f 2dx

)1/2

ãäå Ω - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà L2 .
Ïðèìåðîì íîðìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü

ìàêñèìóì ìîäóëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà.
Ïðèìåðîì ïîëóíîðìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëó-

æèòü ìàêñèìóì ìîäóëÿ ÷àñòè êîìïîíåíò âåêòîðà.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé, êîòîðàÿ ëþáûì

äâóì ýëåìåíòàì ïðîñòðàíñòâà a è b ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî
(a,b), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

(f, g) = (g, f )
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α(f, g) = (αf, g)

(f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2)

∀f 6= 0 : (f, f ) > 0

(f, f ) = 0 : f = 0

è óäoâëeòâoðÿeò íeðaâeíñòâó Êoøè-Áóíÿêoâñêoão

|(a, b)| ≤ ||a||||b||
Ãèëüáeðòoâû ïðoñòðaíñòâa. Íîðìèðîâàííîå ïðoñòðaíñòâî ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàþò ãèëüáåðòîâûì, åñëè íîðìîé
ñëóæèò êîðåíü êâàäðàòíûé îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåí-
òà íà ñåáÿ. Êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò
åâêëèäîâûì.

Ýëåìåíòû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíû, åñëè èõ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Ïðèìåðû. Åñëè, íaïðèìeð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäå-
ëèòü òàê

(f1, f2) =

∫

Ω

f1f2dx

òî èìååì ãèëüáeðòoâo ôóíêöèoíaëüíoe ïðoñòðaíñòâo èíòeãðèðóe-
ìûõ ñ êâaäðaòoì ôóíêöèé H2 , â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëåíà òàê

||f || = (f, f )1/2

Äðóãèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü N-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âåê-
òîðîâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(a, b) =

N∑
i=1

aibi

è íîðìîé
||a|| = (a, a)1/2
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íàçûâàåìîå ãèëüáeðòoâûì èëè åâêëèäîâûì ïðoñòðaíñòâoì N-
ìeðíûõ âeêòoðoâ.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëeìeíò f(N) ëèíeéío
çaâèñèò oò ýëeìeíòoâ ui èëè ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé (ñóïåðïîçèöèåé), eñëè íaéäóòñÿ âeùeñòâeííûe ÷èñëa αi òaêèe,
÷òo

f(N) =

N∑
i=1

αiui

Áàçèñ Íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ui íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî
åñòü, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà f íàéäåòñÿ öåëîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî N è íàáîð ÷èñåë αi , ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

||f − f(N)|| < ε

äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 . Ïðè ýòîì
÷èñëà αi íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ:

• a) Áaçèñ ýòî ïîëíûé íàáîð ëèíeéío-íeçaâèñèìûõ ýëeìeíòoâ
ïðoñòðaíñòâa (áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ).

• á) ×èñëo áaçèñíûõ ýëeìeíòoâ oïðeäeëÿeò ðaçìeðíoñòü
ïðoñòðaíñòâa.

• â) Ëþáoé ýëeìeíò ïðoñòðaíñòâa åñòü ëèíeéíàÿ êoìáèíaöèÿ
áaçèñíûõ ýëeìeíòoâ. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå òàêîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ýòîãî
ýëåìåíòà ïî áàçèñíûì ýëåìåíòàì.

• ã) Â íoðìèðoâaííîì áaçèñå íoðìa êaæäoão èç áaçèñíûõ ýëe-
ìeíòoâ ðaâía eäèíèöe.

• ä) Â îðòoãoíaëüíîì áaçèñå ñêaëÿðíûe ïðoèçâeäeíèÿ áaçèñ-
íûõ âeêòoðoâ ìeæäó ñoáoé ðaâíû íóëþ.
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Oïeðaòoð. Îïåðàòîð ïðeoáðaçóeò îäèí ýëeìeíò ïðîñòðàíñòâà
â ýëeìeíò òîãî æå èëè äðóãîãî ïðoñòðaíñòâa. Ïðèìeðàìè îïåðà-
òîðîâ ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè äèôôeðeíöèðoâaíèÿ f (x) → df/dx è
óìíoæeíèÿ ía ÷èñëo f → αf .

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð A äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà x 6= 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(Ax, x) > 0

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(Ax, y) = (x,Ay)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y .
Ôóíêöèîíàë. Ôóíêöèoíaëîì íàçûâàþò oïeðaòoð, êoòoðûé

ïðeoáðaçóeò ýëeìeíò(û) ïðoñòðaíñòâa â ÷èñëo. Ïðèìeðàìè ìî-
ãóò ñëóæèòü íoðìa ýëåìåíòà f → ||f || , ñêaëÿðíoe ïðoèçâeäeíèe
ýëåìåíòà íà íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò f → (f, f0) .

Ïðåäåë f ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ fi (i = 1, 2, ...) ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð i∗ , ÷òî äëÿ âñåõ áîëüøèõ íîìåðîâ i > i∗ áóäåò âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî |fi − f | < ε .

Ïîëíîòà ïðoñòðaíñòâa îçíà÷àåò, ÷òî ïðeäeëû ïoñëeäoâaòeëü-
íoñòeé ýëeìeíòoâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíaäëeæaò ýòîìó æå
ïðoñòðaíñòâó.

Ïoäïðoñòðaíñòâo. Ïîäïðîñòðàíñòâî H ′ ïðîñòðàíñòâà H îïðå-
äåëÿåòñÿ îòíîøåíåì H ′ ⊂ H , îçíà÷àþùèì, ÷òî f ∈ H ′ → f ∈
H . Çíà÷îê → ÷èòàåòñÿ "âëå÷åò".

Oáoëo÷êîé íàçûâàþò êoíe÷íoìeðíoe ïoäïðoñòðaíñòâo H(N) ,
oáðaçoâaííoe ëèíeéíûìè êoìáèíaöèÿìè N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ ui . Ýòî îïðåäåëåíèå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëîé:

H(N) = {f |f =

N∑
i=1

αiui , ∀αi ∈ R(1)}
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ãäå R(1) - îäíîìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ìíîæåñòâî
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Çíà÷îê | ÷èòàåòñÿ "òàêèå,÷òî". Çíà÷îê ∀
÷èòàåòñÿ "äëÿ âñåõ".

Ï2. Aáñòðàêòíàÿ òåíçîðíàÿ íîòàöèÿ

Àáñòðàêòíîé òåíçîðíîé íîòàöèåé íàçûâàþò ñïîñîá êðàòêîé çà-
ïèñè òåíçîðíûõ ñîîòíîøåíèé, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà ñèñòåì
êîîðäèíàò.

Ïðè çàïèñè ôîðìóë ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: f, g -
ñêàëÿðû, a,b, ... - âåêòîðû, T - òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, I - åäèíè÷-
íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ei (i = 1, 2, 3) - îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-
ñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, çàêëþ÷åííûé â ñêîáêè èí-
äåêñ íå ñóììèðóåòñÿ, r = xiei - ðàäèóñ-âåêòîð, V - îáëàñòü òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ S , n - âåêòîð
åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè. Â ðÿäå ôîðìóë ðàññìîòðåíà ïëîñ-
êàÿ ïîâåðõíîñòü S , îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì C ñ ýëåìåíòîì dl .
Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò
1 äî 3 (ïðàâèëî Ýéíøòåéíà).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, âîïðåêè ðàñïðîñòðàíåííîìó çàáëóæäåíèþ,
ïðèâîäèìàÿ íèæå çàïèñü âûðàæåíèé â àáñòðàêòíîé òåíçîð-
íîé íîòàöèè, êðîìå âûðàæåíèé, ÿâíî èñïîëüçóþùèõ èíäåêñíî-
êîìïîíåíòíóþ íîòàöèþ, ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, à íå òîëüêî äëÿ äåêàðòîâîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò íåêîòîðîãî òåíçîðà (â ÷àñòíîñòè,
âåêòîðà) â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàäî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ åãî äèàäíûì îïðåäåëåíèåì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò è ïî ïðàâèëàì òåíçîðíîãî àíàëèçà ïðîèçâåñòè çàìåíó áàçèñà
è êîìïîíåíò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì ïðåîáðàçîâàíèåì äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò â êðèâîëèíåéíûå.

Êðàòêîå, íî äîñòàòî÷íî ÿñíîå è ïðîñòîå èçëîæåíèå îñíîâ òåí-
çîðíîãî àíàëèçà â ñâÿçè ñ ìåõàíèêîé ñïëîøíîé ñðåäû è îáúÿñíå-
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íèå àáñòðàêòíîé òåíçîðíîé íîòàöèè ìîæíî íàéòè â êíèãàõ Àñòà-
ðèòû è Ìàðó÷÷è (1979), à òàêæå Êîëàðîâà, Áàëòîâà è Áîí÷åâîé
(1980).

Ñïðàâî÷íûå ôîðìóëû:

a · b× c = a× b · c = b · c× a = b× c · a = c · a× b = c× a · b
a× (b× c) = (c× b)× a = (a · c)b− (a · b) · c

a× (b× c) + b× (c× a) + (c× a)× b = 0

(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

(a× b)× (c× d) = (a× b · d)c− (a× b · c)d

∇ = ei∂/∂xi

∇(fg) = ∇(gf ) = f∇g + g∇f
∇ · (fa) = f∇ · a + a · ∇f
∇× (fa) = f∇× a +∇f × a

∇ · (a× b) = b · ∇ × a− a · ∇ × b

∇× (a× b) = a(∇ · b)− b(∇ · a) + (b · ∇)a− (a · ∇)b

a× (∇× b) = (∇b) · a− (a · ∇)b

a× (∇× b) = (∇b) · a + b× (∇× a) + (a · ∇)b + (b×∇)a

∇2f = ∇ · ∇f
∇2a = ∇(∇ · a)−∇×∇× a

∇×∇f = 0

∇ · ∇ × a = 0

T = Tijeiej

∇ ·T = ∂Tij/∂xjei

∇ · (ab) = (∇ · a)b + (a · ∇)b

∇ · (fT) = (∇ · f )T + f∇ ·T
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∇ · r = 3

∇× r = 0

∇|r| = r/|r|
∇(1/|r|) = −r/|r|3
∇⊗ r = I∫

V

∇fdV =

∫

S

fndS

∫

V

∇ · adV =

∫

S

a · ndS
∫

V

∇ ·TdV =

∫

S

T · ndS
∫

V

∇× adV =

∫

S

a× ndS

∫

V

(f∇2g − g∇2f )dV =

∫

S

(f∇g − g∇f ) · ndS
∫

V

(a · ∇ ×∇× b− b · ∇ ×∇× a)dV =

=

∫

S

(b×∇× a− a×∇× b) · ndS
∫

S

∇f×ndS =

∫

C

fndl

∫

S

(∇× a) · ndS =

∫

C

a · ndl
∫

S

(∇f ×∇g) · ndS =

∫

C

fdg = −
∫

C

gdf
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Ï3. Îïåðàòîðû â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
Äèâåðãåíöèÿ

∇ · a =
1

r

∂

∂r
(rar) +

1

r

∂aθ
∂θ

+
∂az
∂z

Ãðàäèåíò

(∇f )r =
∂f

∂r

(∇f )θ =
1

r

∂f

∂θ

(∇f )z =
∂f

∂z
Âèõðü (Ðîòîð)

(∇× a)r =
1

r

∂az
∂θ
− ∂aθ
∂z

(∇× a)θ =
∂ar
∂z
− ∂az

∂r

(∇× a)z =
1

r

∂(raθ)

∂r
− 1

r

∂ar
∂θ

Ëàïëàñèàí

∇2f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2

∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2

Ëàïëàñèàí âåêòîðà

(∇2a)r = ∇2ar − 2

r2

∂aθ
∂θ
− ar
r2

(∇2a)θ = ∇2aθ +
2

r2

∂ar
∂θ
− aθ
r2
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(∇2a)z = ∇2az

Êîìïîíåíòû êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà (a · ∇)b

((a · ∇)b)r = ar
∂br
∂r

+
aθ
r

∂br
∂θ

+ az
∂br
∂z
− aθbθ

r

((a · ∇)b)θ = ar
∂bθ
∂r

+
aθ
r

∂bθ
∂θ

+ az
∂bθ
∂z

+
aθbr
r

((a · ∇)b)z = ar
∂bz
∂r

+
aθ
r

∂bz
∂θ

+ az
∂bz
∂z

Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà

(∇ ·T)r =
1

r

∂

∂r
(rTrr) +

1

r

∂Tθr
∂θ

+
∂Tzr
∂z
− Tθθ

r

(∇ ·T)
θ

=
1

r

∂

∂r
(rTrθ) +

1

r

∂Tθθ
∂θ

+
∂Tzθ
∂z

+
Tθr
r

(∇ ·T)z =
1

r

∂

∂r
(rTrz) +

1

r

∂Tθz
∂θ

+
∂Tzz
∂z

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà

(∇ · a) =
1

r2

∂

∂r
(r2ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θaθ) +

1

r sin θ

∂aϕ
∂ϕ

Ãðàäèåíò
(∇f )r =

∂f

∂r

(∇f )θ =
1

r

∂f

∂θ

(∇f )ϕ =
1

r sin θ

∂f

∂ϕ

Âèõðü
(∇× a)r =

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θaϕ)− 1

r sin θ

∂aθ
∂ϕ
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(∇× a)θ =
1

r sin θ

∂ar
∂ϕ
− 1

r

∂

∂r
(raϕ)

(∇× a)ϕ =
1

r

∂

∂r
(raθ)− 1

r

∂ar
∂θ

Ëàïëàñèàí

∇2f =
1

r2

∂

∂r
(r2∂f

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂f

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

Ëàïëàñèàí âåêòîðà

(∇2a)r = ∇2ar − 2ar
r2
− 2

r2

∂aθ
∂θ
− 2 cot θaθ

r2
− 2

r2 sin θ

∂aϕ
∂ϕ

(∇2a)θ = ∇2aϕ +
2

r2

∂ar
∂θ
− aθ

r2 sin2 θ
− 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂aϕ
∂ϕ

(∇2a)ϕ = ∇2aϕ − aϕ

r2 sin2 θ
+

2

r2 sin θ

∂ar
∂ϕ

+
2 cos θ

r2 sin2 θ

∂aθ
∂ϕ

Êîìïîíåíòû êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà (a · ∇)b

(a · ∇b)r = ar
∂br
∂r

+
aθ
r

∂br
∂θ

+
aϕ

r sin θ

∂br
∂ϕ
− aθbθ + aϕbϕ

r

(a · ∇b)θ = ar
∂bθ
∂r

+
aθ
r

∂bθ
∂θ

+
aϕ

r sin θ

∂bθ
∂ϕ

+
aθbr
r
− cot θaϕbϕ

r

(a · ∇b)ϕ = ar
∂bϕ
∂r

+
aθ
r

∂bϕ
∂θ

+
aϕ

r sin θ

∂bϕ
∂ϕ

+
aϕbr
r

+
cot θaϕbθ

r

Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà

(∇ ·T)r =
1

r2

∂

∂r
(r2Trr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θTθr)+

+
1

r sin θ

∂Tϕr
∂ϕ
− Tθθ + Tϕϕ

r

(∇ ·T)θ =
1

r2

∂

∂r
(r2Trθ) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θTθθ)
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+
1

r sin θ

∂Tϕθ
∂ϕ

+
Tθr
r
− cot θTϕϕ

r

(∇ ·T)ϕ =
1

r2

∂

∂r
(r2Trϕ) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θTθϕ)

+
1

r sin θ

∂Tϕϕ
∂ϕ

+
Tϕr

r
− cot θTϕθ

r

Ï4. Îá èñïîëüçîâàíèè êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

Ñäåëàåì âàæíîå äëÿ ïðàêòèêè âû÷èñëåíèé çàìå÷àíèå. Ïðè-
âåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ôîðìóëû çàïèñàíû íå ñòîëüêî
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ, ñêîëüêî äëÿ íàãëÿäíîé äåìîí-
ñòðàöèè ãðîìîçäêîñòè çàïèñè óðàâíåíèé, åñëè â êà÷åñòâå çàâèñè-
ìûõ (èñêîìûõ) ïåðåìåííûõ âûáðàíû êîìïîíåíòû òåíçîðîâ îòíî-
ñèòåëüíî áàçèñà êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Çäåñü åùå íå âûïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå âûãëÿäÿò åùå áîëåå ãðîìîçäêî.

Èñïîëüçîâàíèå ïðîåêöèé èñêîìûõ òåíçîðîâ íà áàçèñ êðèâîëè-
íåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò ñìûñë òîëüêî, åñëè îáëàñòü
ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíà êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è åñëè èìå-
åòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñèììåòðèè èñêîìîãî ðåøå-
íèÿ (îñåâîé èëè öåíòðàëüíîé).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïîíåíò òåíçîðîâ (âåêòîðîâ) â áàçèñå
ïðîèçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèäåòñÿ

* ðàçëè÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû òåí-
çîðîâ, èíà÷å âîçíèêíóò îñëîæíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåðíîñòüþ
èñêîìûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ;

* ïðèäåòñÿ ó÷èòûâàòü ïåðåìåííîñòü áàçèñà ïðîèçâîëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè;

* èñïîëüçîâàòü ïðè çàïèñè óðàâíåíèé êîâàðèàíòíîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå;
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* âû÷èñëÿòü ïåðåìåííûå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ, îïðåäåëÿåìûå âòîðûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðî-
èçâîäíûìè îò ðàäèóñ-âåêòîðà;

* ïðèäåòñÿ ïîâûñèòü òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ èç-çà
ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ;

* âîçðàñòåò âåðîÿòíîñòü âíåñåíèÿ îøèáîê â àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ;

* âîçðàñòóò çàòðàòû âðåìåíè íà ñîñòàâëåíèå è îòëàäêó ïðî-
ãðàìì äëÿ ÝÂÌ.

Ïîýòîìó, åñëè â çàäà÷å ñèììåòðèè íåò è, òåì áîëåå, åñëè ãðàíè-
öû îáëàñòè ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè,
òî íåò íèêàêîé óâàæèòåëüíîé ïðè÷èíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà-
÷åñòâå çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ, îòíåñåííûõ ê
áàçèñó êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêîé âûáîð çàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ òîëüêî óñëîæíèò ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ è àëãî-
ðèòìû èõ ðåøåíèÿ.

Âñå óïîìÿíóòûå ñëîæíîñòè èñ÷åçàþò, åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè
íåçàâèñèìûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ïðîäîëæèòü ïîëüçîâàòü-
ñÿ çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â âèäå êîìïîíåíò èñêîìûõ âåêòîðîâ
è òåíçîðîâ, îòíåñåííûõ ê íåèçìåííîìó âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå
ãëîáàëüíîìó áàçèñó. Ýòî íå çàïðåùåíî è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü óäîá-
íûì. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ óïðîøàþòñÿ, íåò íóæäû â êîâàðèàíò-
íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè, â âû÷èñëåíèè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ,
â ïîâûøåíèè òðåáîâàíèé ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, â ðàçäåëåíèè íà
ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû (îíè ñîâïàäóò). Óïðî-
ùàåòñÿ ïðè ýòîì è ôîðìóëèðîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïðîèç-
âîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ è, âîçìîæíî, ïîäâèæíûõ ãðàíèö.

Ï5. Îïðåäåëåíèÿ îñíoâíûõ ñâoéñòâ ðaçíoñòíûõ ñõeì

Aïïðoêñèìaöèÿ ýòî ïðèáëèæeííoe ïðeäñòaâëeíèe ôóíêöèé è
óðàâíåíèé äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ.
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Oøèáêa aïïðoêñèìaöèè ýòî íîðìà ðaçíoñòè ìeæäó òo÷íûì è
ïðèáëèæeííûì âûðàæåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà (îïåðà-
òîðà, óðàâíåíèÿ, ôóíêöèè è òàê äàëåå).

Ïoðÿäoê aïïðoêñèìaöèè ýòî ïoêaçaòeëü ñòeïeííoé ôóíêöèè,
õaðaêòeðèçóþùeé ñêoðoñòü óáûâaíèÿ oøèáêè aïïðoêñèìaöèè c
ðîñòîì ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Óñòoé÷èâoñòü ýòî ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòî-
ðà, îáðàòíîãî èñõîäíîìó îïåðàòîðó çàäà÷è, îáåñïå÷èâàþùèå íe-
ïðeðûâíóþ çaâèñèìoñòü ðeøeíèÿ oò âõoäíûõ äaííûõ.

Ñõoäèìoñòü ýòî ñòðeìëeíèe íoðìû oøèáêè (ðaçíoñòè ìeæäó
òo÷íûì è ïðèáëèæeííûì ðeøeíèÿìè) ê íóëþ ïðè íaðaùèâa-
íèè ÷èñëa èñïoëüçóeìûõ áaçèñíûõ ýëeìeíòoâ aïïðoêñèìèðóþùe-
ão ïðoñòðaíñòâa.

Tðaíñïoðòèâíoñòü ýòî ïðaâèëüíoe oïèñaíèe ðañïðoñòðaíe-
íèÿ âoçìóùeíèé â ïðîöåññå êoíâeêöèè. (Êîíâåêöèÿ ýòî ïðîöåññ
ïeðeíoñà ñóáñòaíöèè âìeñòe ñ óïîðÿäî÷åííûì ïoòoêoì ñïëîøíîé
ñðåäû).

Äèññèïaöèÿ ýòî íaëè÷èe äèôôóçèè â äèôôåðåíöèàëüíîì ïðè-
áëèæåíèè ñõeìû.

Äèôôóçèÿ ýòî âÿçêoe ñãëaæèâaíèe (êîíñåðâàòèâíûé oáìeí ñî-
õðàíÿåìîé âåëè÷èíîé áeç óïîðÿäî÷åííîãî ïîòoêa ñïëîøíîé ñðå-
äû). Äèôôóçèÿ oáeñïe÷èâaeòñÿ õaoòè÷íûì äâèæeíèåì è âçàè-
ìîäåéñòâèåì ìoëeêóë, äèôôóçèoííûé ïoòoê ïðoïoðöèoíaëeí àí-
òèãðaäèeíòó äèôôóíäèðóþùeé âeëè÷èíû ñ êoýôôèöèeíòoì ïðo-
ïoðöèoíaëüíoñòè, íaçûâaeìûì êoýôôèöèeíòoì äèôôóçèè.

Äèñïeðñèÿ ýòî çaâèñèìoñòü ôàçîâîé ñêoðoñòè ðañïðoñòðaíe-
íèÿ ìàëûõ âoçìóùeíèé îò ÷àñòîòû.

Îñíîâíûìè òèïàìè âÿçêoñòè ÿâëÿþòñÿ: ôèçè÷eñêaÿ âÿçêoñòü,
aïïðoêñèìaöèoííaÿ (ñõeìíaÿ) âÿçêoñòü, ÿâíaÿ èñêóññòâeííaÿ
âÿçêoñòü, âÿçêoñòü ñãëaæèâaíèÿ, ýôôeêòèâíaÿ (ñóììaðíaÿ) âÿç-
êoñòü.

Êoíñeðâaòèâíoñòü ñõåìû ýòî âûïoëíeíèe ñõåìîé çaêoíoâ
ñoõðaíeíèÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå.
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Äèâeðãeíòíàÿ ôîðìà çàïèñè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýòî äèô-
ôeðeíöèaëüíaÿ çaïèñü ñîîòâåòñòâóþùåãî áaëaíñíîãî ñooòíoøe-
íèÿ, â êîòîðîé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñîõðàíÿåìîé âåëè÷èíû îïðå-
äåëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé åå ïoòoêà.

Moíoòoííoñòü ýòî ñâoéñòâo ñõeì íe ïðoèçâoäèòü íoâûe ìè-
íèìóìû è ìaêñèìóìû äëÿ ðaññ÷èòûâaeìoé ôóíêöèè ïðè îòñóò-
ñòâèè èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ.

Oäíoðoäíoñòü ýòî oäèíaêoâoñòü aëãoðèòìa äëÿ âñeõ äèñêðåò-
íûõ ýëåìåíòîâ ÷èñëåííîé ìîäåëè.

Ðoáañòíoñòü ýòî ñïoñoáíoñòü aëãoðèòìa íaéòè ðeøeíèe ïðè
ïðoèçâoëüíûõ âõoäíûõ äaííûõ

Ýôôåêòèâíîñòü ýòî ñïoñoáíoñòü ñõeìû âûäaòü ðeøeíèe â ða-
çóìíûé ñðoê.

Ýêoíoìè÷íoñòü ýòî óìeíüøeííûé oáúeì âû÷èñëeíèé äëÿ äo-
ñòèæeíèÿ oïðeäeëeííoé òo÷íoñòè. Áoëee ýêoíoìè÷íaÿ ñõeìa òðe-
áóeò ìeíüøeão oáúeìa âû÷èñëeíèé äëÿ äoñòèæeíèÿ òoé æe òo÷ío-
ñòè. Äëÿ îöåíêè ýêîíîìè÷íîñòè âaæía àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêoðoñòü
âoçðañòaíèÿ oáüeìa âû÷èñëeíèé ïðè óâeëè÷eíèè ÷èñëa áaçèñíûõ
ýëeìeíòoâ.

To÷íoñòü õàðàêòåðèçóåò âeëè÷èíó oøèáêè ïðèáëèæeííoão ðe-
øeíèÿ ïðè oãðaíè÷eíèè ía ÷èñëo áaçèñíûõ ýëåìåíòîâ (÷ëeíoâ
ðÿäa, ÷èñëa êoíe÷íûõ ýëeìeíòoâ/oáúeìoâ, ÷èñëa óçëoâ ñeòêè).
Áoëee òo÷íaÿ ñõeìa èìeeò ìeíüøóþ oøèáêó ðeøeíèÿ ïðè òîì æå
÷èñëå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Êîððåêòíîñòü çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé (óñëîâèé êîððåêòíîñòè): 1) çàäà÷à èìååò ðåøåíèå ïðè
ëþáûõ äîïóñòèìûõ èñõîäíûõ äàííûõ (ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ);
2) êàæäûì èñõîäíûì äàííûì ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøå-
íèå (îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ); 3) ðåøåíèå óñòîé÷èâî (èìååò ìåñòî
íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ).
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