


Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ
íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë. Íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèé
ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, íàïðèìåð,
ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè è äèñêëèíàöèÿìè, òî÷å÷íûìè äåôåê-
òàìè, íåîäíîðîäíûìè òåìïåðàòóðíûìè ïîëÿìè, óñàäêîé, ðîñòîì, è ò.ï.
Ñëåäñòâèÿìè íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå íàïðÿæå-
íèÿ è èñêàæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû òåëà. Ýòè ôàêòîðû îïðåäåëÿþò
êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîâðåìåííûõ âûñîêîòî÷íûõ òåõíîëîãèé, â ÷àñò-
íîñòè, â òåõíîëîãèÿõ àääèòèâíîãî èçãîòîâëåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ðàçâèòèå
ìåòîäîâ èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé
ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ãåîìåòðè÷åñêèå
ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè: ìàòåðèàëüíûì è ôèçè÷åñêèì. Íà ýòèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ çàäàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòðèêè è ñâÿçíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå,
íååâêëèäîâû, íàäåëÿþùèå èõ ñâîéñòâàìè íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Summary

This paper is intended to provide a systematic treatment of those parts of
modern di�erential geometry that are essential for modeling of incompatible
�nite deformations in solids. The incompatibility of deformations may be
caused by a variety of physical phenomena; among them are: distributed
dislocations and disclinations, point defects, non-uniform thermal �elds,
shrinkage, growth, etc. Incompatible deformations results in residual stresses
and distortion of geometrical shape. These factors are associated with critical
parameters in modern high-precision technologies, particularly, in additive
manufacturing, and considered to be Ipso Facto essential constituents in
corresponding mathematical models. In this context, the development of
methods for their quantitative description is the actual problem of modern
solid mechanics. The methods in question are based on the representation
of a body and physical space in terms of di�erentiable manifolds, namely
material manifold and physical manifold. These manifolds are equipped with
speci�c metrics and connections, non�Euclidian in general.
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Предисловие

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èçëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ
ìîäåëèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé òâåðäûõ òåë, íà÷à-
òîå â [1], è ðàçäåëåíà íà òðè ãëàâû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè ìåð íàïðÿæåíèé è ìîùíîñòè
íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ òåëî è ïðîñòðàíñòâî. Îíà
ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òàêèõ òåë è ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òåîðèè
äëÿ îáùåãî íååâêëèäîâîãî ñëó÷àÿ. Ñèëû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîâåêòî-
ðû, ò.å. êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, äåéñòâèå êîòîðûõ íà âåêòîðû ñêî-
ðîñòè òî÷åê ñðåäû îïðåäåëÿþò ìîùíîñòü. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿ íàïðÿ-
æåíèé èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîâåêòîðíîçíà÷íûå âíåøíèå äâà-ôîðìû,
à ìàññîâûå ñèëû � êàê ñêàëÿðíîçíà÷íûå òðè-ôîðìû. Àáñòðàêòíàÿ òåî-
ðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñ÷èñëåíèè âíåøíèõ ôîðì, àäàïòè-
ðîâàíà äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðóêòóðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü
óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìîùíîñòè êàê íà ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè (àíà-
ëîã îòñ÷åòíîãî îïèñàíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîâìåñòíûõ äåôîð-
ìàöèé), òàê è íà ôèçè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (àíàëîã ïðîñòðàíñòâåííîãî
îïèñàíèÿ). Ïîñòðîåííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ ñèëîâûõ è äåôîðìàöèîííûõ
ïîëåé äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë, ó êîòîðûõ îòñóòñòâóåò åäèíîîáðàç-
íàÿ êîíôèãóðàöèÿ â åâêëèäîâîì ñìûñëå.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ àôôèííûõ
ñâÿçíîñòåé îáùåãî âèäà íà ìàòåðèàëüíîì è ôèçè÷åñêîì ìíîãîîáðàçè-
ÿõ. Ñâÿçíîñòü íàäåëÿåò ìíîãîîáðàçèÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, â
÷àñòíîñòè, ñïîñîáîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðíûõ ïîëåé. Äëÿ ïðî-
ñòûõ ìàòåðèàëîâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ èçÿùíîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôîðìàëèçàöèåé êîíöåïöèè ìàòåðèàëüíî åäèíîîáðàçíîé (â ÷àñòíî-
ñòè, ñî ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé) íååâêëèäîâîé îòñ÷åòíîé ôîðìû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, îïðåäåëÿÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàê ïðåîáðàçîâàíèå êàñà-
òåëüíîãî âåêòîðà, ñîãëàñîâàííîå ñ ñòðóêòóðîé ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîäåðæàùåãî ôîðìû òåëà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçíîñòü ôèçè÷åñêî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îïðåäåëÿÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàê ïðåîáðàçîâàíèå
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, ïðè êîòîðîì åãî ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî
åäèíîîáðàçíûõ âëîæåíèé íå èçìåíÿåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçíîñòü ìà-
òåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíîñòè è ñî-
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îòâåòñòâóþùåãî àïïàðàòà íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåí-
íî óïðîñòèòü ïîñòàíîâêó íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè íåñîâìåñòíûõ
äåôîðìàöèé, ïîýòîìó âîïðîñ î âûáîðå ñâÿçíîñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæ-
íûì. Ñâÿçíîñòü íà ôèçè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ïîëàãàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé
ñ ìåòðèêîé è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ëåâè�×èâèòû. Ñâÿçíîñòü íà
ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ âà-
ðèàíòàõ. Ïåðâûé ïðèâîäèò ê ïðîñòðàíñòâó Âàéöåíáîêà (ïðîñòðàíñòâó
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà, òåëåïàðàëëåëèçìà, ò.å. ïðîñòðàíñòâó ñ íó-
ëåâûìè êðèâèçíîé è íåìåòðè÷íîñòüþ ñâÿçíîñòè, íî îòëè÷íûì îò íóëÿ
êðó÷åíèåì) è äàåò ÿâíóþ èíòåðïðåòàöèþ ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíîñòè â òåð-
ìèíàõ ëîêàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òðàíñôîðìèðóþùèõ ýëå-
ìåíòàðíûé îáúåì ïðîñòîãî ìàòåðèàëà â åäèíîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå. Âòî-
ðîé ïîçâîëÿåò çàäàòü íà ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè ïðîñòðàíñòâî Ðè-
ìàíà (ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì è íåìåòðè÷íîñòüþ ñâÿçíîñòè, íî îòëè÷íîé
îò íóëÿ êðèâèçíîé) è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëå-
âûõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ áàëàíñà â òåðìèíàõ âíåøíåé êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé Êàðòàíà ïîëó÷åíû èç îáùåãî ïðèíöèïà êîâàðèàíòíîñòè.

Â ïîñëåäíåé, òðåòüåé, ãëàâå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ñâåäåíèÿ, àäàïòèðîâàííûå ê íàñòîÿùåé ðàáîòå.
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Список основных обозначений

B � Òåëî
∨ � Îïåðàöèÿ ñîåäèíåíèÿ òåë
P � Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

C𝑟(B; P) � Ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé κ : B → P
𝑉, 𝑣 � Ìàòåðèàëüíàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ òåëà
C � Ïðàâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà
B � Ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà

T, 𝜎 � Íàïðÿæåíèÿ Êîøè
P, p � Íàïðÿæåíèÿ Ïèîëû�Êèðõãîôà ïåðâîãî ðîäà
S, s � Íàïðÿæåíèÿ Ïèîëû�Êèðõãîôà âòîðîãî ðîäà
e � Òåíçîð Ýøåëáè
M𝑛 � Àáñòðàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛

C𝑟(M𝑛; N𝑚) � Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç M𝑛 â N𝑚

êëàññà 𝐶𝑟

O𝑘(𝑝) � Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èçM𝑛 â R, èìåþ-
ùèõ êëàññ 𝐶𝑘 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 𝑝 ∈ M𝑛

𝑇𝑝M
𝑛 � Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ M𝑛

â òî÷êå 𝑝
𝑇M𝑛 � Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛

𝑇 *
𝑝M

𝑛 � Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ìíîãîîáðàçèþ
M𝑛 â òî÷êå 𝑝

𝑇 *M𝑛 � Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛

V𝑟(M𝑛) � Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íàM𝑛 êëàññà
𝐶𝑟

F𝑟
𝑘 (M

𝑛) � Ìíîæåñòâî âñåõ 𝑘�ôîðì íà M𝑛 êëàññà 𝐶𝑟

𝑢 � Âåêòîð, âåêòîðíîå ïîëå (ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ)

(𝜕𝑖), (𝑑𝑥
𝑖) � Êîîðäèíàòíûé ðåïåð è êîðåïåð

𝜔 � Âíåøíÿÿ ôîðìà, ïîëå ôîðì (ãðå÷åñêèé
øðèôò)
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⊗ � Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

∧ � Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå
L𝑢 � Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢

[𝑢, 𝑣] � Ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢 è 𝑣
g � Ðèìàíîâà ìåòðèêà

(·)♭, (·)♯ � ¾Ìóçûêàëüíûå¿ èçîìîðôèçìû
𝑇𝑓 � Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ê 𝑓
𝑓 * � Îáðàòíûé îáðàç (¾pullback¿)
𝑓* � Ïðÿìîé îáðàç (¾pushforward¿)
∇ � Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü
T � Êðó÷åíèå àôôèííîé ñâÿçíîñòè
R � Êðèâèçíà àôôèííîé ñâÿçíîñòè
Q � Íåìåòðè÷íîñòü
* � Îïåðàòîð (¾çâåçäà¿) Õîäæà

d, D � Îïåðàòîðû Êàðòàíà
(E𝑚, V𝑚) � Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâîE𝑚 ñ òðàíñëÿöèîííûì

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V𝑚 ðàçìåðíîñòè 𝑚
𝑢, 𝑇 � âåêòîð èç V𝑚 è ëþáîé èç òåíçîðîâ, ïðèíàäëå-

æàùèõ V𝑚 ⊗V𝑚, V𝑚 ⊗ (V𝑚)* è òä.
(·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, · : V𝑚 ×V𝑚 → R
x, y � Îïåðàöèè ñâåðòêè

Èñïîëüçóþòñÿ ñîãëàøåíèÿ èç [1]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 �
áèåêöèÿ íà ñâîé îáðàç, ò.å. íà 𝑓(𝑋), òî ñ òàêèì îòîáðàæåíèåì àññîöèè-
ðóåòñÿ áèåêöèÿ ̂︀𝑓 : 𝑋 → 𝑓(𝑋), ïîëó÷àåìàÿ ñóæåíèåì îáëàñòè ïðèáûòèÿ
𝑓 äî åãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ̂︀𝑓 îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì:̂︀𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥).



ГЛАВА 1

Меры напряжений

1. Введение

1∘. Ïåðâàÿ ãëàâà íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè ïëîò-
íîñòåé íàïðÿæåíèé è ìîùíîñòè íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáùåãî âèäà,
ïðåäñòàâëÿþùèõ òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòà ôîðìàëèçàöèÿ
äàåòñÿ íà ÿçûêå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëåé, îïðåäå-
ëåííûõ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ [2], è îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ,
îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè. Îá-
ùèì ïîñòðîåíèÿì ïðåäøåñòâóåò êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê
ôîðìàëèçàöèè ìåð íàïðÿæåíèé.

2∘. Èäåè, ïðèâîäÿùèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå íàïðÿæåíèé
â äåôîðìèðóåìîì òâåðäîì òåëå1, âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Áåðíóëëè è Ýé-
ëåðà [6, 7]. Êîíöåïöèÿ íàïðÿæåíèé, îáîáùàþùàÿ ïîíÿòèå ãèäðîñòàòè-
÷åñêîãî äàâëåíèÿ â èäåàëüíîé æèäêîñòè êàê òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî
ðàíãà, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòàõ Êîøè [8, 9] è ðàçâèòà â èññëå-
äîâàíèÿõ Ïóàññîíà è Íàâüå [10]. Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà òàêèõ ïîëåé ïðåäïîëàãàëà îïðåäåëåííóþ àíàëèòè÷åñêóþ ñâîáîäó,
ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, àññîöèèðîâàí-

1Детальное изложение исторических аспектов теории напряжений см. в [3, 4], а
также см. статью К. Трусделла, Р. Тупина [5], в которой со стр. 530 излагается
теория напряжений с историческими комментариями.

9
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íûå ñ îòñ÷åòíîé è äåôîðìèðîâàííîé ôîðìàìè òåëà. Ïðè ýòîì âîçíèêàëà
íåîáõîäèìîñòü â ïðåîáðàçîâàíèÿõ îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì, îáùèé âèä
êîòîðûõ áûë äàí Ïèîëà [11]. Îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ïèîëû ïîçâî-
ëèëî â äàëüíåéøåì âåñòè ðå÷ü î íàïðÿæåíèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ [12].

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Êîøè îïèðàëàñü íà ïðèíöèïû ðàçðåçàíèÿ (ñå-
÷åíèé) è çàìîðàæèâàíèÿ2. Ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íèõ, ïðè âûðåçàíèè èç
òåëà ÷àñòèB ñ ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝜕B, äåéñòâèå òå-
ëà íà ýòó ÷àñòü çàìåíÿëîñü ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè 𝑡𝑛, ðàñïðåäåëåííûìè
ïî 𝜕B [14,15]. Ïðè ýòîì ïîñòóëèðîâàëîñü, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëàFB,
äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòü B òåëà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ïîâåðõíîñòíûõ è
îáúåìíûõ ñèë:

FB =

∫︁
𝜕B

𝑡𝑛 𝑑𝑆 +

∫︁
B

𝑏 𝑑𝑉, (1.1.1)

ãäå 𝑏 � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë
Êîøè èñïîëüçîâàë ïîñòóëàò î çàâèñèìîñòè èõ ïëîòíîñòè 𝑡𝑛 òîëüêî îò
íîðìàëè 𝑛 ê ïîâåðõíîñòè ðàçðåçà, ò.å.

𝑡𝑛(𝑥) = 𝑡(𝑥, 𝑛). (1.1.2)

Ýòî ïîçâîëèëî (ïðè îïðåäåëåííûõ ñîãëàøåíèÿõ î ãëàäêîñòè è èñïîëüçóÿ
çíàìåíèòîå ïîñòðîåíèå ñ òåòðàýäðîì) äîêàçàòü ðàâåíñòâî ¾äåéñòâèÿ è
ïðîòèâîäåéñòâèÿ¿:

− 𝑡𝑛 = 𝑡−𝑛, (1.1.3)

è ñóùåñòâîâàíèå òåíçîðíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé 𝑇 , ò.å. ïîëÿ ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âíåøíèõ íîðìàëåé 𝑛 â ïëîòíîñòè êîíòàêòíûõ ñèë 𝑡𝑛:

𝑡𝑛 = 𝑇 ·𝑛. (1.1.4)

Çäåñü òî÷êà (·) îçíà÷àåò åâêëèäîâî ïðîèçâåäåíèå.
Замечание 1 . В середине XX века теорема Коши о существовании тензора на-

пряжений была переформулирована в работах Нолла и было построено более общее

2Принцип разрезания, по-видимому, восходит к работам Галилея, а принцип за-
мораживания был сформулирован в труде Симона Стевина [13] в 1586 году (Stevin S.
De beghinselen des waterwichts, 1586). Копию соответствующей страницы можно най-
ти в [4, с. 198]. Заметим, что Стевин рассматривал равновесие жидкости, мысленно
перенося законы равновесия для твердого тела на ее произвольную часть, что и от-
ражено в названии «замораживание».
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доказательство, которое использовало не три линейно-независимых вектора, а все-

го лишь два. Доказательство распадалось на доказательство однородности и адди-

тивности соотношений, определяющих зависимость между нормалью и плотностью

контактных усилий [16]. ♠
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ ïîä ÷àñòüþ òå-

ëà ïîíèìàëàñü äîñòàòî÷íî ¾õîðîøàÿ¿ îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,
çàíèìàåìàÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîñòàâëÿþ-
ùèõ òåëî. Ïîçäíåå, â ðàáîòàõ ïî òåîðèè ïîòåíöèàëà (O. Êåëëîã [17]) áûëî
óòî÷íåíî ïîíÿòèå ¾õîðîøåé îáëàñòè¿: ýòî îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷-
íûì íàáîðîì ãëàäêèõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãðàôèê íåêîòîðîé ãëàäêîé
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ
ïîâåðõíîñòåé äðóã ñ äðóãîì (ñì. òàêæå Ì. Ã¼ðòèí [18, ñ. 13]). Ïîñëåäíåå
òðåáîâàíèå ïîçâîëÿëî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ñòîêñà â åå ôîðìóëèðîâêå
äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, è èç äâóõ çàêîíîâ äèíàìèêè Ýéëåðà, ïðè-
ìåíÿåìûõ ê ïðîèçâîëüíîé ¾çàìîðîæåííîé¿ ÷àñòè òåëà (â ïðèâîäèìûõ
íèæå ðàâåíñòâàõ 𝑢 � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, 𝑥 � ïîëå âåêòîðîâ ìåñòà, 𝜌
� ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü)∫︁

𝜕B

𝑡𝑛 𝑑𝑆 +

∫︁
B

𝑏 𝑑𝑉 =
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
B

𝜌𝑢̇ 𝑑𝑉,

∫︁
𝜕B

𝑥× 𝑡𝑛 𝑑𝑆 +

∫︁
B

𝑥× 𝑏 𝑑𝑉 =
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
B

𝜌𝑥× 𝑢̇ 𝑑𝑉,

ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

∇·𝑇 − 𝜌𝑢̈+ 𝑏 = 0, 𝑇 T = 𝑇 .

3∘. Ðàññóæäåíèÿ, íàáðîñîê êîòîðûõ ìû ïðèâåëè âûøå, ÿâëÿþòñÿ îñ-
íîâîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà è ïðèâîäÿòñÿ
ïî÷òè áåç èçìåíåíèé â áîëüøèíñòâå ðóêîâîäñòâ è ó÷åáíèêîâ. Âìåñòå ñ
òåì, ýòè ðàññóæäåíèÿ ñîäåðæàò òîíêèå ìåñòà, êîòîðûå ïðèâëåêàþò âíè-
ìàíèå äî ñèõ ïîð. Àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà íåêîòîðûõ èç íèõ.

i) Ðàññóæäåíèÿ Êîøè ïîäðàçóìåâàþò ¾íàèâíîå¿ ðàçáèåíèå òåëà, êàê
ìíîæåñòâà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà ïîäìíîæåñòâà � ÷àñòè òåëà (â ëè-
òåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ òàêèå òåðìèíû, êàê ¾ýëåìåíòàðíûå¿ èëè ¾ïðåä-
ñòàâèòåëüíûå¿ îáúåìû), äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ ïðèíöèïû ðàçðå-
çàíèÿ è çàìîðàæèâàíèÿ. Ïîäîáíîå âûäåëåíèå ÷àñòåé òåëà ïðåäïîëàãàåò,
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÷òî ñ ýòèìè ÷àñòÿìè àññîöèèðîâàíû ìàññîâûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû,
ò.å. íà ÿçûêå òåîðèè ìåðû îíè äîëæíû áûòü èçìåðèìûìè ñ èçìåðèìîé
ãðàíèöåé. Âìåñòå ñ òåì, èç òåîðèè ìåðû èçâåñòíî, ÷òî äàëåêî íå âñå ïîä-
ìíîæåñòâà çàäàííîãî ìíîæåñòâà èçìåðèìû [19]: èçìåðèìûìè ÿâëÿþòñÿ
ëèøü òå, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñïåöèàëüíûì ñåìåéñòâàì. Â ýòîé ñâÿçè,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêè ñòðîãîé òåîðèè íàïðÿæåíèé òðåáóåòñÿ
ïðèâëå÷åíèå ýëåìåíòîâ òåîðèè ìåðû. Òàêîå ðàçâèòèå èäåé Êîøè, Ïóàñ-
ñîíà áûëî îñóùåñòâëåíî â ðàáîòå Íîëëà [16]. Â íåé òåëî B ÿâëÿëîñü
èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì (ñ ìåðîé, íàçûâàåìîé ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû),
à â êà÷åñòâå ÷àñòåé òåëà Íîëë ðàññìàòðèâàë åãî ïîäìíîæåñòâà, ïðèíàä-
ëåæàùèå áîðåëåâó ñåìåéñòâó êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé. Ýòî ïîçâîëÿëî ðàññìàòðèâàòü ÷àñòè òåëà êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå
òåëà, êîíôèãóðàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ êîòîðûõ � ñóæåíèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èñõîäíûõ êîíôèãóðàöèé è ìåðû íà ÷àñòè òåë. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçáèåíèå òåëà íà ÷àñòè (ïî Íîëëó) äàåò áîëåå óçêèé êëàññ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ¾íàèâíûì¿ ðàçáèåíèåì Êîøè. Îäíàêî ýòîãî
ðàçáèåíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ñâÿ-
çàííûõ ñ ñóùåñòâîâàíèåì òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

ii) Îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèé, äàííûõ â [16], ïðåäëîæèëè Ì. Ã¼ðòèí
è Ë. Ìàðòèíç â ðàáîòå [20]. Îíè âûñêàçàëè èäåþ î òîì, ÷òî ïåðâè÷íûì
îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà, à íå åå ïëîòíîñòü. Ïî-
ñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé êîíòàêòíîé ñèëû ïî ìåðå Ëåáåãà (ìåðå
ïëîùàäè). Ýòî ïîçâîëèëî ðàñøèðèòü êëàññ ìíîæåñòâ, òðàêòóåìûõ êàê
÷àñòè òåëà. Àâòîðàìè ðàáîòû [20] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî
ïîòîêà Êîøè (Cauchy �ux), êîòîðûé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí íà ìíîæå-
ñòâàõ ñî ñëîæíîé (ôðàêòàëüíîé) ñòðóêòóðîé, íàïðèìåð, ñàëôåòêå Ñåð-
ïèíñêîãî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáîñíîâàíèå ëèíåéíîñòè â ýòîì ñëó÷àå
òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç [21]. Òàêîé ïîäõîä ïîëó÷èë ñâîå äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå è îòðàæåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [22�24].

iii) Êàê áûëî îòìå÷åíî â Ãëàâå 1, äëÿ îïèñàíèÿ òåë ñ äåôåêòàìè
ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíà ôîðìàëèçàöèÿ äåôîðìèðóåìîãî
êîíòèíóóìà íà ÿçûêå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ.
Âìåñòå ñ òåì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ íàïðÿæåíèé ÿâíî èñïîëüçóåò àôôèí-
íûå è ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Àôôèííàÿ ñòðóê-
òóðà ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ïëîòíî-
ñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñèë. Åâêëèäî-
âà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîëå åäèíè÷íûõ íîð-
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ìàëåé, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì àòðèáóòîì äëÿ
ôîðìóëèðîâêè ïîñòóëàòà Êîøè.

Ôîðìóëèðîâêà ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ íàïðÿæåíèÿ íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ, òðåáóåò îáîáùåíèÿ óêàçàííûõ ïîíÿ-
òèé. Ïîäîáíûå îáîáùåíèÿ äàíû â ðàáîòàõ Ì. Ýïøòåéíà, Ð. Ñåã¼âà è Ã.
Ðîäíåÿ [25�27]. Â ïðîñòðàíñòâå ñ íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòüþ ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ òðóäîåìêèì îïðåäåëèòü ¾ðåçóëüòèðóþùóþ¿ ñèëó àíàëîãè÷íî ðàâåí-
ñòâó (1.1.1), ò.å. êàê èíòåãðàë ïî âåêòîðíîé ïëîòíîñòè: ïðè òàêîì èíòå-
ãðèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñâÿçíîñòü. Âìåñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ ìîùíîñòü � ôóíêöèîíàë íàä âåêòîðíûìè ïî-
ëÿìè îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿW íàä ìàòåðèàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì [25,26]. Ïîñêîëüêó â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå, òî ÿâíî ó÷èòûâàòü ïðàâèëî ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè. Ðàçóìååòñÿ, îíî ñîäåðæèòñÿ â
ñâÿçíîñòè ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Замечание 2 . Существуют отличия в терминологии, используемой в настоящей

работе от терминологии в [26]. Если в настоящей работе «тело» и «материальное мно-

гообразие» являются синонимами (здесь мы следуем терминологии Нолла [16]), то в

работе Р. Сегёва и Г. Роднея «материальное многообразие» — это термин, обознача-

ющий вселенную тел — множество, вмещающее тела [28]. По предположению, оно яв-

ляется многообразием, содержащим тела как подмножества. В свою очередь, под те-

лами понимаются компактные подмногообразия материального многообразия, име-

ющие равные с ним размерности. Край тела, при этом, имеет «угловые точки» [29].

Такой подход представляется более общим. ♠

Ïðè ðàññìîòðåíèè [26], ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òåðìèíîëîãèè,
ïðèíÿòîé â ýòîé ðàáîòå, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç M ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðà-
çèå, à ÷åðåç B � ïðîèçâîëüíîå òåëî, ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå M. Äëÿ B
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòü, ðàçâèâàåìàÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëîé íà îáîá-
ùåííûõ ñêîðîñòÿõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ìîùíîñòåé ïîâåðõíîñòíûõ è
îáúåìíûõ ñèë. Â âèäó íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè íàB ïëîòíîñòè îáúåìíûõ
è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â áîëåå àáñòðàêòíîé ôîðìå,
÷åì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êîøè. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïîñëåäíÿÿ ïîä-
ðàçóìåâàåò åâêëèäîâî ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ñîãëàñíî [26]
ïëîòíîñòè îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ïðåäñòàâëåíû ñå÷åíèÿìè 𝛽B
è 𝜏B ðàññëîåíèé W* ⊗

⋀︀𝑛(𝑇B) è W* ⊗
⋀︀𝑛−1(𝑇𝜕B) êîâåêòîðçíà÷íûõ

ôîðì íàä ìíîãîîáðàçèÿìè B è 𝜕B. Äåéñòâèå ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû íà
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òåëî B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîùíîñòü

FB(𝑤) =

∫︁
𝜕B

𝜏B(𝑤) +

∫︁
B

𝛽B(𝑤), (1.1.5)

ðàçâèâàåìàÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëîé íà îáîáùåííîé ñêîðîñòè 𝑤 [26]. Çà-
ìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû çäåñü ïîíèìàþòñÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåî-
ðèè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ [2].

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîñòóëàòà Êîøè íåîáõîäèìî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
¾îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäêè¿ äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïîäðîáíåå ñì. [26]): êàæäîé òî÷-
êå X 𝑛�ìåðíîãî ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ (𝑛− 1)�ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑇XM � ïó-
÷îê ãèïåðïëîñêîñòåé, îáðàçóþùèõ ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà 𝐺𝑛−1(𝑇XM).
Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïó÷êîâ îáðàçóåò ðàññëîåíèå Ãðàññìàíà ñ òîòàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì 𝐺𝑛−1(𝑇M) =

⋃︀
X∈M𝐺𝑛−1(𝑇XM) [26]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãî-

âîðèòü î òåëàõ, êàñàþùèõñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, íî ðàñïîëîæåííûõ ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè (ò.å. ÷òîáû ãîâîðèòü î
âíóòðåííîñòè îáúåìà, âûäåëåííîãî â òåëå, è âíåøíåì ê íåìó îêðóæå-
íèè), ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíêëèíàöèè (âíåøíåé îðèåíòàöèè) [26].

Замечание 3 . Понятие инклинации основано на том, что гиперплоскость 𝐻 ⊂
𝑇XM может быть определена единственным образом заданием аннигилятора 𝐻 —

ковектора, который обращается в нуль на всех векторах из 𝐻. Используя этот анни-

гилятор (или любой другой, из множества всех аннигиляторов 𝐻), можно говорить

о векторах 𝑇XM∖𝐻, лежащих по одну/разные стороны от 𝐻. На множестве 𝑇XM∖𝐻
вводится отношение эквивалентности: «векторы 𝑣1 и 𝑣2 лежат по одну сторону от 𝐻»,

которое индуцирует разбиение 𝑇XM ∖ 𝐻 на два класса: две стороны 𝐻. Гиперплос-

кость с инклинацией — это гиперплоскость с выбранным классом эквивалентности

(стороной). ♠
Ïîñòðîèâ â êàæäîé òî÷êå X ∈ M ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XM) ñ èíêëèíàöèÿìè, ìîæíî îïðå-

äåëèòü ðàññëîåíèå èíêëèíàöèé ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇M) =

⋃︁
X∈M

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XM)

è îïðåäåëèòü ìîðôèçì ðàññëîåíèé [26]:

𝑝 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇M) → 𝐺𝑛−1(𝑇M).
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Îáðàçíî ãîâîðÿ, åñëè èíêëèíàöèþ ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîñêîñòü ñ ïðèëî-
æåííûì ê íåé âåêòîðîì � âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè,
òî ìîðôèçì 𝑝 ¾óáèðàåò¿ ýòîò âåêòîð, îñòàâëÿÿ ñàìó ïëîñêîñòü.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññëîåíèÿ èíêëèíàöèé ñòðîèòñÿ ñå÷åíèå Êîøè
[26], ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî ôîðìàëèçóåòñÿ ïîñòóëàò Êîøè (1.1.2). Ïðè
ýòîì, âìåñòî çàâèñèìîñòè îò âåêòîðà åäèíè÷íîé íîðìàëè ãîâîðèòñÿ î
çàâèñèìîñòè îò ãèïåðïëîñêîñòè ñ èíêëèíàöèåé. Îïðåäåëèì ðàññëîåíèå
ïëîòíîñòåé âçàèìîäåéñòâèé (interaction density bundle):

𝑝*

(︃
W* ⊗

𝑛−1⋀︁
𝐺𝑛−1(𝑇M)

)︃
=: 𝐷 → 𝐺⊥

𝑛−1(𝑇M).

Ñå÷åíèå Êîøè � ýòî îòîáðàæåíèå

𝜏 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇M) → 𝐷,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåëàB ⊂ M ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 𝜏B(X) = 𝜏(ℎ),
ãäå ℎ � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê 𝜕B â òî÷êå X, ñíàáæåííîå èíêëèíà-
öèåé. Ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò
𝑡𝑛𝑑𝐴, ãäå 𝑑𝐴 � ýëåìåíò ïëîùàäè, ê êîòîðîìó ïðèëîæåí åäèíè÷íûé âåê-
òîð âíåøíåé íîðìàëè 𝑛.

Â òåðìèíàõ ¾inclined restriction¿ [26] 𝚤* ñòðîèòñÿ àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ
(1.1.3):

𝚤*ℎ(𝜎) = −𝚤*−ℎ(𝜎),

ãäå 𝜎 � ëþáàÿ 𝑊 *�çíà÷íàÿ (𝑛− 1)-ôîðìà, çàäàííàÿ íà B. Ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü âíåøíåé êîâåêòîðçíà÷íîé ôîðìû íàïðÿæåíèé �
ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ 𝑊 * ⊗

⋀︀𝑛−1(𝑇M), êàê ïîêàçàíî â [26], äëÿ çàäàííûõ
ïëîòíîñòè îáúåìíîé ñèëû è ñå÷åíèÿ Êîøè, îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíî-
ñòüþ ñå÷åíèÿ Êîøè è îöåíêîé ìîùíîñòè (1.1.5) âèäà

|FB(𝑤)| 6
∫︁
B

𝜁(𝑤),

ãäå 𝜁 � 𝑛�ôîðìà, îäíà è òà æå äëÿ âñåõ òåë (÷àñòåé òåë). Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ ëþáîãî òåëà B ⊂ M è X ∈ 𝜕B âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

𝜏B(𝑥) = 𝚤*ℎ(𝜎(𝑥)),
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ãäå ℎ � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê 𝜕B â òî÷êå X, ñíàáæåííîå âíåø-
íåé èíêëèíàöèåé. Ôîðìà 𝜎 � ôîðìà íàïðÿæåíèé, ïðåäñòàâëÿåò àíàëîã
òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè, à ñàìî ðàâåíñòâî � àíàëîã (1.1.4).

Ïîäõîä, èçëîæåííûé â [26], ïîçâîëÿåò â áîëåå îáùåì âèäå ñôîðìó-
ëèðîâàòü òåîðèþ íàïðÿæåíèé Êîøè, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ êëàññè÷åñêîé,
êàê òîëüêî ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò ðèìàíîâîé ñòðóêòó-
ðîé è ñâÿçíîñòü íà ýòîé ñòðóêòóðå åâêëèäîâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òåëî è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàþò
ðèìàíîâûìè ñòðóêòóðàìè è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ââîäÿòñÿ êîâåêòîðçíà÷íûå
ôîðìû íàïðÿæåíèé.

iv) Â Ãëàâå 1 ðàáîòû [1] îòìå÷àëàñü âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ìàòåðèàëü-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, óïîìÿíåì î ôîðìàëèçìå êîíôèãó-
ðàöèîííîé (ìàòåðèàëüíîé) ñèëû, èñïîëüçóåìîì äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè
äåôåêòîâ â òâåðäîì òåëå â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà. Íåîáõîäèìîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ çäåñü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè
ðàññìîòðåíèè äâèæåíèè äåôåêòîâ òîëüêî â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì îòäåëèòü ïåðåíîñíîå äâèæåíèå äåôåê-
òîâ âìåñòå ñ ôîðìîé òåëà, îò äâèæåíèÿ äåôåêòîâ îòíîñèòåëüíî ñàìîé
ôîðìû òåëà. Ïîñëåäíåå óäîáíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ìàòåðèàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ýâîëþöèÿ îáðàçîâ
êîíôèãóðàöèé � ôîðì òåëà, âûçâàííàÿ äåéñòâóþùèìè íà íåãî âíåøíè-
ìè ñèëàìè; ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (òåëî) ïðè ýòîì, îñòàåòñÿ ôèê-
ñèðîâàííûì. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäà ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè
(íàïðèìåð, ñ äåôåêòàìè), ýâîëþöèîíèðîâàíèå ìàòåðèàëüíîé ñòðóêòóðû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå íåîäíîðîäíîñòåé (íàïðèìåð, ôàçî-
âîé ãðàíèöû) â ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè. Ýòîìó äâèæåíèþ îòâå÷àþò
îáîáùåííûå ñèëû, íàçûâàåìûå êîíôèãóðàöèîííûìè.

Замечание 4 . Впервые понятие конфигурационной силы было использовано

Эшелби [30, 31] и позволяло охарактеризовать эволюцию материальной структуры,

развитие дефектов и границы фазовой трансформации, границы роста. ♠
Ýâîëþöèÿ ìàòåðèàëüíîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äâèæåíèå òå-

ëà â ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè. Ñàìî òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîä-
ìíîãîîáðàçèå ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýâîëþöèÿ òåëà ìîæåò áûòü
îïèñàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåìåéñòâà {w𝛼}𝛼∈I îòîáðàæåíèé

w𝛼 : B → B𝛼. (1.1.6)
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Ýøåëáè îïðåäåëÿë êîíôèãóðàöèîííóþ ñèëó êàê îáîáùåííóþ ñèëó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèè äåôåêòà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê îáîáùåííîå
ïåðåìåùåíèå. Èì áûë ââåäåí òåíçîð

𝑒 = 𝑊𝐼 − 𝐹 T𝑝,

íàçâàííûé âïîñëåäñòâèè òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè. Çäåñü 𝑊
� ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè, 𝐹 � òåíçîð äåôîðìàöèé, 𝑝 = 𝜕𝑊

𝜕𝐹 � òåíçîð
íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà, 𝐼 � åäèíè÷íûé òåíçîð. Âåëè÷èíà

𝑓 inh = 𝑒𝑁 ,

ãäå 𝑁 � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïëîùàäêå â îòñ÷åòíîé
ôîðìå, èìååò ñìûñë ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ñèëû, äåéñòâóþùåé íà äå-
ôåêò � êîíôèãóðàöèîííîé ñèëû 𝐹 inh:

𝐹 inh =

∫︁
𝑆

𝑓 inh 𝑑𝑆.

2. Материальное многообразие. Тело и его

части как подмногообразия с краем

4∘. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëîñü òåëî ¾â öåëîì¿, ïðåäñòàâëåííîå
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Îäíàêî íå âñåãäà äîñòàòî÷íî ãîâîðèòü îá îäíîì
òåëå: êàê óêàçûâàëîñü âî Ââåäåíèè ê íàñòîÿùåé Ãëàâå è êàê ïîêàçàíî â
ïðèìåðå ñ ðàñòóùèìè öèëèíäðè÷åñêèìè òåëàìè â [1], ñóùåñòâóþò ýâîëþ-
öèîííûå ïðîöåññû (íàïðèìåð, ïðîöåññû ðîñòà èëè ôàçîâîãî ïåðåõîäà), â
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî {B𝛼}𝛼∈I òåë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè
òåëà ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè íåêîòîðîãî материального

многообразия M ðàçìåðíîñòè 𝑚, ñîâïàäàþùåé ñ ðàçìåðíîñòüþ ôèçè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðàé êàæäîãî èç òåë ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïóñòûì3 è
ìíîæåñòâî òàêèõ òåë îáîçíà÷èì ÷åðåç Body(M). Â òåëàõ âûäåëèì êëàñ-
ñû ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ èõ частями. Åñëè òåëî B ∈ Body(M)
ïðåäñòàâëåíî ãëàäêèì 𝑛�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, òî åãî ÷àñòüþ

3В случае 𝑚 = 3 это могут быть трехмерные тела, материальные поверхности и
волокна.
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B0 ⊂ B íàçûâàåòñÿ ëþáîå ãëàäêîå 𝑛�ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå B ñ íåïó-
ñòûì êðàåì. Òðåáîâàíèå îò ÷àñòè òåëà áûòü ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ôîðìóëèðîâêè áàëàíñà ìîùíîñòè íà íåì íåîáõîäèìî
ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå âíåøíåé ôîðìû ïî êðàþ ìíîãîîáðàçèÿ. Â
äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòåé äàííîãî òåëà B îáîçíà÷àåòñÿ êàê
Part(B). Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòîò êëàññ ìîæåò ñóæàòüñÿ (íàïðèìåð, ìî-
ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî îðèåíòèðóåìûå ÷àñòè òåëà).

Замечание 5 . С формальной точки зрения, пустое множество можно считать

многообразием любой размерности [29]. Но поскольку в механике континуума пола-

гается, что как тело, так и его части — множества мощности континуум (см. сооб-

ражения, изложенные в Главе 1 работы [1]), мы всегда считаем, что как тело, так и

любая его часть — непустые множества. ♠
5∘. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîíÿòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì è ïîäìíîãîîá-

ðàçèÿ íå ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà, ïðèâåäåì
íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ. Ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì [29]. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî H𝑛, íàçûâàåìîå çàìêíóòûì âåðõíèì
ïîëóïðîñòðàíñòâîì R𝑛, ðàâåíñòâîì: H𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑛 > 0}.
Òîïîëîãè÷åñêèì 𝑛�ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì [29]:

a) äëÿ M âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà è âòîðàÿ
àêñèîìà ñ÷åòíîñòè;

b) çàäàíî ñåìåéñòâî {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ íà M, òàêèõ,
÷òî:

(i) M =
⋃︀
𝛼∈𝐼

𝑈𝛼;

(ii) Äëÿ êàæäîãî 𝛼 ∈ 𝐼 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí èç äâóõ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ: 1) 𝜙𝛼 : 𝑂𝛼 → 𝑈𝛼, ãäå 𝑂𝛼 ⊂ R𝑛 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R𝑛; 2)
𝜙𝛼 : 𝐶𝛼 → 𝑈𝛼, ãäå 𝐶𝛼 ⊂ H𝑛 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â H𝑛.

Îïðåäåëåíèÿ êàðòû è àòëàñà â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì òàêèå
æå, êàê è â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ.

Замечание 6 . Точки многообразия с краем классифицируются на внутренние

и краевые [29]. Множество 𝜕M всех точек 𝑝 ∈ M, прообразы которых относительно

гомеоморфизмов 𝜙𝛼 : 𝐶𝛼 → 𝑈𝛼 принадлежат границе H𝑛, то есть множеству 𝜕H𝑛

тех упорядоченных 𝑛–ок (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ H𝑛, у которых 𝑥𝑛 = 0, называется краем

многообразия M. Пространство 𝜕M есть (𝑛 − 1)–мерное многообразие (без края).

Внутренняя точка M — это та точка 𝑝 ∈ M, для которой найдется карта (𝑈, 𝜙),

𝑝 ∈ 𝑈 , такая, что либо 𝜙−1(𝑈) открыто в R𝑛, либо 𝜙−1(𝑈) открыто в H𝑛, причем
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𝜙−1(𝑈) ∩ 𝜕H𝑛 = ∅. Множество всех внутренних точек M — внутренность, Int M.

Отметим, что топологические многообразия без края — это те, у которых 𝜕M = ∅.
Справедливо разбиение4: M = IntM ⊔ 𝜕M. ♠

Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàäåëÿþòñÿ 𝐶𝑟�ñòðóê-
òóðîé, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ. Íåáîëüøàÿ îñî-
áåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû ïåðåõîäà äåéñòâóþò
èç ìíîæåñòâ, îòêðûòûõ â H𝑛, íî íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòûõ â R𝑛. Òàêèå
îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè, åñëè êàæäàÿ òî÷êà èõ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ èìååò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü â R𝑛, íà êîòîðóþ ñîîòâåòñòâóþùèé
ãîìåîìîðôèçì ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí è ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå áó-
äåò ãëàäêèì íà ýòîé îêðåñòíîñòè.

Замечание 7 . Отображение 𝑓 : 𝑆 → R𝑘, где 𝑆 ⊂ R𝑛 — множество, не обяза-

тельно являющееся открытым, называется отображением класса 𝐶𝑟, с 𝑟 > 1, если

для любой точки 𝑝 ∈ 𝑆 существуют открытое в R𝑛 множество 𝑈 , содержащее 𝑝, и

отображение 𝐹 : 𝑈 → R𝑘 класса 𝐶𝑟, такое, что 𝐹 |𝑈∩𝑆 = 𝑓 . ♠
Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü ðåãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâ-

ëåííûå 𝐶𝑟�âëîæåíèÿìè òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îáðàçû ýòèõ
îòîáðàæåíèé (ôîðìû òåëà) ñàìè ÿâëÿëèñü ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè; èõ
ãëàäêàÿ 𝐶𝑟�ñòðóêòóðà èíäóöèðîâàëàñü èç òåëà ïîñðåäñòâîì âëîæåíèé.
Ýòî � âëîæåííûå 𝐶𝑟�ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóà-
öèÿ, êîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, B0 ⊂ B, à ñ äðóãîé, B0, ñàìî ïî ñåáå, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñ òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàíñòâà,

4Символ ⊔ обозначает объединение непересекающихся множеств. С физической
точки зрения для тела (или его части) равенство M = IntM⊔ 𝜕M имеет следующий
смысл. Для описания процесса на M нужно указать, что происходит на IntM и 𝜕M.
На множестве Int M записываются уравнения баланса в дифференциальной (поле-
вой) форме, а краевые условия записываются на 𝜕M. Эти условия выражают баланс
рассматриваемой величины на 𝜕M, но в силу разных масштабов внутренности и края
имеют усредненный вид. Однако может быть целесообразным рассмотреть процессы,
происходящие в крае, на локальном уровне. Балансы, записанные в точках края и
внутренности многообразия, описывают явления разного масштаба. Например, при
рассмотрении контакта трехмерного тела (без края) и материальной поверхности,
в трехмерном теле определен трехмерный тензор напряжений 𝜎. Вместе с тем, на
поверхности определены двумерные усилия 𝜎𝑠. Для записи равновесия поверхности
относительно тела, напрямую записать соотношение между 𝜎 и 𝜎𝑠 нельзя в силу
того, что это тензоры, относящиеся к разному структурному уровню. Требуются до-
полнительные условия, которые определяют оператор вложения In. В таком случае,
равновесие поверхности можно записать в виде: 𝜎 ·𝑛+𝑏 = In [div𝑠 𝜎𝑠], где 𝑏 — объем-
ная плотность сил, действующих на тело, 𝑛 — вектор внешней единичной нормали
в актуальной конфигурации, а div𝑠 — двумерная дивергенция.
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èíäóöèðîâàííîé èçB. Ïðè ýòîì, 𝐶𝑟�ñòðóêòóðû íàB0 èB ñâÿçàíû ìåæ-
äó ñîáîé ñëåäóþùèì òðåáîâàíèåì [29]: êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ

𝑗B0
: B0 → B, X ↦→ X,

ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑟�âëîæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àåB0 áóäåì íàçûâàòü 𝐶𝑟�ïîäìíîãî-
îáðàçèåì B ñ êðàåì. Äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî dimB0 = dimB. Àíà-
ëîãè÷íî, òåëî ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑟�ïîäìíîãîîáðàçèåì M ñ êðàåì, íî íà ýòîò ðàç
dim B 6 dim M.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå óêàçàíî èíîå, òåðìèí ¾ìíîãîîáðàçèå¿ îòíî-
ñèòñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ áåç êðàÿ.

6∘. Ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîïðàâíûìè îáúåêòàìè. Ðàçëè÷èå, íàâÿçàííîå èçâíå, ñîñòîèò ëèøü â
òîì, ÷òî íàáëþäàòåëü ïðèñóòñòâóåò èìåííî â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
÷òî ïîä÷åðêèâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ êîíôèãóðàöèè.

Ïóñòü {B𝛼}𝛼∈I � ñåìåéñòâî òåë ñî ñâîéñòâîì: B𝛼 ⊂ B𝛽 ïðè 𝛼 < 𝛽.
Çäåñü I ⊂ R � îòêðûòûé èíòåðâàë è äëÿ âñåõ 𝛼 ∈ I, ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå B𝛼 ∈ Body(M). Íå ïðåòåíäóÿ íà îáùíîñòü, óêàæåì, êàê ìîæíî
îïðåäåëèòü ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî ïîâåðõíîñòíîãî ðîñòà, èñïîëüçóÿ ìà-
òåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå è ïîíÿòèå ðàññëîåíèÿ. Îáîçíà÷èìB* =

⋃︀
𝛼∈I

B𝛼.

Ýòî � ïîäìíîæåñòâî M è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïîäïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååòñÿ ïðîöåññ íåïðåðûâíî-
ãî ïîâåðõíîñòíîãî ðîñòà, åñëè çàäàíî ðàññëîåíèå 𝜋 : B* → I, ãäå I� áàçà,
à B* � òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, òèïîâîé ñëîé Ω êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ I ïðîñòðàíñòâà 𝜕B𝛼 è Ω ãîìåîìîðôíû.

7∘. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñîîáðàæåíèÿ 3∘, ï. iv), ñâÿçàííûå ñ ýâî-
ëþöèåé ìàòåðèàëüíîé ñòðóêòóðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð {(B𝛼, w𝛼)}𝛼∈I, ãäå
I ⊂ R � îòêðûòûé èíòåðâàë, B𝛼 ∈ Body(M) äëÿ âñåõ 𝛼 ∈ I, à w𝛼 �
ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ âèäà (1.1.6), ò.å.

w𝛼 : B → B𝛼,

ãäå B ∈ Body(M) � îäíî è òî æå äëÿ âñåõ 𝛼, è íàçûâàåòñÿ îòñ÷åòíûì
ìíîãîîáðàçèåì ýâîëþöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå P ââåäåíà øêàëà àáñîëþòíîãî âðåìåíè,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòð 𝑡, ïðîáåãàþùèé îòêðûòûé èíòåðâàë
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T ⊂ R. Ïðåäïîëîæèì ïðè ýòîì, ÷òî çàäàí çàêîí ïåðåñ÷åòà âðåìåííîãî
ïàðàìåòðà â ýâîëþöèîííûé, ò.å. çàäàí äèôôåîìîðôèçì

Z : T → I, 𝑡 ↦→ Z(𝑡) = 𝛼.

Ýòî îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü çàäàíî âìåñòå ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñå-
ìåéñòâîì {(B𝛼, w𝛼)}𝛼∈I: â ñîâîêóïíîñòè îíè îïðåäåëÿþò ýâîëþöèîííûé
ïðîöåññ. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðîé ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû
X ∈ B îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝛾X : I → M, 𝛾X(𝛼) = w𝛼(X).

Ýòî åñòü íè ÷òî èíîå, êàê êðèâàÿ íàM, à ìíîæåñòâî 𝛾X(I) � òðàåêòîðèÿ
X â ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè M.

Òåìï 𝑉 ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû X åå ñêîðîñòü 𝑉 (X, 𝛼0) ïðè çíà÷åíèè ýâî-
ëþöèîííîãî ïàðàìåòðà 𝛼0 ∈ I ïðåäñòàâëåíà êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê
êðèâîé 𝛾X â òî÷êå 𝛾X(𝛼0): 𝑉 (X, 𝛼0) = (𝛾X(𝛼0), [𝛾]X). Ýòîò âåêòîð ïðè-
íàäëåæèò 𝑇𝛾X(𝛼0)M. Ïîëå ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè çíà÷åíèè
ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà 𝛼0 ∈ I åñòü îòîáðàæåíèå

𝑉 (·, 𝛼0) : B → 𝑇M, B ∋ X ↦→ 𝑉 (X, 𝛼0) ∈ 𝑇𝛾X(𝛼0)M,

òî åñòü ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä B. Òàêèì îáðàçîì,

𝑉 : B× I → 𝑇M, (X, 𝛼) ↦→ 𝑉 (X, 𝛼).

Îòîáðàæåíèå 𝑉 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé õàðàêòåðèñòèêîé áûñòðîòû ýâîëþ-
öèîííîãî ïðîöåññà, ÷òî ñëåäóåò èç åãî îïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå {κ𝑡}𝑡∈T, ñîãëàñîâàííîå ñ ýâîëþöèîííûì ïðî-
öåññîì, ò.å. κ𝑡 : BZ(𝑡) → P. Â ýòîì ñëó÷àå, êîìïîçèöèÿ

𝜏 : B× T → P, 𝜏(X, 𝑡) = κ𝑡 ∘wZ(𝑡)(X) = κ̃(w̃(X, Z(𝑡)), 𝑡),

ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå ÷àñòèöû X ∈ B â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü 𝜙 � êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå â
îêðåñòíîñòè 𝜏(X, 𝑡), 𝜉 � êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå M â îêðåñòíîñòè
X. Òîãäà êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜏 áóäåò èìåòü âèä:

𝜏 = 𝜙−1 ∘ κ𝑡 ∘wZ(𝑡) ∘ 𝜎.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì X îòîáðàæåíèå 𝜏(X, ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ
â ïðîñòðàíñòâå P.
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3. Напряжения как ковекторзначные фор-

мы

8∘. Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà íàïðÿæåíèÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïëîòíîñòè [32,33], òî åñòü âåëè÷èíû,
êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ èñòèííûìè âåêòîðàìè èëè, ñîîòâåòñòâåííî, òåíçî-
ðàìè, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòÿì, çàäàííûì â ôèçè-
÷åñêîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïèñàíèÿ,
íàïðÿæåíèÿ â ïðîñòûõ ìàòåðèàëàõ õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëÿìè íàïðÿæå-
íèé Êîøè (èñòèííûìè íàïðÿæåíèÿìè) 𝜎, Ïèîëû�Êèðõãîôà ïåðâîãî ðî-
äà (íîìèíàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè) p, Ïèîëû�Êèðõãîôà âòîðîãî ðîäà
s [33]. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåëî B ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè æå îíî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé îòñ÷åòíîé
ôîðìîé, òî ðàçëè÷èå ìåæäó óêàçàííûìè ïîëÿìè íàïðÿæåíèé ïðîïàäà-
åò: ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ çàìå-
íû êîîðäèíàò. Ïðè äåôîðìàöèè 𝛾, ñâÿçü íàïðÿæåíèé Êîøè è Ïèîëû â
òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ïèîëû [33]:

𝐽𝜎 = 𝑝·𝐹 T,

ãäå 𝐹 = ∇𝛾, à 𝐽 = det𝐹 . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

𝑡(𝑋, 𝑛) = ⟨𝜎(𝑋), 𝑛⟩, 𝑡B(X, 𝑁) = ⟨𝑝(X), 𝑁⟩,

ãäå 𝑡, 𝑡B � ïëîòíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé êîíòàêòíûõ ñèë, îòíåñåííûõ ê
åäèíèöå ïëîùàäè àêòóàëüíîé è îòñ÷åòíîé ôîðì, à óãëîâûå ñêîáêè îáî-
çíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â îáúåìëþùåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå (íàïîìíèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè 𝑡B, 𝑡, 𝑛, 𝑁 ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ âåêòîðàìè èç îäíîãî è òîãî æå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà).
Êëàññè÷åñêèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïëîòíîñòåé ïðåäïîëàãàþò åâ-
êëèäîâîñòü ïðîñòðàíñòâà, âìåùàþùåãî îòñ÷åòíóþ è àêòóàëüíóþ ôîðìû
òåëà. Ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà C(B0), äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòü
òåëà B0 ⊂ B, â îòñ÷åòíîì è àêòóàëüíîì îïèñàíèÿõ èìååò ïðåäñòàâëå-
íèÿ:

C(B0) =

∫︁
𝜕B0

𝑝·𝑁 𝑑𝐴0 =

∫︁
𝜕𝛾(B0)

𝜎 ·𝑛 𝑑𝐴,
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ãäå 𝑑𝐴0 � ýëåìåíò ïëîùàäè [34] 𝜕B0, 𝑑𝐴 � ýëåìåíò ïëîùàäè5 𝜕𝛾(B0);
èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â åâêëèäîâîì ñìûñëå. Ïðè ýòîì, ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ïëîùàäè 𝑑𝐴0 è 𝑑𝐴, ñîîòâåòñòâóþùèìè îäíîé è òîé æå òî÷êå òåëà,
ñóùåñòâóåò ñâÿçü, âûðàæàåìàÿ ôîðìóëîé Íàíñîíà [36]:

𝑛𝑑𝐴 = 𝐽𝐹−T ·𝑁𝑑𝐴0.

9∘. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà êàê òåëî, òàê
è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåíû ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.
Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ïîñòðîåíèé áóäåò ñëóæèòü ìîùíîñòü. Â ýòîé ñâÿçè,
ñíà÷àëà íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ïîíÿòèå ñêîðîñòè. Ïóñòü κ𝑡 ∈ C𝑟(B; P) �
𝐶𝑟�ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå. Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå 𝜒X : T → κ𝑡(X) (ñì.
ðàáîòó [1], Ãëàâà 1, ï. 31∘), â êîòîðîì ôèêñèðîâàíà òî÷êà X ∈ B, îïðå-
äåëèì ïîëÿ ìàòåðèàëüíîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ñêîðîñòåé [37].

(i) Ñêîðîñòü 𝑉 (X, 𝑡0) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡0 ∈ T
îïðåäåëèì êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé 𝜒X â òî÷êå κ𝑡0(X):

𝑉 (X, 𝑡0) = (κ𝑡0(X), [𝜒X]κ𝑡0
(X)).

Ýòîò âåêòîð ïðèíàäëåæèò 𝑇κ𝑡0
(X)P è èìååò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå

ïðåäñòàâëåíèå:

𝑉 𝑖(X, 𝑡0) =
𝑑[𝜋𝑖𝑚 ∘ 𝜓−1 ∘ 𝜒X(𝜏)]

𝑑𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝑡0

𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

ãäå 𝜓 � êàðòðèðóþùåå îòîáðàæåíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîëå ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ìîìåíò 𝑡0 ∈ T åñòü îòîáðàæå-

íèå
𝑉 (·, 𝑡0) : B → 𝑇P, B ∋ X ↦→ 𝑉 (X, 𝑡0) ∈ 𝑇κ𝑡0

(X)P,

òî åñòü ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä B. Òàêèì îáðàçîì,

𝑉 : B× T → 𝑇P, (X, 𝑡) ↦→ 𝑉 (X, 𝑡).

Îòìåòèì, ÷òî 𝑉 (X, ·) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôèêñèðîâàííîé ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè X âäîëü òðàåêòîðèè � îáðàçà êðèâîé 𝜒X.

5Предполагается, что в процессе деформирования тело не испытывает самопри-
косновения. Поэтому справедливо равенство 𝛾(𝜕B0) = 𝜕𝛾(B0). Проблеме инъектив-
ности при самоприкосновениях посвящена, например, работа [35].
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(ii) Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé κ𝑡, îíè îáðàòèìû (çäåñü òðå-
áóåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 𝑡 ∈ T. Îïðåäå-
ëèì îáðàòíîå äâèæåíèå, êàê ñåìåéñòâî îáðàòíûõ êîíôèãóðàöèé ̂︀κ−1

𝑡 :
κ𝑡(B) → B. Òîãäà ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëå ñêîðîñòåé

𝑣(·, 𝑡) = 𝑉 (·, 𝑡) ∘ ̂︀κ−1
𝑡 : κ𝑡(B) → 𝑇P

åñòü ëîêàëüíîå ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇P, 𝑡 ∈ T. Èìååì îòîá-
ðàæåíèå

𝑣 : κ𝑡(B)× T → 𝑇P, (𝑋, 𝑡) ↦→ 𝑣(𝑋, 𝑡).

Замечание 8 . Вернемся к п. 7∘ и рассмотрим отображение 𝜏 . Применением к
нему рассуждений, аналогичных п. (i), определяется отображение 𝑉tot : B×T → 𝑇P,
которое будем называть абсолютной материальной скоростью (total material velocity).
В координатном представлении, согласно правилу произведения сложной функции,

𝑉 𝑖
tot = 𝑉 𝑖 + 𝐹 𝑖 ·

·𝑗 𝑉
𝑗Z′(𝑡),

или, 𝑉tot = 𝑉 + Z′(𝑡)F𝑉 . Здесь 𝑉 — материальная скорость, определенная в п. (i), а
F = 𝑇κ𝑡 — градиент деформации.

В классической механике континуума все w𝛼 — тождественные отображения,

𝑉tot = 𝑉 . ♠
10∘. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îñíîâíûì ðàññóæäåíèÿì íàñòîÿùåãî ðàç-

äåëà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåëî B è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P
ïðåäñòàâëåíû ãëàäêèìè îðèåíòèðóåìûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñ ðèìàíîâû-
ìè ìåòðèêàìè G è g. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ÷àñòåé òåëà áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü áîëåå óçêèé êëàññ OrPart(B) ⊂ Part(B), îïðåäåëÿåìûé òðåáîâà-
íèåì, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû îðèåíòèðóåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ñîîáðàæåíèÿ, âûñêàçàííûå â Ãëàâå 3, ï. 91∘ è 99∘. ÏóñòüB0 ∈ OrPart(B)
� ïðîèçâîëüíàÿ ÷àñòü òåëà.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâÿçíîñòè íà òåëå è ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå íååâêëèäîâû. Â ýòîé ñâÿçè, îïðåäåëåíèå ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà ÷àñòü òåëà, òðåáóåò äåëèêàòíîãî ïîäõîäà. Ìû èñïîëüçóåì
ïîäõîä, óêàçàííûé âî Ââåäåíèè (ôîðìóëà (1.1.5)). Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí
íà òîì, ÷òî ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîâåêòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà âåêòîð
ñêîðîñòè äàåò ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó � ìîùíîñòü.

Замечание 9 . Сосредоточенную силу, действующую на частицу X ∈ B в кон-
фигурации κ, можно определить как элемент 𝑇κ(X)P. Действие силы 𝑓 ∈ 𝑇κ(X)P на
вектор скорости 𝑉 (X), определенный в 9∘, дает мощность:

RX(𝑉 ) = ⟨𝑓, 𝑉 (X)⟩.
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♠
Íàëè÷èå îðèåíòàöèè íà òåëå, åãî ÷àñòÿõ è ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ìîùíîñòè, ðàçâèâàåìîé îáúåìíîé ñèëîé. Åñëè 𝜃 �
ôîðìà îáúåìà íà P, 𝜃0 � ôîðìà îáúåìà íà B, òî òî äëÿ êîíôèãóðàöèè
κ è ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè òåëà B0 ∈ OrPart(B) ïîëàãàåì, â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå,

Rb(κ) =
∫︁

κ(B0)

⟨𝑣, 𝑏⟩𝜃, (1.3.1)

à íà òåëå,

Rb(κ) =
∫︁
B0

⟨𝑉, 𝑏0⟩𝜃0. (1.3.2)

Çäåñü 𝑏 ∈ F𝑠
1 (P) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü îáúåìíîé ñèëû, äåéñòâó-

þùåé íà íàáëþäàåìûå îáúåêòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå à 𝑏0 = 𝑏 ∘κ.
Ôîðìóëû (1.3.1) è (1.3.2) ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå ôèçè÷åñêóþ âåëè÷è-
íó � ìîùíîñòü, ðàçâèâàåìóþ îáúåìíîé ñèëîé, â àêòóàëüíîì è îòñ÷åòíîì
îïèñàíèÿõ.

11∘. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîáùåíè-
åì ïîíÿòèÿ òåíçîðíîé ïëîòíîñòè, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ íà-
ïðÿæåíèé êàê êîâåêòîðíîçíà÷íûõ ôîðì [37, 38]. Ââåäåì àíàëîãè òåíçî-
ðà íàïðÿæåíèé Êîøè 𝜎 : B → 𝑇 *P ⊗ 𝑇 *P, Ïèîëû�Êèðõãîôà ïåð-
âîãî ðîäà p : B → 𝑇 *P ⊗ 𝑇 *B è Ïèîëû�Êèðõãîôà âòîðîãî ðîäà
s : B → 𝑇 *B ⊗ 𝑇 *B. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî ñîîòâåòñòâóåò òî-
ìó, ÷òî òåëî B ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè
æå îíî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé îòñ÷åòíîé ôîðìîé, òî ðàçëè÷èå ìåæ-
äó óêàçàííûìè ïîëÿìè íàïðÿæåíèé ïðîïàäàåò: ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ
ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ çàìåíû êîîðäèíàò.

Ñîãëàñíî ìåòîäîëîãèè, èçëîæåííîé â ðàáîòå [38], ïîëþ íàïðÿæåíèé
Êîøè ñîîòâåòñòâóåò êîâåêòîðíîçíà÷íàÿ ôîðìà (ñèìâîë *2 îïðåäåëåí â
Ãëàâå 3, ï. 103∘)

T ∈ F𝑠
1 (P)⊗F𝑠

𝑚−1(P), T = *2𝜎,

à ïîëÿì íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà6 � êîâåêòîðíîçíà÷íûå ôîðìû

P ∈ F𝑠
1 (P)⊗F𝑠

𝑛−1(B), S ∈ F𝑠
1 (B)⊗F𝑠

𝑛−1(B), P = *2p, S = *2s.
6По определению, P — двухточечный тензор.
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Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîâåêòîðçíà÷íûõ ôîðì íàïðÿæåíèé ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Êàíîíè÷åñêèå ñïàðèâàíèÿ ñëåâà êîâåêòîðíîçíà÷íûõ ôîðì
T, P è S ñ ïîëåì ñêîðîñòè 𝑣 äàþò êëàññè÷åñêèå ñêàëÿðíîçíà÷íûå (𝑘 −
1)�ôîðìû, ãäå 𝑘 � ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà (𝑘 = 𝑛
äëÿB è 𝑘 = 𝑚 äëÿP); èíòåãðàëû îò ýòèõ ôîðì ïî ïîâåðõíîñòÿì 𝑆, κ(𝑆),
âëîæåííûì â B è P ñîîòâåòñòâåííî, äàþò ìîùíîñòü R, ðàçâèâàåìóþ íà
ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ [38]:

Rt(κ) =
∫︁

κ(𝑆)

⟨𝑣, T⟩, (1.3.3)

Rt(κ) =
∫︁
𝑆

⟨𝑉, P⟩. (1.3.4)

Ôîðìóëû (1.3.3) è (1.3.4) ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå ôèçè÷åñêóþ âå-
ëè÷èíó � ìîùíîñòü, ðàçâèâàåìóþ êîíòàêòíîé ñèëîé, â àêòóàëüíîì è
îòñ÷åòíîì îïèñàíèÿõ. Àíàëîãè ýòèõ ôîðìóë â òåðìèíàõ 𝜎, íà îðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòè κ(𝑆), ïîãðóæåííîé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è
ñíàáæåííîé ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé 𝑛, èìåþò âèä

R =

∫︁
κ(𝑆)

g(𝑣, 𝑡) 𝑑𝐴 =

∫︁
κ(𝑆)

g(𝑣, ⟨𝜎, 𝑛⟩)𝑑𝐴.

12∘. Ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèþ Ïèîëû, äëÿ T è P

îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ¾pullback¿�îòîáðàæåíèåì (èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿ-
òèå ¾pullback¿ ôîðìû, îïðåäåëåííîå â Ãëàâå 3, ï. 89∘) ¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿
÷àñòè ýòèõ îáúåêòîâ:

P = κ*2T,

ãäå îòîáðàæåíèå κ*2 : 𝑇 *κ(B) ⊗
⋀︀𝑚−1 𝑇 *κ(B) → 𝑇 *κ(B) ⊗

⋀︀𝑛−1 𝑇 *B
îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì:

κ*2(𝜗⊗ 𝜔) = 𝜗⊗ κ*𝜔.

Âçàèìîñâÿçü âñåõ ïîëåé íàïðÿæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåëî è ôèçè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìåþò åâêëèäîâó ñòðóêòóðó è dimB = dimP = 3,
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èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà

𝑇 *P

𝑇 *B⊗
⋀︀2 𝑇 *B 𝑇 *P⊗

⋀︀2 𝑇 *B B 𝑇 *P⊗
⋀︀2 𝑇 *P

𝑇 *B⊗ 𝑇 *B 𝑇 *P⊗ 𝑇 *B 𝑇 *P⊗ 𝑇 *P

P T

p 𝜎*2 *2*2

𝑃𝑖𝑜𝑙𝑎F1*

∮︀
𝜕B

∮︀
κ(𝜕B)

S

s

κ*2

Íà äèàãðàììå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû ñîîòíîøåíèÿ S = *2s, P = *2p
è T = *2𝜎. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëÿ äåéñòâóþò èç B. Ïîêàçàí ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðà *2, ñîãëàñíî êîòîðîìó 𝑇 *X ⊗ 𝑇 *Y ïåðåâîäèò-
ñÿ â 𝑇 *X ⊗

⋀︀2 𝑇 *Y. Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå
ñèìâîë *2, õîòÿ íà ñàìîì äåëå, äëÿ B è P ýòè îòîáðàæåíèÿ ðàçëè÷íû.
Îòîáðàæåíèå κ*2, êàê âèäíî èç äèàãðàììû, îñóùåñòâëÿåò ¾pullback¿ òîé
÷àñòè îáúåêòà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò 2�ôîðìå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Îíî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ïèîëû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé Êîøè â òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà. Åñëè òåëî
è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìåþò åâêëèäîâó ñòðóêòóðó, òî èíòåãðàë îò
êîâåêòîðçíà÷íîé ôîðìû èç 𝑇 *X⊗

⋀︀2 𝑇 *Y åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë îò êîâåêòîðíîé ïëîòíîñòè. Ðåçóëüòàòîì èíòåãðèðîâà-
íèÿ áóäåò êîâåêòîð ðåçóëüòèðóþùåé êîíòàêòíîé ñèëû, ïðèíàäëåæàùèé
𝑇 *X, ÷òî è ïîêàçàíî íà äèàãðàììå. Íà äèàãðàììå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæå-
íî äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ F1*. Îíî äåéñòâóåò íà ëåâóþ ÷àñòü ïðîèçâåäå-
íèÿ 𝑇 *P⊗𝑇 *B êàê îòîáðàæåíèå F*, îïðåäåëåííîå â Ãëàâå 2 ðàáîòû [1],
ï. 56∘, îñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü òàêîé æå. Ñ åãî ïîìîùüþ óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêèìè íàïðÿæåíèÿìè Ïèîëû�Êèðõãîôà ïåðâîãî
è âòîðîãî ðîäîâ: s = F1*p.

13∘. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü òåíçîð 𝜎 îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì:

𝜎 = −pI♭𝑝 + 𝜇B♭𝑝,

ãäå 𝜇 � êîíñòàíòà, I � åäèíè÷íûé òåíçîð â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
B � ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà, îïðåäåëåííûé â [37] (ñì. òàêæå ðàáî-
òó [1], Ãëàâà 2, ï. 59∘), à p � ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ (ãèäðîñòàòè÷å-
ñêàÿ êîìïîíåíòà). Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïðåäåëÿþùåãî
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ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî Íåî-Ãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà (neo-Hookean
material). Òàê êàê åäèíè÷íûé òåíçîð I è ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà B
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ðàçëîæåíèÿìè:

I = 𝜕𝑋𝑗 ⊗ 𝑑𝑋𝑗, B = 𝐺𝑖𝑚𝑔𝑙𝑗𝐹
𝑙 ·
·𝑚𝐹

𝑘·
· 𝑖 𝜕𝑋𝑘 ⊗ 𝑑𝑋𝑗,

ãäå (𝜕𝑋𝑘) è (𝑑𝑋𝑘)� ïîëÿ ðåïåðîâ è êîðåïåðîâ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
P, òî (ñì. 82∘)

I♭𝑝 = 𝑔𝑠𝑗𝑑𝑋
𝑠 ⊗ 𝑑𝑋𝑗, B♭𝑝 = 𝐺𝑖𝑚𝑔𝑘𝑠𝑔𝑙𝑗𝐹

𝑙 ·
·𝑚𝐹

𝑘·
· 𝑖 𝑑𝑋

𝑠 ⊗ 𝑑𝑋𝑗.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ 𝜎 èìååò âèä:

𝜎 = 𝜎 · ·
𝑠𝑗𝑑𝑋

𝑠 ⊗ 𝑑𝑋𝑗 = {−p𝑔𝑠𝑗 + 𝜇𝐺𝑖𝑚𝑔𝑘𝑠𝑔𝑙𝑗𝐹
𝑙 ·
·𝑚𝐹

𝑘·
· 𝑖 }𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋𝑗.

Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå, T = *2𝜎 = 𝜎 · ·
𝑠𝑗𝑑𝑋

𝑠 ⊗ (*𝑑𝑋𝑗). Ñîãëàñíî
ôîðìóëå (3.4.2),

*𝑑𝑋𝑗 =
√
𝑔

𝑚∑︁
𝑎=1

(−1)𝑎−1𝑔𝑗𝑎𝑑𝑋1 ∧ . . . ∧ ̂︂𝑑𝑋𝑎 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑋𝑚,

ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååì ðàâåíñòâî:

T =
√
𝑔

𝑚∑︁
𝑎=1

(−1)𝑎−1𝑔𝑗𝑎{−p𝑔𝑠𝑗 + 𝜇𝐺𝑖𝑚𝑔𝑘𝑠𝑔𝑙𝑗𝐹
𝑙 ·
·𝑚𝐹

𝑘·
· 𝑖 }×

× 𝑑𝑋𝑠 ⊗ (𝑑𝑋1 ∧ . . . ∧ ̂︂𝑑𝑋𝑎 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑋𝑚).

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî êîâåêòîðçíà÷íàÿ ôîðìà T ÿâëÿåòñÿ, ïî-
ìèìî âñåãî ïðî÷åãî, ôóíêöèåé äâóõ ìåòðèê g è G.

Замечание 10 . В случае 𝑚 = 3 выражение для *𝑑𝑋𝑗 имеет вид:

*𝑑𝑋𝑗 = 𝑔𝑗1
√
𝑔𝑑𝑋2 ∧ 𝑑𝑋3 − 𝑔𝑗2

√
𝑔𝑑𝑋1 ∧ 𝑑𝑋3 + 𝑔𝑗3

√
𝑔𝑑𝑋1 ∧ 𝑑𝑋2.

♠
Òàê êàê P = κ*2T, òî

P = κ*2T = κ*2{𝜎 · ·
𝑠𝑗𝑑𝑋

𝑠 ⊗ (*𝑑𝑋𝑗)} = 𝜎 · ·
𝑠𝑗𝑑𝑋

𝑠 ⊗ κ*(*𝑑𝑋𝑗).



3. Íàïðÿæåíèÿ êàê êîâåêòîðçíà÷íûå ôîðìû 29

Ïîýòîìó, èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ P:

P =
√
𝑔

𝑚∑︁
𝑎=1

(−1)𝑎−1𝑔𝑗𝑎{−p𝑔𝑠𝑗 + 𝜇𝐺𝑖𝑚𝑔𝑘𝑠𝑔𝑙𝑗𝐹
𝑙 ·
·𝑚𝐹

𝑘·
· 𝑖 }×

× 𝑑𝑋𝑠 ⊗ κ*(𝑑𝑋1 ∧ . . . ∧ ̂︂𝑑𝑋𝑎 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑋𝑚),

ãäå (𝑛 − 1)�ôîðìà κ*(𝑑𝑋1 ∧ . . . ∧ ̂︂𝑑𝑋𝑎 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑋𝑚) îïðåäåëåíà íà B, à
ê ñêàëÿðíûì ôóíêöèÿì, âõîäèâøèì â *(𝑑𝑋𝑗), ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà êîì-
ïîçèöèÿ ñ κ.

14∘. Åñëè 𝜃 � ôîðìà îáúåìà íà P, 𝜃0 � ôîðìà îáúåìà íà B, òî
òî äëÿ äâèæåíèÿ 𝑡 ↦→ κ𝑡 è ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè òåëà B0 ∈ OrPart(B)
ïîëàãàåì, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1.3.2), (1.3.1), (1.3.4) è (1.3.3), ÷òî ìîùíîñòü
â îòñ÷åòíîì è àêòóàëüíîì îïèñàíèÿõ, ðàçâèâàåìàÿ íà ñêîðîñòè 𝑉 , èìåþò
âèä:

R = Rb +Rt =

∫︁
B0

⟨𝑉, 𝑏0⟩𝜃0 +
∫︁
𝜕B0

⟨𝑉, P⟩, (1.3.5)

R = Rb +Rt =

∫︁
κ𝑡(B0)

⟨𝑣, 𝑏⟩𝜃 +
∫︁

κ𝑡(𝜕B0)

⟨𝑣, T⟩, (1.3.6)

ãäå 𝑏0 = 𝑏 ∘κ𝑡. Ýòè âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò ðåçóëüòèðóþùóþ ñèëó ÷åðåç
ðàçâèâàåìóþ åþ ìîùíîñòü.

15∘. Âûáåðåì â ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè B è ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå P ïîëÿ ðåïåðîâ (𝐸𝑖) è (𝑒𝑗) ñîîòâåòñòâåííî (âìåñòî îïðåäåëå-
íèÿ ïîëåé íà P èõ ìîæíî îïðåäåëèòü íà κ(B)). Òîãäà 𝜎 = 𝜎 · ·

𝑎𝑏𝑒
𝑎 ⊗ 𝑒𝑏,

p = 𝑝 · ·𝑎𝛽𝑒
𝑎 ⊗𝐸𝛽, è ïîýòîìó êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ T è P èìåþò

âèä:

T = 𝜎 · ·
𝑎𝑏𝑒

𝑎 ⊗ (*𝑒𝑏), P = 𝑝 · ·𝑎𝛽𝑒
𝑎 ⊗ (*𝐸𝛽).

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òîP èìååò åâêëèäîâó ñâÿçíîñòü, òî ìîæíî ãîâîðèòü
î ãëàâíîì âåêòîðå âñåõ êîíòàêòíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòü 𝑆
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(ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð):

𝑓 =

∫︁
κ(𝑆)

T =

∫︁
κ(𝑆)

𝜎 · ·
𝑎𝑏𝑒

𝑎 ⊗ (*𝑒𝑏) = 𝑒𝑎 ⊗
∫︁

κ(𝑆)

𝜎 · ·
𝑎𝑏(*𝑒𝑏) =

=

∫︁
𝑆

P =

∫︁
𝑆

𝑝 · ·𝑎𝛽𝑒
𝑎 ⊗ (*𝐸𝛽) = 𝑒𝑎 ⊗

∫︁
𝑆

𝑝 · ·𝑎𝛽(*𝐸𝛽).

Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåïåðîâ âçÿòû ïîñòîÿííûå ïîëÿ,
ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá èõ âûíåñåíèè èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà.

16∘. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèé ï. 9∘, ôîðìóë (1.3.5) è (1.3.6) ïîçâî-
ëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü áàëàíñ ìîùíîñòè â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî îáðà-
çó òåëà â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïî ñàìîìó òåëó, òî åñòü çàïèñàòü
àíàëîãè âûðàæåíèé äëÿ áàëàíñà ìîùíîñòè â îòñ÷åòíîì è àêòóàëüíîì
îïèñàíèè.

Ïóñòü 𝑡 ↦→ κ𝑡 � äâèæåíèå. Áàëàíñ ìîùíîñòè ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè
òåëà B0 ∈ OrPart(B), ñ âûáðàííûìè ôîðìîé îáúåìà 𝜇0 íà B0 è ñîîò-
âåòñòâóþùåé åé ôîðìîé îáúåìà 𝜇 íà κ𝑡(B0), çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì (â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå)

∫︁
κ𝑡(B0)

⟨𝑣, 𝑏⟩𝜌𝜇+

∫︁
κ𝑡(𝜕B0)

⟨𝑣, T⟩ = 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
κ𝑡(B0)

(︂
1

2
⟨𝑣♭, 𝑣⟩+ 𝑒

)︂
𝜌𝜇

⎞⎟⎠ , (1.3.7)

èëè, ýêâèâàëåíòíî (íà òåëå),

∫︁
B0

⟨𝑉, 𝑏0⟩𝜌0𝜇0 +
∫︁
𝜕B0

⟨𝑉, P⟩ = 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝∫︁
B0

(︂
1

2
⟨𝑉 ♭, 𝑉 ⟩+ 𝑒0

)︂
𝜌0𝜇0

⎞⎠ . (1.3.8)

Çäåñü ⟨𝑣♭, 𝑣⟩ = g(𝑣, 𝑣), ⟨𝑉 ♭, 𝑉 ⟩ = (g ∘κ𝑡)(𝑉, 𝑉 ), 𝑒 � ìàññîâàÿ ïëîò-
íîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, à 𝑏 � ïëîòíîñòü
ìàññîâûõ ñèë, íàáëþäàåìàÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, 𝑏0 = 𝑏 ∘ κ𝑡,
𝑒0 = 𝑒∘κ𝑡. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåëî è ëþáàÿ åãî ÷àñòü îáëàäàþò ìàññîé.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïî òåîðåìå Ðàäîíà �Íèêîäèìà [28], ìàññà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ìåðå ñ êîýôôèöèåíòîì 𝜌 � ïëîòíîñòüþ òåëà â
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîé ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëüíàÿ
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ïëîòíîñòü 𝜌0 = 𝜌 ∘ κ𝑡. Âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑣 è 𝑉 � ïîëÿ ñêîðîñòè, îïðåäå-
ëåííûå â 9∘, ï. (i), (ii). Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû

K =
1

2

∫︁
κ𝑡(B0)

𝜌⟨𝑣♭, 𝑣⟩𝜇 =
1

2

∫︁
B0

𝜌0⟨𝑉 ♭, 𝑉 ⟩𝜇0

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äâèæå-
íèþ 𝑡 ↦→ κ𝑡 òåëà.

Замечание 11 . В классическом случае формулы (1.3.7) и (1.3.8) имеют вид:

∫︁
𝜕B

𝑣 ·𝜎 ·𝑛 𝑑𝐴+

∫︁
B

𝜌𝑏·𝑣 𝑑𝑉 =
𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
κ𝑡(B0)

𝜌

(︂
1

2
𝑣2 + 𝑒

)︂
𝑑𝑉

⎞⎟⎠ ,

∫︁
𝜕B

𝑉 ·𝑝·𝑁 𝑑𝐴0 +

∫︁
B

𝜌0𝑏0 ·𝑉 𝑑𝑉0 =
𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝∫︁
B0

𝜌0

(︂
1

2
𝑉 2 + 𝑒0

)︂
𝑑𝑉0

⎞⎠ .

♠
17∘. Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà Ýøåëáè â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîé

òåîðèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà ìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ:

Divp1♯2♯ + 𝜌0𝑏
♯
0 = 0. (1.3.9)

Çäåñü p : B → 𝑇 *P⊗ 𝑇 *B � òåíçîð Ïèîëû�Êèðõãîôà I ðîäà, p1♯2♯ =
𝑝𝑎𝜅· ·𝜕𝑋𝑎 ⊗ 𝜕X𝜅 à7

Divp1♯2♯ =
[︁
𝜕𝜅𝑝

𝑎𝜅
· · + 𝑝𝑎𝜅· ·Γ

𝛽 · ·
·𝜅𝛽 + 𝑝𝑏𝜅· ·𝐹

𝑐 ·
·𝜅 𝛾

𝑎· ·
·𝑏𝑐

]︁
𝜕𝑋𝑎,

ãäå Γ𝑞 · ··𝑘𝑙 è 𝛾
𝑞 · ·
·𝑘𝑙 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû íà B è P ñîîò-

âåòñòâåííî8.
Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1.3.9) ñâåðòêó ñ òðàíñïîíèðî-

âàííûì ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè FT = (FT)𝑖 ··𝑗𝜕X𝑖 ⊗ 𝑑𝑋𝑗:

FTyDivp+ 𝜌0F
Ty𝑏♯0 = 0.

7Согласно [37], ковариантная производная двухточечного тензора Q = 𝑄𝑎𝜅
· ·𝜕𝑋𝑎 ⊗

𝜕X𝜅 имеет вид ∇Q = 𝑄𝑎𝜅 ·
· · |𝛽𝜕𝑋𝑎 ⊗ 𝜕X𝜅 ⊗ 𝑑X𝛽, где 𝑄𝑎𝜅 ·

· · |𝛽 = 𝜕𝛽𝑄
𝑎𝜅
· · +𝑄𝑎𝜆

· ·Γ
𝜅 · ·
·𝜆𝛽 +𝑄𝑏𝜅

· ·𝐹
𝑐 ·
·𝛽 𝛾

𝑎· ·
·𝑏𝑐 .

Отсюда DivQ = 𝑄𝑎𝜅 ·
· · |𝜅.

8Для удобства в настоящем пункте придерживаемся следующего соглашения. В
координатных представлениях полей греческие индексы соответствуют материаль-
ному многообразию, а латинские — физическому пространству.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ îïåðàöèþ yy, îáëàäàþùóþ ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì:

𝜕X𝛼 ⊗ 𝑑𝑋𝑎 ⊗ 𝑑X𝛽 yy 𝜕𝑋𝑏 ⊗ 𝜕X𝜅 = ⟨𝑑𝑋𝑎, 𝜕𝑋𝑏⟩⟨𝑑X𝛽, 𝜕X𝜅⟩𝜕X𝛼.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

Div(FTyp1♯2♯) = FTyDivp1♯2♯ + (∇FT) yyp
1♯2♯. (1.3.10)

Äåéñòâèòåëüíî, FTyDivp1♯2♯ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä:

FTyDivp1♯2♯ =

=
(︁
(FT)𝜅 ··𝑎𝜕X𝛽𝑝𝑎𝛽· · + (FT)𝜅 ··𝑎𝑝

𝑎𝜆
· ·Γ

𝛽 · ·
·𝜆𝛽 + (FT)𝜅 ··𝑎𝑝

𝑏𝛽
· ·𝐹

𝑐 ·
·𝛽 𝛾

𝑎· ·
·𝑏𝑐

)︁
𝜕X𝐴.

Äàëåå, òàê êàê FTyp1♯2♯ = (FT)𝜅 ··𝑎𝑝
𝑎𝛽
· ·𝜕X𝜅 ⊗ 𝜕X𝛽 , òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

äëÿ äèâåðãåíöèè òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà [37], ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

Div(FTyp1♯2♯) =

=
(︁
𝜕X𝛽{(FT)𝜅 ··𝑎𝑝

𝑎𝛽
· · }+ (FT)𝜆 ··𝑎𝑝

𝑎𝛽
· ·Γ

𝜅 · ·
·𝜆𝛽 + (FT)𝜅 ··𝑎𝑝

𝑎𝜆
· ·Γ

𝛽 · ·
·𝜆𝛽

)︁
𝜕X𝜅.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü Div(FTyp1♯2♯)−FTyDivp1♯2♯ èìååò âèä:

Div(FTyp1♯2♯)−FTyDivp1♯2♯ =

=
(︀
𝑝𝑎𝛽· ·𝜕X𝛽(FT)𝜅 ··𝑎 + (FT)𝜆 ··𝑎𝑝

𝑎𝛽
· ·Γ

𝜅 · ·
·𝜆𝛽 − (FT)𝜅 ··𝑎𝑝

𝑏𝛽
· ·𝐹

𝑐 ·
·𝛽 𝛾

𝑎· ·
·𝑏𝑐
)︀
𝜕X𝜅.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ðàâíà

(∇FT) yyp
1♯2♯.

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äâóõòî÷å÷íîãî òåíçîðàFT èìååò ñëåäóþùåå
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå [37]:

∇FT =
(︀
𝜕X𝛽(FT)𝜅 ··𝑎 + (FT)𝜆 ··𝑎Γ

𝜅 · ·
·𝜆𝛽 − (FT)𝜅 ·· 𝑠𝛾

𝑠 · ·
·𝑎𝑙𝐹

𝑙 ·
·𝛽
)︀
𝜕X𝜅 ⊗ 𝑑𝑋𝑎 ⊗ 𝑑X𝛽.

Ïðèõîäèì ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (∇FT) yyp
1♯2♯:

(∇FT) yyp
1♯2♯ =

=
(︀
𝑝𝑎𝛽· ·𝜕X𝛽(FT)𝜅 ··𝑎 + 𝑝𝑎𝛽· · (F

T)𝜆 ··𝑎Γ
𝜅 · ·
·𝜆𝛽 − 𝑝𝑎𝛽· · (F

T)𝜅 ·· 𝑠𝛾
𝑠 · ·
·𝑎𝑙𝐹

𝑙 ·
·𝛽
)︀
𝜕X𝜅,
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êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

Div(FTyp1♯2♯)−FTyDivp1♯2♯.

Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (1.3.10) äîêàçàíà. Èñïîëüçóÿ åå äëÿ óðàâíåíèÿ

FTyDivp1♯2♯ + 𝜌0F
Ty𝑏♯0 = 𝜌0F

Ty𝑉̇ ,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Div(FTyp1♯2♯)− (∇FT) yyp
1♯2♯ + 𝜌0F

Ty𝑏♯0 = 0.

Âû÷òÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëàãàåìîå9 (∇B𝑊 )♯,
ãäå 𝑊 : B → R � ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè â òî÷êàõ B, ïîëó÷àåì

Div(FTyp1♯2♯)− (∇B𝑊 )♯ − (∇FT) yyp
1♯2♯ + 𝜌0F

Ty𝑏♯0 = −(∇B𝑊 )♯.

(1.3.11)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I åäèíè÷íûé òåíçîð íà B, I = 𝜕X𝜅 ⊗ 𝑑X𝜅. Òîãäà
I♯ = 𝐺𝜅𝛽𝜕X𝜅 ⊗ 𝜕X𝛽 . Òàê êàê êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé ∇B(𝑊I♯) èìååò âèä

(𝑊I♯)𝛼𝜅 ·
· · |𝛽 = 𝜕X𝛽{𝑊𝐺𝛼𝜅}+𝑊𝐺𝜏𝜅Γ𝛼 · ·· 𝜏𝛽 +𝑊𝐺𝛼𝜏Γ𝜅 · ·· 𝜏𝛽,

îòêóäà, â ñèëó ðàâåíñòâà ∇BG = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

Div(𝑊I♯) = {𝐺𝛼𝛽𝜕X𝛽𝑊}𝜕X𝛼 = (∇B𝑊 )♯.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (1.3.11) â âèäå:

Dive+ (∇FT) yyp
1♯2♯ − 𝜌0F

Ty𝑏♯0 = (∇B𝑊 )♯, (1.3.12)

ãäå ïîëå
e = 𝑊I♯ −FTyp1♯2♯

ïðåäñòàâëÿåò òåíçîð Ýøåëáè. Êàê îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, â êëàññè÷å-
ñêîì ñëó÷àå åìó ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå e = 𝑊I −FTp.

Замечание 12 . В зависимости от удобства, тензором Эшелби называют как e,

так и e1♭2♭ Аналогичная ситуация возникает при рассмотрении тензоров напряжений

9Отметим, что ∇B𝑊 — это ковектор, а (∇B𝑊 )♯ — вектор. Именно его в класси-
ческом анализе называют градиентом.
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Коши и Пиолы–Кирхгофа. Такие представления эквивалентны. При этом аналогом

внешней нормали выступает поле аннуляторов пространства 𝑇𝜕M, т.е. сечение 𝜈

расслоения ковекторов 𝑇 *M → M, обращающееся в нуль на сечениях 𝑇𝜕M → M. ♠
Ïóñòü ̃︁𝑊 � ïðåäñòàâëåíèå óïðóãîé ýíåðãèè êàê ôóíêöèè òî÷êè è ïî-

ëåé, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèè B. Ïðè ýòîì, 𝑊 (X) = ̃︁𝑊 (X; F(X), . . .).
Ñëåäóÿ [36], îïðåäåëèì ∇B𝑊 |impl ðàâåíñòâîì10:

∇B𝑊 |impl = ∇B𝑊 −∇B𝑊 |expl,

ãäå ∇B𝑊 |expl = ∇B
̃︁𝑊 (X; F(X0), . . .)

⃒⃒⃒
X0=X

. Â ýòîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå

(1.3.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå [36]:

−Dive = 𝑓 ♯int + 𝑓 ♯ext + 𝑓 ♯inh,

ãäå 𝑓 ♯int = (∇FT) yyp
1♯2♯−∇B𝑊 |♯impl � âíóòðåííÿÿ ñèëà, 𝑓 ♯ext = −𝜌0FTy𝑏♯0

� ìàññîâàÿ ñèëà, 𝑓 ♯inh = −∇B𝑊 |♯expl � ñèëà Ýøåëáè.
18∘. Ôîðìóëû (1.3.7) è (1.3.8) âûðàæàþò áàëàíñ ìîùíîñòè â ìàòåðè-

àëüíîì è ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèÿõ. Âìåñòå ñ òåì, ïðè íàëè÷èè ýâî-
ëþöèîííîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî ñåìåéñòâîì {(B𝛼, w𝛼)}𝛼∈I è îòîá-
ðàæåíèåì Z (ñì. 7∘), ìîæíî çàïèñàòü áàëàíñ ìîùíîñòè, ðàçâèâàåìîé ïðè
èçìåíåíèè ìàòåðèàëüíîé ñòðóêòóðû òåëà (ýâîëþöèè äåôåêòîâ è ôàçî-
âûõ ãðàíèö). Òàêîå ñîîòíîøåíèå áóäåò ýíåðãåòè÷åñêè õàðàêòåðèçîâàòü
áûñòðîòó ïðîòåêàíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà è ïðåäëàãàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

∫︁
B0

⟨𝑉 , 𝑏0⟩𝜌0𝜇0+
∫︁
𝜕B0

⟨𝑉 ,E⟩ = 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝∫︁
B0

(︂
1

2
⟨𝑉 ♭(·, ∘Z), 𝑉 (·, ∘Z)⟩+ 𝑒0

)︂
𝜌0𝜇0

⎞⎠ .

Çäåñü E � êîâåêòîðçíà÷íàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåíçîðó Ýøåëáè,
𝑉 � òåìï ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, à îñòàëüíûå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàê

10Выражение ∇B
̃︁𝑊 (X; F(X0), . . .)

⃒⃒⃒
X0=X

понимается так, что ковариантная произ-

водная берется от отображения X ↦→ ̃︁𝑊 (X; F(X0), . . .), где F(X0), . . . — значения
полей в фиксированной точке X0. После вычисления ковариантной производной все
вхождения X0 заменяются на X. Это построение позволяет выделить градиент, соот-
ветствующий явной (explicit) зависимости от X.
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æå, êàê â (1.3.8).
19∘. Ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâà (1.3.7) è (1.3.8) ê äðóãîìó âèäó. Ïðåîá-

ðàçîâàíèå èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå B0 è κ(B0) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèëó
òåîðåìû Ñòîêñà:∫︁

κ𝑡(𝜕B0)

⟨𝑣, T⟩ =
∫︁

κ𝑡(B0)

𝑑⟨𝑣, T⟩,
∫︁
𝜕B0

⟨𝑉, P⟩ =
∫︁
B0

𝑑⟨𝑉, P⟩.

Çäåñü 𝑑 � âíåøíèé äèôôåðåíöèàë (ñì. Ãëàâà 3, ï. 95∘). Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

∫︁
κ𝑡(B0)

(⟨𝑣, 𝑏⟩𝜌𝜇+ 𝑑⟨𝑣, T⟩) = 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
κ𝑡(B0)

(︂
1

2
g(𝑣, 𝑣) + 𝑒

)︂
𝜌𝜇

⎞⎟⎠ , (1.3.13)

∫︁
B0

(⟨𝑉, 𝑏0⟩𝜌0𝜇0 + 𝑑⟨𝑉, P⟩) =

=
𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝∫︁
B0

(︂
1

2
(g ∘ κ𝑡)(𝑉, 𝑉 ) + 𝑒0

)︂
𝜌0𝜇0

⎞⎠ . (1.3.14)

Åñëè óðàâíåíèå áàëàíñà (1.3.13) èëè (1.3.14) äîïîëíèòü çàêîíîì ñî-
ñòîÿíèÿ

T = ̂︀T(G, g) èëè P = ̂︀P(G, g),

ãäå ìåòðèêà òåëà G è ìåòðèêà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà g ñ÷èòàþòñÿ
çàäàííûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè, à îòîáðàæåíèå κ, îñóùåñòâëÿþùåå âëî-
æåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � èñêîìîé ôóíêöèåé, òî ïîëó-
÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â òåðìèíàõ âûáðàííûõ êàðò, ïîäîá-
íóþ êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè, íî îòëè÷àþùóþñÿ îò íåå òåì, ÷òî B è P ñ÷èòàþòñÿ íååâêëèäîâûìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å � ñ÷èòàòü κ òîæäåñòâåííûì
(ñ òî÷íîñòüþ äî êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ) îòîáðàæåíèåì, à g �
íåèçâåñòíîé è èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè (äèíàìè÷åñêîé) ìåòðèêîé, óäî-
âëåòâîðÿþùåé äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿìè ñîâìåñòíîñòè. Òàêîé ïîäõîä
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èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â [33]. Íàêîíåö, ìîæíî ïîëàãàòü ìåòðèêóG íåèç-
âåñòíîé è îïðåäåëÿòü åå èç äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî
ýâîëþöèþ ìàòåðèàëà. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèì áî-
ëåå äåòàëüíûé àíàëèç ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåðèàëü-
íîé ìåòðèêîé è àññîöèèðîâàííîé ñ íåé ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíîñòè. Ýòèì
âîïðîñàì ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà ðàáîòû.



ГЛАВА 2

Материальные связности

20∘. Ìàòåðèàëüíûå ñâÿçíîñòè � àôôèííûå ñâÿçíîñòè ñïåöèàëüíî-
ãî âèäà, çàäàþùèå ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ íà ìàòåðèàëü-
íîì ìíîãîîáðàçèè � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïîñîá îïèñàíèÿ åäèíîîáðàçíîé
êîíôèãóðàöèè â öåëîì, íå ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ñåìåéñòâî ôîðì. Òàêîé
ïîäõîä ê îïèñàíèþ åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íàì íàèáîëåå óäîáíûì, òàê êàê îí ïîçâîëÿåò ëàêîíè÷íî îïèñàòü åå
â öåëîì è ïî ôîðìå ïîäîáåí êëàññè÷åñêîìó ñïîñîáó, ïðèíÿòîìó â ìåõà-
íèêå êîíòèíóóìà. Ìåðà ìàòåðèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè êîëè÷åñòâåííî õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè îòëè÷èå
ìàòåðèàëüíîé ñâÿçíîñòè îò åâêëèäîâîé: èíâàðèàíòàìè òåíçîðíûõ ïîëåé
êðó÷åíèÿ, êðèâèçíû è íåìåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðíûõ ïîëåé òåñíî
ñâÿçàíà ñ èíòåðïðåòàöèåé ôèçè÷åñêèõ ôåíîìåíîâ, îïèñûâàåìûõ â òåð-
ìèíàõ ïîòîêîâ, èíòåãðàëîâ îò íèõ è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, îòâå÷àþùèõ
ñèììåòðèÿì ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòåðèàëüíîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî
ìíîãîîáðàçèé [39].

1. Потоки и производные Ли

21∘. Ýâîëþöèÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Åñëè ÷åðåç M îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî,

37
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òî÷êè êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ýòî ìîãóò
áûòü óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (𝑥, 𝑝), â êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò � ïîçèöèÿ
òî÷êè, à âòîðîé ýëåìåíò � åå èìïóëüñ), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äâóõïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {𝐹𝑡, ℎ}𝑡, ℎ∈I, I ⊂ R, îòîáðàæåíèé 𝐹𝑡, ℎ : Uℎ → U𝑡,
ãäå Uℎ, U𝑡 ⊂ M, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

𝐹𝑡, ℎ ∘ 𝐹ℎ, 𝜏 = 𝐹𝑡, 𝜏 , 𝐹𝑡, 𝑡 = Id.

Â òàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå 𝐹𝑡, ℎ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè [40].
Îíî îòîáðàæàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè ℎ â ñîñòîÿíèå,
êîòîðîå áóäåò èìåòü ñèñòåìà â ìîìåíò 𝑡. Ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü 𝐹𝑡, ℎ
ïîòîêîì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè.

22∘. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïå-
ðàòîðà ýâîëþöèè. Ïóñòü B � òåëî, P � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåä-
ñòàâëåííûå ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à κ ∈ C𝑟(B; P) � êîíôèãóðà-
öèÿ, ò.å. ãëàäêîå âëîæåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ, κ ÿâëÿåòñÿ ãîìåìîðôèçìîì íà ñåáÿ. Åñëè ÷åðåç ̂︀κ îáîçíà÷èòü
îòîáðàæåíèå B â κ(B), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: X ↦→ κ(X), òî ñî-
ãëàñíî [41] ïîëó÷èì äðóãîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå, êàê ìèíèìóì, áóäåò
ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü {κ𝑡}𝑡∈T � äâèæåíèå. Îïåðàòîð ýâîëþöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóõ-
ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì {𝜓𝑡, 𝑠}𝑡, 𝑠∈T ãîìåîìîðôèçìîâ

𝜓𝑡, 𝑠 = ̂︀κ𝑡 ∘ ̂︀κ−1
𝑠 : κ𝑠(B) → κ𝑡(B).

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî íåîäíîêðàòíî
â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Åñëè 𝜔 � èíòåãðèðóåìàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà íà κ𝑡(B),
òî äëÿ âñåõ 𝑠 ∈ T ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∫︁

κ𝑡(B)

𝜔 =

∫︁
𝜓𝑡, 𝑠(κ𝑠(B))

𝜔. (2.1.1)

Åñëè âûáðàíà íåêîòîðàÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ𝑅, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çíà÷åíèþ1 𝑠0 ∈ T, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ
äåôîðìàöèè 𝜆𝑡: ∫︁

κ𝑡(B)

𝜔 =

∫︁
𝜆𝑡(κ𝑅(B))

𝜔.

1Предполагается, что такое 𝑠0 существует. В общем случае отсчетная конфигура-
ция может не быть в составе семейства конфигураций.
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23∘. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð
𝐹𝑡, ℎ, çàâèñÿùèé (ïðè íàäëåæàùèõ óñëîâèÿõ íà I) òîëüêî îò ðàçíîñòè
𝑡− ℎ, ò.å., 𝐹𝑡, ℎ = 𝐹𝑡−ℎ. Åñëè ïîëîæèòü 𝐹𝑡 := 𝐹𝑡, 0, òî ïîëó÷àåì ãðóïïîâîå
ñâîéñòâî [40]:

𝐹𝑡 ∘ 𝐹ℎ = 𝐹𝑡+ℎ, 𝐹0 = Id.

Îòîáðàæåíèå 𝐹𝑡 äàëåå áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êàê 𝐹𝑡, ℎ, òàê è 𝐹𝑡 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè
ïîäìíîãîîáðàçèé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛.

Åñëè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M𝑛 îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ãëàäêèõ
êðèâûõ, òî îíî ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå, ïðåäñòàâëåííîå ñå÷åíèåì êà-
ñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, íî òîëüêî ëî-
êàëüíî: ëþáîìó ãëàäêîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ìîæíî ëîêàëüíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâî êðèâûõ íà M𝑛 [42].

Замечание 13 . Рассмотрим два случая:
(i) Векторное поле представлено 𝐶𝑟–отображением 𝑣 : M𝑛 → 𝑇M𝑛. Если в кар-

те (𝑉, 𝜓), содержащей точку 𝑝, имеется разложение 𝑣 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑣𝑖 𝜕
𝜕𝑥𝑖 , то координатное

представление отображения 𝑡 ↦→ 𝐹𝑡(𝑝) (потока), порождаемого полем 𝑣, то есть отоб-
ражение 𝜓−1 ∘ 𝐹𝑡(𝑝) : 𝑡 ↦→ (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)), можно определить из решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

удовлетворяющего начальному условию (𝑥1(0), . . . , 𝑥𝑛(0)) = 𝜓−1(𝑝) и определенному
на открытом интервале ]− 𝜀, 𝜀[, для некоторого 𝜀 > 0.

(ii) Векторное поле представлено 𝐶𝑟–отображением 𝑣 : M𝑛 × I → 𝑇M𝑛, где
I ⊂ R — открытый интервал. Фиксируем 𝑠 ∈ I. Аналогично случаю (i), в карте
(𝑉, 𝜓), содержащей точку 𝑝, рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений (с зависящей явно от 𝑡 правой частью):

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

с начальными условиями (𝑥1(𝑠), . . . , 𝑥𝑛(𝑠)) = 𝜓−1(𝑝). Решение этой системы опреде-

ляет локальный (определенный на некотором подмножестве I) поток, зависящий от

времени: 𝜓−1 ∘ 𝐹𝑡, 𝑠(𝑝) : 𝑡 ↦→ (𝑥1(𝑡, 𝑠), . . . , 𝑥𝑛(𝑡, 𝑠)), причем, 𝐹𝑠, 𝑠(𝑝) = 𝑝. ♠
Замечание 14 . Пусть {κ𝑡}𝑡∈T — движение, а {𝜓𝑡, 𝑠}𝑡, 𝑠∈T — соответствующее

ему семейство потоков, зависящих от времени. Пространственная скорость — это
отображение

𝑣 :
⋃︁
𝑡∈T

(κ𝑡(B)× {𝑡}) → 𝑇P.
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Фиксируем 𝑠 ∈ T и предположим, что можно найти такой (достаточно малый) интер-
вал J ⊂ T, содержащий 𝑠, что при всех 𝑡 ∈ J справедливо включение: κ𝑠(B) ⊂ κ𝑡(B).
Тогда можно рассмотреть сужение 𝑣, обозначаемое тем же символом2:

𝑣 : κ𝑠(B)× J → 𝑇P.

Фиксируем некоторую точку 𝑋 ∈ κ𝑠(B). Ей соответствуют точка X ∈ ̃︀κ−1
𝑠 (𝑋)

и кривая 𝜒X : T → P, 𝑡 ↦→ κ𝑡(X). С другой стороны, рассмотрим кривую J ∋ 𝑡 ↦→
𝜓𝑡, 𝑠(𝑋). По определению, для всех 𝑡 ∈ J справедливо равенство: 𝜒X(𝑡) = 𝜓𝑡, 𝑠(𝑋).
Это означает, что указанные кривые совпадают. Следовательно, они имеют одно
и то же поле касательных векторов, т.е. 𝑣 — поле касательных векторов кривой
J ∋ 𝑡 ↦→ 𝜓𝑡, 𝑠(𝑋).

Проведенные выше рассуждения справедливы для любого 𝑠 ∈ T и любой точки

𝑋 ∈ κ𝑠(B): кривая 𝑡 ↦→ 𝜓𝑡, 𝑠(𝑋) имеет 𝑣 своим касательным вектором. ♠
24∘. Ðàññìîòðèì ïàðó âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢, 𝑣 íà ìíîãîîáðàçèèM𝑛 è 𝜙𝑡

� ëîêàëüíûé ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ïîëåì 𝑢 â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑞 ∈ M𝑛.
Îòîáðàæåíèå 𝑡 ↦→ 𝜙𝑡(𝑞) äàåò ¾îðáèòó¿ òî÷êè 𝑞, íà÷àëî êîòîðîé, â òî÷êå 𝑞,
ñîîòâåòñòâóåò 𝑡 = 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑡 èìååì îòîáðàæåíèå 𝑞 ↦→ 𝜙𝑡(𝑞)
ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛 íà ñåáÿ. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðîèç-
âîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è èìååò äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ [42,43]:

[L𝑢𝑣]𝑞 = lim
𝑡→0

(𝑣 ∘ 𝜙𝑡)𝑞 − (𝑇𝜙𝑡)𝑣𝑞
𝑡

; (2.1.2)

[L𝑢𝑣]𝑞 = lim
𝑡→0

(𝑇𝜙−1
𝑡 )𝑣𝜙𝑡(𝑞) − 𝑣𝑞

𝑡
. (2.1.3)

Çäåñü 𝑇𝜙𝑡, 𝑇𝜙−1
𝑡 � êàñàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ (ñì. Ãëàâà 3, ï. 83∘)

Ñîîòíîøåíèå (2.1.2) îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäíóþ Ëè ÷åðåç ¾pushforward¿,
à (2.1.3) � ÷åðåç ¾pullback¿ (ñì. Ãëàâà 3, ï. 84∘); ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

[L𝑢𝑣]𝑞 = lim
𝑡→0

{(𝜙*
𝑡 )𝑣}𝑞 − 𝑣𝑞
𝑡

, (2.1.4)

êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà âíåøíèå ôîðìû (ñì. [40]). ×åðåç
{(𝜙*

𝑡 )𝑣}𝑞 îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå ïîëÿ (𝜙*
𝑡 )𝑣 â òî÷êå 𝑞.

2Используется следующая цепочка рассуждений:

κ𝑠(B)× J = κ𝑠(B)×
⋃︁
𝑡∈J

{𝑡} =
⋃︁
𝑡∈J

(κ𝑠(B)× {𝑡}) ⊂
⋃︁
𝑡∈J

(κ𝑡(B)× {𝑡}) .
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Îïðåäåëåíèÿ (2.1.2) è (2.1.3) òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ, ïîðîæäà-
åìûõ ïîëåì 𝑢. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü äîâîëüíî ãðîìîçäêîé â âû÷èñ-
ëèòåëüíîì ïëàíå, îäíàêî, ïîñêîëüêó ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíîé Ëè
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäåë ïðè 𝑡 → 0, òî ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âû-
ïîëíèòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ó÷èòûâàÿ ëèøü ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé
ïîëåé 𝑢, 𝑣 ïî 𝑡 (ñì. [43, ñ. 126], èëè [44, ñ. 283]):

L𝑢𝑣 = [𝑢, 𝑣],

ãäå âåêòîðíîå ïîëå [𝑢, 𝑣] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîáêè Ëè, îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[𝑢, 𝑣]𝑞(𝑓) = 𝑢𝑞{𝑣(𝑓)} − 𝑣𝑞{𝑢(𝑓)},

äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ∈ O2(𝑞). Ïðè ýòîì, 𝑢, 𝑣 ∈ V1(M𝑛).
Замечание 15 . Скобки Ли обладают следующими свойствами:
(i) билинейность;
(ii) [𝑢, 𝑣] = −[𝑣, 𝑢] (антисимметричность);
(iii) [𝑢, [𝑣, 𝑤]] + [𝑤, [𝑢, 𝑣]] + [𝑣, [𝑤, 𝑢]] = 0 (тождество Якоби);
(iv) для гладких функций 𝑓, 𝑔 справедливо тождество

[𝑓𝑢, 𝑔𝑣] = 𝑓𝑔[𝑢, 𝑣] + (𝑓𝑢𝑔)𝑣 − (𝑔𝑣𝑓)𝑢.

♠
Замечание 16 . С помощью формулы (2.1.4), производная Ли обобщается на

тензорные поля произвольного ранга [44, с. 280]. В частности, она может действовать

и на скалярнозначные функции; результат этого действия совпадает с результатом

действия производной по направлению, что отражено в использовании одного и того

же символа L. ♠
Замечание 17 . Для координатного репера (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1 справедливо свойство:

[𝜕𝑖, 𝜕𝑗] = 0.

♠
25∘. Ðàñññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ Ëè íåïîñðåäñò-

âåííî, ïî ôîðìóëàì (2.1.2), (2.1.3), è ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ëè. Íà ìíî-
æåñòâå O = E2 ∖ {𝑃 ∈ E2 | X(𝑃 ) = 𝑥1𝑖, 𝑥1 > 0} ðàññìîòðèì àòëàñ,
ñîñòîÿùèé èç äâóõ êàðò. Ïåðâàÿ êàðòà åñòü ñòàíäàðòíàÿ, (O, D−1). Âòî-
ðàÿ êàðòà èìååò âèä (O, 𝐻), ãäå 𝐻 = D−1 ∘ ℎ, à îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà
ìåæäó êàðòàìè3

ℎ : ]0, +∞[× ]0, 2𝜋[ → R2, (𝑟, 𝜙) ↦→ (𝑥1, 𝑥2)

3Отображение ℎ соответствует отображению 𝑓−1
𝑐; 𝛽 из [1], п. 36∘.
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çàäàåòñÿ ïðàâèëîì: 𝑥1 = 𝑟 cos𝜙, 𝑥2 = 𝑟 sin𝜙.
Ââåäåííûå êàðòû èìåþò îáëàñòüþ äåéñòâèÿ âñå ìíîæåñòâî O, è, òà-

êèì îáðàçîì, íà O çàäàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ. ×åðåç 𝜕1, 𝜕2 îáîçíà÷èì
îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì âåêòîðàì â êàðòå (O, D−1), à ÷å-
ðåç 𝜕𝑟, 𝜕𝜙 � îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì âåêòîðàì â êàðòå
(O, 𝐻). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 𝜕𝑖′ = 𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑖′
𝜕𝑗, ñâÿçûâàþùóþ ñòàðûé áàçèñ (𝜕𝑗)

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íîâûì (𝜕𝑖′) ïðè çàìåíå 𝑥𝑖
′
= 𝑥𝑖

′
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì

𝜕𝑟 = cos𝜙𝜕1 + sin𝜙𝜕2, 𝜕𝜙 = −𝑟 sin𝜙𝜕1 + 𝑟 cos𝜙𝜕2.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑖 = 𝜕1, 𝑗 = 𝜕2.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè. Â íèõ îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ Φ𝑡 :
(𝑟, 𝜙) ↦→ (𝑅, Ψ) � êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòîêîâ â êàðòå (O, 𝐻)
è ïðîèçâîäíûå Ëè â òî÷êå 𝑞 = 𝐻(𝑟, 𝜙) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2.1.2),
(2.1.3) è ñêîáîê Ëè. ×åðåç 𝑓𝑡 = 𝐻 ∘ Φ𝑡 ∘𝐻−1 îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå Φ𝑡 ïîòîêè.

(i) Îïðåäåëèì ïîòîê âäîëü 𝜕𝑟. Åãî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 1,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 0,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑟 = 𝑟0, 𝜙 = 𝜙0, ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

Φ𝑡(𝑟0, 𝜙0) = (𝑟0 + 𝑡, 𝜙0).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îòîáðàæåíèå (𝑟, 𝜙) ↦→ Φ𝑡(𝑟, 𝜙), êîòîðîå â êîîð-
äèíàòàõ (𝑥1, 𝑥2) èìååò âèä: (𝑟, 𝜙) ↦→ 𝐹𝑡(𝑟, 𝜙) = ((𝑟+𝑡) cos𝜙, (𝑟+𝑡) sin𝜙).
Ýòî � êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòîêà âäîëü 𝜕𝑟.

Ïî ôîðìóëå (2.1.2) âû÷èñëèì L𝜕𝑟𝜕𝑟, L𝜕𝑟𝜕𝜙, è L𝜕𝑟𝑒⟨𝜙⟩, ãäå 𝑒⟨𝜙⟩ =
1
𝑟𝜕𝜙,

â òî÷êå 𝑞. Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝑓𝑡 : 𝑇O → 𝑇O èìååò âèä

𝑇𝑓𝑡 = 𝜕𝑅 ⊗ 𝑑𝑟 + 𝜕Ψ ⊗ 𝑑𝜙,

ãäå (𝑅, Ψ) = (𝑟 + 𝑡, 𝜙). Ïîýòîìó,

𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟 = 𝜕𝑅, 𝑇 𝑓𝑡𝜕𝜙 = 𝜕Ψ, 𝑇 𝑓𝑡𝑒⟨𝜙⟩ =
1
𝑟𝜕Ψ.
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Ïîñêîëüêó 𝜕𝑟 ∘ 𝑓𝑡 = 𝜕𝑅, 𝜕𝜙 ∘ 𝑓𝑡 = 𝜕Ψ, 𝑒⟨𝜙⟩ ∘ 𝑓𝑡 = 1
𝑅𝜕Ψ. Òîãäà

[L𝜕𝑟𝜕𝑟]𝑞 = lim
𝑡→0

𝜕𝑅 − 𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟
𝑡

= 0;

[L𝜕𝑟𝜕𝜙]𝑞 = lim
𝑡→0

𝜕𝜓 − 𝑇𝑓𝑡𝜕𝜙
𝑡

= 0;

[L𝜕𝑟𝑒⟨𝜙⟩]𝑞 = lim
𝑡→0

1
𝑅𝜕𝜓 − 𝑇𝑓𝑡𝑒⟨𝜙⟩

𝑡
= lim

𝑡→0

1
𝑟+𝑡𝜕𝜓 −

1
𝑟𝜕𝜓

𝑡
= −1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëÿÿ ñêîáêè Ëè:

[𝜕𝑟, 𝜕𝑟] = 𝜕𝑟𝜕𝑟 − 𝜕𝑟𝜕𝑟 = 0,

[𝜕𝑟, 𝜕𝜙] = 𝜕𝑟𝜕𝜙 − 𝜕𝜙𝜕𝑟 = 0,

[𝜕𝑟, 𝑒⟨𝜙⟩] = −1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå Ëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.1.3).
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòîêà Φ𝑡 â òî÷-
êå ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (𝑅, Ψ) èìååò âèä:

Φ−1
𝑡 (𝑅, Ψ) = (𝑅− 𝑡, Ψ), 𝑅 = 𝑟 + 𝑡, Ψ = 𝜙.

Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ê 𝑓−1
𝑡 èìååò âèä:

𝑇𝑓−1
𝑡 = 𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝜕𝜙 èìååì {𝜕𝜙 ∘ 𝑓𝑡}𝑞 = 𝜕Ψ, è ñëåäîâàòåëüíî,

{(𝑓𝑡)*𝜕𝜙}𝑞 = {𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ}𝜕Ψ = 𝜕𝜙.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ Ëè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè

[L𝜕𝑟𝜕𝜙]𝑞 = lim
𝑡→0

{(𝑓𝑡)*𝜕𝜙}𝑞 − 𝜕𝜙
𝑡

= lim
𝑡→0

𝜕𝜙 − 𝜕𝜙
𝑡

= 0.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑒⟨𝜙⟩ èìååì {𝑒⟨𝜙⟩ ∘ 𝑓𝑡}𝑞 = 1
𝑅𝜕Ψ, åãî ¾pullback¿ ðàâåí

{(𝑓𝑡)*𝑒⟨𝜙⟩}𝑞 = {𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ} 1
𝑅𝜕Ψ =

𝑟

𝑟 + 𝑡
𝑒⟨𝜙⟩,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâîäíàÿ Ëè ðàâíà

[L𝜕𝑟𝑒⟨𝜙⟩]𝑞 = lim
𝑡→0

{(𝑓𝑡)*𝑒⟨𝜙⟩}𝑞 − 𝑒⟨𝜙⟩
𝑡

= − lim
𝑡→0

1

𝑟 + 𝑡
𝑒⟨𝜙⟩ = −1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.
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(ii) Äëÿ ïîòîêà âäîëü 𝜕𝜙 èìååì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 1,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑟 = 𝑟0, 𝜙 = 𝜙0, ðåøåíèå êîòîðîé äàåò êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòîêà:

Φ𝑡(𝑟0, 𝜙0) = (𝑟0, 𝑡+ 𝜙0).

Â êîîðäèíàòàõ (𝑥1, 𝑥2) èìååì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå: (𝑟, 𝜙) ↦→ 𝐹𝑡(𝑟, 𝜙) =
(𝑟 cos(𝑡+ 𝜙), 𝑟 sin(𝑡+ 𝜙)).

Ïî ôîðìóëå (2.1.2) âû÷èñëèì L𝑒𝜙𝜕𝑟 â òî÷êå 𝑞. Êàñàòåëüíîå îòîáðà-
æåíèå 𝑇𝑓𝑡 : 𝑇O → 𝑇O èìååò âèä

𝑇𝑓𝑡 = 𝜕𝑅 ⊗ 𝑑𝑟 + 𝜕Ψ ⊗ 𝑑𝜙,

ãäå (𝑅, Ψ) = (𝑟, 𝑡+ 𝜙). Ïîýòîìó,

𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟 = 𝜕𝑅.

Äàëåå, ïîñêîëüêó {𝜕𝑟 ∘ 𝑓𝑡}𝑞 = 𝜕𝑅, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

[L𝜕𝜙𝜕𝑟]𝑞 = lim
𝑡→0

𝜕𝑅 − 𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟
𝑡

= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ íåïîñðåäñòâåííî ñêîáêè Ëè îò 𝜕𝜙, 𝜕𝑟, ïîëó-
÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò:

[𝜕𝜙, 𝜕𝑟] = 𝜕𝜙𝜕𝑟 − 𝜕𝜙𝜕𝑟 = 0.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå Ëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.1.3).
Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòîêà Φ𝑡, â
òî÷êå ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (𝑅, Ψ) èìååò âèä:

Φ−1
𝜙 (𝑡) = (𝑅, Ψ− 𝑡), 𝑟 = 𝑅, Ψ = 𝜙+ 𝑡.

Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî ñîîòíîøåíèåì

𝑇𝑓−1
𝑡 = 𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ,



1. Ïîòîêè è ïðîèçâîäíûå Ëè 45

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ¾pullback¿ ïîëÿ 𝜕𝑟 â òî÷-
êå 𝑞:

{𝑓 *𝑡 𝜕𝑟}𝑞 = {𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ}𝜕𝑅 = 𝜕𝑟,

è âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé Ëè âäîëü ïîëÿ 𝜕𝜙 îò 𝜕𝑟:

[L𝜕𝜙𝜕𝑟]𝑞 = lim
𝑡→0

{𝑓 *𝑡 𝜕𝑟}𝑞 − 𝜕𝑟
𝑡

= lim
𝑡→0

𝜕𝑟 − 𝜕𝑟
𝑡

= 0.

(iii) Íàêîíåö, äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòîêà âäîëü 𝑒⟨𝜙⟩
èìååì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
=

1

𝑟
,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝑟 = 𝑟0, 𝜙 = 𝜙0. Åå ðåøåíèå èìååò âèä

Φ𝑡(𝑟0, 𝜙0) = (𝑟0,
𝑡
𝑟0
+ 𝜙0).

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîòîê âäîëü 𝑒⟨𝜙⟩ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì
(𝑟, 𝜙) ↦→ Ψ𝑡(𝑟, 𝜙).

Ïî ôîðìóëå (2.1.2) âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé Ëè âäîëü 𝑒⟨𝜙⟩ îò
ïîëÿ 𝜕𝑟, ò.å. L𝑒⟨𝜙⟩𝜕𝑟, â òî÷êå 𝑞. Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝑓𝑡 : 𝑇O → 𝑇O
èìååò âèä

𝑇𝑓𝑡 = 𝜕𝑅 ⊗ 𝑑𝑟 − 𝑡

𝑟2
𝜕Ψ ⊗ 𝑑𝑟 + 𝜕Ψ ⊗ 𝑑𝜙,

ãäå (𝑅, Ψ) = (𝑟, 𝑡
𝑟 + 𝜙). Ïîýòîìó,

𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟 = 𝜕𝑅 − 𝑡

𝑟2
𝜕Ψ.

Äàëåå, ïîñêîëüêó {𝜕𝑟 ∘ 𝑓𝑡}𝑞 = 𝜕𝑅, òî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî
ïîëÿ 𝜕𝜙, èìååì

[L𝜕𝑟𝜕𝑟]𝑞 = lim
𝑡→0

𝜕𝑅 − 𝑇𝑓𝑡𝜕𝑟
𝑡

=
1

𝑟2
lim
𝑡→0

𝜕 𝑡
𝑟+𝜙

=
1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âû÷èñëåíèå ñêîáîê Ëè îò âåêòîðíûõ ïîëåé
𝑒⟨𝜙⟩ è 𝜕𝑟 ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó:

[𝑒⟨𝜙⟩, 𝜕𝑟] =
1

𝑟
𝜕𝜙𝜕𝑟 − 𝜕𝑟

(︂
1

𝑟
𝜕𝜙

)︂
=

1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.
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Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå Ëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.1.3).
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòîêà Φ𝑡 â òî÷-
êå ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (𝑅, Ψ) èìååò âèä:

Φ−1
𝑡 (𝑅, Ψ) = (𝑅, − 𝑡

𝑅
+Ψ), 𝑅 = 𝑟, Ψ = 𝜙+ 𝑡.

Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êàñàòåëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ:

𝑇𝑓−1
𝑡 = 𝜕𝑟 ⊗ 𝑑𝑅 +

𝑡

𝑅2
𝜕𝜙 ⊗ 𝑑𝑅 + 𝜕𝜙 ⊗ 𝑑Ψ.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ¾pullback¿ ïîëÿ 𝜕𝑟 â âèäå

{𝑓 *𝑡 𝜕𝑟}𝑞 = 𝜕𝑟 +
𝑡

(𝑟 + 𝑡)2
𝜕𝜙,

ñëåäîâàòåëüíî,

[L𝜕⟨𝜙⟩𝜕𝑟]𝑞 = lim
𝑡→0

{𝑓 *𝑡 𝜕𝑟}𝑞 − 𝜕𝑟
𝑡

= lim
𝑡→0

𝑟

(𝑟 + 𝑡)2
𝑒⟨𝜙⟩ =

1

𝑟
𝑒⟨𝜙⟩.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ. 2.1. Â íåì ðàññìîòðåíî ïðîñòðàíñòâî E2, íà ÷àñòè êîòîðîãî
ââåäåíû äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò: äåêàðòîâà (𝑥, 𝑦), ñ áàçèñîì (𝑖, 𝑗), è
ïîëÿðíàÿ (𝑟, 𝜙), ñ áàçèñîì (𝑒𝑟, 𝑒𝜙), ÿâëÿþùèìñÿ âëîæåíèåì â E2 áàçè-
ñà (𝜕𝑟, 𝜕𝜙). Ïîêàçàíû êîîðäèíàòíûå ñåòêè îáåèõ ñèñòåì: ïðÿìîóãîëüíàÿ
è ñèñòåìà èç êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé è ëó÷åé. Ïàðà (𝑒⟨𝑟⟩, 𝑒⟨𝜙⟩)
åñòü áàçèñ, ïîëó÷åííûé íîðìèðîâêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ áàçèñà
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Íèæíÿÿ ïîëîâèíà ðèñóíêà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïîòîêîâ âäîëü ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîòîêè ðàññìàòðèâàëèñü âäîëü
áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîñòðîåí çàìêíóòûé ïàðàëëå-
ëîãðàìì. Àíàëîãè÷íûé ñëó÷àé äëÿ íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðèâîäèò ê
íåçàìêíóòîìó ïàðàëëåëîãðàììó. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò-
ëè÷íà îò íóëÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñîîáðàæåíèå î òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
Ëè åñòü ìåðà íåçàìêíóòîñòè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà êðèâûõ,
ïîðîæäåííûõ ïîòîêàìè.

26∘. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå òåíçîðíûå ïîëÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü 𝑢 : M𝑛 → 𝑇M𝑛 � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, à
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(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑟, 𝜙)

(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑖, 𝑗) (𝑟, 𝜙) ↦→ (𝑒𝑟, 𝑒𝜙)

𝜑
𝑒𝜙

𝑡
𝜑𝑒𝑟
𝑡

(𝑒𝑟, 𝑒𝜙) ↦→ (𝑒⟨𝑟⟩, 𝑒⟨𝜙⟩)

𝜑
𝑒⟨𝜙⟩
𝑡

𝜑
𝑒 ⟨𝑟

⟩

𝑡

𝜑
𝑒𝜙
𝑡 ∘ 𝜑𝑒𝑟

𝑡

𝜑
𝑒𝑟

𝑡
∘ 𝜑

𝑒𝜙

𝑡

𝜑 𝑒
⟨𝑟⟩𝑡

∘ 𝜑 𝑒
⟨𝜙⟩𝑡

𝜑
𝑒⟨𝜙⟩
𝑡 ∘ 𝜑

𝑒⟨𝑟⟩
𝑡

Ðèñ. 2.1. Ïîòîêè è ïðîèçâîäíûå Ëè

𝐹𝑝; 𝑡 � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïîòîê4, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó 𝑝 ∈ M, ò.å.
𝐹𝑝; 0 = 𝑝. Ïóñòü T : M𝑛 →

⨂︀𝑠 𝑇M𝑛 ⊗
⨂︀𝑘 𝑇 *M𝑛 � ãëàäêîå òåíçîðíîå

ïîëå. Òîãäà [40]

L𝑢T : 𝑝 ↦→ {L𝑢T}𝑝 =
𝑑

𝑑𝑠
{𝐹 *

𝑝; 𝑠T}𝑝
⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

= lim
𝑠→0

{𝐹 *
𝑝; 𝑠T}𝑝 −T𝑝

𝑠
.

Äëÿ ñêàëÿðíîçíà÷íîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛;R) è ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ 𝑢 : M𝑛 → 𝑇M𝑛 èìååì:

L𝑢𝑓 = 𝑢(𝑓) = 𝑢𝑖𝜕𝑖𝑓, 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖.

Åñëè g = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖⊗ 𝑑𝑥𝑗 � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M𝑛, òî äëÿ íåå ïðîèç-

4Не путать с эволюционным оператором!
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âîäíàÿ Ëè èìååò âèä:

L𝑢g = {𝑢𝑘𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝑔𝑘𝑗𝜕𝑖𝑢
𝑘 + 𝑔𝑖𝑘𝜕𝑗𝑢

𝑘}𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗. (2.1.5)

27∘. Ïóñòü 𝐹𝑡, 𝑠 � ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé ãëàäêèì
âåêòîðíûì ïîëåì 𝑢 : M𝑛 × T → 𝑇M𝑛, à T𝑡 � ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå,
çàâèñÿùåå íå òîëüêî îò òî÷åê M𝑛, íî è îò ïàðàìåòðà 𝑡 ∈ T. Àâòîíîìíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ Ëè [37] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

L𝑢T𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
{𝐹 *

𝑡; 𝑠T𝑠}
⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑠

, (2.1.6)

à ñëåäñòâèåì èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî [40]:

𝑑

𝑑𝑡
𝐹 *
𝑡, 𝑠T𝑡 = 𝐹 *

𝑡, 𝑠L𝑢T𝑡 + 𝐹 *
𝑡, 𝑠

𝜕T𝑡
𝜕𝑡

, (2.1.7)

êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â ðàâåíñòâå (2.1.7) ñèì-
âîë 𝜕T𝑡

𝜕𝑡 òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Ìû äàäèì ýòî ïîÿñíåíèå íà ñëó÷àé ñèìâîëà
𝜕u
𝜕𝑡 , ãäå 𝑢 : M𝑛×T → 𝑇M𝑛, à îáùèé ñëó÷àé ïîÿñíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè
âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîé ôóíêöèè, ïîäðàçóìåâàåòñÿ,
÷òî äðóãèå ïåðåìåííûå ýòîé ôóíêöèè ôèêñèðóþòñÿ. Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå ôèêñèðóåòñÿ ïåðåìåííàÿ 𝑋. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå
𝑢(𝑋, ·) : T → 𝑇M𝑛 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â îäíîì è òîì æå âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, 𝑇𝑋M𝑛, è âûðàæåíèå 𝑢(𝑋, 𝑡+ℎ)−𝑢(𝑋, 𝑡)

ℎ . Òåïåðü âûáåðåì
íà M𝑛 íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó g. Â òî÷êå 𝑋 îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â ñìûñëå ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè 𝑢(𝑋, 𝑡+ℎ)−𝑢(𝑋, 𝑡)

ℎ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó ïðè ℎ→ 0.
Ýòîò âåêòîð è åñòü 𝜕u

𝜕𝑡 , ïðè÷åì, åãî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò

âèä:
(︁
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡

)︁𝑛
𝑖=1

.

Ïîòîê 𝐹𝑡, 𝑠, ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì 𝑢 : (𝑋, 𝑡) ↦→ 𝑢(𝑋, 𝑡),
îïðåäåëÿåòñÿ òåì òðåáîâàíèåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì 𝑠 è äëÿ
ëþáîé òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛 îòîáðàæåíèå 𝑡 ↦→ 𝐹𝑡, 𝑠(𝑝) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé 𝑢, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑝 ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝑡 = 𝑠.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 𝑝 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (çäåñü (𝑉, 𝜓)
� êàðòà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó 𝑝):

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (𝑥1(𝑠), . . . , 𝑥𝑛(𝑠)) = 𝜓−1(𝑝).
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28∘. Ïðîèçâîäíîé Ëè îò òåíçîðíîãî ïîëÿ T, îïðåäåëåííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L îïðåäåëåí-
íûé ñëåäóþùèì îáðàçîì [37]:

L𝑢T𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
{𝐹 *

𝑡; 𝑠T𝑡}
⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑠

. (2.1.8)

Â îòëè÷èå îò (2.1.6), âíóòðè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòîèò T𝑡.
Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå àâòîíîìíóþ ïðîèçâîäíóþ Ëè ñ
îïåðàöèåé L [37]:

L𝑢T𝑡 =
𝜕T𝑡
𝜕𝑡

+L𝑢T𝑡. (2.1.9)

2. Дивергенция и теорема Гаусса

29∘. Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ àíàëèçà â äåêàðòîâîé êîîðäèíàòíîé ñè-
ñòåìå (𝑥𝑖) ïðîñòðàíñòâà E𝑚 äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢 = 𝑢𝑠𝑖𝑠 îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

div𝑢 = 𝜕𝑥𝑖𝑢
𝑖.

Áîëåå ñëîæíîå âûðàæåíèå äèâåðãåíöèÿ èìååò â êðèâîëèíåéíûõ êîîð-
äèíàòàõ (𝑦𝑖), ãäå â åå çàïèñè ïðèñóòñòâóþò ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ �
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëåé êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ,
ïîðîæäàåìûõ êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè. Åñëè èñïîëüçîâàòü ôîð-
ìóëó Ôîññà�Âåéëÿ 𝜕𝑘

√
𝑔 =

√
𝑔 Γ𝑠 · ··𝑠𝑘, ñâÿçûâàþùóþ ñèìâîëû Êðèñòîôôå-

ëÿ è ìåòðèêó, òî ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

div𝑢 =
1
√
𝑔
𝜕𝑦𝑠 (𝑢

𝑠√𝑔) ,

ãäå 𝑔 = detg. Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ â
ñèëó ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì è ñîîòâåòñòâó-
þùèì ôîðìóëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

30∘. Ïóñòü òåïåðü (M𝑛, [𝜇]) � íåêîòîðîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðà-
çèå ñ ôèêñèðîâàííîé ôîðìîé îáúåìà 𝜇 (ñì. Ãëàâà 3 ï. 91∘), à 𝑢 ∈ V𝑟(M𝑛)
� ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå. Îòîáðàæåíèå div𝜇𝑢 : M𝑛 → R, îïðåäåëÿåìîå
ðàâåíñòâîì

L𝑢𝜇 = (div𝜇𝑢)𝜇,
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íàçûâàåòñÿ дивергенцией векторного поля 𝑢. Çäåñü L𝑢𝜇 � ïðîèçâîäíàÿ
Ëè ôîðìû 𝜇 âäîëü ëîêàëüíîãî ïîòîêà 𝜙𝑡, ïîðîæäàåìîãî âåêòîðíûì ïî-
ëåì 𝑢, îïðåäåëÿåìàÿ â òî÷êå 𝑞 ∈ M𝑛 ðàâåíñòâîì [44]

[L𝑢𝜇]𝑞 := lim
𝑡→0

{(𝜙*
𝑡 )𝜇}𝑞 − 𝜇𝑞
𝑡

.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèâåðãåíöèè âèäíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñêîðîñòè èç-
ìåíåíèÿ ýëåìåíòà îáúåìà ïðè åãî äâèæåíèè âäîëü êðèâîé, ïîðîæäåííîé
ïîòîêîì.

Äëÿ çàäàííîé ôîðìû îáúåìà 𝜇 îòîáðàæåíèå div𝜇𝑢 îïðåäåëåíî åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [40]:

(i) Åñëè 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; R) è 𝑓(𝑝) ̸= 0 äëÿ âñåõ 𝑝 ∈ M𝑛, òî

div𝑓𝜇𝑢 = div𝜇𝑢+
L𝑢𝑓

𝑓
;

(ii) Åñëè 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; R), òî

div𝜇(𝑓𝑢) = 𝑓div𝜇𝑢+L𝑢𝑓.

Òî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé îáúåìà,
ïîä÷åðêèâàåòñÿ íèæíèì èíäåêñîì â div𝜇.

31∘. Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ Ëè è ôîðìó îáú-
åìà, ëèáî ÷åðåç êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Õîòÿ â ñëó÷àå åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà, òàê æå êàê è â ñëó÷àå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôîðìîé
îáúåìà

√
𝑔𝑑𝑥1∧ . . . 𝑑𝑥𝑛 è ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòû, îáà îïðåäåëåíèÿ äà-

þò îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå, â îáùåì ñëó÷àå, ýòî íå òàê: íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè Ñàà [45].

32∘. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñâåðòêè [40]. Ïóñòü M𝑛 � ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå, 𝑢 ∈ V0(M𝑛) � âåêòîðíîå ïîëå è 𝜔 ∈ F0

𝑘+1(M
𝑛). Çàäàäèì

𝑖𝑢𝜔 ∈ F0
𝑘 (M

𝑛) ðàâåíñòâîì

𝑖𝑢𝜔(𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) := 𝜔(𝑢, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘).

Åñëè 𝜔 ∈ F0
0 (M

𝑛), òî ïîëàãàåì 𝑖𝑢𝜔 = 0. Îáúåêò 𝑖𝑢𝜔 íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé
âåêòîðà 𝑢 è ôîðìû 𝜔.

Ñâîéñòâà ñâåðòêè óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [40].
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Ïóñòü 𝑖𝑢 : F0
𝑘 (M

𝑛) → F0
𝑘−1(M

𝑛), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Äëÿ ôîðì 𝛼 ∈
F𝑠
𝑘 (M

𝑛), 𝛽 ∈ F𝑠
𝑙 (M

𝑛) è 𝑓 ∈ F𝑠
0 (M

𝑛), ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(i) Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

𝑖𝑢(𝛼 + 𝛽) =𝑖𝑢(𝛼) + 𝑖𝑢(𝛽),

𝑖𝑢(𝑓𝛼) =𝑓𝑖𝑢(𝛼),

𝑖𝑢(𝛼 ∧ 𝛽) =(𝑖𝑢𝛼) ∧ 𝛽 + (−1)𝑘𝛼 ∧ (𝑖𝑢𝛽);

(ii) 𝑖𝑓𝑢𝛼 = 𝑓𝑖𝑢𝛼;
(iii) 𝑖𝑢𝑑𝑓 = L𝑢𝑓 ;
(iv) L𝑢𝛼 = 𝑖𝑢𝑑𝛼 + 𝑑𝑖𝑢𝛼;
(v) L𝑓𝑢𝛼 = 𝑓L𝑢𝛼 + 𝑑𝑓 ∧ 𝑖𝑢𝛼.
33∘. Ïðèâåäåì îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ãàóññà, ÿâëÿþùååñÿ

ïðîñòûì ñëåäñòâèåì èç ôîðìóëû Ñòîêñà [40].
Ïóñòü M𝑛 åñòü îðèåíòèðîâàííîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è

ïóñòü 𝑢 ∈ V𝑠(M𝑛) åñòü ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M𝑛 ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì. Ïóñòü 𝜇 � ãëàäêàÿ ôîðìà îáúåìà íà M𝑛. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî)∫︁

M𝑛

(div𝜇𝑢)𝜇 =

∫︁
𝜕M𝑛

𝑖𝑢𝜇. (2.2.1)

Ôîðìóëà Ãàóññà ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ñòîêñà è èç (iv) ñâîéñòâà ñâåðò-
êè 𝑖𝑢. Äåéñòâèòåëüíî,

(div𝜇𝑢)𝜇 = L𝑢𝜇 = 𝑑𝑖𝑢𝜇+ 𝑖𝑢𝑑𝜇 = 𝑑𝑖𝑢𝜇.

34∘. Äîïóñòèì, ÷òî âûáðàíà íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà g. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü 𝑛𝜕M𝑛 âäîëü 𝜕M𝑛

(ïîäìíîãîîáðàçèå ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ); M𝑛 è 𝜕M𝑛 ñíàáæåíû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè ôîðìàìè îáúåìà 𝜇M𝑛 è 𝜇𝜕M è ñîîòâåòñòâó-
þùèì èì ìåðàìè 𝑚M𝑛 è 𝑚𝜕M𝑛 (ñì. òåîðåìó Ðèññà [40, ñ.467]). Òîãäà
ôîðìóëà Ãàóññà ïðèìåò âèä:∫︁

M𝑛

(div𝜇𝑢)𝑑𝑚M𝑛 =

∫︁
𝜕M𝑛

g(𝑢, 𝑛𝜕M𝑛)𝑑𝑚𝜕M𝑛. (2.2.2)
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3. Теорема Рейнольдса

35∘. Â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà ïðè âûâîäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ðåéíîëüäñà (î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà
ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó). Ýòó òåîðåìó, ïî âèäèìîìó, âïåðâûå óñòàíîâèë
Ðåéíîëüäñ, à äîêàçàë åå Spielrein (ñì. ñíîñêó â [46, ñ.347]). Â ðàìêàõ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè ýòà òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå. Ïóñòü
B0 � ïîäìíîæåñòâî îòñ÷åòíîé ôîðìû òåëà, 𝜆𝑡 � ñåìåéñòâî äåôîðìàöèé
òåëà, ò.å. îòîáðàæåíèé èç îòñ÷åòíîé ôîðìû â àêòóàëüíóþ, à 𝑓 � ãëàä-
êàÿ ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò òî÷åê B0 è âðåìåíè. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝜆𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡) 𝑑𝑉 (𝑋) =

∫︁
𝜆𝑡(B0)

{︂
𝜕𝑓(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
+ div(𝑓𝑣)

}︂
𝑑𝑉 (𝑋).

Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ýòî ðàâåíñòâî âûâîäèòñÿ
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñïîñîáå, ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ, èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî íåïîäâèæíîìó îáúåìó. Âî âòîðîì
ñïîñîáå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæóùàÿñÿ îáëàñòü è âû÷èñëÿåòñÿ ïðèðàùå-
íèå åå îáúåìà.

36∘. ÏóñòüB � òåëî, P � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåííûå
îðèåíòèðóåìûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ñ ôîðìàìè îáúåìà 𝜇0 è 𝜇, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè âûáðàííîé îðèåíòàöèè. Êàê è â Ãëàâå 1, ïîä ÷àñòüþ òåëà
ïîíèìàåòñÿ ëþáîå 𝑛�ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå B ñ êðàåì. Ïóñòü {κ𝑡}𝑡∈T
� äâèæåíèå, à {𝜓𝑡, 𝑠}𝑡, 𝑠∈T � ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñåìåéñòâî ïîòîêîâ,
çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè. Äîïîëíèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå 𝜓𝑡, 𝑠
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 𝑇𝜓𝑡, 𝑠 ïåðåâîäèò ðåïåð, ñîãëàñî-
âàííûé ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà κ𝑠(B), â ðåïåð, ñîãëàñîâàííûé ñ
âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà κ𝑡(B). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííûõ [40]. Ôèêñèðóåì 𝑠 ∈ T. Ïóñòü
𝜔 � 𝑛�ôîðìà íà κ𝑠(B) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà 𝜓*

𝑡, 𝑠𝜔 èìååò êîì-
ïàêòíûé íîñèòåëü, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫︁

𝜓𝑡, 𝑠(κ𝑠(B))

𝜔 =

∫︁
κ𝑠(B)

𝜓*
𝑡, 𝑠𝜔. (2.3.1)
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ (2.3.1), (2.1.7), ëèíåéíîñòè5 𝜓*
𝑡, 𝑠, ñâîéñòâà

ïðîèçâîäíîé Ëè áûòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì6 è îïðåäåëåíèÿ äèâåðãåí-
öèè, ïðèâåäåííîãî â 30∘, ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâà-
íèè èíòåãðàëà ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó. Ïóñòü 𝑓 : P× T → R � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [40]

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝜓𝑡, 𝑠(κ𝑠(B0))

𝑓(𝑋, 𝑡)𝜇 =

∫︁
𝜓𝑡, 𝑠(κ𝑠(B0))

{︂
𝜕𝑓(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
+ div𝜇(𝑓𝑣)

}︂
𝜇,

ãäå 𝑣 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñêîðîñòü. Â ñèëó ðàâåíñòâà (2.1.1), ñôîðìóëè-
ðîâàííîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡)𝜇 =

∫︁
κ𝑡(B0)

{︂
𝜕𝑓(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
+ div𝜇(𝑓𝑣)

}︂
𝜇.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êîìïàêòíîì âèäå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè L, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (2.1.8), â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî 𝜇 íå çàâèñèò îò 𝑡:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡)𝜇 =

∫︁
κ𝑡(B0)

L(𝑓𝜇).

Â ñëó÷àå, êîãäà 𝑓 ðàâíî ïëîòíîñòè 𝜌, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëè-
ðîâêó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû:∫︁

κ𝑡(B0)

L(𝜌𝜇) = 0.

4. Связность на многообразии

4.1. Определение связности

37∘. ¾Áàøíè¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ X,Y ∈ M𝑛

ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿM𝑛 ïîñòðîåíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â ÷àñò-
5«Pullback» гладкого отображения многообразий является линейной операцией

на множестве внешних форм данного порядка, переводящей форму в форму того же
порядка, что и исходная [40, с. 354].

6В частности, для скалярнозначной функции 𝑓 : P → R и формы объема 𝜇
справедливо следующее равенство: L𝑢(𝑓𝜇) = (L𝑢𝑓)𝜇+ 𝑓L𝑢𝜇.
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íîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, èëè ñðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ ê ìíîãîîáðàçèþ M𝑛, ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ X, Y, íå îïðåäå-
ëåíû. Íåîáõîäèìî âíåøíåå ïðàâèëî, êîòîðîå äàåò ñïîñîá óñòàíîâèòü ñî-
îòâåòñòâèå ýëåìåíòîâ ¾áàøåí¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ â ðàçëè÷íûõ òî÷-
êàõ ìíîãîîáðàçèÿ, ñâÿçûâàåò èõ. Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ íà
ìíîãîîáðàçèè M𝑛.

Ñâÿçíîñòü íà ðàññëîåíèè 𝜋 : E → M𝑛 ìîæåò ââîäèòüñÿ ðàçëè÷-
íûì îáðàçîì. Ìû îïèøåì ïîäõîä, êîòîðîìó ñëåäóþò [42, 47�49]. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñ êàæäîé ãëàäêîé êðèâîé 𝜒 íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛 ñâÿçàíî
ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé (â ñîâîêóïíîñòè îíè ôîðìèðóþò ïðàâèëî ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü êðèâîé)

𝑆𝑠, 𝑡(𝜒) : E𝜒(𝑠) → E𝜒(𝑡),

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì:
(i) 𝑆𝑠, 𝑠(𝜒) = Id : E𝜒(𝑠) → E𝜒(𝑡);
(ii) 𝑆𝑡, 𝑘(𝜒) ∘ 𝑆𝑠, 𝑡(𝜒) = 𝑆𝑠, 𝑘(𝜒);
(iii) 𝑆𝑠, 𝑡(𝜒) ãëàäêî çàâèñèò îò 𝑠, 𝑡.
38∘. Ïî ïîâîäó ïðîèçâîëüíîñòè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (ïðîèçâîëü-

íîñòè 𝑆𝑠, 𝑡) ñäåëàåì òðè çàìå÷àíèÿ:
(i) Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñôåðó, âëîæåííóþ â òðåõìåðíîå åâêëèäî-

âî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà íàáëþäàòåëÿ, îäèí èç êîòîðûõ �
òðåõìåðíîå ñóùåñòâî, à äðóãîé � æèòåëü Ñôåðëàíäèè (ñì. [1], Ãëàâà 1,
Ââåäåíèå, è [50]). Ïóñòü èìååòñÿ âåêòîð, êàñàþùèéñÿ Ñåâåðíîãî ïîëþñà
ñôåðû. Ýòîò âåêòîð íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ïàðàëëåëüíî íà Þæíûé ïî-
ëþñ. Äâà íàáëþäàòåëÿ ïîíèìàþò ýòîò ïðîöåññ ïî�ðàçíîìó. Òðåõìåðíûé
íàáëþäàòåëü ïåðåíåñåò âåêòîð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî êîîðäèíàòû â
ãëîáàëüíîì êîîðäèíàòíîì ðåïåðå îñòàâàëèñü ïîñòîÿííûìè; Ñôåðëàíäåö
áóäåò ïåðåíîñèòü ýòîò âåêòîð ïî êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèàíó. Îòíîñèòåëüíî
áàçèñà ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò êîìïîíåíòû âåêòîðà îñòàíóòñÿ
ïîñòîÿííûìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî îáà ýòèõ ñïîñîáà äàþò ïðîòè-
âîïîëîæíî íàïðàâëåííûå âåêòîðû íà Þæíîì ïîëþñå. Òàêèì îáðàçîì,
ïðàâèë ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà îäíîì è òîì æå ìíîãîîáðàçèè ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî è ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ïðàâèëà ðàâíîïðàâ-
íû.

(ii) Ðàññìîòðèì íååâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ S = T × P, ãäå
P � ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà S çàäàíà ëîêàëüíî�
ëîðåíöåâà ñèñòåìà êîîðäèíàò è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðèñóòñòâóåò íàáëþ-
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äàòåëü. Îí ìîæåò ñðàâíèâàòü âåêòîðû è òåíçîðû â ñîñåäíèõ ñîáûòèÿõ,
ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñÿ èõ â â îäíî îáùåå ñîáûòèå. Ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ,
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå êîìïî-
íåíòû â ëîðåíöåâîé ñèñòåìå ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ òî÷íî òàê æå, êàê
åñëè áû îí íàõîäèëñÿ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè.

(iii) Âûáîð ïðàâèëà ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà äèêòóåòñÿ ôèçè÷åñêèìè
ñîîáðàæåíèÿìè, ÷òî áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì.

39∘. Ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ñå÷åíèÿ âäîëü êðèâîé (èíôèíèòåçèìàëüíóþ ñâÿçíîñòü)
[42, ñ. 375]. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ 𝜒 íà ìíîãîîáðàçèèM𝑛, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑝 ∈ M𝑛, ïðè÷åì, 𝜒(0) = 𝑝. Ïóñòü 𝑢 � êàñàòåëüíûé âåê-
òîð ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå 𝑝. Åñëè T � ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ 𝜋 : E → M𝑛

íàä 𝜒, òî

∇𝑢T :=
𝑑

𝑑𝑡
𝑆𝑡, 0(𝜒)T𝜒(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= lim
ℎ→0

𝑆ℎ, 0(𝜒)T𝜒(ℎ) −T𝜒(0)

ℎ
.

40∘. Ïðåäûäóùèé ïóíêò, âìåñòå ñ ðàññóæäåíèÿìè èç [42, ñ. 375], ïðè-
âîäèò ê ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå îïðåäåëåíèÿ.
Ëèíåéíàÿ (àôôèííàÿ) ñâÿçíîñòü ∇ ââîäèòñÿ êàê îòîáðàæåíèå (𝑟 > 1)

∇ : V𝑟(M𝑛)×V𝑟(M𝑛) → V𝑟−1(M𝑛), (𝑢, 𝑣) → ∇𝑢𝑣,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ V𝑟(M𝑛) : ∇𝑢+𝑣𝑤 = ∇𝑢𝑤 +∇𝑣𝑤;
(ii) ∀𝑢, 𝑣 ∈ V𝑟(M𝑛) ∀𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; R) : ∇𝑓𝑢𝑣 = 𝑓∇𝑢𝑣;
(iii) ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ V𝑟(M𝑛) : ∇𝑢(𝑣 + 𝑤) = ∇𝑢𝑣 +∇𝑢𝑤;
(iv) ∀𝑢, 𝑣 ∈ V𝑟(M𝑛) ∀𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; R) : ∇𝑢(𝑓𝑣) = 𝑓∇𝑢𝑣 + (𝑢𝑓)𝑣

� ïðàâèëî Ëåéáíèöà.
41∘. Â ôèêñèðîâàííîì ïîëå (íåãîëîíîìíûõ) ðåïåðîâ M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→

(𝑒𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 è ñîîòâåòñòâóþùåì åìó ïîëå êîðåïåðîâ M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝜗𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1

îòîáðàæåíèå ∇ îïðåäåëÿåòñÿ 𝑛3 äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè
Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = ⟨𝜗𝑖, ∇𝑒𝑗𝑒𝑘⟩ ∈ C𝑟(M𝑛; R). Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå î
ñóììèðîâàíèè ïî îäíîìó âåðõíåìó è îäíîìó íèæíåìó èíäåêñó. Ñóììè-
ðîâàíèå âåäåòñÿ îò 1 äî 𝑛 = dimM𝑛.

Замечание 18 . В силу того, что ∇𝜕𝑖𝜕𝑗 = Γ𝑘· ·
· 𝑖𝑗𝜕𝑘, для 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖, 𝑣 = 𝑣𝑗𝜕𝑗, имеем

следующее координатное представление ковариантной производной ∇𝑢𝑣:

∇𝑢𝑣 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑖

(︃
𝜕𝑖𝑣

𝑘 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑣𝑗Γ𝑘· ·
· 𝑖𝑗

)︃
𝜕𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑖∇𝑖𝑣
𝑘𝜕𝑘,



56 Ãë.2 Ìàòåðèàëüíûå ñâÿçíîñòè

где ∇𝑖𝑣
𝑘 = ⟨𝑑𝑥𝑘, ∇𝜕𝑖𝑣⟩.

Можно построить два вида смешанных тензоров, соответствующих двум разным
нотациям7:

(i) Нотация Гиббса. Вводится тензор ∇𝑣 = ∇𝑖𝑣
𝑘𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝜕𝑘. Тогда ∇𝑢𝑣 = 𝑢y∇𝑣.

(ii) Нотация Трусделла. Вводится тензор ∇𝑣 = ∇𝑖𝑣
𝑘𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑖. Тогда ∇𝑢𝑣 =

∇𝑣y𝑢.
Именно в последнем смысле мы понимаем символ ∇𝑣, т.е. в настоящей работе

∇𝑣 = ∇𝑖𝑣
𝑘𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑖. ♠

Â òîì æå ïîëå ðåïåðîâ è êîðåïåðîâ îïðåäåëÿþòñÿ 1�ôîðìû ñâÿçíîñòè
𝜔𝑖 ··𝑗 = Γ𝑖 · ··𝑘𝑗𝜗

𝑘. Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ∇𝑒𝑖𝑒𝑗 = ⟨𝜔𝑘 ·· 𝑗 , 𝑒𝑖⟩𝑒𝑘. Çàìåòèì,
÷òî êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàïèñàòü, êàê

∇ = Γ𝑖 · ··𝑗𝑘𝑒𝑖 ⊗ 𝜗𝑗 ⊗ 𝜗𝑘.

42∘. Ïîëó÷èì çàêîí èçìåíåíèÿ ôóíêöèé Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó
ïîëþ ðåïåðîâ. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Ω𝑖 ·

·𝑗 ∈ C𝑟(M𝑛; R) îïðåäåëÿþò ãëàä-
êîå ïîëå íåâûðîæäåííûõ 𝑛× 𝑛 ìàòðèö. Ýòîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ïîëå
ðåïåðîâ

M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑒′𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, 𝑒′𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå êîðåïåðîâ M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝜗′𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïîëå ñòàðûõ êîðåïåðîâ ñîîòíîøåíèåì 𝜗′𝑖 = f𝑖 ·

·𝑗𝜗
𝑗, ãäå [f𝑖 ·

·𝑗] = [Ω𝑖 ·
·𝑗]

−1.

7Названия этих нотаций не являются общепринятыми. Они мотивированы тем,
что существуют два представления оператора ∇ в евклидовом пространстве. Первое
представление восходит к Дж.У. Гиббс [51]. Оно заключается в определении ∇ как
символического вектора, ∇ = 𝑒𝑖𝜕𝑖, и использовании стандартных операций тензор-
ного произведения и свертки, например, ∇⊗ 𝑢, ∇·𝑢, для векторного поля 𝑢. Такой
подход используется во многих монографиях по механике, например, [33]. При вто-
ром представлении ∇ входит в состав знакосочетания, обозначающего производное
отображение. Так, производное отображение векторного поля 𝑢 : Ω → V, в точке
𝑃 ∈ Ω, где Ω ⊂ E — открыто, есть линейный оператор ∇𝑢(𝑃 ), такой, что при всех
ℎ ∈ V, для которых 𝑃 + ℎ ∈ Ω, справедливо равенство

𝑢(𝑃 + ℎ) = 𝑢(𝑃 ) +∇𝑢(𝑃 )[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖), при ℎ→ 0.

Определения такого вида использовались в работах школы рациональной механики
Трусделла, см., например, [52, 53]. Отметим, что в нотации Гиббса эта же запись
выглядит следующим образом:

𝑢(𝑃 + ℎ) = 𝑢(𝑃 ) + ℎ·∇ ⊗ 𝑢(𝑃 ) + 𝑜(‖ℎ‖), при ℎ→ 0.
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Íàêîíåö, ïóñòü 𝑒𝑖 = 𝐴𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑥𝑗 , ãäå (𝑥𝑖) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M𝑛.

Òîãäà

∇𝑒′𝑗
𝑒′𝑘 = ∇(Ω𝑠·

·𝑗𝑒𝑠)
(Ω𝑞 ·

·𝑘𝑒𝑞) = Ω𝑠 ·
·𝑗∇𝑒𝑠(Ω

𝑞 ·
·𝑘𝑒𝑞) = Ω𝑠 ·

·𝑗 {Ω
𝑞 ·
·𝑘∇𝑒𝑠𝑒𝑞 + 𝑒𝑠(Ω

𝑞 ·
·𝑘)𝑒𝑞} ,

îòêóäà, òàê êàê

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = ⟨𝜗′𝑖, ∇𝑒′𝑗

𝑒′𝑘⟩ = f𝑖 ·
·𝑚⟨𝜗𝑚, ∇𝑒′𝑗

𝑒′𝑘⟩, è 𝑒𝑠(Ω
𝑞 ·
·𝑗) = 𝐴𝑙 ·

·𝑠𝜕𝑥𝑙Ω
𝑞 ·
·𝑗,

ñëåäóåò

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = f𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗
{︀
Ω𝑞 ·

·𝑘⟨𝜗
𝑚, ∇𝑒𝑠𝑒𝑞⟩+ ⟨𝜗𝑚, 𝑒𝑞⟩𝐴𝑙 ·

·𝑠𝜕𝑥𝑙Ω
𝑞 ·
·𝑘
}︀
,

÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞 = ⟨𝜗𝑚, ∇𝑒𝑠𝑒𝑞⟩ è ⟨𝜗𝑚, 𝑒𝑞⟩ = 𝛿𝑚𝑞 , ïðèâîäèò ê

îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ:

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞f𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + 𝐴𝑙 ·

·𝑠f𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑥𝑙Ω

𝑚 ·
· 𝑘. (2.4.1)

Ôîðìóëà (2.4.1) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè â îáùåì ñëó-
÷àå: ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ íåãîëîíîìíûõ ðåïåðîâ ê ïîëþ íîâûõ íåãîëî-
íîìíûõ ðåïåðîâ. Åñëè èñõîäíîå ïîëå ðåïåðîâ � íàòóðàëüíîå, òî 𝐴𝑙 ·

·𝑠 = 𝛿𝑙𝑠,
è ñîîòíîøåíèå (2.4.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞f𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + f𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑥𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘. (2.4.2)

Åñëè îáà ïîëÿ ðåïåðîâ ïîðîæäàþòñÿ íåêîòîðûìè êîîðäèíàòíûìè ñè-
ñòåìàìè, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè âûçâàíî çàìåíîé êîîðäèíàò, òî

Ω𝑖 ·
·𝑗 =

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥′𝑗
, ãäå (𝑥𝑖) � ñòàðûå êîîðäèíàòû, (𝑥′𝑗) � íîâûå, òî ñîîòíîøå-

íèå (2.4.2) ïðèìåò âèä

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞
𝜕𝑥′𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑥𝑠

𝜕𝑥′𝑗
𝜕𝑥𝑞

𝜕𝑥′𝑘
+
𝜕𝑥′𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕2𝑥𝑚

𝜕𝑥′𝑗𝜕𝑥′𝑘
. (2.4.3)

Ôîðìóëà (2.4.1) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè, íå ÿâëÿþùå-
åñÿ ëèíåéíûì. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 íå ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòàìè
íèêàêîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ôèêñèðîâàííîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
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4.2. Метод подвижного репера

43∘. Ïðèâåäåì îáîáùåíèå ìåòîäà ïîäâèæíîãî ðåïåðà, ïðåäëîæåííî-
ãî Ýëè Êàðòàíîì [54, 55]. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Ðàññìîòðèì àôôèííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E𝑚, â êîòîðîì çà-
äàíû ãëîáàëüíûé äåêàðòîâ ðåïåð (𝑖𝑠)

𝑚
𝑠=1 è ïîëå ãëàäêèõ íåâûðîæäåííûõ

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 𝑃 ↦→ Ω𝑃 . Ïî íèì îïðåäåëèì ïîëå ðåïåðîâ
𝑃 ↦→ (𝑧𝑠|𝑃 )𝑚𝑠=1, ãäå 𝑧𝑠 = Ω(𝑖𝑠). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííîãî ïîëÿ ðå-
ïåðîâ, ââîäèòñÿ íîâàÿ ñâÿçíîñòü, îòëè÷íàÿ îò åâêëèäîâîé. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà Âàéöåí-
áîêà.

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛 çàäàíû íåêîòîðûå êîîðäèíàòû (ëîêàëü-
íûå). Îíè îïðåäåëÿþò ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1.
Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Ω𝑖 ·

·𝑗 ∈ C𝑟(M𝑛; R) îïðåäåëÿþò ãëàäêîå ïîëå íåâûðîæ-
äåííûõ 𝑛×𝑛 ìàòðèö. Íàðÿäó ñ ïîëåì êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ îïðåäåëèì
íîâîå ïîëå ðåïåðîâ ñîîòíîøåíèåì

M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑧𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, 𝑧𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗.

Äëÿ ïîëÿ êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ ñêîáêè Ëè ðàâíû íóëþ: [𝜕𝑖, 𝜕𝑗] = 0,
îäíàêî äëÿ ïîëÿ ðåïåðîâ (𝑧𝑖)

𝑛
𝑖=1 ñêîáêè Ëè îòëè÷íû îò íóëÿ, òî åñòü,

[𝑧𝑖, 𝑧𝑗] = −𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 ·𝑧𝑘, (2.4.4)

ãäå 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · � ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû (êîýôôèöèåíòû àíãîëîíîìèè).
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

[𝑓𝑢, 𝑔𝑣]𝑝 = 𝑓(𝑝)𝑔(𝑝)[𝑢, 𝑣]𝑝 + 𝑓(𝑝)𝑢𝑝(𝑔)𝑣𝑝 − 𝑔(𝑝)𝑣𝑝(𝑓)𝑢𝑝,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · ïðè ôèêñèðîâàííûõ 𝑖, 𝑗:

−𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · Ω𝑘 ·
·𝑚 = Ω𝑞·

·𝑖(𝜕𝑞Ω
𝑘 ·
· 𝑗)− Ω𝑞 ·

·𝑗(𝜕𝑞Ω
𝑘·
· 𝑖),

îòêóäà 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · = −f𝑘 ·
·𝑚{Ω

𝑞·
·𝑖(𝜕𝑞Ω

𝑚 ·
· 𝑗)−Ω𝑞 ·

·𝑗(𝜕𝑞Ω
𝑚·
· 𝑖)}, ãäå [f𝑖 ·

·𝑗] = [Ω𝑖 ·
·𝑗]

−1. Ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå 𝜕𝑖f𝑘 ·

· 𝑗 = −f𝑚 ·
· 𝑗(𝜕𝑖Ω

𝑞 ·
·𝑚)f𝑘 ·

· 𝑞, ïîëó÷àåì áîëåå
êîìïàêòíîå âûðàæåíèå äëÿ 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · :

𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · = Ω𝑚·
· 𝑖Ω

𝑞 ·
·𝑗(𝜕𝑚f

𝑘 ·
· 𝑞 − 𝜕𝑞f𝑘 ·

·𝑚).
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Äëÿ çàäàííîãî ïîëÿ ðåïåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå êî-
ðåïåðîâ (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 íàM

𝑛, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì ⟨𝜗𝑖, 𝑧𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗. Ïðè
ýòîì, 𝜗𝑖 = f𝑖 ·

·𝑗𝑑𝑥
𝑗.

Ïîëó÷èì äóàëüíîå ñîîòíîøåíèå (â òåðìèíàõ êîðåïåðîâ) äëÿ (2.4.4).
Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

𝑐𝑘· = 𝑑𝜗𝑘 = 𝑑(f𝑘 ·
· 𝑗𝑑𝑥

𝑗) =
∑︁
𝑖<𝑗

(︀
𝜕𝑖f𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗f𝑘·
· 𝑖
)︀
𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 =

=
1

2

(︀
𝜕𝑖f𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗f𝑘·
· 𝑖
)︀
𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì 𝑖, 𝑗, âñëåäñòâèå
÷åãî ïîñòàâëåí êîìïåíñèðóþùèé ìíîæèòåëü 1/2. Äàëåå,

𝑐𝑘· = 𝑑𝜗𝑘 =
1

2

(︀
𝜕𝑖f𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗f𝑘·
· 𝑖
)︀
𝛿𝑖𝑝𝛿

𝑗
𝑞𝑑𝑥

𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑞 =

=
1

2

(︀
𝜕𝑖f𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗f𝑘·
· 𝑖
)︀
Ω𝑖·

·𝑙f𝑙 ·
·𝑝Ω

𝑗 ·
·𝑠f𝑠 ·

·𝑞𝑑𝑥
𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑞 =

=
1

2
𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗

𝑝 ∧ 𝜗𝑞 =
∑︁
𝑝<𝑞

𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗
𝑝 ∧ 𝜗𝑞.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè èñêîìîå ñîîòíîøåíèå

𝑑𝜗𝑘 =
∑︁
𝑝<𝑞

𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗
𝑝 ∧ 𝜗𝑞. (2.4.5)

44∘. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè îêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïðè
ïåðåõîäå ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è
ïðè îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâ ñîâåðøåííî èíîé ãåîìåòðèè � Ðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâ Êàðòàíà.

Ïî âíåøíåìó âèäó çàâèñèìîñòè Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 íåâîçìîæíî âûÿñíèòü, êàêîé èç
ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü ïðî-
ñòðàíñòâà íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, óäîáíî èñïîëüçîâàòü òåíçîðíûå ïîëÿ
êðó÷åíèÿ

T : V𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛) → V𝑠−1(M𝑛),

êðèâèçíû

R : V𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛) → V𝑠−2(M𝑛),
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è íåìåòðè÷íîñòè

Q : V𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛) → C𝑠−1(M𝑛; R),

êîòîðûå ïðè çàäàííîé ìåòðèêå g ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ñâÿçíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿM𝑛. Ýòè ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

T(𝑢, 𝑣) =∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣]; (2.4.6)
R(𝑢, 𝑣, 𝑤) =∇𝑢∇𝑣𝑤 −∇𝑣∇𝑢𝑤 −∇[𝑢, 𝑣]𝑤; (2.4.7)
Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) =g(∇𝑢𝑣, 𝑤) + g(𝑣, ∇𝑢𝑤)− 𝑢[g(𝑣, 𝑤)]. (2.4.8)

Замечание 19 . Неметричность измеряет деформацию длин и углов при па-

раллельном переносе. Если неметричность равна нулю, то говорят, что связность

совместна с данной метрикой. ♠
Замечание 20 . Кручение является мерой отсутствия симметричности связно-

сти. Пусть (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 — поле координатных реперов на M𝑛. Тогда

T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] =

= 𝑢𝑖
(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝑣𝑗Γ𝑘· ·
· 𝑖𝑗
)︀
𝜕𝑘 − 𝑣𝑗

(︀
𝜕𝑗𝑢

𝑘 + 𝑢𝑖Γ𝑘 · ·
· 𝑗𝑖
)︀
𝜕𝑘 −

(︀
𝑢𝑖𝜕𝑖𝑣

𝑘 − 𝑣𝑗𝜕𝑗𝑢
𝑘
)︀
𝜕𝑘 =

= 𝑢𝑖𝑣𝑗
(︀
Γ𝑘· ·

· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·
· 𝑗𝑖
)︀
𝜕𝑘,

откуда следует, что8 T =
(︀
Γ𝑘· ·

· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·
· 𝑗𝑖
)︀
𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗. Это значит, что T = 0 в том и

только в том случае, когда Γ𝑘· ·
· 𝑖𝑗 = Γ𝑘 · ·

· 𝑗𝑖, при всех 𝑖, 𝑗, 𝑘.
Приведем механическую интерпретацию кручения. ПустьB — тело. Любая связ-

ность ∇ на нем называется материальной. Пусть физическое пространство евкли-
дово. Справедлива теорема, сформулированная и доказанная в [53]: простое связное

материально–единообразное тело является однородным9 в том и только в том

случае, когда оно имеет симметричную материальную связность. Иначе говоря,
кручение материальной связности тождественно равна нулю. Поэтому оно является
мерой неоднородности; в работе [53] кручение называется неоднородностью матери-
альной связности.

Другая интерпретация тензора кручения материальной связности заключается
в том, что им полностью определяется тензор плотности дислокаций 𝛼 [56]. В ком-
понентах (относительно координатного базиса) он имеет вид [53]:

𝛼 = 𝛼𝜅𝜏
· ·𝜕𝜅 ⊗ 𝜕𝜏 , 𝛼𝜅𝜏

· · =
1

2
𝑇 𝜅 · ·

·𝛾𝛿 𝜖
𝜏𝛾𝛿
· · · ,

8Таким образом, компоненты тензора кручения равны 𝑇 𝑘· ·
· 𝑖𝑗 = Γ𝑘· ·

· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·
· 𝑗𝑖. В ли-

тературе (см., например, [53]) встречается и другое определение тензора кручения,
𝑇 𝑘· ·

· 𝑖𝑗 = Γ𝑘 ·
· [𝑖 𝑗] =

1
2

(︀
Γ𝑘· ·

· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·
· 𝑗𝑖
)︀
.

9Простое тело называется однородным, если его функционал отклика зависит
только от локальной отсчетной конфигурации.
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где 𝑇 𝜅 · ·
·𝛾𝛿 — компоненты тензора кручения, 𝜖𝜏𝛾𝛿· · · =

√
𝐺𝜀𝜏𝛾𝛿· · · , а 𝜀

𝜏𝛾𝛿
· · · — альтернатор. Связь

тензоров кручения и плотности дислокаций была установлена в пионерских работах

по теории дислокаций, см., например, [57]. ♠
Çàäàííûå ïîëÿ (2.4.6)�(2.4.8) îïðåäåëÿþò ñâÿçíîñòü ïî ôîðìóëå [58]:

2Γ𝑖𝑗𝑘 = 2Γ𝑚 · ·
· 𝑗𝑘𝑔𝑚𝑘 =𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘+

+𝑇𝑖𝑗𝑘 − 𝑇𝑗𝑘𝑖 + 𝑇𝑘𝑖𝑗+ (2.4.9)
+𝑄𝑖𝑗𝑘 +𝑄𝑗𝑘𝑖 −𝑄𝑘𝑖𝑗.

45∘. Ñîîòíîøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñâÿçíîñòü, êðèâèçíó, êðó÷åíèå è
íåìåòðè÷íîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôîðì:

𝑇 𝑖 = 𝑑𝜗𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗,
𝑅𝑖 ·

·𝑗 = 𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 ,

ãäå 𝑇 𝑖 � ôîðìà êðó÷åíèÿ, 𝑅𝑖 ·
·𝑗 � ôîðìà êðèâèçíû:

T = 𝑒𝑖 ⊗ 𝑇 𝑖, R = 𝑒𝑖 ⊗ 𝜗𝑗 ⊗𝑅𝑖 ·
·𝑗 .

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå 𝑑𝜗𝑖 ̸= 0, òàê êàê 𝜗𝑖 ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì
íåãîëîíîìíîãî ïîëÿ êîðåïåðîâ.

Замечание 21 . В двумерном случае кривизна полностью определяется скаляр-
ной кривизной (скаляром Риччи) — следом тензора Риччи:

𝑅𝑖𝑐 = 𝑅𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗,

где 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑘· · ·
· 𝑖𝑘𝑗 .

Для заданного поля реперов {𝜗1, 𝜗2} определена одна ненулевая 1–форма связ-
ности 𝜔1 ·

·2, одна ненулевая 2–форма кривизны 𝑅1 ·
·2 и две 2–формы кручения:

𝑇 1 = 𝑑𝜗1 + 𝜔1 ·
·2 ∧ 𝜗2,

𝑇 2 = 𝑑𝜗2 − 𝜔1 ·
·2 ∧ 𝜗1.

♠
Ââåäåííûå ôîðìû óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì Áèàíêè:

𝑑𝑇 𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝑇 𝑘 = 𝑅𝑖 ·
·𝑘 ∧ 𝜗𝑘,

𝑑𝑅𝑖 ·
·𝑗 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧𝑅𝑘 ·

· 𝑗 = 𝑅𝑖 ·
·𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 .

46∘. Ìíîãîîáðàçèå M𝑛 âìåñòå ñ çàäàííûìè íà íåì ìåòðèêîé g è
ñâÿçíîñòüþ ∇ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó (M𝑛, g, ∇) �
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àôôèííî�ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäîáíûå îáîáùåíèÿ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ âïåðâûå âîçíèêëè â ðàáîòàõ Ãàóññà, Ðèìàíà, Ëîáà÷åâñêîãî,
Áîëüÿè, à â XX âåêå ðàçâèòû â ðàáîòàõ Ëåâè�×èâèòû [59], Êàðòàíà [60],
Âàéöåíáîêà [61]. Óäîáíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ:

R T Q Пространство Где используется
∙ ∙ ∙ àôôèííî�ìåòðè÷åñêîå îáùèé ñëó÷àé

íåñîâìåñòíûõ äåôîðìàöèé
∙ ∙ ∘ Ðèìàíà �Êàðòàíà ÎÒÎ (Ýéíøòåéí �Êàðòàí)
∙ ∘ ∙ Ðèìàíà �Âåéëÿ íåëèíåéíàÿ òåðìîóïðóãîñòü
∙ ∘ ∘ Ðèìàíà ÎÒÎ (Ýéíøòåéí)
∘ ∙ ∙ Âåéëÿ �Êàðòàíà êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè

ãðàâèòàöèè
∘ ∙ ∘ Âàéöåíáîêà êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ

äèñëîêàöèé
∘ ∘ ∙ Âåéëÿ êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ

ïîðèñòûõ ñðåä
∘ ∘ ∘ Åâêëèäà ìåõàíèêà Íüþòîíà

Â òàáëèöå ñèìâîë ∙ îçíà÷àåò ïîëå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, à ∘ � ïîëå, òîæäå-
ñòâåííî ðàâíîå íóëþ.

Замечание 22 . Имеются альтернативные классификации аффинно-метричес-

ких пространств, см., например, [62]. ♠
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Q = 0, òî åñòü, êîãäà ñâÿçíîñòü è ìåòðèêà

ñîãëàñîâàíû, âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 0, äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢, 𝑣, 𝑤 èç V𝑠(M𝑛):

g(∇𝑢𝑣, 𝑤) + g(𝑣, ∇𝑢𝑤)− 𝑢[g(𝑣, 𝑤)] = 0. (2.4.10)

4.3. Пространства Римана и Вайценбока

47∘. Äàäèì íîâûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè, êîòîðûé îïèðà-
åòñÿ íà èäåþ ìàòåðèàëüíîãî åäèíîîáðàçèÿ (ìàòåðèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü,
Â. Íîëë). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ãëàäêîå ïîëå íåâûðîæäåííûõ 𝑛×𝑛
ìàòðèö, îïðåäåëÿåìîå îòîáðàæåíèÿìè Ω𝑖 ·

·𝑗 ∈ C𝑟(M𝑛; R). Ýòîìó ïîëþ
ñîîòâåòñòâóåò ïîëå ðåïåðîâ

M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑧𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, 𝑧𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗.
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Áóäåì èñêàòü òàêóþ ñâÿçíîñòü ∇, ÷òîáû äëÿ âåêòîðîâ ýòîãî ðåïåðà âû-
ïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

∇𝑧𝑖𝑧𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Î òàêîé ñâÿçíîñòè ãîâîðÿò, ÷òî îíà óñòàíàâëèâàåò àáñîëþòíûé ïàðàë-
ëåëèçì. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè îòíîñèòåëüíî äàííîãî ðåïåðà ðàâíû
íóëþ: Γ′𝑖 · ·

·𝑗𝑘 = 0. Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (2.4.2), îïðåäåëÿþùóþ ïðå-
îáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ ãîëîíîìíûõ ðåïåðîâ ê ïîëþ
íîâûõ íåãîëîíîìíûõ ðåïåðîâ. Ïîýòîìó, èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíî-
ñòè â ãîëîíîìíîì ðåïåðå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞f𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + f𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘 = 0.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà Ω𝑜·
· 𝑖f

𝑗·
· 𝑙f𝑘 ·

· 𝑟 è ïðîñóììèðóåì ïî 𝑖, 𝑗, 𝑘.
Ýòî äàñò íàì óðàâíåíèå Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞𝛿
𝑜
𝑚𝛿

𝑠
𝑙 𝛿
𝑞
𝑟+𝛿

𝑜
𝑚𝛿

𝑠
𝑙f𝑘 ·

· 𝑟𝜕𝑠Ω
𝑚 ·
· 𝑘 = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèå
Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞 = −f𝑘 ·
· 𝑞𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü:

Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞 = −f𝑘 ·

· 𝑞𝜕𝑠Ω
𝑚 ·
· 𝑘 = −f𝑘 ·

· 𝑞𝜕𝑠Ω
𝑟 ·
·𝑘𝛿

𝑚
𝑟 = −f𝑘 ·

· 𝑞𝜕𝑠Ω
𝑟 ·
·𝑘f𝑖 ·

·𝑟Ω
𝑚·
· 𝑖,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 𝜕𝑖f𝑘 ·
· 𝑗 = −f𝑚 ·

· 𝑗(𝜕𝑖Ω
𝑞 ·
·𝑚)f𝑘 ·

· 𝑞, ïîëó÷àåì

Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = Ω𝑘 ·
·𝑚𝜕𝑖f𝑚 ·

· 𝑗. (2.4.11)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî èñïîëüçîâàëîñü Êð¼íåðîì â ðàáî-
òå [57]. Ïðè ýòîì Ω𝑘 ·

·𝑚 ñîîòâåòñòâóåò äèñòîðñèè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

48∘. Ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â íåì T = 0,
Q = 0. Èç óðàâíåíèÿ (2.4.10), ïóòåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè âåêòîðîâ
𝑢, 𝑣, 𝑤 ïîëó÷àåì åùå äâà óðàâíåíèÿ. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ è âû÷èòàíèè
èç íèõ òðåòüåãî, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

{g(∇𝑢𝑣, 𝑤) + g(∇𝑣𝑢, 𝑤)}+
+ {g(∇𝑢𝑤, 𝑣)− g(∇𝑤𝑢, 𝑣)}+ {g(∇𝑣𝑤, 𝑢)− g(∇𝑤𝑣, 𝑢)} =

= 𝑢[g(𝑣, 𝑤)] + 𝑣[g(𝑢, 𝑤)]− 𝑤[g(𝑢, 𝑣)]. (2.4.12)
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Èç ðàâåíñòâà T = 0 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå10 ∇𝑢𝑣 = ∇𝑣𝑢+[𝑢, 𝑣]. Èñïîëüçóÿ
åãî, èç (2.4.12) ïîëó÷àåì

2g(∇𝑢𝑣, 𝑤)− g([𝑢, 𝑣], 𝑤) + g([𝑢, 𝑤], 𝑣) + g([𝑣, 𝑤], 𝑢) =

= 𝑢[g(𝑣, 𝑤)] + 𝑣[g(𝑢, 𝑤)]− 𝑤[g(𝑢, 𝑣)]. (2.4.13)

Êàê â ïóíêòå âûøå, ðàññìîòðèì ïîëå ðåïåðîâ

M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑧𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, 𝑧𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗, det[Ω𝑗 ·

·𝑖] ̸= 0,

äëÿ êîòîðûõ [𝑧𝑖, 𝑧𝑗] = −𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · 𝑧𝑚. Ïîëàãàÿ 𝑢 = 𝑧𝑖, 𝑣 = 𝑧𝑗, 𝑤 = 𝑧𝑘, èç (2.4.13)
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðîâ íåãîëîíîìíîãî ðåïåðà:

2g(∇𝑧𝑖𝑧𝑗, 𝑧𝑘) + 𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · g(𝑧𝑚, 𝑧𝑘)− 𝑐· · 𝑙𝑖𝑘·g(𝑧𝑙, 𝑧𝑗)− 𝑐 · · 𝑞𝑗𝑘 ·g(𝑧𝑞, 𝑧𝑖) =

= 𝑧𝑖[g(𝑧𝑗, 𝑧𝑘)] + 𝑧𝑗[g(𝑧𝑖, 𝑧𝑘)]− 𝑧𝑘[g(𝑧𝑖, 𝑧𝑗)]. (2.4.14)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Ïóñòü Ω𝑗 ·
·𝑖 = 𝛿𝑗𝑖 ,

[𝑧𝑖, 𝑧𝑗] = [𝜕𝑖, 𝜕𝑗] = 0. Îáîçíà÷àÿ 𝑔𝑖𝑗 = g(𝜕𝑖, 𝜕𝑗) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
∇𝜕𝑖𝜕𝑗 = Γ𝑚· ·

· 𝑖𝑗𝜕𝑚, èç (2.4.14) ïîëó÷àåì

2𝑔𝑘𝑚Γ
𝑚· ·
· 𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗.

Òàê êàê Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 𝛿𝑘𝑚Γ
𝑚· ·
· 𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑙𝑔𝑙𝑚Γ

𝑚· ·
· 𝑖𝑗, òî ïðèõîäèì ê ñâÿçíîñòè Ëåâè�

×èâèòû:

Γ = Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗, Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 =
𝑔𝑘𝑙

2
(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝑔𝑖𝑗) . (2.4.15)

Замечание 23 . В Главе 2 работы [1] была установлена формула для C♭:

C♭ = 𝑔𝑖𝑗
𝜕κ𝑖

𝜕X𝛼

𝜕κ𝑗

𝜕X𝛽
𝑑X𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽,

где C = FTF — правый тензор Коши–Грина, соответствующий конфигурации κ,
(X𝛼) — локальные координаты на теле, g — риманова метрика физического про-
странства. При этом, как было показано (см. также [37]), справедливо равенство:

C♭ = κ*g.

10В частном случае, для поля координатных реперов (𝜕𝑖) имеем ∇𝜕𝑖𝜕𝑗 = ∇𝜕𝑗𝜕𝑖.
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Как отмечалось в работе [53] на преобразование (X𝛼) ↦→ (𝑋𝑘), порождаемое конфи-
гурацией κ, можно смотреть как на переход от материальным координатам на теле
к новым координатам11. При этом, тело снабжается римановой метрикой, равной C♭.

Пусть ̃︀∇ — связность Леви–Чивиты на теле B, порожденная метрикой C♭. Ее

кручение и неметричность равны нулю, а кривизна есть κ*R. Если физическое про-

странство было евклидово, то кривизна связности равна нулю [37] и мы получаем,

что аффинно–метрическое пространство (B, C♭, ̃︀∇) — евклидово. Это необходимое

условие, которому должна удовлетворять конфигурация тела в евклидово физиче-

ское пространство. Вместе с тем, справедливо обратное условие, но только локаль-

но [37]. Если на B задано симметричное положительно определенное тензорное поле

C = 𝐶𝛼𝛽𝑑X
𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽, такое, что по отношению к нему тензор кривизны равен нулю,

то для каждой точки X0 ∈ B найдутся такая ее окрестность U и такое вложение

κ : U →E, что по отношению к κ тензор C1♯ — правый тензор Коши–Грина. ♠
49∘. Ëþáàÿ ñâÿçíîñòü, ñîâìåñòèìàÿ ñ äàííîé ìåòðèêîé g (òî åñòü,

Q ≡ 0), ñâÿçàíà ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòû ôîðìóëîé:

∇ = ∇𝑐 − K, (2.4.16)

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç (2.4.9). Â íåé K � òåíçîð êîíòîðñèè, êîòîðûé èìååò
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå:

𝐾 𝑖 · ·
·𝑗𝑘 =

1

2
(−𝑇 𝑖 · ··𝑗𝑘 − 𝑇 · 𝑖 ·

𝑘·𝑗 + 𝑇 · · 𝑖
𝑗𝑘· ). (2.4.17)

Çäåñü 𝑇 𝑖 · ··𝑗𝑘 � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ, êîòîðûå â êîîðäèíàòíîì
ðåïåðå ðàâíû

𝑇 𝑖 · ··𝑗𝑘 = Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 − Γ𝑖 · ··𝑘𝑗.

Êðîìå òîãî, 𝑇 · 𝑖 ·
𝑘·𝑗 = 𝑔𝑘𝑙𝑔

𝑖𝑠𝑇 𝑙 · ··𝑠𝑗 , 𝑇
· · 𝑖
𝑗𝑘· = 𝑔𝑗𝑙𝑔

𝑖𝑠𝑇 𝑙 · ··𝑘𝑠 .
50∘. Ïðîñòðàíñòâó ñ àáñîëþòíûì ïàðàëëåëèçìîì ìîæåò áûòü åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà ñî
ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìåòðèêà â îáåèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñîâïàäàåò, à ñâÿçíîñòè â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ çà-
äàþò îïåðàòîðû, ñîâïàäàþùèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà. Ýòî äåëàåòñÿ
çà ñ÷åò ââåäåíèÿ îñîáîé ìåòðèêè.

11В работе [53] также отмечалось, что при рассмотрении таких преобразований
нужно соблюдать осторожность, называя их преобразованиями координат. Строго
говоря, это не преобразование координат, соответствующее различным математиче-
ским описаниям одного и того же объекта. В данном случае объекты разные, ибо
тело рассматривается как отдельная сущность, «воплощаемая» в физическом про-
странстве посредством конфигураций.
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Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå ïîëå íåâûðîæäåííûõ 𝑛×𝑛 ìàòðèö (Ω𝑖 ·
·𝑗), Ω

𝑖 ·
·𝑗 ∈

C𝑟(M𝑛; R), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëå ðåïåðîâ íà M𝑛:

(𝑧𝑖)
𝑛
𝑖=1, 𝑧𝑖 = Ω𝑗 ·

·𝑖𝜕𝑗.

Ýòîìó ðåïåðó ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíîñòü Âàéöåíáîêà ∇:
∇𝑧𝑖𝑧𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé â ðåïåðå (𝜕𝑖) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.4.11).
Îïðåäåëèì íîâóþ ìåòðèêó g* ïðîñòðàíñòâà Âàéöåíáîêà (M𝑛, ∇) ôîð-
ìóëîé

g*(𝑢, 𝑣) = g(K𝑢, K𝑣), (2.4.18)

ãäå12 K = 𝜕𝑠 ⊗ 𝑧𝑠 = f𝑠 ·
·𝑘𝜕𝑠 ⊗ 𝑑𝑥𝑘 � èìïëàíò (ïî Ìîæåíó, [36]). Ýòîé

ìåòðèêå ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòû∇*. Ñîãëàñíî Íîëëó, ðàç-
íîñòü ∇−∇* îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïîâîðîòîì âåêòîðîâ ðåïåðà è çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëà îòêëèêà äëÿ ïðîñòîãî ìàòåðèàëà íå ðàçëè÷àþòñÿ íà ýòèõ
ñâÿçíîñòÿõ. Â. Íîëë íàçûâàåò ðàçíîñòü∇−∇* êîíòîðñèåéK [63]. ×òîáû
îòëè÷èòü åå îò òåíçîðà K, ââåäåííîãî ðàíåå, áóäåì ãîâîðèòü î конторсии

по Ноллу.
51∘. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü (E3, V3) � òðåõìåðíîå àôôèííî�

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦, 𝑥3 = 𝑧 � äåêàðòîâû êîîðäèíà-
òû; 𝑖1 = 𝑖, 𝑖2 = 𝑗, 𝑖3 = 𝑘 � îðòû äåêàðòîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Îíè
îïðåäåëÿþò ïîëå ðåïåðîâ, ïîëó÷àåìûõ ñäâèãîì (òðàíñëÿöèåé). Êîðåïå-
ðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïî (íåêàíîíè÷åñêîìó) èçîìîðôèçìó (V3)* ∼= V3,
òî åñòü, 𝑖1 ↔ 𝑖1, 𝑖

2 ↔ 𝑖2, 𝑖
3 ↔ 𝑖3. Ïîëîæåíèå òî÷êè â (E3, V3) îïðåäå-

ëÿåòñÿ âåêòîðîì ìåñòà X(𝑝) = 𝑖𝑥+ 𝑗𝑦 + 𝑘𝑧.
(i) Çàäàäèì â (E3, V3) ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿìè

𝑥 = 𝑟 cos𝜙 sin 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃,

ãäå 𝑟 = 𝑞1, 𝜃 = 𝑞2, 𝜙 = 𝑞3 � íîâûå (ñôåðè÷åñêèå) êîîðäèíàòû. Ïîëî-
æåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 𝑥 = 𝑖𝑘𝑥

𝑘(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3). Â òî÷êàõ
ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíî ïîëå ëîêàëüíûõ áàçèñîâ (𝑒𝑠)

3
𝑠=1:

𝑒𝑠 =
𝜕𝑥
𝜕𝑞𝑠 , âåêòîðû êîòîðîãî îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè

𝑒1 = 𝑒𝑟 = 𝑖 cos𝜙 sin 𝜃 + 𝑗 sin𝜙 sin 𝜃 + 𝑘 cos 𝜃,

𝑒2 = 𝑒𝜃 = 𝑖𝑟 cos𝜙 cos 𝜃 + 𝑗𝑟 sin𝜙 cos 𝜃 − 𝑘𝑟 sin 𝜃,

𝑒3 = 𝑒𝜙 = −𝑖𝑟 sin𝜙 sin 𝜃 + 𝑗𝑟 cos𝜙 sin 𝜃.

12Отметим, что g*(𝑧𝑖, 𝑧𝑗) = g(𝜕𝑖, 𝜕𝑗).
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Ïðåîáðàçîâàíèå 𝑖𝑘 ↦→ 𝑒𝑠 çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì Ω, à îáðàòíîå ê íåìó �
îïåðàòîðîì f, êîòîðûå â ïàðå áàçèñîâ (𝑖)3𝑖=1, (𝑒𝑖)

3
𝑖=1 èìåþò ðàçëîæåíèÿ

Ω = 𝑒𝑠 ⊗ 𝑖𝑠 = Ω𝑖 ·
·𝑗𝑖𝑖 ⊗ 𝑖𝑗, f = 𝑖𝑠 ⊗ 𝑒𝑠 = f𝑖 ·

·𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå,

[Ω𝑖 ·
·𝑗] =

⎛⎝cos𝜙 sin 𝜃 𝑟 cos𝜙 cos 𝜃 −𝑟 sin𝜙 sin 𝜃
sin𝜙 sin 𝜃 𝑟 sin𝜙 cos 𝜃 𝑟 cos𝜙 sin 𝜃

cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃 0

⎞⎠ ,

[f𝑖 ·
·𝑗] =

⎛⎝ cos𝜙 sin 𝜃 sin𝜙 sin 𝜃 cos 𝜃
𝑟−1 cos𝜙 cos 𝜃 𝑟−1 sin𝜙 cos 𝜃 −𝑟−1 sin 𝜃

− sin𝜙
𝑟 sin 𝜃

cos𝜙
𝑟 sin 𝜃 0

⎞⎠ .

Ïðèìåì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ áàçèñ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
è ìàòðèöó [f𝑖 ·

·𝑗], êîòîðóþ ðàññìàòðèâàåì êàê ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ îò
ðåïåðà ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû ê íîâîìó, ÿâëÿþùåìóñÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íûì ðåïåðîì (𝑖𝑠)

3
𝑠=1. Íàéäåì ñâÿçíîñòü, óñòàíàâëèâàþùóþ àáñîëþòíûé

ïàðàëëåëèçì äëÿ ðåïåðà (𝑖𝑠)
3
𝑠=1. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

Âàéöåíáîêà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå (2.4.11), â êî-
òîðîé íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñèìâîëû Ω è f, à ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî 𝑟, 𝜃, 𝜙, äàåò (ïðèâåäåíû íåíóëåâûå âûðàæåíèÿ)

Γ1 · ·
·22 = −𝑟, Γ1 · ·

·33 = −𝑟 sin2 𝜃, Γ2 · ·
·12 = Γ2 · ·

·21 =
1

𝑟
,

Γ2 · ·
·33 = − sin 𝜃 cos 𝜃, Γ3 · ·

·23 = Γ3 · ·
·32 = cot 𝜃, Γ3 · ·

·13 = Γ3 · ·
·31 =

1

𝑟
.

Ýòî � èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè â
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü Âàé-
öåíáîêà, óñòàíàâëèâàþùàÿ àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì äëÿ ïîëÿ (𝑖𝑠)

3
𝑠=1,

ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé. Êðó÷åíèå T, êðèâèçíà R è íåìåòðè÷íîñòü Q,
åñòåñòâåííî, ðàâíû íóëþ.

Íîðìèðîâàííûé ñôåðè÷åñêèé áàçèñ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

𝑒⟨1⟩ = 𝑒⟨𝑟⟩ = 𝑖 cos𝜙 sin 𝜃 + 𝑗 sin𝜙 sin 𝜃 + 𝑘 cos 𝜃 = 𝑒𝑟,

𝑒⟨2⟩ = 𝑒⟨𝜃⟩ = 𝑖 cos𝜙 cos 𝜃 + 𝑗 sin𝜙 cos 𝜃 − 𝑘 sin 𝜃 =
1

𝑟
𝑒𝜃,

𝑒⟨3⟩ = 𝑒⟨𝜙⟩ = −𝑖 sin𝜙+ 𝑗 cos𝜙 =
1

𝑟 sin 𝜃
𝑒𝜙.
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Ïðåîáðàçîâàíèå 𝑒𝑘 ↦→ 𝑒⟨𝑠⟩ çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì Ω, à îáðàòíîå ê íåìó
� îïåðàòîðîì f, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Ω = 𝑒⟨𝑠⟩ ⊗ 𝑒𝑠 = Ω𝑖 ·
·𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗, f = 𝑒𝑠 ⊗ 𝑒⟨𝑠⟩ = f𝑖 ·

·𝑗𝑒⟨𝑖⟩ ⊗ 𝑒⟨𝑗⟩.

Çäåñü

[Ω𝑖 ·
·𝑗] = diag

{︀
1, 𝑟−1, (𝑟 sin 𝜃)−1

}︀
, [f𝑖 ·

·𝑗] = diag {1, 𝑟, 𝑟 sin 𝜃} .

Ïðèìåì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïîëå ðåïåðîâ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò è ìàòðèöó [Ω𝑖 ·

·𝑗], êîòîðóþ ðàññìàòðèâàåì êàê ìàòðèöó ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îò ïîëÿ ðåïåðîâ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû ê íîâîìó, ÿâëÿþùåìóñÿ
ïîëåì ðåïåðîâ (𝑒⟨𝑠⟩)

3
𝑠=1. Íàéäåì ñâÿçíîñòü, óñòàíàâëèâàþùóþ àáñîëþò-

íûé ïàðàëëåëèçì äëÿ ïîëÿ ðåïåðîâ (𝑒⟨𝑠⟩)
3
𝑠=1. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåí-

òîâ ñâÿçíîñòè Âàéöåíáîêà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ôîðìó-
ëå (2.4.11), äàåò (ïðèâåäåíû íåíóëåâûå âûðàæåíèÿ)

Γ2 · ·
·12 =

1

𝑟
, Γ3 · ·

·13 =
1

𝑟
, Γ3 · ·

·23 = cot 𝜃.

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ èìåþò âèä:

𝑇 2 · ·
·12 = −𝑇 2 · ·

·21 =
1

𝑟
, 𝑇 3 · ·

·13 = −𝑇 3 · ·
·31 =

1

𝑟
, 𝑇 3 · ·

·23 = −𝑇 3 · ·
·32 = cot 𝜃.

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðèâèçíû R è íåìåòðè÷íîñòè Q ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, E3 âìåñòå ñ ïîñòðîåííîé ñâÿçíîñòüþ ∇ îáðàçóåò ïðî-
ñòðàíñòâî Âàéöåíáîêà ñ íåòðèâèàëüíûì êðó÷åíèåì. Ñâÿçíîñòü Âàéöåí-
áîêà ñîâìåñòíà ñ äàííîé ìåòðèêîé g, ïîýòîìó ìû ìîæåì âû÷èñëèòü åå
êîíòîðñèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ îòêëîíåíèå íîâîé ñâÿçíîñòè îò ñâÿçíîñòè
Ëåâè�×èâèòû â äàííîé ìåòðèêå. Ñîãëàñíî (2.4.17), èìååì

K = −𝑟𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝜃 ⊗ 𝑒𝜃 − 𝑟 sin2 𝜃𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝜙 ⊗ 𝑒𝜙+

+
1

𝑟
𝑒𝜃⊗𝑒𝜃⊗𝑒𝑟−sin 𝜃 cos 𝜃𝑒𝜃⊗𝑒𝜙⊗𝑒𝜙+

1

𝑟
𝑒𝜙⊗𝑒𝜙⊗𝑒𝑟+cot 𝜃𝑒𝜙⊗𝑒𝜙⊗𝑒𝜃.

(ii) Çàäàäèì â (E3, V3) öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè

𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑧 = 𝜉,
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ãäå 𝑟 = 𝑞1, 𝜙 = 𝑞2, 𝜉 = 𝑞3 � íîâûå (öèëèíäðè÷åñêèå) êîîðäèíàòû. Âåê-
òîðû ëîêàëüíîãî áàçèñà îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè

𝑒1 = 𝑒𝑟 = 𝑖 cos𝜙+ 𝑗 sin𝜙,

𝑒2 = 𝑒𝜙 = −𝑖𝑟 sin𝜙+ 𝑗𝑟 cos𝜙,

𝑒3 = 𝑒𝜉 = 𝑘.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ω : 𝑖𝑘 ↦→ 𝑒𝑠 è îáðàòíîå ê íåìó, f, îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèÿìè

Ω = 𝑒𝑠 ⊗ 𝑖𝑠 = Ω𝑖 ·
·𝑗𝑖𝑖 ⊗ 𝑖𝑗, f = 𝑖𝑠 ⊗ 𝑒𝑠 = f𝑖 ·

·𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗.

Çäåñü

[Ω𝑖 ·
·𝑗] =

⎛⎝cos𝜙 −𝑟 sin𝜙 0
sin𝜙 𝑟 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠ , [f𝑖 ·
·𝑗] =

⎛⎝ cos𝜙 sin𝜙 0
−𝑟−1 sin𝜙 𝑟−1 cos𝜙 0

0 0 1

⎞⎠ .

Ïðèìåì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïîëå ðåïåðîâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò è ìàòðèöó [f𝑖 ·

·𝑗], êîòîðóþ ðàññìàòðèâàåì êàê ìàòðèöó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ îò èñõîäíîãî ïîëÿ ðåïåðîâ ê íîâîìó, îðòîíîðìèðîâàííî-
ìó ïîëþ ðåïåðîâ (𝑖𝑠)

3
𝑠=1. Íàéäåì ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò àá-

ñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì äëÿ ïîëÿ (𝑖𝑠)
3
𝑠=1. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ

ñâÿçíîñòè Âàéöåíáîêà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ôîðìó-
ëå (2.4.11), â êîòîðîé íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñèìâîëû Ω è f, à ïðîèç-
âîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî 𝑟, 𝜙, 𝜉, ïðèâîäèò ê òðåì íåíóëåâûì âûðàæåíèÿì

Γ1 · ·
·22 = −𝑟, Γ2 · ·

·12 = Γ2 · ·
·21 =

1

𝑟
.

Ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü Âàéöåíáîêà ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé, à åå êîìïî-
íåíòû � ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Íîðìèðîâàííûé öèëèíäðè÷åñêèé áàçèñ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè:

𝑒⟨1⟩ = 𝑒⟨𝑟⟩ = 𝑖 cos𝜙+ 𝑗 sin𝜙 = 𝑒𝑟,

𝑒⟨2⟩ = 𝑒⟨𝜙⟩ = −𝑖 sin𝜙+ 𝑗 cos𝜙 =
1

𝑟
𝑒𝜙,

𝑒⟨3⟩ = 𝑒⟨𝜉⟩ = 𝑘 = 𝑒𝜉.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ω : 𝑒𝑘 ↦→ 𝑒⟨𝑠⟩ è îáðàòíîå ê íåìó, f, ïðåäñòàâëåíû
ñîîòíîøåíèÿìè

Ω = 𝑒⟨𝑠⟩ ⊗ 𝑒𝑠 = Ω𝑖 ·
·𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗, f = 𝑒𝑠 ⊗ 𝑒⟨𝑠⟩ = f𝑖 ·

·𝑗𝑒⟨𝑖⟩ ⊗ 𝑒⟨𝑗⟩.

Çäåñü
[Ω𝑖 ·

·𝑗] = diag
{︀
1, 𝑟−1, 1

}︀
, [f𝑖 ·

·𝑗] = diag {1, 𝑟, 1} .
Ïóñòü èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëå ðåïåðîâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò è ìàòðèöà [Ω𝑖 ·
·𝑗], ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ìàòðèöà ïðåîáðàçîâà-

íèÿ îò èñõîäíîãî ïîëÿ ðåïåðîâ ê íîâîìó, (𝑒⟨𝑠⟩)3𝑠=1. Íàéäåì ñâÿçíîñòü,
óñòàíàâëèâàþùóþ àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì äëÿ ïîëÿ (𝑒⟨𝑠⟩)

3
𝑠=1. Âû÷èñ-

ëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Âàéöåíáîêà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå (2.4.11) ïðèâîäèò ê îäíîìó íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ

Γ2 · ·
·12 =

1

𝑟
.

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ èìåþò âèä:

𝑇 2 · ·
·12 = −𝑇 2 · ·

·21 =
1

𝑟
.

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðèâèçíû R è íåìåòðè÷íîñòè Q ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, E3 âìåñòå ñ ïîñòðîåííîé ñâÿçíîñòüþ îáðàçóåò ïðîñòðàí-
ñòâî Âàéöåíáîêà ñ íåòðèâèàëüíûì êðó÷åíèåì. Êîíòîðñèÿ ïîñòðîåííîé
ñâÿçíîñòè èìååò âèä:

K = −𝑟𝑒𝑟 ⊗ 𝑒𝜙 ⊗ 𝑒𝜙 +
1

𝑟
𝑒𝜙 ⊗ 𝑒𝜙 ⊗ 𝑒𝑟.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáëèöû, ñîäåðæàùèå ìàòðèöû
ôîðì ñâÿçíîñòåé, òî åñòü ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè 𝑎𝑖𝑗 = 𝜔𝑖 ··𝑗 = Γ𝑖 · ··𝑘𝑗𝜗

𝑘. Ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èìååì, ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðîñòðàí-
ñòâî E3 åñòü ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñ íàëîæåííûì óñëîâèåì êàëèá-
ðîâêè: êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â áàçèñå (𝑖𝑠)3𝑠=1 ðàâíû íóëþ. Èñõîäÿ èç
ýòîãî óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñôåðè÷åñêîé
è öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ. Òàêæå, çíàÿ êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè â ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, ìîæåì
âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîíîðìèðîâàííûõ ðåïåðîâ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ � ýòî îäíà è òà
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æå ñâÿçíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà E3 ìîæíî ñìîòðåòü, êàê íà òåëî, ñ
íàëîæåííûì íà íåãî óñëîâèåì êàëèáðîâêè: êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â
áàçèñàõ (𝑒⟨𝑠⟩)

𝑛
𝑠=1 ðàâíû íóëþ. Â äàííîì ñëó÷àå, äëÿ ñôåðè÷åñêîé è öè-

ëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì ìû ïîëó÷èì ðàçíûå ñâÿçíîñòè! Òà-
êèì îáðàçîì, èìååì îäíî ìíîãîîáðàçèåE3, íî òðè àôôèííî�ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâà (E3, g, ∇).

(i) Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

(𝑖𝑠)
3
𝑠=1 (𝑒𝑠)

3
𝑠=1 (𝑒⟨𝑠⟩)

3
𝑠=1

Физ. пр-во 0

(︂
0 −𝑟𝑒𝜃 −𝑟 sin2 𝜃𝑒𝜃

1
𝑟
𝑒𝜃 1

𝑟
𝑒𝑟 − sin 𝜃 cos 𝜃𝑒𝜙

1
𝑟
𝑒𝜙 cot 𝜃𝑒𝜙 1

𝑟
𝑒𝑟+cot 𝜃𝑒𝜃

)︂ (︃
0 − 1

𝑟
𝑒𝜃 − 1

𝑟
𝑒𝜙

1
𝑟
𝑒𝜃 0 −𝑟−1 cot 𝜃𝑒𝜙

1
𝑟
𝑒𝜙 𝑟−1 cot 𝜃𝑒𝜙 0

)︃
Мат. пр-во

(︂
0 𝜔1 ·

·2 𝜔1 ·
·3

−𝜔1 ·
·2 0 𝜔2 ·

·3
−𝜔1 ·

·3 −𝜔2 ·
·3 0

)︂ (︂
0 0 0
0 1

𝑟
𝑒𝑟 0

0 0 1
𝑟
𝑒𝑟+cot 𝜃𝑒𝜃

)︂
0

Çäåñü 𝜔1 ·
·2 = − 𝑦

𝑟20
𝑖1 + 𝑥

𝑟20
𝑖2, 𝜔1 ·

·3 = − 𝑥2𝑧
𝑟2𝑟20

𝑖1 − 𝑥𝑦𝑧
𝑟2𝑟20

𝑖2 + 𝑥
𝑟2𝑖

3,

𝜔2 ·
·3 = − 𝑥𝑦𝑧

𝑟2𝑟20
𝑖1 − 𝑦2𝑧

𝑟20𝑟
2𝑖

2 + 𝑦
𝑟2𝑖

3, à 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑟20 = 𝑥2 + 𝑦2.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Èìååòñÿ øàð,

êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì êîòîðîãî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â åäèíîîáðàç-
íîå ñîñòîÿíèå èçâåñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïî ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ìû
îïðåäåëèëè ñâÿçíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîò-
âåòñòâóþò äåôîðìàöèè ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ, èëè, èíà÷å, ðåïåðîâ. Åñ-
ëè ôèêñèðîâàòü ðàäèóñ, ò.å âûäåëèòü ñôåðè÷åñêèé ñëîé, òî â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäû íå ñîâìåñòÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ñîâìå-
ùåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðåîáðàçîâàíèåì êîíòîðñèè ïî Íîëëó.

(ii) Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

(𝑖𝑠)
3
𝑠=1 (𝑒𝑠)

3
𝑠=1 (𝑒⟨𝑠⟩)

3
𝑠=1

Физическое пр-во 0

(︂
0 −𝑟𝑒𝜙 0

1
𝑟
𝑒𝜙 1

𝑟
𝑒𝑟 0

0 0 0

)︂ (︂
0 − 1

𝑟
𝑒𝜙 0

1
𝑟
𝑒𝜙 0 0
0 0 0

)︂
Материальное пр-во

(︂
0 − 𝑦

𝑟2
𝑖1+ 𝑥

𝑟2
𝑖2 0

𝑦

𝑟2
𝑖1− 𝑥

𝑟2
𝑖2 0 0

0 0 0

)︂ (︁ 0 0 0
0 1

𝑟
𝑒𝑟 0

0 0 0

)︁
0

Çäåñü 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2.
Ïðåîáðàçîâàíèå ê åäèíîîáðàçíîìó ñîñòîÿíèþ òðàíñôîðìèðóåò âñå

öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ê öèëèíäðó ñ åäèíè÷íûì ðàäóñîì. Ïðè
ýòîì, ýëåìåíòàðíûå îáúåìû ìîæíî âûñòðîèòü áåç ïåðåñå÷åíèé, ðàñïîëî-
æèâ èõ ïî ðàäèàëüíûì ëó÷àì, âûõîäÿùèõ èç åäèíè÷íîãî öèëèíäðà. Íî
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ñîñåäíèå ëó÷è íå ñâÿçàíû � ìåæäó íèìè êëèíîâèäíûå ïóñòîòû. Â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòîðñèè ïî Íîëëó ýòè ïóñòîòû çàïîëíÿþòñÿ.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåçó öèëèíäðà è ðàçâåðòêå åãî â ïàðàëëåëåïèïåä.

4.4. Связность в физическом пространстве

52∘. Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñâÿçíîñòè â ôè-
çè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàííûé íà èäåÿõ Ýëè Êàðòàíà [60]. Ïóñòü S
� ãëàäêîå ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, P � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå, T � ãëàäêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,
äèôôåîìîðôíîå R. Ïîä íàðåçêîé (slicing) S íà P ïîíèìàåòñÿ äèôôåî-
ìîðôèçì

𝑖 : T×P → S,

à îáðàòíûé ê íåìó 𝑓 : S → T×P � ñëîåíèåì (framing). ÍàçîâåìS êëàñ-
ñè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì�âðåìåíåì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(i) Ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (ìèðîâîå âðåìÿ)
𝜏 : S → T, ìàòðèöà ßêîáè êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðîé âî
âñåõ òî÷êàõ S îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïðè ýòîì,

∀𝑡 ∈ T : (P𝑡 = 𝜏−1(𝑡) äèôôåîìîðôíîP).

(ii) Ñóùåñòâóåò íàðåçêà 𝑖 : T × P → S, íàçûâàåìàÿ Íüþòîíîâîé,
òàêàÿ, ÷òî

∀𝑡 ∈ T ∀𝑋 ∈ P : 𝜏(𝑖(𝑡, 𝑋)) = 𝑡.

(iii) Ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà S, òàêàÿ, ÷òî 1�ôîð-
ìà 𝑑𝑡 êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííà, òî åñòü

∀𝑢 ∈ V𝑠(S) : ∇𝑢(𝑑𝑡) = 0.

(iv) Äëÿ êàæäîãî 𝑡 ∈ T ñâÿçíîñòü ∇ ñóæàåòñÿ íà ñâÿçíîñòü ∇𝑡, çà-
äàííóþ íà P𝑡, òàê, ÷òî åñëè 𝑣1, 𝑣2 êàñàþòñÿ P𝑡, òî òî æå âåðíî è äëÿ
∇𝑣1𝑣2. Áîëåå òîãî, êàæäîå P𝑡 ñíàáæåíî ìåòðèêîé g𝑡, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòû ∇𝑡.

Замечание 24 . 1) Конструкция классического пространства–времени, пред-

ставленная упорядоченным набором (S,P, 𝜏,∇, g𝑡), аналогична конструкции триви-

ального расслоения с базой T, тотальным пространством S, типовым слоем P, про-
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екцией 𝜏 и координатной функцией 𝑖. Однако, если в общем определении локально–

тривиального расслоения от координатной функции требуется лишь быть гомео-

морфизмом, то в данном случае, 𝑖 есть диффеоморфизм. Также, в определении

локально–тривиального расслоения не указаны условия на метрику и связность. 2)

Из (iii) следует, что ∇ ограничимо на P𝑡. 3) Типичным примером классического

пространства–времени является S = R × R3, где 𝜏 есть проекция на первый сомно-

житель, а связность определяется равенством ∇𝑢𝑤 = 𝑢 ·∇𝑤, ∇ = 𝑒𝑘𝜕𝑘. Евклидова

метрика g𝑡 определена в P𝑡 = {𝑡} × R3, которое отождествляется с R. ♠

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íàðåçêà 𝑖 : T ×P → S åñòü ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïðèñóòñòâèÿ íàáëþäàòåëÿ. Ðàçíûå íàáëþäàòåëè ìî-
ãóò íàáëþäàòü ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå, íà-
ïðèìåð, êàê ìåòðèêà è ñâÿçíîñòü, ïî ðàçíîìó. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ìåòðèêà è ñâÿçíîñòü çàäàíû íåçàâèñèìî îò íàáëþäàòåëÿ. Â [37], â ñâÿçè ñ
ýòèì, ïðèâåäåíî òàêîå îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝑖𝑡 : P → S,
äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: 𝑖𝑡(𝑋) = 𝑖(𝑡, 𝑋). Ìåòðèêà, íàáëþäàåìàÿ 𝑖 â
P â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, åñòü g𝑡; 𝑖 = 𝑖*𝑡g𝑡. Òî åñòü, ýòî òà ìåòðèêà, êî-
òîðóþ ¾âèäèò¿ 𝑖; âîïëîùåíèå g𝑡 ïåðåä 𝑖 â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçíîñòü, íàáëþäàåìàÿ 𝑖 â P â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡:
∇𝑡; 𝑖 = 𝑖*𝑡∇𝑡 := (∇𝑡){𝑖𝑡*·}(𝑖𝑡*·).

53∘. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êëàññè÷åñêîå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(E𝑚, V𝑚) èìååò åâêëèäîâó ñòðóêòóðó, ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ââåñòè êðè-
âîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, óïðîùàþùèå ôîðìóëèðîâêó è ðåøåíèå êðàå-
âûõ çàäà÷. Âìåñòå ñ òåì, åâêëèäîâà ñòðóêòóðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, õî-
òÿ ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ àíàëîãè÷íû èõ íååâêëèäîâûì àíàëîãàì, â ÷àñò-
íîñòè, ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà 𝑔𝑖𝑗 çàìåíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöåé, ïî-
ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû, ïîäîáíûå ñèìâîëàì Êðèñòîôôåëÿ. Âàæíî ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ýòî èñêóññòâåííîå ðàçëè÷èå.

Â ïðîñòðàíñòâå (E𝑚,V𝑚) â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ ïðèíÿòî îòîæäåñòâ-
ëÿòü âåêòîð 𝑢 ñ êîâåêòîðîì 𝑢♭ = g(𝑢, ·), è íàîáîðîò. Ïîýòîìó, åñëè
𝑃 ↦→ (𝑒𝑘|𝑃 )𝑚𝑘=1 � ïîëå áàçèñîâ, òî ïîëåì äóàëüíûõ áàçèñîâ ñëóæèò âåê-
òîðíîå ïîëå 𝑃 ↦→ (𝑒𝑘|𝑃 )𝑚𝑘=1, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì 𝑒𝑘 ·𝑒𝑠 = 𝛿𝑠𝑘.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ⟨(𝑒𝑠)♭, 𝑒𝑘⟩ = g(𝑒𝑠, 𝑒𝑘) = 𝛿𝑠𝑘.

Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ 𝐶2�îòîáðàæåíèÿìè 𝑞𝑘 =
𝑞𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), ÿâëÿþùèìèñÿ îáðàòèìûìè: 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑞1, . . . , 𝑞𝑚). Â êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëÿ áàçèñîâ (íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûìè) è ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ïîëÿ äóàëüíûõ áàçèñîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
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çîì:

𝑒𝑘 = 𝑖𝑠
𝜕𝑥𝑠

𝜕𝑞𝑘
, 𝑒𝑘 = 𝑖𝑠

𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑥𝑠
.

Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g = 𝑔𝑖𝑗𝑒
𝑖⊗𝑒𝑗 è àññîöèèðîâàííîãî

ñ íèì g1♯2♯ = 𝑔𝑖𝑗𝑒𝑖⊗ 𝑒𝑗, êîòîðûé ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü ñ g, îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝑔𝑖𝑗 =
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑥𝑠

𝜕𝑞𝑗
𝛿𝑘𝑠, 𝑔𝑖𝑗 =

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑞𝑗

𝜕𝑥𝑠
𝛿𝑘𝑠.

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∇𝑢𝑣 = 𝑢·∇𝑣, ãäå ∇ := 𝑒𝑘𝜕𝑘.

Çäåñü 𝜕𝑘 ≡ 𝜕
𝜕𝑞𝑘

.
Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

𝛾𝑖 · ··𝑗𝑘 = 𝑒𝑖 ·∇𝑒𝑗𝑒𝑘 = 𝑒𝑖 ·𝜕𝑒𝑘
𝜕𝑞𝑗

=
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑥𝑝
𝜕2𝑥𝑝

𝜕𝑞𝑗𝜕𝑞𝑘
.

Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåíèå òàêîé ñâÿçíîñòè íå èçìåíèëî ãåîìåòðèþ èñ-
õîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíûìè ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî R = 0,
T = 0, Q = 0. Âû÷èñëèì êðèâèçíó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì êîîðäèíàòíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ

∇𝑢∇𝑣𝑤 = 𝑢𝑘(𝜕𝑘𝑣
𝑖)(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑥). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑥)+𝑢
𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑘𝜕𝑗𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+

+ 𝑢𝑘(𝜕𝑘𝑣
𝑖)𝑤𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+ 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝑤
𝑗)(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥) + 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥),

∇𝑣∇𝑢𝑤 = 𝑣𝑘(𝜕𝑘𝑢
𝑖)(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝑤
𝑗)(𝜕𝑗𝑥)+𝑣

𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑤
𝑗)(𝜕𝑘𝜕𝑗𝑥)+

+ 𝑣𝑘(𝜕𝑘𝑢
𝑖)𝑤𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+ 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝑤
𝑗)(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+ 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥),

∇[𝑢, 𝑣]𝑤 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑤

𝑘)(𝜕𝑘𝑥). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+𝑢𝑖(𝜕𝑖)𝑤

𝑘(𝜕𝑗𝜕𝑘𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

−𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢𝑗)(𝜕𝑗𝑤𝑘)(𝜕𝑘𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

−

− 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)𝑤𝑘(𝜕𝑗𝜕𝑘𝑥)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñèììåòðèþ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥 = 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑥
è ò.ä.) è ïîäîáèå ïîä÷åðêíóòûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì

R(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∇𝑢∇𝑣𝑤 −∇𝑣∇𝑢𝑤 −∇[𝑢, 𝑣]𝑤 = 0,

äëÿ âñåõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢, 𝑣, 𝑤.
Èç âûðàæåíèé

∇𝑢𝑣 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑥) + 𝑢𝑖𝑣𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥),

∇𝑣𝑢 = 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)(𝜕𝑗𝑥)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+ 𝑣𝑖𝑢𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥),

[𝑢, 𝑣] = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑥)− 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢

𝑗)(𝜕𝑗𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

,

à òàêæå ñèììåòðèè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] = 0,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑢, 𝑣.
Íàêîíåö, âû÷èñëèì íåìåòðè÷íîñòü. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà

g(∇𝑢𝑣, 𝑤) = 𝑤𝑗𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑣

𝑗) + 𝑤𝑘𝑢𝑖𝑣𝑗(𝜕𝑘𝑥)·(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥),

g(𝑣, ∇𝑢𝑤) = 𝑣𝑗𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑗) + 𝑣𝑘𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑘𝑥)·(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

,

𝑢[g(𝑣, 𝑤)] = 𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑖𝑣
𝑗) + 𝑢𝑖𝑣𝑘(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑥)·(𝜕𝑘𝑥)+

+ 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑗𝑥)·(𝜕𝑖𝜕𝑘𝑥)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

.

Ó÷èòûâàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåì

Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) = g(∇𝑢𝑣, 𝑤) + g(𝑣, ∇𝑢𝑤)− 𝑢[g(𝑣, 𝑤)] = 0.

54∘. Äîïóñòèì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì
ìíîãîîáðàçèåì ñ ìåòðèêîé g. Òåì ñàìûì, íà íåì îïðåäåëåíà ñâÿçíîñòü
Ëåâè�×èâèòû:

𝛾𝑘 · ··𝑠𝑞 =
𝑔𝑘𝑙

2
(𝜕𝑞𝑔𝑙𝑠 + 𝜕𝑠𝑔𝑙𝑞 − 𝜕𝑙𝑔𝑠𝑞) .
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Ôîðìà îáúåìà èìååò âèä:

𝜇 = 𝑓
√
𝑔 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3, 𝑔 = det(𝑔𝑘𝑠),

ãäå 𝑓 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå íà P, âñþäó ïîëîæèòåëüíîå.
Êðèâèçíà îòëè÷íà îò íóëÿ, à êðó÷åíèå è íåìåòðè÷íîñòü ðàâíû íó-

ëþ, ÷òî ïîäòâåðæäàþò ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàò-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

∇𝑢𝑣 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)𝑒𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑒𝑘,

∇𝑣𝑢 = 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)𝑒𝑗 + 𝑣𝑖𝑢𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑒𝑘,

[𝑢, 𝑣] = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)𝑒𝑗 − 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢

𝑗)𝑒𝑗,

à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 𝛾𝑘 · ·· 𝑗𝑖 (ò.å. ñèììåòðèþ
êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] = 0,

äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ ñå÷åíèé 𝑢, 𝑣 êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇P.
Âû÷èñëèì íåìåòðè÷íîñòü. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

g(∇𝑢𝑣, 𝑤) = 𝑤𝑘𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑣

𝑘) + 𝑤𝑘𝑢
𝑖𝑣𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

,

g(𝑣, ∇𝑢𝑤) = 𝑣𝑘𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑣𝑘𝑢
𝑖𝑤𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

,

𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)] = 𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑖𝑣
𝑗) + 𝑢𝑖𝑣𝑘(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

,

è ñîîòíîøåíèå 𝛾 · · ·𝑖𝑗𝑘 + 𝛾 · · ·
𝑘𝑗𝑖 − 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑗 = 0, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî íåìåòðè÷íîñòü

ðàâíà íóëþ, ò.å.,

Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) = g(∇𝑢𝑣, 𝑤) + g(𝑣, ∇𝑢𝑤)− 𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)] = 0,

äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ ñå÷åíèé 𝑢, 𝑣, 𝑤 êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇P.
55∘. Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå, íà÷àòîå â 52∘. Íàïîìíèì, ÷òî â êëàñ-

ñè÷åñêîì ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííûå ïå-
ðåìåííûå îòäåëåíû îò âðåìåííûõ. Â ñëîå P áûëà çàäàíà ìåòðèêà g.
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Â ðåëÿòèâèñòñêîì ïîäõîäå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè. Ðàâíîïðàâèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íà
÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå S ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè g ñ ñèãíàòó-
ðîé Ëîðåíöà (−, +, +, +). Ïîä íàðåçêîé S ïîíèìàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì
T×P → S. Çäåñü P åñòü òðåõìåðíîå ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäà-
þùåå ñâîéñòâîì:

∀𝑡 ∈ T : (P𝑡 := 𝑖(P× {𝑡}) = 𝑖𝑡(P) äèôôåîìîðôíî P).

ÏóñòüB � òðåõìåðíîå òåëî. Ìèðîâîé òðóáêîé íàçîâåì áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå Φ : T×B → S. Ïóñòü B𝑅 � åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ ôîðìà
ýòîãî òåëà. Êàê áûëî óêàçàíî âî Ââåäåíèè ê Ãëàâå 1 ðàáîòû [1], âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ:

(i) Ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T, ÷òî B𝑅 ⊂ P𝑡. Â ýòîì
ñëó÷àå, íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â ïðîñòðàíñòâå P, ñìîæåò èäåíòèôè-
öèðîâàòü B𝑅.

(ii) Ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T, ÷òî

B𝑅 ⊂
⋃︁
𝑡∈J

{𝑡} ×P𝑡,

ãäå J ⊂ I � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç áîëåå ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà. Â ýòîì
ñëó÷àå, íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â ïðîñòðàíñòâå P, íå ñìîæåò èäåí-
òèôèöèðîâàòü B𝑅. Ýòî ñìîæåò ñäåëàòü íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â S.

5. Уравнения поля и законы сохранения

5.1. Принцип ковариантности

56∘. Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òåíçîðíûìè
ïîëÿìè 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛, îïðåäåëåííûìè â ïðîñòðàíñòâå (èëè ïðîñòðàíñòâå�
âðåìåíè) S è óðàâíåíèÿ òåîðèè èìåþò âèä

𝐹𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (2.5.1)

Ýòî ìîãóò áûòü óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ è ò.ä. Óðàâíåíèÿ (2.5.1) è, ñîîòâåòñòâåííî, îïèñûâàåìàÿ èìè òåî-
ðèÿ, íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè [37, ñ. 156], åñëè äëÿ ëþáîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà Φ : S → S âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

(Φ*𝐹𝑘)(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝐹𝑘(Φ
*𝑢1, . . . , Φ

*𝑢𝑛), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ãëàäêîé çàìåíå êîîðäèíàò âèä ôóíêöèé 𝐹𝑘 íå ìåíÿ-
åòñÿ.

5.2. Аналоги операторов дивергенции в отсчетной и

актуальной конфигурации

57∘. Âíóòðåííå�âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå (inner�exterior product) ∧̇ îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàöèÿ

∧̇ : (V𝑠(M𝑛)⊗F𝑠
1 (M

𝑛))× (F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
𝑘−1(M

𝑛)) → F𝑠
𝑘 (M

𝑛),

ÿâëÿþùàÿñÿ áèëèíåéíîé è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó

∀𝑢 ∈ V𝑠(M𝑛) ∀𝜗, 𝛽 ∈ F𝑠
1 (M

𝑛) ∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘−1(M

𝑛) :

(𝑢⊗ 𝛽)∧̇(𝜗⊗ 𝜔) = ⟨𝑢, 𝜗⟩𝛽 ∧ 𝜔.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ

∧̇ : (F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
1 (M

𝑛))× (V𝑠(M𝑛)⊗F𝑠
𝑘−1(M

𝑛)) → F𝑠
𝑘 (M

𝑛),

òàêæå ÿâëÿþùàÿñÿ áèëèíåéíîé è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó

∀𝑢 ∈ V𝑠(M𝑛) ∀𝜗, 𝛽 ∈ F𝑠
1 (M

𝑛) ∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘−1(M

𝑛) :

(𝜗⊗ 𝛽)∧̇(𝑢⊗ 𝜔) = ⟨𝑢, 𝜗⟩𝛽 ∧ 𝜔.

Åñëè íà M𝑛 çàäàíà ìåòðèêà g, òî ìîæíî ãîâîðèòü è î òàêîì âàðèàíòå
áèëèíåéíîé îïåðàöèè ∧̇:

∧̇ : (V𝑠(M𝑛)⊗F𝑠
1 (M

𝑛))× (V𝑠(M𝑛)⊗F𝑠
𝑘−1(M

𝑛)) → F𝑠
𝑘 (M

𝑛),

óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâó

∀𝑢, 𝑣 ∈ V𝑠(M𝑛) ∀𝛽 ∈ F𝑠
1 (M

𝑛) ∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘−1(M

𝑛) :

(𝑢⊗ 𝛽)∧̇(𝑣 ⊗ 𝜔) = g(𝑢, 𝑣)𝛽 ∧ 𝜔.

Â çàâèñèìîñòè îò òèïà àðãóìåíòîâ, âûáèðàåòñÿ òî èëè èíîå îïðåäåëåíèå
∧̇.

58∘. Ïóñòü M𝑛 îáîçíà÷àåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå
òåëî B èëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P, à Γ𝑠 îáîçíà÷àåò V𝑠(M𝑛) èëè
F𝑠

1 (M
𝑛). Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Êàðòàíà

d : Γ𝑠 ⊗F𝑠
𝑘−1(M

𝑛) → Γ𝑠 ⊗F𝑠−1
𝑘 (M𝑛); T ↦→ dT, (2.5.2)
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ãäå 1 6 𝑘, ñîîòíîøåíèåì

𝑑 ⟨𝑢,T⟩ = ⟨𝑢, dT⟩+∇𝑢∧̇T. (2.5.3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝑘 = 1 îïåðàòîð (2.5.2) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì
îïåðàòîðîì êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé13.

59∘. Ïîñêîëüêó ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ òåëî,
B, è ïðîñòðàíñòâî P, ðàçëè÷íû, òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòî-
ðû (2.5.2) òîæå ðàçëè÷àþòñÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë D äëÿ îïå-
ðàòîðà âíåøíåãî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà B è ñîõðàíèì
ñèìâîë d äëÿ îïåðàòîðà íà P. Ýòè îïåðàòîðû ñâÿçûâàåò ðàâåíñòâî

∀𝑢 ∈ (Γ𝑠)* ∀𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ 𝑇B :

d(𝜗⊗ 𝜔)(𝑢, κ*𝑣1, . . . , κ*𝑣𝑘) = D(𝜗⊗ κ*𝜔)(𝑢, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘), (2.5.4)

äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ 𝜗 ∈ Γ𝑠 è 𝜔 ∈ F𝑠
𝑘−1(B). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

äèàãðàììà (ïðèâåäåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà dimP = 3)

𝑇 *P⊗
⋀︀2 𝑇 *B 𝑇 *P⊗

⋀︀2 𝑇 *P

𝑇 *P⊗
⋀︀3 𝑇 *B 𝑇 *P⊗

⋀︀3 𝑇 *P

κ*2

D

κ*2

d

êîììóòàòèâíà. Â ðàññóæäåíèÿõ κ*2 îçíà÷àåò ÷àñòè÷íîå ¾pullback¿�îòîá-
ðàæåíèå (ñì. Ãëàâà 1, ï. 12∘), êîòîðîå äåéñòâóåò òîëüêî íà ïðàâóþ ÷àñòü
òåíçîðíîãî îáúåêòà, îïðåäåëÿþùåãî âíåøíþþ ôîðìó, è íå äåéñòâóåò íà
ëåâóþ, ¾âåêòîðíóþ¿ ÷àñòü.

Замечание 25 . Определению (2.5.2, 2.5.3) для ковекторзначной формы напря-
жений Коши в локальной карте отвечает координатная форма записи, вид которой
может быть получен в результате следующих вычислений. При этом предполагается,
что как тело, так и физическое пространство, трехмерны.

Пусть (𝑒𝑎)
3
𝑎=1 — поле координатных реперов в трехмерном физическом простран-

стве P, а (𝑒𝑎)3𝑎=1 — соответствующее поле дуальных реперов. Напряжения Коши
определяются ковекторзначной 2–формой T = 𝑒𝑎 ⊗ (*𝑡𝑎), где 𝑡𝑎 = 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑒

𝑏. Тогда для
векторного поля 𝑣 = 𝑣𝑞𝑒𝑞, соответствующего пространственному полю скорости, ка-
ноническое спаривание с T дает 2–форму

⟨𝑣, T⟩ =
⟨︀
𝑣𝑞𝑒𝑞, 𝑒

𝑎 ⊗ (*𝑡 · ·𝑎𝑏𝑒𝑏)
⟩︀
= 𝑡 · ·𝑎𝑏𝛿

𝑎
𝑞𝑣

𝑞(*𝑒𝑏) = 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎(*𝑒𝑏).

13Более подробное описание свойств оператора (2.5.2) и доказательство коррект-
ности его определения содержится в [38].
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Вычислим внешний дифференциал от ⟨𝑣, T⟩. Согласно свойству (iii) Главы 3,
п. 95∘,

𝑑 ⟨𝑣, T⟩ = [𝑑(𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎)] ∧ (*𝑒𝑏) + 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣

𝑎𝑑(*𝑒𝑏).

Для первого слагаемого получаем выражение:

𝑑(𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎) = 𝜕𝑘(𝑡

· ·
𝑎𝑏𝑣

𝑎)𝑒𝑘.

Поскольку действие оператора Ходжа на ковектор 𝑒𝑏 может быть представлено фор-
мулой (3.4.2), то

*𝑒𝑏 = √
𝑔(𝑔𝑏1𝑒2 ∧ 𝑒3 − 𝑔𝑏2𝑒1 ∧ 𝑒3 + 𝑔𝑏3𝑒1 ∧ 𝑒2),

и сомножитель во втором слагаемом может быть записан в виде

𝑑(*𝑒𝑏) = 𝜕𝑘(𝑔
𝑏𝑘√𝑔)𝜔,

где 𝜔 = 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ 𝑒3. Следовательно,

[𝑑(𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎)] ∧ (*𝑒𝑏) = 𝑔𝑏𝑘

√
𝑔 𝜕𝑘(𝑡

· ·
𝑎𝑏𝑣

𝑎)𝜔, 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎𝑑(*𝑒𝑏) = 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣

𝑎𝜕𝑘(𝑔
𝑏𝑘√𝑔)𝜔.

Учитывая полученные выражения, приходим к следующей формуле для 𝑑 ⟨𝑣, T⟩:

𝑑 ⟨𝑣, T⟩ =
[︀
𝑔𝑏𝑘

√
𝑔 𝜕𝑘(𝑡

· ·
𝑎𝑏𝑣

𝑎) + 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑣
𝑎𝜕𝑘(𝑔

𝑏𝑘√𝑔)
]︀
𝜔 =

[︀
𝜕𝑘(𝑡

· ·
𝑎𝑏𝑣

𝑎𝑔𝑏𝑘
√
𝑔)
]︀
𝜔.

Но 𝑡 · ·𝑎𝑏𝑔
𝑏𝑘 = 𝑡 ·𝑘𝑎 · , поэтому приходим к окончательному соотношению

𝑑 ⟨𝑣, T⟩ =
[︀
𝜕𝑘(𝑡

·𝑘
𝑎 ·𝑣

𝑎√𝑔)
]︀
𝜔.

Вычислим ∇𝑣∧̇T. Так как ∇𝑣 = ∇𝑘𝑣
𝑎𝑒𝑎 ⊗ 𝑒𝑘 =

(︀
𝜕𝑘𝑣

𝑎 + 𝛾𝑎· ··𝑏𝑘𝑣
𝑏
)︀
𝑒𝑎 ⊗ 𝑒𝑘, то

∇𝑣∧̇T = (∇𝑘𝑣
𝑎𝑒𝑎 ⊗ 𝑒𝑘)∧̇[𝑡 · ·𝑠𝑙𝑒𝑠(*𝑒𝑙)] = 𝑡 · ·𝑠𝑙∇𝑘𝑣

𝑎⟨𝑒𝑎, 𝑒𝑠⟩[𝑒𝑘 ∧ (*𝑒𝑙)].

Поскольку ⟨𝑒𝑎, 𝑒𝑠⟩ = 𝛿𝑠𝑎, а 𝑒
𝑘 ∧ (*𝑒𝑙) = 𝑔𝑘𝑙

√
𝑔 𝜔, то

∇𝑣∧̇T = 𝑡 · ·𝑎𝑙∇𝑘𝑣
𝑎𝑔𝑘𝑙

√
𝑔 𝜔 =

(︀
𝜕𝑘𝑣

𝑏 + 𝛾𝑏 · ··𝑎𝑘𝑣
𝑎
)︀
𝑡·𝑘𝑏 ·

√
𝑔 𝜔.

Используя полученные выражения для 𝑑 ⟨𝑣, T⟩ и ∇𝑣∧̇T, по формуле (2.5.3)
получаем

⟨𝑣, dT⟩ = 𝑑 ⟨𝑣, T⟩ − ∇𝑣∧̇T =
[︀
𝜕𝑘(𝑡

·𝑘
𝑎 ·
√
𝑔)− 𝛾𝑏 · ··𝑎𝑘 𝑡

·𝑘
𝑏 ·
√
𝑔
]︀
𝑣𝑎𝜔.

Используя формулу Фосса –Вейля

𝜕𝑘
√
𝑔 =

√
𝑔 𝛾𝑞 · ··𝑞𝑘 ,
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и то, что 𝜇 =
√
𝑔 𝜔, окончательно получаем

⟨𝑣, dT⟩ =
[︀
𝜕𝑘𝑡

·𝑘
𝑎 · + 𝑡 ·𝑘𝑎 ·𝛾

𝑞 · ·
·𝑞𝑘 − 𝛾𝑏 · ··𝑎𝑘 𝑡

·𝑘
𝑏 ·
]︀
𝑣𝑎𝜇.

Выражение в скобках соответствует дивергенции поля напряжений в криволинейных

координатах евклидова пространства. ♠
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

êîâåêòîðçíà÷íîé ôîðìû S Ïèîëû�Êèðõãîôà II ðîäà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîâåêòîðçíà÷íîé ôîð-

ìû P Ïèîëû�Êèðõãîôà I ðîäà íåîáõîäèìû ïîÿñíåíèÿ ê ñèìâîëó ∇ â
ôîðìóëå (2.5.3). Ýòîò ñèìâîë, ïðèìåíÿåìûé ê ìàòåðèàëüíîé ñêîðîñòè 𝑉 ,
óæå íå èìååò òîãî ñìûñëà, êîòîðûé îí èìåë â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíè-
ÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòåðèàëüíàÿ ñêîðîñòü åñòü îòîáðàæåíèå

𝑉 : B → 𝑇P, X ↦→ 𝑉 (X) ∈ 𝑇κ(X)P,

à íå ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇P. Ïîýòîìó ê íåé íåëüçÿ ïðèìå-
íÿòü ðàíåå îïðåäåëåííûé îïåðàòîð ∇. Ñîãëàñíî [37], ìîæíî îïðåäåëèòü
îïåðàòîð ∇, äåéñòâóþùèé íà äâóõòî÷å÷íûå òåíçîðû. Â ñëó÷àå 𝑉 âûðà-
æåíèå ∇𝑉 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∇𝑉 =
(︀
𝜕𝛼𝑉

𝑘 + 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝛼
)︀
𝑒𝑘 ⊗ 𝐸𝛼.

Çäåñü (𝐸𝛼) è (𝑒𝑎) � êîîðäèíàòíûå áàçèñû â B è P ñîîòâåòñòâåííî, 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗
� êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ñâÿçíîñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P.

Замечание 26 . Получим координатное представление ⟨𝑉,DP⟩, где P — фор-
ма напряжений Пиолы–Кирхгофа I рода, а 𝑉 — material velocity. Пусть (𝑒𝑎)

3
𝑎=1 —

поле координатных реперов в трехмерном физическом пространстве P, а (𝑒𝑎)3𝑎=1 —
соответствующее поле дуальных реперов. Кроме того, пусть (𝐸𝑎)

3
𝑎=1 — поле коор-

динатных реперов на материальном многообразии B, а (𝐸𝑎)3𝑎=1 — соответствующее
поле дуальных реперов Напряжения Пиолы–Кирхгофа определяются ковекторзнач-
ной 2–формой P = 𝑒𝑎 ⊗ (*𝑝𝑎), где 𝑝𝑎 = 𝑝 · ·

𝑎𝛽𝐸
𝛽. Тогда для векторного поля 𝑉 = 𝑉 𝑞𝑒𝑞,

соответствующего полю скорости, каноническое спаривание с P дает 2–форму

⟨𝑉, P⟩ =
⟨︀
𝑉 𝑞𝑒𝑞, 𝑒

𝑎 ⊗ (*𝑝 · ·
𝑎𝛽𝐸

𝛽)
⟩︀
= 𝑝 · ·

𝑎𝛽𝑉
𝑎(*𝐸𝛽).

Внешний дифференциал от ⟨𝑉, P⟩ вычисляется аналогично случаю (i). В силу
п. 95∘, свойства (iii), имеем

𝑑 ⟨𝑉, P⟩ = [𝑑(𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎)] ∧ (*𝐸𝛽) + 𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎𝑑(*𝐸𝛽).

Для первого слагаемого получаем выражение:

𝑑(𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎) = 𝜕𝜅(𝑝
· ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎)𝐸𝜅.
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Поскольку действие оператора Ходжа на ковектор 𝐸𝛽 может быть представлено фор-
мулой (3.4.2), то

*𝐸𝛽 =
√
𝐺(𝐺𝛽1𝐸2 ∧ 𝐸3 −𝐺𝛽2𝐸1 ∧ 𝐸3 +𝐺𝛽3𝐸1 ∧ 𝐸2),

и сомножитель во втором слагаемом может быть записан в виде

𝑑(*𝐸𝛽) = 𝜕𝜅(𝐺
𝛽𝜅
√
𝐺)𝜔,

где 𝜔 = 𝐸1 ∧ 𝐸2 ∧ 𝐸3. Следовательно,

[𝑑(𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎)] ∧ (*𝐸𝛽) = 𝐺𝛽𝜅
√
𝐺𝜕𝜅(𝑝

· ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎)𝜔, 𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎𝑑(*𝐸𝛽) = 𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎𝜕𝜅(𝐺
𝛽𝜅
√
𝐺)𝜔.

Учитывая полученные выражения, приходим к следующей формуле для 𝑑 ⟨𝑉, P⟩:

𝑑 ⟨𝑉, P⟩ =
[︁
𝐺𝛽𝜅

√
𝐺𝜕𝜅(𝑝

· ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎) + 𝑝 · ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎𝜕𝜅(𝐺
𝛽𝜅
√
𝐺)
]︁
𝜔 =

[︁
𝜕𝜅(𝑝

· ·
𝑎𝛽𝑉

𝑎𝐺𝛽𝜅
√
𝐺)
]︁
𝜔.

Но 𝑝 · ·
𝑎𝛽𝐺

𝛽𝜅 = 𝑝 ·𝜅
𝑎 · , поэтому приходим к окончательному соотношению

𝑑 ⟨𝑉, P⟩ =
[︁
𝜕𝜅(𝑝

·𝜅
𝑎 ·𝑉

𝑎
√
𝐺)
]︁
𝜔.

Отметим, что в отличие от предыдущего случая, в полученной формуле фигурирует
метрика материального многообразия.

Вычислим ∇𝑉 ∧̇P. Так как ∇𝑉 =
(︀
𝜕𝛼𝑉

𝑘 + 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝛼
)︀
𝑒𝑘 ⊗ 𝐸𝛼, то

∇𝑉 ∧̇P = (
(︀
𝜕𝛼𝑉

𝑘 + 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝛼
)︀
𝑒𝑘 ⊗ 𝐸𝛼)∧̇[𝑝 · ·𝑠𝜆𝑒𝑠(*𝐸𝜆)] =

= 𝑝 · ·𝑠𝜆
(︀
𝜕𝛼𝑉

𝑘 + 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝛼
)︀
⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑠⟩[𝐸𝛼 ∧ (*𝐸𝜆)].

Поскольку ⟨𝑒𝑘, 𝑒𝑠⟩ = 𝛿𝑠𝑘, а 𝐸
𝛼 ∧ (*𝐸𝜆) = 𝐺𝛼𝜆

√
𝐺𝜔, то

∇𝑉 ∧̇P = 𝑝 · ·
𝑘𝜆

(︀
𝜕𝛼𝑉

𝑘 + 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝛼
)︀
𝐺𝛼𝜆

√
𝐺𝜔 =

(︀
𝜕𝜅𝑉

𝑎 + 𝛾𝑎· ·· 𝑖𝑗𝑉
𝑖𝐹 𝑗 ·

·𝜅
)︀
𝑝 ·𝜅
𝑎 ·

√
𝐺𝜔.

Используя полученные выражения для 𝑑 ⟨𝑉, P⟩ и ∇𝑉 ∧̇P, по формуле (2.5.3)
получаем

⟨𝑉, DP⟩ = 𝑑 ⟨𝑉, T⟩ − ∇𝑉 ∧̇P =
[︁
𝜕𝜅(𝑝

·𝜅
𝑎 ·

√
𝐺)− 𝛾𝑏 · ··𝑎𝑗𝐹

𝑗 ·
·𝜅 𝑝

·𝜅
𝑏 ·

√
𝐺
]︁
𝑉 𝑎𝜔.

Используя формулу Фосса –Вейля

𝜕𝜅
√
𝐺 =

√
𝐺Γ𝜏 · ·

· 𝜏𝜅,

и то, что 𝜇0 =
√
𝐺𝜔, окончательно получаем

⟨𝑉, DP⟩ =
[︀
𝜕𝜅𝑝

·𝜅
𝑎 · + 𝑝 ·𝜅

𝑎 ·Γ
𝜏 · ·
· 𝜏𝜅 − 𝛾𝑏 · ··𝑎𝑗𝐹

𝑗 ·
·𝜅 𝑝

·𝜅
𝑏 ·
]︀
𝑉 𝑎𝜇0.
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Отметим, что в скобках присутствуют коэффициенты связности как физического

пространства, так и материального многообразия. ♠
Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì îïåðàòîðû d è D èãðàþò ðîëü ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ è îòñ÷åòíûõ îïåðàòîðîâ äèâåðãåíöèè div,Div â óðàâíå-
íèÿõ áàëàíñà èìïóëüñà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåð-
äîãî òåëà, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, îíè íå ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èÿ
åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèÿõ B, P.

5.3. Преобразование баланса мощности

60∘. Â Ãëàâå 1 ñôîðìóëèðîâàí áàëàíñ ìîùíîñòè â ïðîñòðàíñòâåí-
íîì îïèñàíèè äëÿ ÷àñòè òåëà B0 ⊂ B è äâèæåíèÿ {κ𝑡}𝑡∈T (ñì. ôîðìó-
ëó (1.3.13)):

∫︁
κ𝑡(B0)

(⟨𝑣, 𝑏⟩𝜌𝜇+ 𝑑⟨𝑣, T⟩) = 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
κ𝑡(B0)

(︂
1

2
g(𝑣, 𝑣) + 𝑒

)︂
𝜌𝜇

⎞⎟⎠ .

Ïîñòàâèì öåëüþ âíåñòè îïåðàòîð 𝑑/𝑑𝑡 ïîä çíàê èíòåãðàëà. Ýòî äàñò íàì
âîçìîæíîñòü ââåñòè ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî 𝑎 è ìàòåðèàëüíîãî 𝐴
óñêîðåíèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîðìà îáúåìà è ìåòðèêà íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè.

61∘. Îáîçíà÷èì 𝑓 = (12g(𝑣, 𝑣)+ 𝑒)𝜌𝜇. Ñïðàâåäëèâà (ñì. 36∘) ñëåäóþ-
ùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ (çäåñü 𝑠 ∈ T � ôèêñèðîâàíî):

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝜓𝑡, 𝑠(κ𝑠(B0))

𝑓(𝑋, 𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑠(B0)

𝜓*
𝑡, 𝑠𝑓(𝑋, 𝑡),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåí-
íîé (2.3.1). Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡) =

∫︁
κ𝑠(B0)

𝑑

𝑑𝑡
{𝜓*

𝑡, 𝑠𝑓(𝑋, 𝑡)}.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.1.8) îïåðàöèè L𝑣, ðàâåíñòâàì (2.1.7) è (2.1.9),
èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ 𝑑

𝑑𝑡𝜓
*
𝑡, 𝑠𝑓 :

𝑑

𝑑𝑡
𝜓*
𝑡, 𝑠𝑓 = 𝜓*

𝑡, 𝑠

(︂
L𝑣𝑓 +

𝜕𝑓

𝜕𝑡

)︂
= 𝜓*

𝑡, 𝑠(L𝑣𝑓),
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ãäå 𝑣 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñêîðîñòü. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî L𝑣 � äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå L𝑣𝑓 :

L𝑣𝑓 = (12g(𝑣, 𝑣) + 𝑒)L𝑣(𝜌𝜇) + (L𝑣𝑒)𝜌𝜇+ (L𝑣[12g(𝑣, 𝑣)])𝜌𝜇.

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âûðàæåíèå L𝑣[12g(𝑣, 𝑣)]. Ïî îïðåäåëåíèþ
L, îíî èìååò âèä:

L𝑣[12g(𝑣, 𝑣)] =
1

2

𝜕g(𝑣, 𝑣)

𝜕𝑡
+L𝑣[

1
2g(𝑣, 𝑣)].

Çäåñü 𝜕g(𝑣, 𝑣)
𝜕𝑡 = 2𝑔𝑖𝑗𝑣

𝑖 𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑡 = 2⟨𝑣♭, 𝜕𝑣𝜕𝑡 ⟩. Ïî ïîâîäó ñèìâîëà
𝜕𝑣
𝜕𝑡 ñì. ïîÿñíåíèå

â ï. 27∘ ê ôîðìóëå (2.1.7). Äàëåå, òàê êàê 1
2g(𝑣, 𝑣) � ñêàëÿð, òî

L𝑣[
1
2g(𝑣, 𝑣)] =

1
2𝑣[g(𝑣, 𝑣)].

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû íè÷åãî íå ãîâîðèëè î ñâÿçíîñòè. Îäíàêî òåïåðü
ñâÿçíîñòü íà÷èíàåò èãðàòü ðîëü. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñ èñïîëüçîâàíèåì íåìåòðè÷íîñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (2.4.8):

L𝑣[
1
2g(𝑣, 𝑣)] = g(𝑣, ∇𝑣𝑣)−

1

2
Q(𝑣, 𝑣, 𝑣).

Òàêèì îáðàçîì, L𝑣[12g(𝑣, 𝑣)] èìååò âèä:

L𝑣[12g(𝑣, 𝑣)] = ⟨𝑣♭, 𝜕𝑣
𝜕𝑡 +∇𝑣𝑣⟩ − 1

2Q(𝑣, 𝑣, 𝑣).

Òàê êàê ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðèìàíîâî, òîQ(𝑣, 𝑣, 𝑣) = 0. Âåêòîðíîå
ïîëå

𝑎 =
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+∇𝑣𝑣 (2.5.5)

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî
óñêîðåíèÿ (ò.å. 𝑣̇) â òåðìèíàõ îïåðàòîðà íàáëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêî-
òîðîé çàìåíå êîîðäèíàò [37]. Ïîëå (2.5.5) ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ñòðàíñòâåííûì óñêîðåíèåì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàê áóäåò âèäíî â
äàëüíåéøåì, îíî áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïîäîáíî
óñêîðåíèþ 𝑣̇ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.

Íà îñíîâå ïîëÿ 𝑎 îïðåäåëèì ïîëå ìàòåðèàëüíîãî óñêîðåíèÿ 𝐴 ðàâåí-
ñòâîì: 𝐴 = 𝑎 ∘ κ𝑡.



5. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ 85

Замечание 27 . Пусть в физическом пространстве имеется связность с отличной
от нуля неметричностью. В этом случае выражение для пространственного ускорения
𝑎 будет отличаться от (2.5.5). Именно, так как

Q(𝑣, 𝑣, 𝑣) = 𝑣♭y𝑄𝑘· ·
· 𝑖𝑗𝑣

𝑖𝑣𝑗𝜕𝑘 = 𝑣♭y𝜂(𝑣),

то в качестве ускорения следует принять поле 𝑎 = 𝜕𝑣
𝜕𝑡

+∇𝑣𝑣 − 1
2
𝜂(𝑣). ♠

Îêîí÷àòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑓(𝑋, 𝑡) =

∫︁
κ𝑠(B0)

𝜓*
𝑡, 𝑠(L𝑣𝑓) =

∫︁
κ𝑡(B0)

L𝑣𝑓,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
κ𝑡(B0)

(︂
1

2
g(𝑣, 𝑣) + 𝑒

)︂
𝜌𝜇

⎞⎟⎠ =

=

∫︁
κ𝑡(B0)

{(12g(𝑣, 𝑣) + 𝑒)L𝑣(𝜌𝜇) + (L𝑣𝑒)𝜌𝜇+ ⟨𝑣♭, 𝑎⟩𝜌𝜇}.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà d, ôîðìóëó (1.3.13)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî ⟨𝑣♭, 𝑎⟩ = ⟨𝑣, 𝑎♭⟩):∫︁
κ𝑡(B0)

⟨𝑣, dT + (𝑏− 𝑎♭)⊗ 𝜌𝜇⟩ =

=

∫︁
κ𝑡(B0)

{(12g(𝑣, 𝑣) + 𝑒)L𝑣(𝜌𝜇) + (L𝑣𝑒)𝜌𝜇} −
∫︁

κ𝑡(B0)

∇𝑣∧̇T. (2.5.6)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (2.5.6) ïðåäñòàâëÿåò äðóãóþ ôîðìó áàëàíñà
ìîùíîñòè.

62∘. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà êîâàðèàíòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîãî â 56∘.

Ïóñòü êîâàðèàíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìûì îò 𝜏
îòîáðàæåíèåì

𝜉𝜏 : P → P, 𝜉𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝑡

= Id, (2.5.7)
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ãäå Id � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îòîáðàæåíèå (2.5.7) îïðåäåëÿ-
åò íîâîå êàðòðèðîâàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P. Âñå âåëè÷èíû â
íîâûõ êàðòàõ îáîçíà÷èì øòðèõîâàííûìè ñèìâîëàìè. Áàëàíñ ìîùíîñòè,
îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (1.3.7) èç Ãëàâû 1 ïðèíèìàåò âèä:∫︁
𝜉𝜏∘κ𝑡(B0)

⟨𝑣′, 𝑏′⟩𝜌′𝜇′ +
∫︁

𝜉𝜏∘κ𝑡(𝜕B0)

⟨𝑣′, T⟩ =

=
𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎝ ∫︁
𝜉𝜏∘κ𝑡(B0)

{︂
1

2
g(𝑣′, 𝑣′) + 𝑒′

}︂
𝜌′𝜇′

⎞⎟⎠ . (2.5.8)

Øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ íåøòðèõîâàííûìè ñëåäóþùèìè ñî-
îòíîøåíèÿìè

T′ = 𝜉𝜏*T, 𝑣′ = 𝜉𝜏*𝑣+𝑤, 𝑒′(F′,G,g′∘κ′) = 𝑒(F,G, 𝜉*𝜏g∘κ), (2.5.9)

ãäå 𝑤 = 𝜕
𝜕𝜏 𝜉𝜏 . Êðîìå òîãî, ïðè 𝜏 = 𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝑒′ =

(︂
*2
𝜕𝑒

𝜕g

)︂
∧̇L𝑤g, 𝑏′ − (𝑣̇′)♭ = 𝜉𝑡*(𝑏− 𝑣̇♭) (2.5.10)

Çäåñü L𝑤 � ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑤. Ñëåäóÿ [64], ïîä-
ñòàâèì (2.5.9), (2.5.10) â ðàâåíñòâî (2.5.8), ïîëàãàÿ 𝜏 = 𝑡, è èç ðåçóëüòàòà
âû÷òåì (1.3.7). Èìååì

∫︁
κ𝑡(B0)

{︂
L𝑣(𝜌𝜇)

[︂
g(𝑣, 𝑣 + 𝑤) +

1

2
g(𝑤, 𝑤)+

+𝜌𝜇

(︂(︂
*2
𝜕𝑒

𝜕g

)︂
∧̇L𝑤g+ g(𝑤, 𝑣̇)

)︂]︂}︂
=

=

∫︁
κ𝑡(𝜕B0)

⟨𝑤, T⟩+
∫︁

κ𝑡(B0)

𝜌𝜇⟨𝑏, 𝑤⟩.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (𝑤, 𝑤)g = ⟨𝑤♭, 𝑤⟩ è ò.ï., à òàêæå òåîðåìó Ñòîêñà è ñîîò-
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íîøåíèå (2.5.3), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫︁
κ𝑡(B0)

{︂
L𝑣(𝜌𝜇)

[︂
⟨𝑣♭, 𝑣 + 𝑤⟩+ 1

2
⟨𝑤♭, 𝑤⟩+

+ 𝜌𝜇

(︂(︂
*2
𝜕𝑒

𝜕g

)︂
∧̇L𝑤g+ ⟨𝑤♭, 𝑣̇⟩

)︂]︂}︂
=

=

∫︁
κ𝑡(B0)

{⟨𝑤, dT⟩+∇𝑤∧̇T + 𝜌𝜇⟨𝑏, 𝑤⟩} . (2.5.11)

Ãðàäèåíò (∇𝑤)♭ ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ñèììåòðè÷åñêóþ è àíòèñèì-
ìåòðè÷åñêóþ ÷àñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

(∇𝑤)♭ = 1

2
L𝑤g+ 𝑑(𝑤♭). (2.5.12)

Замечание 28 . В евклидовом пространстве равенству (2.5.12) соответствует
разложение градиента перемещений на тензор деформаций и тензор вихря. Для
его доказательства достаточно расписать покомпонентно левую и правую части.
При этом отметим, что это равенство рассматривается для случая связности Леви–

Чивиты. Поэтому ∇𝑤 =
(︀
𝜕𝑖𝑤

𝑘 + 𝑤𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗
)︀
𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖, где 𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗 =

𝑔𝑘𝑙

2
(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝑔𝑖𝑗).

Так как
(∇𝑤)♭ =

(︀
𝑔𝑠𝑘𝜕𝑖𝑤

𝑘 + 𝑔𝑠𝑘𝑤
𝑗𝛾𝑘· ·· 𝑖𝑗

)︀
𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖,

то для левой части (2.5.12) получаем выражение:

(∇𝑤)♭ =
(︀
𝑔𝑠𝑘𝜕𝑖𝑤

𝑘 + 1
2
𝑤𝑘(𝜕𝑖𝑔𝑘𝑠 + 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑠 − 𝜕𝑠𝑔𝑖𝑘)

)︀
𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖.

Теперь рассмотрим правую часть (2.5.12). Для 𝑤 = 𝑤𝑘𝜕𝑘 имеем 𝑤♭ = 𝑔𝑖𝑘𝑤
𝑘𝑑𝑋 𝑖.

Отсюда

𝑑(𝑤♭) = 𝑑(𝑔𝑖𝑘𝑤
𝑘) ∧ 𝑑𝑋 𝑖 + 𝑔𝑖𝑘𝑤

𝑘𝑑2𝑋 𝑖 = 𝑑(𝑔𝑖𝑘𝑤
𝑘) ∧ 𝑑𝑋 𝑖 = 𝜕𝑠(𝑔𝑖𝑘𝑤

𝑘)𝑑𝑋𝑠 ∧ 𝑑𝑋 𝑖.

В силу равенства 𝑑𝑋𝑠 ∧ 𝑑𝑋 𝑖 = 𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖 − 𝑑𝑋 𝑖 ⊗ 𝑑𝑋𝑠, можем записать

𝑑(𝑤♭) = (𝜕𝑠(𝑔𝑖𝑘𝑤
𝑘)− 𝜕𝑖(𝑔𝑠𝑘𝑤

𝑘))𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖.

Согласно формуле (2.1.5), имеем

L𝑤g = {𝑤𝑘𝜕𝑘𝑔𝑠𝑖 + 𝑔𝑘𝑖𝜕𝑠𝑤
𝑘 + 𝑔𝑠𝑘𝜕𝑖𝑤

𝑘}𝑑𝑋𝑠 ⊗ 𝑑𝑋 𝑖.

Сравнивая полученные выражения, приходим к требуемому результату. ♠
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòü òåëà B0 âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,
èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî (2.5.11) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå ñîîòíîøåíèå

L𝑣(𝜌𝜇)

(︂
⟨𝑣♭, 𝑣 + 𝑤⟩+ 1

2
⟨𝑤♭, 𝑤⟩

)︂
+

1

2

(︂
*2
(︂
2𝜌
𝜕𝑒

𝜕g

)︂
−T

)︂
∧̇L𝑤g =

= ⟨𝑤, dT + (𝑏− 𝑣̇♭)𝜌𝜇⟩+ 𝑑𝑤♭∧̇T. (2.5.13)

Â âèäó òîãî, ÷òî âåëè÷èíû 𝑤, ⟨𝑤♭, 𝑤⟩, 𝑑𝑤♭, L𝑤g ìîãóò ïðèíèìàòü ïðî-
èçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïåðâàÿ èç íèõ îòâå÷àåò
çíà÷åíèþ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, âòîðàÿ � åãî ìàãíèòóäå, òðå-
òüÿ � åãî ðîòàöèè, ÷åòâåðòàÿ � ãðàäèåíòó), ðàâåíñòâî (2.5.13) ýêâèâà-
ëåíòíî ñèñòåìå ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

L𝑣(𝜌𝜇) =0, (2.5.14)

dT + 𝑏⊗ 𝜌𝜇 =𝑣̇♭ ⊗ 𝜌𝜇, (2.5.15)
(𝑢⊗ 𝑣)∧̇T =(𝑣 ⊗ 𝑢)∧̇T, (2.5.16)

*2
(︂
2𝜌
𝜕𝑒

𝜕g

)︂
=T. (2.5.17)

Óðàâíåíèå (2.5.14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, óðàâ-
íåíèå (2.5.15) � áàëàíñ èìïóëüñà, (2.5.16) � áàëàíñ ìîìåíòà èìïóëüñà
(çäåñü 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇P � ïðîèçâîëüíû), (2.5.17) � àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ Äîé-
ëÿ �Ýðèêñåíà, èçâåñòíîãî â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [53].

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà (2.5.15), òî èç ðàâåí-
ñòâà (2.5.6) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå äëÿ ìîùíîñòè íàïðÿæåíèé

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
κ𝑡(B0)

𝑒𝜌𝜇 =

∫︁
κ𝑡(B0)

∇𝑣∧̇T.



ГЛАВА 3

Необходимые математические сведения

1. «Башня» тензорных пространств

1.1. Касательное пространство к многообразию

63∘. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿ íà
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáùåãî âèäà, íåîáõîäèìî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ â òî÷êå X ∈ B è â òî÷êå κ(X) ∈ P. Êîíå÷íî,
ñîãëàñíî òåîðåìå Óèòíè [65], êàê äëÿ B, òàê è äëÿ P, ñóùåñòâóåò âëî-
æåíèå â íåêîòîðîå îáúåìëþùåå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; ðàññìàòðèâàÿ
êàæäîå èç B è P êàê ãèïåðïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê íèì, îïèðàÿñü
íà ¾íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ¿, ïðèñóùèå îáû÷íîé, ¾øêîëüíîé¿, ãåîìåò-
ðèè. Îäíàêî ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ (â âèäó áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà) ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçäêèìè. Âìåñòå
ñ òåì, îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìåòîäàìè âíóòðåííåé ãåîìåò-
ðèè âñåãäà îïðåäåëÿëî èçÿùåñòâî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè. Â ýòîé ñâÿçè,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, êàê
îáúåêòîâ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè B è P.

64∘. Ïóñòü M𝑛 � 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå1. Êðèâîé íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛,

1В настоящей главе фраза «M𝑛 — 𝐶𝑟–многообразие» означает, что M является
𝐶𝑟–многообразием размерности dimM = 𝑛.

89
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ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑝 ∈ M𝑛, áóäåì íàçûâàòü ëþáîå îòîáðàæåíèå
𝜒 : J → M𝑛, ãäå J ⊂ R � èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó 0 è 𝜒(0) =
𝑝. Äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåì, ÷òî èíòåðâàë J ñèììåòðè÷åí, òî åñòü, J =
]− 𝑎, 𝑎[ (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïîäõîäÿùåé çàìåíîé ïåðåìåííûõ).
Òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ℓ𝑝𝜒 = {𝜒(𝑞) | 𝑞 ∈ ]− 𝑎, 𝑎[} áóäåì íàçûâàòü ëèíèåé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 𝑝 è ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé 𝜒.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå êðèâûå. Êðèâàÿ 𝜒 : ]− 𝑎, 𝑎[ → M𝑛

ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐶𝑟, åñëè 𝜒 ∈ C𝑟(]− 𝑎, 𝑎[;M𝑛). Âñþäó ïîëàãàåì, ÷òî
òî÷êà 𝑝 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè ℓ𝑝𝜒. Ýòî ñîîáðàæåíèå
ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝜒 ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑟�âëîæåíèåì.
Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì èíòåðâàë ]− 𝑎, 𝑎[ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû âåñü
îáðàç îòîáðàæåíèÿ 𝜒 íàõîäèëñÿ â ïðåäåëàõ îäíîé êàðòû (𝑈, 𝜙), 𝑝 ∋ 𝑈 ,
âûáðàííîãî àòëàñà â M𝑛.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cu𝑝(M𝑛) âñåõ 𝐶𝑟�êðèâûõ íàM𝑛, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó 𝑝 è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíÿòûì óñëîâèÿì. Ýòî ìíîæåñòâî
ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà êëàññû îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝑝 ñëåäó-
þùåãî âèäà [29,40]:

∀𝜒1, 𝜒2 ∈ Cu𝑝(M
𝑛) (𝜒1 ∼𝑝 𝜒2) ⇔

(︂
𝑑(𝜙−1 ∘ 𝜒1)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑑(𝜙−1 ∘ 𝜒2)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

)︂
.

Çäåñü 𝜙−1 ∘ 𝜒1 : ]− 𝑎1, 𝑎1[ → R𝑛, 𝜙−1 ∘ 𝜒2 : ]− 𝑎2, 𝑎2[ → R𝑛 � ôóíêöèè
èç îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ R â R𝑛. Ââåäåííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû, ÷òî ñëåäóåò èç ïðàâèë öåïíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ.

65∘. Êàñàòåëüíûé âåêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî
óêàçàíû òî÷êà 𝑝, ñ êîòîðîé îí àññîöèèðóåòñÿ, è êëàññ êðèâûõ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó è ê êîòîðûì ýòîò îáúåêò ¾êàñàåòñÿ¿ â ñìûñëå îòíî-
øåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝑝. Èòàê, âñÿêàÿ ïàðà (𝑝, [𝜒]𝑝), ãäå [𝜒]𝑝 � êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé 𝜒 ïî îòíîøåíèþ ∼𝑝, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì ê ìíîãîîáðàçèþ M𝑛 â òî÷êå 𝑝. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êàñàòåëü-
íûå âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè ñèìâîëàìè 𝑢, 𝑣, . . .

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð 𝑛 ÷èñåë 𝑑(𝜙−1∘𝜒)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

íàçûâàþò êîîðäèíàòíûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì âåêòîðà 𝑢 = (𝑝, [𝜒]𝑝). Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ
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ê M𝑛 â òî÷êå 𝑝, îáîçíà÷àþò2 êàê 𝑇𝑝M𝑛:

𝑇𝑝M
𝑛 = {𝑝} × Cu𝑝(M

𝑛)/ ∼𝑝:= {(𝑝, [𝜒]𝑝) | 𝜒 ∈ Cu𝑝(M
𝑛)}.

66∘. Äëÿ 𝑝 ∈ M𝑛 è êàðòû (𝑈, 𝜙), 𝑝 ∈ 𝑈 , ðàññìîòðèì áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå

c𝜙𝑝 : 𝑇𝑝M
𝑛 → R𝑛, c𝜙𝑝 : (𝑝, [𝜒]𝑝) ↦→

𝑑(𝜙−1 ∘ 𝜒)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

.

Îíî íàäåëÿåò 𝑇𝑝M𝑛 ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿÿ íà
íåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢+ 𝑣 := (c𝜙𝑝 )
−1{c𝜙𝑝 (𝑢) + c𝜙𝑝 (𝑣)}, 𝜆𝑢 := (c𝜙𝑝 )

−1{𝜆c𝜙𝑝 (𝑢)},

ãäå 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛, 𝜆 ∈ R. Ýòè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò êàðòû; c𝜙𝑝 åñòü

èçîìîðôèçì 𝑇𝑝M
𝑛 è R𝑛, òàêèì îáðàçîì, dim𝑇𝑝M

𝑛 = dimM𝑛. Íóëåâûì
âåêòîðîì â 𝑇𝑝M𝑛 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð 0 := ℎ−1

𝑝 (0, . . . , 0).
67∘. Äëÿ òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛 íà 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè M𝑛 ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî O𝑘(𝑝) ôóíêöèé 𝑓 : M𝑛 → R, ãäå 1 6 𝑘 6 𝑟, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑈(𝑝) òî÷êè 𝑝, òàêàÿ, ÷òî 𝑓 ∈ C𝑘(𝑈(𝑝); R). Äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè 𝑉 (𝑝) ⊂ 𝑈(𝑝) ìû òàêæå èìååì 𝑓 ∈ C𝑘(𝑉 (𝑝); R) Íà
ýòîì ìíîæåñòâå ââåäåì îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
ñêàëÿð.

Äëÿ âåêòîðà 𝑢 = (𝑝, [𝜒]𝑝) ∈ 𝑇𝑝M
𝑛 îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

𝑓 ïî íàïðàâëåíèþ 𝑢 â òî÷êå 𝑝:

L𝑢(𝑓) :=
𝑑(𝑓 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙)
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

,

ãäå (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑢𝑗 � ýëåìåíò 𝑛�êè êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ âåêòîðà 𝑢. Èìååì ôóíêöèîíàë 𝑓 ↦→ L𝑢(𝑓), îïðåäåëåíèå êîòîðîãî íå
çàâèñèò îò êàðòû. Åãî ñâîéñòâà:

(i) L𝛼𝑢+𝛽𝑣(𝑓) = 𝛼L𝑢(𝑓) + 𝛽L𝑣(𝑓), äëÿ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛, 𝑓 ∈ O1(𝑝),

𝛼, 𝛽 ∈ R;
(ii) L𝑢(𝑓 + 𝑔) = L𝑢(𝑓) +L𝑢(𝑔), äëÿ 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛, 𝑓, 𝑔 ∈ O1(𝑝);

2Символ Cu𝑝(M
𝑛)/ ∼𝑝 обозначает фактормножество по отношению эквивалент-

ности ∼𝑝.
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(iii) L𝑢(𝑓𝑔) = 𝑓(𝑝)L𝑢(𝑔) + 𝑔(𝑝)L𝑢(𝑓), äëÿ 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛, 𝑓, 𝑔 ∈ O1(𝑝).

Îòîáðàæåíèå 𝑙𝑝 : 𝑢 ↦→ L𝑢 =
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑢𝑗 𝜕
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è

áèåêòèâíûì [66]. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑙𝑝 åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâîì D𝑝(M

𝑛) = {L𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛} ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ â òî÷êå

𝑝 è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì 𝑇𝑝M𝑛, òî åñòü, 𝑇𝑝M𝑛 ∼= D𝑝(M
𝑛). Â ñèëó

ýòîãî, ðàññìîòðåííûå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû.
68∘. Äëÿ òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛 ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî 𝑛 êðèâûõ {𝜒𝑖}, òà-

êèõ, ÷òî 𝜒𝑖 ∈ Cu𝑝(M
𝑛); êàæäàÿ êðèâàÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëåíà

ñîîòíîøåíèÿìè

𝜋𝑗𝑛 ∘ 𝜙−1
𝛼 ∘ 𝜒𝑖(𝑡) = 𝜋𝑗𝑛 ∘ 𝜙−1

𝛼 (𝑝) + 𝛿𝑗𝑖 𝑡,

ãäå (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) � êàðòà, ñîäåðæàùàÿ 𝑝, 𝜋𝑗𝑛 : (𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ 𝑥𝑗. Óïîðÿäî÷åí-

íàÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ 𝑒𝑖 = (𝑝, [𝜒𝑖]𝑝), êàñàòåëüíûõ ê ýòèì êðèâûì,
îáðàçóåò ðåïåð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝M𝑛. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëè-
íèè ℓ𝑝𝜒𝑖

åñòü êîîðäèíàòíûå ëèíèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑝. Îòìåòèì, ÷òî

â ðàçëîæåíèè 𝑢 = (𝑝, [𝜒]𝑝) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑒𝑖, ÷èñëà 𝑢𝑖 ðàâíû:

𝑢𝑖 = 𝜋𝑖𝑛(c
𝜙𝛼
𝑝 (𝑢)) = 𝜋𝑖𝑛

(︂
𝑑(𝜙−1

𝛼 ∘ 𝜒)
𝑑𝑡

| 𝑡=0

)︂
.

Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå c𝜙𝛼
𝑝 êàæäîìó âåêòîðó èç 𝑇𝑝M𝑛 ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå 𝑛�êó åãî êîîðäèíàò â áàçèñå (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1.
Ìû áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâL𝑒𝑖, îá-

ðàçóþùóþ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå D𝑝(M
𝑛), íàòóðàëüíûì (êîîðäèíàòíûì)

ðåïåðîì è îáîçíà÷àòü, êàê 𝜕𝑖|𝑝, èëè 𝜕𝑥𝑖|𝑝, åñëè åñòü íåîáõîäèìîñòü â ÿâíîì
óêàçàíèè êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì L, äëÿ 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛

è ôóíêöèè 𝑓 ∈ O1(𝑝), èìååì ðàâåíñòâî L𝑢(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝𝑓 . Â ñèëó èçî-

ìîðôèçìà 𝑙𝑝, îáúåêòû L𝑢 è 𝑢 ìîæíî îòîæäåñòâèòü: 𝑢 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝. Îïå-

ðàòîðû 𝜕𝑖|𝑝 äåéñòâóþò íà îòîáðàæåíèå 𝑓 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜕𝑖|𝑝𝑓 =
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙)
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

,
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÷òî è îïðåäåëÿåò èõ ñèìâîëüíîå îáîçíà÷åíèå, ïîäîáíîå îáîçíà÷åíèÿì
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âìåñòî L𝑢(𝑓) ÷àñòî áóäåì óïîòðåáëÿòü çàïèñü
𝑢𝑝(𝑓).

1.2. Сопряженное (кокасательное) пространство над

касательным пространством

69∘. Âåêòîðíîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
(êîâåêòîðîâ) íàä 𝑇𝑝M

𝑛 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑇 *
𝑝M

𝑛. Çíà÷åíèåì êîâåêòî-
ðà 𝜈 ∈ 𝑇 *

𝑝M
𝑛 íà âåêòîðå 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛 ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
⟨𝜈, 𝑢⟩𝑝 = 𝜈(𝑢) ∈ R. Óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ êàíîíè÷å-
ñêîãî ñïàðèâàíèÿ [67]. Ñòàíäàðòíàÿ àðãóìåíòàöèÿ (êàíîíè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì ìåæäó êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî âòîðûì
ñîïðÿæåííûì [68], ò.å. ÷òî 𝑇𝑝M𝑛 ∼= 𝑇 **

𝑝 M𝑛) îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùóþ
ñèììåòðèþ:

∀𝜈 ∈ 𝑇 *
𝑝M

𝑛 ∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛 : ⟨𝜈, 𝑢⟩𝑝 = ⟨𝑢, 𝜈⟩𝑝.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑝M𝑛 âûáðàòü êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, òî
÷åðåç (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîðåïåð â 𝑇

*
𝑝M

𝑛. Ïðè
ýòîì, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ⟨𝑑𝑥𝑖|𝑝, 𝜕𝑗|𝑝⟩𝑝 = 𝛿𝑖𝑗, ãäå 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
Ðàçëîæåíèå êîâåêòîðà 𝜈 ∈ 𝑇 *

𝑝M
𝑛 ïî êîðåïåðó (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 èìååò âèä: 𝜈 =

𝜈𝑖𝑑𝑥
𝑖|𝑝.
Замечание 29 . Примером ковектора является дифференциал 𝑑𝑓𝑝 функции 𝑓 ∈

C𝑟(M𝑛; R) в точке 𝑝, определяемый правилом: 𝑑𝑓𝑝(𝑢) := L𝑢(𝑓). Его координатное

представление имеет вид: 𝑑𝑓𝑝 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕(𝑓∘𝜙)
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

𝑑𝑥𝑗|𝑝, где (𝑈, 𝜙) — карта, содержащая

𝑝. ♠
Îòìåòèì, ÷òî êîêàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà 𝑇 *

𝑝M
𝑛 è 𝑇 *

𝑞M
𝑛 â ðàçíûõ

òî÷êàõ 𝑝 è 𝑞 ìíîãîîáðàçèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ, èáî èõ ýëåìåíòû åñòü ôóíê-
öèîíàëû ñ ðàçíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝M𝑛 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàì ýêâèâàëåíòíûõ êðè-
âûõ, ëèáî êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä êîêàñàòåëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì (â ñèëó êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà 𝑇𝑝M𝑛 ∼= 𝑇 **

𝑝 M𝑛).
Àíàëîãè÷íî, êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇 *

𝑝M
𝑛 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ëèáî êàê ìíîæåñòâî óïîðÿ-
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äî÷åííûõ ïàð, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàì ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé. Ïî-
ñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå (ìû ñëåäóåì [29]).

Ïóñòü 𝑝 ∈ M𝑛. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐽𝑝 ⊂ C𝑟(M𝑛; R) âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà3 C𝑟(M𝑛; R), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; R),
äëÿ êîòîðûõ 𝑓(𝑝) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐽2

𝑝 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òåõ ôóíêöèé èç 𝐽𝑝, äëÿ êîòîðûõ 𝑑𝑓𝑝 = 0, ò.å. 𝐽2

𝑝 = {𝑓 ∈ 𝐽𝑝 | 𝑑𝑓𝑝 = 0}. Â
ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè äèôôåðåíöèàëà, ýòî òàêæå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐽𝑝. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà 𝐽𝑝:

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐽𝑝 : (𝑓 ∼𝑝 𝑔) ⇔ ((𝑓 − 𝑔) ∈ 𝐽2
𝑝 ).

Ââåäåííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò 𝐽𝑝 íà íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþùèå ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâî 𝐽𝑝/𝐽2

𝑝 .
Замечание 30 . На фактормножестве 𝐽𝑝/𝐽

2
𝑝 вводятся операции сложения клас-

сов эквивалентности и умножения их на скаляр:

[𝑓 ] + [𝑔] := [𝑓 + 𝑔], 𝜆[𝑓 ] := [𝜆𝑓 ],

где 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐽𝑝, 𝜆 ∈ R. ♠
Îòîáðàæåíèå Φ : 𝐽𝑝 → 𝑇 *

𝑝M
𝑛, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó Φ[𝑓 ] := 𝑑𝑓𝑝,

ëèíåéíî ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè÷åì Φ[𝐽2
𝑝 ] = {0}. Åñëè 𝑓 ∼𝑝 𝑔, òî Φ[𝑓 ] = Φ[𝑔],

÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå

̂︀Φ : 𝐽𝑝/𝐽
2
𝑝 → 𝑇 *

𝑝M
𝑛, ̂︀Φ[𝜈] := Φ[𝑓 ], äëÿ íåêîòîðîãî 𝑓 ∈ 𝜈.

Îòîáðàæåíèå ̂︀Φ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è èíúåêòèâíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
åãî ñþðúåêòèâíîñòè çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ êàðòó (𝑈, 𝜙), ñîäåðæàùóþ
òî÷êó 𝑝. Ïóñòü 𝜈 ∈ 𝑇 *

𝑝M
𝑛. Òîãäà 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥

𝑖|𝑝. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
𝑓 : 𝑈 → R ðàâåíñòâîì 𝑓 = ℎ ∘ 𝜙−1, ãäå

ℎ : R𝑛 → R, ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝜈𝑖(𝑥
𝑖 − 𝜋𝑖𝑛 ∘ 𝜙−1(𝑝)).

3Бинарные операции сложения и умножения на скаляр в C𝑟(M𝑛; R) определяются
поточечно:

(𝑓 + 𝑔), (𝜆𝑓) ∈ C𝑟(M𝑛; R), (𝑓 + 𝑔)(𝑝) := 𝑓(𝑝) + 𝑔(𝑝), (𝜆𝑓)(𝑝) := 𝜆𝑓(𝑝),

для 𝑓, 𝑔 ∈ C𝑟(M𝑛; R), 𝜆 ∈ R.
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Òîãäà 𝑓(𝑝) = 0 è 𝑑𝑓𝑝 = 𝜈. Ðàñïðîñòðàíèâ 𝑓 íà âñå ìíîãîîáðàçèå M𝑛,
ïîëó÷èì èñêîìóþ ôóíêöèþ ̃︀𝑓 , òàêóþ, ÷òî ̂︀Φ[ ̃︀𝑓 ] = 𝜈. Òàêèì îáðàçîì, ̂︀Φ
� èçîìîðôèçì è ïîýòîìó 𝐽𝑝/𝐽2

𝑝
∼= 𝑇 *

𝑝M
𝑛.

Íà ìíîæåñòâå L𝑝 := {𝑝} × 𝐽𝑝/𝐽
2
𝑝 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ

ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(𝑝, 𝜇) + (𝑝, 𝜈) := (𝑝, 𝜇+ 𝜈), 𝜆(𝑝, 𝜇) = (𝑝, 𝜆𝜇),

äëÿ 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐽𝑝/𝐽
2
𝑝 , 𝜆 ∈ R. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì 𝑠𝑝 : L𝑝 →

𝐽𝑝/𝐽
2
𝑝 , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì 𝑠𝑝(𝑝, 𝜇) := 𝜇. Ïîýòîìó, L𝑝 ∼= 𝐽𝑝/𝐽

2
𝑝 .

Ñëåäîâàòåëüíî, L𝑝 ∼= 𝑇 *
𝑝M

𝑛.

1.3. «Башня» тензорных пространств

70∘. Òåíçîðû è òåíçîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè îáúåêòàìè, ïîçâîëÿþùèìè îïèñàòü ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ è
ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ, ñîïóòñòâóþùèå ýòîìó ïðîöåññó. Â
áîëüøèíñòâå ðóêîâîäñòâ ïî òåíçîðíîìó èñ÷èñëåíèþ èñïîëüçóåòñÿ ôîð-
ìàëèçì, îñíîâàííûé íà àêñèîìàòèêå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [69, 70].
Âìåñòå ñ òåì, î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ãîâîðèëîñü â Ãëàâå 1 íàñòî-
ÿùåé ðàáîòû. Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó, èçëîæèì îñíîâíûå èäåè, ñâÿ-
çàííûå ñ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèåé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ [42,67,71,72]. Ïî�âèäèìîìó, âïåðâûå òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïî-
ÿâèëàñü â òðàêòàòå Í. Áóðáàêè [72].

71∘. Ïóñòü V1, . . . , V𝑘 � êîíå÷íîìåðíûå âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(V1, . . . ,V𝑘) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
ôîðìàëüíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç V1, . . . , V𝑘.
Ýëåìåíòû òàêîãî ìíîæåñòâà èìåþò âèä:∑︁

(𝑢1, ..., 𝑢𝑘)∈𝐾

𝛼𝑢1, ..., 𝑢𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), ãäå 𝐾 ⊂ V1 × . . .×V𝑘 � êîíå÷íî.

(3.1.1)
Замечание 31 . Дадим необходимые пояснения, связанные с понятием формаль-

ной линейной комбинации [67]. Множество M(V1, . . . , V𝑘) — это множество всех фи-
нитных функций из V1 × . . . × V𝑘 в R, т.е. отображений 𝑓 : V1 × . . . × V𝑘 → R,
для которых множества 𝐾𝑓 := {𝑎 ∈ V1 × . . . × V𝑘 | 𝑓(𝑎) ̸= 0} конечны. Введе-
нием операций поточечного сложения и умножения на число, M(V1, . . . , V𝑘) пре-
вращается в вещественное векторное пространство. Его базисом служит семейство



96 Ãë.3 Íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

{𝛿(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)}(𝑢1, ..., 𝑢𝑘)∈V1×...×V𝑘
функций, определенных равенством:

𝛿(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)[𝑎] =

{︃
1, если 𝑎 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘),

0, в противном случае.

Элементы M(V1, . . . , V𝑘) представляются в виде конечных сумм: 𝑓 =
∑︀

𝑎∈𝐾𝑓

𝑓(𝑎)𝛿(𝑎).

Опуская знак 𝛿, приходим к выражениям вида (3.1.1). ♠
Ïóñòü N � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M(V1, . . . , V𝑘), ïîðîæäåííîå

âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà

(𝑢1, . . . , 𝑢𝑖 + 𝑢′𝑖, . . . , 𝑢𝑘)− (𝑢1, . . . , 𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑘)− (𝑢1, . . . , 𝑢
′
𝑖, . . . , 𝑢𝑘),

(𝑢1, . . . , 𝛼𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑘)− 𝛼(𝑢1, . . . , 𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑘),

ãäå 𝑢𝑖, 𝑢′𝑖 ∈ V𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛼 ∈ R. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ∼N ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà M(V1, . . . , V𝑘) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀𝑢, 𝑣 ∈ M(V1, . . . , V𝑘) : (𝑢 ∼N 𝑣) ⇔ (𝑢− 𝑣 ∈ N).

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M(V1, . . . , V𝑘)/N ïî îòíîøåíèþ ∼N ïðåäñòàâëÿåò
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ [67] V1, . . . , V𝑘:

V1 ⊗ . . .⊗V𝑘 := M(V1, . . . , V𝑘)/N.

72∘. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π íàòóðàëüíóþ ïðîåêöèþ, ò.å.

Π : M(V1, . . . , V𝑘) → V1 ⊗ . . .⊗V𝑘.

Òîãäà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìûé ýëåìåíòîì (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê (𝑢1⊗. . .⊗𝑢𝑘) := Π(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘). Ýòî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘.

Замечание 32 . По построению, справедливы равенства:

(𝑢1 ⊗ . . .⊗ (𝑢𝑖 + 𝑢′𝑖)⊗ . . .⊗ 𝑢𝑘) =(𝑢1 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑖 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑘) + (𝑢1 ⊗ . . .⊗ 𝑢′𝑖 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑘),

(𝑢1 ⊗ . . .⊗ 𝛼𝑢𝑖 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑘) =𝛼(𝑢1 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑖 ⊗ . . .⊗ 𝑢𝑘),

где 𝑢𝑖, 𝑢
′
𝑖 ∈ V𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛼 ∈ R. ♠

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà V𝑖 êîíå÷-
íîìåðíû, ò.å. dimV𝑖 = 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Òîãäà â êàæäîì èç V𝑖 ìîæíî
âûáðàòü áàçèñ (𝑒(𝑖)𝑗 )𝑛𝑖𝑗=1. Ñîãëàñíî [67], ñîâîêóïíîñòü

(𝑒
(1)
𝑖1
⊗, . . . , 𝑒(𝑘)𝑖𝑘

)16𝑖16𝑛1, ..., 16𝑖𝑘6𝑛𝑘,
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áóäåò áàçèñîì V1 ⊗ . . .⊗V𝑘; dimV1 ⊗ . . .⊗V𝑘 = 𝑛1 . . . 𝑛𝑘.
Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îòîæäåñòâëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êî-

íå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîëèëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè
â ñèëó èçîìîðôèçìà [67]

V1 ⊗ . . .⊗V𝑘 ∼= Lin(V1, . . . , V𝑘; R).

73∘. Ïóñòü 𝑝 ∈ M𝑛. Èç ýêçåìïëÿðîâ 𝑇𝑝M𝑛 è 𝑇 *
𝑝M

𝑛 ìîæíî îáðàçîâàòü
âñåâîçìîæíûå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ðàññìîò-
ðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Òåí-
çîðíûå ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé, ÷åì 𝑛 = dimM𝑛. Èõ ýëåìåíòû
� òåíçîðû. Âñå ýòè ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò ¾áàøíþ¿ òåíçîðíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, ïîðîæäàåìûõ 𝑇𝑝M𝑛 è 𝑇 *

𝑝M
𝑛, è àññîöèèðîâàííûõ ñ òî÷êîé 𝑝:

𝑇𝑝M
𝑛 𝑇 *

𝑝M
𝑛

𝑇𝑝M
𝑛 ⊗ 𝑇𝑝M

𝑛 𝑇𝑝M
𝑛 ⊗ 𝑇 *

𝑝M
𝑛 𝑇 *

𝑝M
𝑛 ⊗ 𝑇𝑝M

𝑛 𝑇 *
𝑝M

𝑛 ⊗ 𝑇 *
𝑝M

𝑛

. . . . . . . . . . . .

∼=

Ýëåìåíòàìè ¾áàøíè¿ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûå ïðîñòðàíñòâà
⨂︀𝑘 𝑇𝑝M

𝑛

êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ðàíãà 𝑘,
⨂︀𝑘 𝑇 *

𝑝M
𝑛 êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ

ðàíãà 𝑘, è ïðîñòðàíñòâà (
⨂︀𝑘 𝑇 *

𝑝M
𝑛)⊗ (

⨂︀𝑠 𝑇𝑝M
𝑛) 𝑠 ðàç êîíòðàâàðèàíò-

íûõ è 𝑘 ðàç êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ðàíãà 𝑘 + 𝑠.
Âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 â 𝑇𝑝M

𝑛 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äó-
àëüíûé áàçèñ (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 â 𝑇

*
𝑝M

𝑛. Òîãäà (𝑒𝑖1 ⊗ . . . ⊗ 𝑒𝑖𝑘)16𝑖1, ..., 𝑖𝑘6𝑛 åñòü áà-

çèñ
⨂︀𝑘 𝑇𝑝M

𝑛. Êàæäûé êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð T ∈
⨂︀𝑘 𝑇𝑝M

𝑛 èìååò
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

T =
∑︁

16𝑖1, ..., 𝑖𝑘6𝑛

𝑇 𝑖1...𝑖𝑘· · · 𝑒𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝑒𝑖𝑘.

Ñîâîêóïíîñòü (𝜗𝑖1 ⊗ . . .⊗𝜗𝑖𝑘)16𝑖1, ..., 𝑖𝑘6𝑛 ïðåäñòàâëÿåò áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà

⨂︀𝑘 𝑇 *
𝑝M

𝑛. Êàæäûé êîâàðèàíòíûé òåíçîð Q ∈ 𝑇 *
𝑝M

𝑛 èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðàçëîæåíèå

Q =
∑︁

16𝑖1, ..., 𝑖𝑘6𝑛

𝑄 · · ·
𝑖1...𝑖𝑘

𝜗𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝜗𝑖𝑘.
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Íàêîíåö, áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà (
⨂︀𝑘 𝑇 *

𝑝M
𝑛) ⊗ (

⨂︀𝑠 𝑇𝑝M
𝑛) ÿâëÿåòñÿ

ñîâîêóïíîñòü (𝜗𝑖1 ⊗ . . . ⊗ 𝜗𝑖𝑘 ⊗ 𝑒𝑗1 ⊗ . . . ⊗ 𝑒𝑗𝑠)16𝑖1, ..., 𝑖𝑘, 𝑗1, ..., 𝑗𝑠6𝑛. Êàæäûé
ñìåøàííûé òåíçîð S ∈ (

⨂︀𝑘 𝑇 *
𝑝M

𝑛) ⊗ (
⨂︀𝑠 𝑇𝑝M

𝑛) èìååò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå

S =
∑︁

16𝑖1, ..., 𝑖𝑘6𝑛

∑︁
16𝑗1, ..., 𝑗𝑠6𝑛

𝑆 · · · 𝑗1...𝑗𝑠
𝑖1...𝑖𝑘 · · · 𝜗

𝑖1 ⊗ . . .⊗ 𝜗𝑖𝑘 ⊗ 𝑒𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝑒𝑗𝑠.

2. Векторные расслоения и их сечения

2.1. Векторные расслоения

74∘. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ âåêòîðíûå
ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäîáíûìè äëÿ ýòèõ öåëåé
ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Ïî�âèäèìîìó, âïåðâûå îáøèðíîå èçëîæå-
íèå òåîðèè ðàññëîåíèé äàë Í. Ñòèíðîä â [73]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
ñëåäóåì [29,40,66].

75∘. Áàçîâûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî�òðèâèàëüíîå ðàññëîå-
íèå [29]. Ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü

(M𝑛, E, 𝜋, F, {𝑈𝛼}𝛼∈𝐽 , {𝜙𝛼}𝛼∈𝐽),

â êîòîðîé:
(i) ìíîãîîáðàçèå M𝑛 íàçûâàåòñÿ áàçîé;
(ii) ìíîãîîáðàçèå E íàçûâàåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì;
(iii) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 𝜋 : E → M𝑛 íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé è

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì;
(iv) ìíîãîîáðàçèå F íàçûâàåòñÿ òèïîâûì ñëîåì;
(v) {𝑈𝛼}𝛼∈𝐽 � îòêðûòîå ïîêðûòèå M𝑛, êàæäûé ýëåìåíò ïîêðûòèÿ

íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ;
(vi) {𝜙𝛼}𝛼∈𝐽 � ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ (íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûìè

òðèâèàëèçàöèÿìè E íàä 𝑈𝛼) 𝜙𝛼 : 𝑈𝛼 × F → 𝜋−1(𝑈𝛼), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀𝛼 ∈ 𝐽 ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛼 ∀𝑦 ∈ F : (𝜋 ∘ 𝜙𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑥).

Äàäèì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ. 1) Èç ñþðúåêòèâíîñòè ïðîåêöèè 𝜋 :
E → M𝑛 ñëåäóåò ðàâåíñòâî E =

⋃︀
𝑝∈M𝑛

𝜋−1({𝑝}). 2) Óñëîâèå (vi) ãîâîðèò î
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òîì, ÷òî äèàãðàììà

𝜋−1(𝑈𝛼) 𝑈𝛼 × F

𝑈𝛼

𝜙𝛼

𝜋
pr 1

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé. Çäåñü pr1 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥. 3) Èç óñëîâèÿ (vi)
ñëåäóåò, ÷òî

∀𝑥 ∈ M𝑛 : (𝜋−1({𝑥}) ãîìåîìîðôåí F).

Ìíîæåñòâà E𝑥 = 𝜋−1({𝑥}) íàçûâàþòñÿ ñëîÿìè íàä 𝑥. 4) Ââåäåííîå îïðå-
äåëåíèå èìååò ñìûñë äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà M𝑛, F è E � âñåãî ëèøü òîïî-
ëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. 5) Åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ
E íàä âñåì M𝑛, òî ýòî � ãëîáàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ, à ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàññëîåíèå � òðèâèàëüíîå.

76∘. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíî�òðèâèàëüíîå ðàññëî-
åíèå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýòî ðàññëîåíèå íàçûâàþò âåêòîð-
íûì. Èìåííî, (âåùåñòâåííûì) âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘 íàçûâà-
åòñÿ òàêîå ëîêàëüíî�òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå 𝜋 : E → M𝑛, â êîòîðîì:

(i) äëÿ êàæäîãî 𝑝 ∈ M𝑛 ñëîé E𝑝 = 𝜋−1({𝑝}) íàä 𝑝 íàäåëåí ñòðóêòóðîé
𝑘�ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà;

(ii) òèïîâîé ñëîé åñòü R𝑘: F = R𝑘;
(iii) äëÿ ëþáûõ 𝛼 ∈ 𝐽 è 𝑝 ∈ 𝑈𝛼 îòîáðàæåíèå

𝜙−1
𝛼 |E𝑝

: E𝑝 → {𝑝} × R𝑘 ∼= R𝑘

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Âñþäó áóäåò èäòè ðå÷ü î ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ. Â ýòîì

ñëó÷àå, M𝑛 è E � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, 𝜋 � ãëàäêàÿ ïðîåêöèÿ, à ëî-
êàëüíûå òðèâèàëèçàöèè � äèôôåîìîðôèçìû. Ñîãëàñíî îáùåé ìåòîäî-
ëîãèè òåîðèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé [29, 40], îïðåäåëÿþòñÿ êàñàòåëüíîå
è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

𝑇M𝑛 =
⋃︁
𝑝∈M𝑛

𝑇𝑝M
𝑛 è 𝑇 *M𝑛 =

⋃︁
𝑝∈M𝑛

𝑇 *
𝑝M

𝑛.
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè

s : 𝑇M𝑛 → M𝑛 è q : 𝑇 *M𝑛 → M𝑛.

Замечание 33 . Векторные расслоения определяются единственным образом
для любых тензорных пространств, например, с помощью тензорной конструкции
(tensorial construction), описанной в [40, с. 182]. Тотальное пространство, при этом,
представляется в виде дизъюнктного объединения тензорных пространств одного и
того же типа по всем точкам многообразия. Сами тензорные пространства являются
слоями над ассоциированными с ними точками. Типовой слой есть R𝑘, где 𝑘 — раз-
мерность тензорного пространства (одна и та же для всех). Проекция сопоставляет
каждому слою ассоциированную с ним точку.

Например, из 𝑇𝑝M
𝑛 и 𝑇 *

𝑝M
𝑛 можно образовать произведение(︁⨂︁𝑠
𝑇 *
𝑝M

𝑛
)︁⨂︁(︁⨂︁𝑘

𝑇𝑝M
𝑛
)︁
.

Проделав такую операцию над всеми точками многообразия, можем определить(︁⨂︁𝑠
𝑇 *M𝑛

)︁⨂︁(︁⨂︁𝑘
𝑇M𝑛

)︁
=
⋃︁

𝑝∈M𝑛

(︁⨂︁𝑠
𝑇 *
𝑝M

𝑛
)︁⨂︁(︁⨂︁𝑘

𝑇𝑝M
𝑛
)︁
.

♠

2.2. Сечения

77∘. Ïîíÿòèå âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ïîëåé ôîðìóëèðóåòñÿ â òåð-
ìèíàõ ñå÷åíèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé [29,40,73,74] ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè 𝜋 : E → M𝑛 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
𝜎 : M𝑛 → E, òàêîå, ÷òî 𝜋 ∘ 𝜎(𝑝) = 𝑝, äëÿ âñåõ 𝑝 ∈ M𝑛, íàçûâàåòñÿ
ñå÷åíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ 𝜎,
äëÿ 𝑝 ∈ M𝑛 èìååì 𝜎(𝑝) ∈ 𝜋−1({𝑝}), òî åñòü ñå÷åíèå îòîáðàæàåò êàæ-
äóþ òî÷êó 𝑝 ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛 â ñëîé 𝜋−1({𝑝}). Ôóíêöèÿ 𝜎 ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà òîëüêî íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå M𝑛, òîãäà ãîâîðÿò î ëî-
êàëüíîì ñå÷åíèè. Ìû âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãîâîðèì ïðîñòî î ñå÷åíèÿõ. Åñëè
𝜎 ∈ C𝑠(M𝑛; E), òî ãîâîðÿò î ãëàäêîì ñå÷åíèè êëàññà 𝐶𝑠.

Замечание 34 . Поскольку сечение является отображением одного гладкого

многообразия в другое, его гладкость определяется стандартным образом, через ко-

ординатное представление. ♠
Äàëåå, åñëè íå óêàçàíî èíîå, ñèìâîë Γ𝑠(E) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ

ñå÷åíèé 𝜎 ∈ C𝑠(M𝑛; E) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜋 : E → M𝑛.
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Ïîä (ãëàäêèì) âåêòîðíûì ïîëåì ìû ïîíèìàåì (ãëàäêîå) ñå÷åíèå âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì 𝑇M𝑛. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ êîâåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿ. Äàëåå âåêòîðíûå ïîëÿ îáîçíà-
÷àþòñÿ ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè ñèìâîëàìè 𝑢, 𝑣, . . .

Íà ìíîæåñòâå Γ𝑠(E) âñåõ 𝐶𝑠�ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜋 : E →
M𝑛 ââîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ èõ
íà ñêàëÿðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ. Èìåííî, äëÿ 𝜎, 𝜏 ∈ Γ𝑠(E), 𝑐1, 𝑐2 ∈ R è
𝑓 ∈ C𝑠(M𝑛; R), îïðåäåëèì ñå÷åíèÿ (𝑐1𝜎 + 𝑐2𝜏) ∈ Γ𝑠(E) è (𝑓𝜎) ∈ Γ𝑠(E)
ñîîòíîøåíèÿìè:

∀𝑝 ∈ M𝑛 : (𝑐1𝜎 + 𝑐2𝜏)(𝑝) := 𝑐1𝜎(𝑝) + 𝑐2𝜏(𝑝), (𝑓𝜎)(𝑝) := 𝑓(𝑝)𝜎(𝑝).

Óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè 𝜎 � ñå÷åíèå, òî åãî çíà÷åíèå íà 𝑝 ∈ M𝑛 çàïèñû-
âàåòñÿ, êàê 𝜎(𝑝) = 𝜎𝑝.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
(i) V𝑠(M𝑛) � ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑠�ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

s : 𝑇M𝑛 → M𝑛;
(ii) F𝑠(M𝑛) � ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑠�ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîå-

íèÿ q : 𝑇 *M𝑛 → M𝑛.
Îïåðàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ñïàðèâàíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà ïîëÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

⟨·, ·⟩ : F𝑠(M𝑛)×V𝑠(M𝑛) → C𝑠(M𝑛; R), ⟨𝜗, 𝑢⟩(𝑝) = ⟨𝜗𝑝, 𝑢𝑝⟩𝑝
Ïóñòü (M𝑛, E1, 𝜋1), (M𝑛, E2, 𝜋2) � íåêîòîðûå âåêòîðíûå ðàññëîå-

íèÿ ñ îäíîé îáùåé áàçîé. ×åðåç Γ𝑠(E1)⊗ Γ𝑠(E2) ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü
ñîâîêóïíîñòü âñåõ 𝐶𝑠�ñå÷åíèé 𝜎 ðàññëîåíèÿ E1 ⊗ E2 íà M𝑛.

Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑥𝑖) ãëàäêèå ñå÷åíèÿ 𝑝 ↦→ (𝜕𝑖|𝑝),
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇M𝑛 àññîöèèðóþò ñ êàæäîé òî÷-
êîé 𝑝 ∈ M𝑛 êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâî-
ðèòü î ïîëå êîîðäèíàòíûõ ðåïåðîâ è îáîçíà÷àòü åãî êàê (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1. Åñëè

åñòü íåîáõîäèìîñòü ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñÿòñÿ
ê êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå (𝑈, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), òî îíè îáîçíà÷àþòñÿ êàê 𝜕𝑥𝑖.
Êîîðäèíàòíîìó ðåïåðó (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 ñîîòâåòñòâóåò êîðåïåð (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 â êîêà-
ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑇 *

𝑝M
𝑛, ñâÿçàííûé ñ êîîðäèíàòíûì ñîîòíîøåíè-

ÿìè: ⟨𝑑𝑥𝑖|𝑝, 𝜕𝑗|𝑝⟩𝑝 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Ãëàäêèå ñå÷åíèÿ 𝑝 ↦→ (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, àññîöèèðóþò ñ êàæäîé òî÷êîé 𝑝 ∈ M𝑛 êîðåïåð (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1.
Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ïîëå êîðåïåðîâ è îáîçíà÷àòü åãî êàê
(𝑑𝑥𝑖)𝑛𝑖=1.
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Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑥𝑖) ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
(︁⨂︀𝑘 𝑇 *M𝑛

)︁⨂︀(︁⨂︀𝑙 𝑇M𝑛
)︁
çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå
𝑇 = 𝑇 · · · 𝜇1...𝜇𝑙

𝜈1...𝜈𝑘 · · · (𝑥)𝑑𝑥
𝜈1 ⊗ . . .⊗ 𝑑𝑥𝜈𝑘 ⊗ 𝜕𝜇1

⊗ . . .⊗ 𝜕𝜇𝑙
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî 𝑢 : M𝑛 → 𝑇M𝑛 è êîêàñàòåëüíîãî
𝜈 : M𝑛 → 𝑇 *M𝑛 ðàññëîåíèé èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ:

𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖, 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥
𝑖.

2.3. Риманова метрика и музыкальные изоморфиз-

мы

78∘. Íà ëþáîì 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè (𝑟 > 1) M𝑛 ìîæåò áûòü çàäàíà
ðèìàíîâà ìåòðèêà êëàññà 𝐶𝑟−1 [66]. Òî åñòü, íà M𝑛 îïðåäåëåíî ïîëå
g : 𝑝 ↦→ g𝑝 êëàññà 𝐶𝑟−1 áèëèíåéíûõ ôîðì g𝑝 : 𝑇𝑝M

𝑛 × 𝑇𝑝M
𝑛 → R,

òàêèõ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå 𝑝 ∈ M𝑛 âûïîëíÿþòñÿ èçâåñòíûå àêñèîìû:
äëÿ ëþáûõ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛,
(i) g𝑝(𝑢, 𝑣) = g𝑝(𝑣, 𝑢) (ñèììåòðè÷íîñòü);
(ii) g𝑝(𝑢, 𝑢) > 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü);
(iii) g𝑝(𝑢, 𝑢) = 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑢 = 0 (äåôèíèòíîñòü).
79∘. Èç ñâîéñòâ ìåòðèêè g ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑢 ↦→ g𝑝(𝑢, ·)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó 𝑇𝑝M𝑛 è 𝑇 *
𝑝M

𝑛, ò.å. 𝑇𝑝M𝑛 ∼= 𝑇 *
𝑝M

𝑛 (òåî-
ðåìà Ðèññà). Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû, à
èìåííî, áåìîëü (·)♭ : 𝑇M𝑛 → 𝑇 *M𝑛 è äèåç (·)♯ : 𝑇 *M𝑛 → 𝑇M𝑛:

∀𝑢 ∈ 𝑇M𝑛 : 𝑢 ↦→ 𝑢♭ ∈ 𝑇 *
s(𝑢)M

𝑛, ⟨𝑢♭, ·⟩s(𝑢) = gs(𝑢)(𝑢, ·);

∀𝜈 ∈ 𝑇 *M𝑛 : 𝜈 ↦→ 𝜈♯ ∈ 𝑇q(𝜈)M
𝑛, gq(𝜈)(𝜈

♯, ·) = ⟨𝜈, ·⟩q(𝜈).
Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (·)♭ íà 𝑇𝑝M𝑛 åñòü èçîìîðôèçì 𝑢 ↦→ g𝑝(𝑢, ·), à
îòîáðàæåíèå (·)♯ èìååò ñìûñë îáðàòíîãî ê íåìó. Ñëåäóþùèå äèàãðàììû
èëëþñòðèðóþò îòíîøåíèÿ ìåæäó îáñóæäàåìûìè îòîáðàæåíèÿìè:

M𝑛

𝑇M𝑛 𝑇 *M𝑛

s
q

♭

M𝑛

𝑇M𝑛 𝑇 *M𝑛

s
q

♯
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80∘. Â òåðìèíàõ íàòóðàëüíîãî (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 è âçàèìíîãî (𝑑𝑥𝑖)𝑛𝑖=1 ðåïåðîâ

èìååì ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ââåäåííûõ îïåðàöèé:

𝑢♭ = 𝑔𝑖𝑗𝑢
𝑗𝑑𝑥𝑖, 𝜈♯ = 𝑔𝑖𝑗𝜈𝑗𝜕𝑖,

ãäå 𝑔𝑖𝑗 = g(𝜕𝑖, 𝜕𝑗), 𝑔𝑖𝑗 � ýëåìåíò ìàòðèöû, îáðàòíîé ê (𝑔𝑖𝑗).
Åñëè 𝜈 = g(𝑢, ·), òî 𝑢♭ = 𝜈, 𝜈♯ = 𝑢 è 𝜈𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑢

𝑗, 𝑢𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝜈𝑗. Äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 𝜈𝑖 = 𝑣𝑖.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìóçûêàëüíûì èçîìîðôèçìàì ñîîòâåò-
ñòâóþò îïåðàöèè ¾ïîäúåìà¿ è ¾îïóñêàíèÿ¿ èíäåêñîâ êîâàðèàíòíûõ è
êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò òåíçîðíûõ ïîëåé. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà
è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ïî èçîìîðôèçìó êîâåêòîðà, êàê åäèíîãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî îáúåêòà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ ïî ìåõàíèêå êîí-
òèíóóìà. Ìû, îäíàêî, äàæå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷àåì ýòè
îáúåêòû, ïîñêîëüêó îíè íåñóò ðàçëè÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë (ñì. 69∘).

81∘. Îïåðàöèè äèåç è áåìîëü îáîáùàþòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå òåíçîðíûå
ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïåðàöèÿ (·)𝑘♭ (áåìîëü 𝑘�ãî ýëåìåíòà
ïîëèàäû), 𝑘 ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(·)𝑘♭ : 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗𝑇M𝑛⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟 → 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗𝑇 *M𝑛⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟,

òàê, ÷òî

T𝑘♭(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝑢, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟) = T(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝑢
♭, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟),

à îïåðàöèÿ (·)𝑘♯, 𝑘 ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(·)𝑘♯ : 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗𝑇 *M𝑛⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟 → 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗𝑇M𝑛⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟,

òàê, ÷òî

T𝑘♯(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝜈, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟) = T(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝜈
♯, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟).

Çäåñü 𝑆𝑗 îáîçíà÷àåò ëèáî 𝑇M𝑛, ëèáî 𝑇 *M𝑛.
82∘. Ïîÿñíèì îáùèå ôîðìóëû äëÿ ìóçûêàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ íà

ïðèìåðàõ ïîëåé òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ

T = 𝑇 𝑖𝑗𝜕𝑖 ⊗ 𝜕𝑗

ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

T1♭(𝑢, 𝜈) = T(𝑢♭, 𝜈) = 𝑔𝑖𝑘T(𝑑𝑥𝑖, 𝑑𝑥𝑗)𝑢𝑘𝜈𝑗 = 𝑔𝑖𝑘𝑇
𝑖𝑗𝑑𝑥𝑘 ⊗ 𝜕𝑗(𝑢, 𝜈),
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ñëåäîâàòåëüíî T1♭ = 𝑔𝑘𝑖𝑇
𝑖𝑗𝑑𝑥𝑘 ⊗ 𝜕𝑗, 𝑇

· 𝑗
𝑘 · = 𝑔𝑘𝑖𝑇

𝑖𝑗. Äàëåå, äëÿ ïîëÿ

T = 𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

T1♯(𝜈, 𝑢) = T(𝜈♯, 𝑢) = 𝑔𝑖𝑘T(𝜕𝑖, 𝜕𝑗)𝜈𝑘𝑢
𝑗 = 𝑔𝑖𝑘𝑇𝑖𝑗𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗(𝜈, 𝑢),

òî åñòü T1♯ = 𝑔𝑘𝑖𝑇𝑖𝑗𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗, 𝑇 𝑘 ·· 𝑗 = 𝑔𝑘𝑖𝑇𝑖𝑗. Íàêîíåö, äëÿ òîãî æå ïîëÿ,

T2♯(𝑢, 𝜈) = T(𝑢, 𝜈♯) = 𝑔𝑗𝑘T(𝜕𝑖, 𝜕𝑗)𝑢
𝑖𝜈𝑘 = 𝑔𝑗𝑘𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝜕𝑘(𝑢, 𝜈).

Òàêèì îáðàçîì, T2♯ = 𝑔𝑘𝑗𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝜕𝑘, 𝑇 ·𝑘

𝑖 · = 𝑔𝑘𝑗𝑇𝑖𝑗.
Â ÷àñòíîñòè, ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó g ñîîòâåòñòâóåò ¾àññîöèèðîâàí-

íûé¿ òåíçîð g1♯2♯:

g1♯2♯(𝜇, 𝜈) = g(𝜇♯, 𝜈♯) = 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙g(𝜕𝑖, 𝜕𝑗)𝜇𝑘𝜈𝑙 = 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑗𝜕𝑘 ⊗ 𝜕𝑙(𝜇, 𝜈),

îòêóäà g1♯2♯ = 𝑔𝑘𝑙𝜕𝑘 ⊗ 𝜕𝑙.

3. Касательное отображение. «Pullback» и

«pushforward»

3.1. Касательное отображение

83∘. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑚), ãäå M𝑛, N𝑚�𝐶𝑟�
ìíîãîîáðàçèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðòàõ (𝑈, 𝜙), (𝑉, 𝜓)
ìíîãîîáðàçèé M𝑛 è N𝑚 îòîáðàæåíèå 𝜓−1 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙 áóäåò ãëàäêèì êëàññà
𝐶𝑟. Îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì (𝑈 ; 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (𝑉 ; 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚),
îòîáðàæåíèå 𝑓 îáîçíà÷èì â âèäå 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑚. Ïóñòü
𝑝 ∈ M𝑛. Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå [29,66] ê 𝑓 â òî÷êå 𝑝 åñòü ñîîòâåòñòâèå

𝑇𝑝𝑓 : 𝑇𝑝M
𝑛 → 𝑇𝑓(𝑝)N

𝑚, 𝑇𝑝𝑓 : 𝑢 = (𝑝, [𝜒]𝑝) ↦→ 𝑣 = (𝑓(𝑝), [𝑓 ∘ 𝜒]𝑓(𝑝)).

Çàïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîìïîíåíòàõ. Åñëè

c𝜙𝑝 (𝑢) = (𝑢𝑗)𝑛𝑗=1, c𝜓𝑓(𝑝)(𝑣) = (𝑣𝑖)𝑚𝑖=1,
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òî ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, èìååì:

𝑣𝑖 =
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

𝑢𝑗.

Ïîýòîìó 𝑇𝑝𝑓 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Èñïîëüçóÿ îòîæäåñòâëåíèå (ïî èçîìîðôèçìó) áèëèíåéíûõ îòîáðàæå-

íèé èç 𝑇𝑓(𝑝)N𝑚⊗𝑇 *
𝑝M

𝑛 ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè èç Lin(𝑇𝑝M𝑛; 𝑇𝑓(𝑝)N
𝑚),

ìîæíî çàïèñàòü 𝑇𝑝𝑓 êàê

𝑇𝑝𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

𝜕𝑦𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝑑𝑥𝑗|𝑝.

Ñåìåéñòâî {𝑇𝑝𝑓}𝑝∈M𝑛 êàñàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé â êàæäîé òî÷êå ìíî-
ãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíîå êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝑓 : 𝑇M𝑛 →
𝑇N𝑚, êîòîðîå êàæäîìó âåêòîðó 𝑢 ∈ 𝑇M𝑛 ñîïîñòàâëÿåò âåêòîð èç 𝑇N𝑚

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: 𝑇𝑓(𝑢) := 𝑇s(𝑢)𝑓(𝑢), ãäå s : 𝑇M𝑛 → M𝑛 �
ïðîåêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå 𝑓 ïåðåâîäèò òî÷êè M𝑛 â òî÷êè
N𝑚, à ãëîáàëüíîå êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝑓 ïåðåâîäèò êàñàòåëüíûå
âåêòîðû ê êðèâûì íàM𝑛 â êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê îáðàçàì ýòèõ êðèâûõ
ïðè îòîáðàæåíèè 𝑓 . Â äàëüíåéøåì ñëîâî ¾ãëîáàëüíîå¿ áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëèì ñâåðòêó x êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

x: (Γ𝑠(E)⊗F𝑠(M𝑛))×V𝑠(M𝑛) → Γ𝑠(E),

äåéñòâóþùåå íà äèàäàõ, ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑢 ⊗ 𝜗x𝑣 = ⟨𝜗, 𝑣⟩𝑢. Çäåñü
Γ𝑠(E) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé êëàññà 𝐶𝑠 âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
(N𝑚, E, 𝜋, F). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛,

𝑇𝑝𝑓(𝑢) =

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

𝜕𝑦𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝑑𝑥𝑗|𝑝

)︃
x𝑢 =

=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙−1(𝑝)

𝑢𝑗𝜕𝑦𝑖|𝑓(𝑝).

3.2. «Pullback» и «pushforward» сечений

84∘. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑛) ¾pullback¿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ 𝑢, çàäàííîãî íà N𝑛, åñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 * : V𝑠(N𝑛) → V𝑠(M𝑛),

∀𝑢 ∈ V𝑠(N𝑛) : 𝑓 *𝑢 = (𝑇𝑓−1) ∘ 𝑢 ∘ 𝑓,
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¾pushforward¿ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢, çàäàííîãî íà M𝑛, åñòü îòîáðàæåíèå
𝑓* : V𝑠(M𝑛) → V𝑠(N𝑛),

∀𝑢 ∈ V𝑠(M𝑛) : 𝑓*𝑢 = (𝑇𝑓) ∘ 𝑢 ∘ 𝑓−1.

Ïîñòðîåíèÿ èëëþñòðèðóþò ñëåäóþùèå äèàãðàììû4:

M𝑛 N𝑛

𝑇M𝑛 𝑇N𝑛

𝑓

s1 s2

𝑇𝑓

M𝑛 N𝑛

𝑇M𝑛 𝑇N𝑛

𝑓

𝑓*𝑢 𝑢

𝑇𝑓−1

M𝑛 N𝑛

𝑇M𝑛 𝑇N𝑛

𝑓−1

𝑢 𝑓*𝑢

𝑇𝑓

85∘. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑚) ¾pullback¿ ñå÷åíèé êîâåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇 *N𝑚 åñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 * : F𝑠(N𝑚) → F𝑠(M𝑛),

∀𝜈 ∈ F𝑠(N𝑚) : M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑓 *𝜈)𝑝, (𝑓 *𝜈)𝑝(𝑢) = 𝜈𝑓(𝑝)(𝑇𝑝𝑓(𝑢)),

äëÿ ëþáîãî 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛. Åñëè 𝑓 � äèôôåîìîðôèçì (â ýòîì ñëó÷àå𝑚 = 𝑛),

òî ¾pushforward¿ ñå÷åíèé êîâåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇 *M𝑛, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îòîáðàæåíèå 𝑓* : F𝑠(M𝑛) → F𝑠(N𝑛),

∀𝜈 ∈ F𝑠(M𝑛) : N𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑓*𝜈)𝑝, (𝑓*𝜈)𝑝(𝑢) = ((𝑓−1)*𝜈)𝑝(𝑢),

äëÿ ëþáîãî 𝑢 ∈ 𝑇𝑝N
𝑛.

86∘. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè ¾pullback¿ è ¾push-forward¿,
äåéñòâóþùèå íà ðèìàíîâó ìåòðèêó, ïðåäñòàâëåííóþ êàê ñå÷åíèå g ∈
Γ𝑟(
⨂︀2 𝑇 *

𝑝M
𝑛), ëèáî êàê ñå÷åíèå g1♯2♯ ∈ Γ𝑟(

⨂︀2 𝑇𝑝M
𝑛). Ñîãëàñíî [29, 40],

ýòè îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

4Здесь s1, s2 — соответствующие проекции из тотальных пространств на базы.
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Äëÿ îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑚) ¾pullback¿ ñå÷åíèé òåíçîðíîãî
ðàññëîåíèÿ

⨂︀𝑘 𝑇 *N𝑚 åñòü îòîáðàæåíèå

𝑓 * : Γ𝑠(
𝑘⨂︁
𝑇 *N𝑚) → Γ𝑠(

𝑘⨂︁
𝑇 *M𝑛),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

T ↦→ 𝑓 *T, 𝑝 ↦→ (𝑓 *T)𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) = T𝑓(𝑝)(𝑇𝑝𝑓(𝑢1), . . . , 𝑇𝑝𝑓(𝑢𝑘)),

äëÿ ëþáûõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛. Ïîýòîìó, ¾pullback¿ ìåòðèêè g, çàäàííîé

íà N𝑚, èìååò âèä:

𝑓 *g(𝑢, 𝑣) = g(𝑇𝑓𝑢, 𝑇𝑓𝑣) =
𝑚∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘, 𝑠=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑗

𝜕𝑥𝑠
𝑢𝑘𝑣𝑠𝑔𝑖𝑗,

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

𝑓 *g =
𝑚∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘, 𝑠=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑗

𝜕𝑥𝑠
𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑠. (3.3.1)

Åñëè 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑛) � äèôôåîìîðôèçì, òî ¾pushforward¿ ñå÷åíèé
òåíçîðíîãî ðàññëîåíèÿ

⨂︀𝑘 𝑇M𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå

𝑓 * : Γ𝑠(
𝑘⨂︁
𝑇M𝑛) → Γ𝑠(

𝑘⨂︁
𝑇N𝑛),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

T ↦→ 𝑓*T, N𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑓*T)𝑝(𝜈1, . . . , 𝜈𝑘) = T𝑓−1(𝑝)((𝑓
*𝜈1)𝑝, . . . , (𝑓

*𝜈𝑘)𝑝),

äëÿ ëþáûõ 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘 ∈ 𝑇 *
𝑝N

𝑛. Ïîýòîìó, ¾pushforward¿ ñå÷åíèÿ

g1♯2♯ = 𝑔𝑘𝑙𝜕𝑥𝑘 ⊗ 𝜕𝑥𝑙,

çàäàííîãî íà M𝑛, èìååò âèä:

𝑓*g
1♯2♯ =

𝑛∑︁
𝑖, 𝑠, 𝑗, 𝑘=1

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑦𝑠

𝜕𝑥𝑘
𝑔𝑗𝑘𝜕𝑦𝑖 ⊗ 𝜕𝑦𝑠. (3.3.2)
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4. Расслоение внешних форм

4.1. Внешние формы

87∘. Ïóñòü M𝑛 � àáñòðàêòíîå 𝑛�ìåðíîå 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèå, 𝑝 ∈ M𝑛.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Λ(𝑇 *
𝑝M

𝑛) =
𝑛⨁︁
𝑘=0

Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛)

ïðÿìóþ ñóììó âñåõ ïðîñòðàíñòâ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛) âíåøíèõ ôîðì ñ îïåðàöèåé
âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ5 ∧ : Λ𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛)× Λ𝑠(𝑇 *

𝑝M
𝑛) → Λ𝑘+𝑠(𝑇 *

𝑝M
𝑛),

∀𝛼 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛) ∀𝛽 ∈ Λ𝑠(𝑇 *
𝑝M

𝑛) : 𝛼 ∧ 𝛽 :=
(𝑘 + 𝑠)!

𝑘!𝑠!
Alt(𝛼⊗ 𝛽),

ãäå Alt � îïåðàöèÿ àëüòåðíèðîâàíèÿ òåíçîðà [2, 40].
Замечание 35 . Элемент 𝛼 ∈ Λ𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛) — внешняя форма — кососимметричное

𝑘–линейное отображение 𝛼 : 𝑇 *
𝑝M

𝑛 × . . .× 𝑇 *
𝑝M

𝑛 → R. ♠
Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðîñòðàíñòâî Λ(𝑇 *

𝑝M
𝑛) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

âñåõ 𝑘�ôîðì ðàíãà íå âûøå 𝑛 (ôîðìû ðàíãà âûøå 𝑛 ÿâëÿþòñÿ íóëåâû-
ìè), èìåþùåå ðàçìåðíîñòü 2𝑛.

Îïðåäåëèì 𝑘�êðàòíîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

Λ𝑘(𝑇 *M𝑛) =
⋃︁
𝑝∈M𝑛

Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛),

ïðåäñòàâëÿþùåå òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ 𝑘�ôîðì.
88∘. ×åðåç F𝑠

𝑘 (M
𝑛) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé êëàññà 𝐶𝑠

ðàññëîåíèÿ 𝑘�ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛. Äëÿ ýëåìåíòîâ F𝑟
𝑘 (M

𝑛) òàêæå
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí ¾ôîðìû¿. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (𝑥𝑖)
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà F𝑠

𝑘 (M
𝑛) èìååò ïðåäñòàâëåíèå:

𝛼 =
∑︁

16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘6𝑛

𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘.

5Существуют варианты определения внешнего произведения без множителя (𝑟+𝑠)!
𝑟!𝑠!

.
См., например, [43,44,71].
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Ïîñêîëüêó 1�ôîðìà åñòü êîâåêòîð, òî F𝑠
1 (M

𝑛) := F𝑠(M𝑛) åñòü ìíî-
æåñòâî âñåõ êîâåêòîðíûõ ïîëåé êëàññà 𝐶𝑠 íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛. Ïðèíè-
ìàåòñÿ ñòàíäàðòíîå ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî F𝑠

0 (M
𝑛) = C𝑠(M𝑛; R); ìû

áóäåì èñïîëüçîâàòü îáå çàïèñè.
Îïåðàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ñïàðèâàíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà ïîëÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

⟨·, ·⟩ : F𝑠
1 (M

𝑛)×V𝑠(M𝑛) → C𝑠(M𝑛; R), ⟨𝜗, 𝑢⟩𝑝 := 𝜗𝑝(𝑢𝑝).

Íà ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèé ôîðì ïîòî÷å÷íî ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ∧ [40].
Èìåííî, äëÿ 𝜔 ∈ F𝑠

𝑘 (M
𝑛), 𝜃 ∈ F𝑠

𝑙 (M
𝑛), îïðåäåëèì ñå÷åíèå (𝜔 ∧ 𝜃) :

M𝑛 → Λ𝑘+𝑙(𝑇 *M𝑛), òàê, ÷òî

∀𝑝 ∈ M𝑛 : (𝜔 ∧ 𝜃)𝑝 := 𝜔𝑝 ∧ 𝜃𝑝.

89∘. Äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑚) ¾pullback¿ 𝑘�ôîðì
𝜔, çàäàííûõ íà N𝑚, åñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 * : F𝑠

𝑘 (N
𝑚) → F𝑠

𝑘 (M
𝑛),

∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘 (N

𝑚) : M𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑓 *𝜔)𝑝,

(𝑓 *𝜔)𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) = 𝜔𝑓(𝑝)(𝑇𝑓(𝑢1), . . . , 𝑇 𝑓(𝑢𝑘)),

äëÿ ëþáûõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑇𝑝M
𝑛.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà 𝑓 ∈ C𝑟(M𝑛; N𝑛) ¾pushforward¿ 𝑘�ôîðì 𝜔,
çàäàííûõ íà M𝑛, åñòü îòîáðàæåíèå 𝑓* : F𝑠

𝑘 (M
𝑛) → F𝑠

𝑘 (N
𝑛),

∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘 (M

𝑛) : N𝑛 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑓*𝜔)𝑝,

(𝑓*𝜔)𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) = ((𝑓−1)*𝜔)𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘),

äëÿ ëþáûõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑇𝑝N
𝑛.

4.2. Форма объема и ориентация многообразия

90∘. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò âûáîðà îðèåíòàöèè
ìíîãîîáðàçèÿ. Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü ìå-
õàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ.

Замечание 36 . В классических курсах линейной алгебры ориентация вводит-

ся посредством отношения одноименности: два базиса конечномерного пространства

называются одноименными, если определитель матрицы перехода от первому базису
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ко второму положителен. Это отношение разбивает множество всех базисов данного

пространства на два класса эквивалентности, называемых ориентациями. ♠
Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 36, ïðèíàäëåæíîñòü ê òîìó èëè èíîìó êëàññó

îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ, ïîñòðîåííîãî íà ëèíåéíî�íåçàâèñè-
ìûõ âåêòîðàõ (ìàòðèöà ïåðåõîäà). Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, âåê-
òîðû 𝑢, 𝑣, 𝑤 îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, åñëè îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé
èç èõ êîîðäèíàò â ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ïîëîæèòåëåí. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí âûðà-
æàåò îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ 𝑢, 𝑣, 𝑤. Òàêîé
ïîäõîä ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé [40].

91∘. Ôîðìîé îáúåìà íà 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè M𝑛 íàçûâàåòñÿ 𝑛�ôîðìà
𝜇 ∈ F𝑘

𝑛 (M
𝑛), 0 6 𝑘 6 𝑟, òàêàÿ, ÷òî 𝜇(𝑝) ̸= 0, äëÿ ëþáîãî 𝑝 ∈ M𝑛.

Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè åñòü õîòÿ áû îäíà ôîðìà îáúåìà, òî òàêîå ìíî-
ãîîáðàçèå íàçûâàþò îðèåíòèðóåìûì. Ôîðìû îáúåìà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ
ãðå÷åñêèìè ñèìâîëàìè 𝜇, 𝜎, . . .

Замечание 37 . В работе [40] формы объема предполагаются гладкими, класса

𝐶∞. В настоящей работе мы придерживаемся менее строгих ограничений, полагая,

что они имеют класс 𝐶𝑘, где 0 6 𝑘 6 𝑟, а 𝑟–порядок дифференциальной структуры.

♠
Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìîå 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèåM𝑛. Äâå ôîðìû îáúåìà

𝜇1, 𝜇2 íàM𝑛, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ 𝑓 : M𝑛 → R, 𝑓(𝑝) > 0 äëÿ ëþáîãî 𝑝 ∈ M𝑛, ÷òî 𝜇1 = 𝑓𝜇2. Òà-
êîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè; îðèåíòàöèåé M𝑛

íàçûâàåòñÿ êëàññ [𝜇] ýêâèâàëåíòíîñòè ïî äàííîìó îòíîøåíèþ. Îðèåíòè-
ðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ïàðà (M𝑛, [𝜇]).

Замечание 38 . Пример неориентируемой поверхности — лента Мебиуса. ♠
92∘. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M𝑛, [𝜇]) ìîæíî ãîâîðèòü

îá îðèåíòàöèè ðåïåðîâ [75]. Èìåííî, ðåïåð (𝑏𝑖)
𝑛
𝑖=1 â 𝑇𝑝M

𝑛 ïîëîæèòåëüíî
(îòðèöàòåëüíî) îðèåíòèðîâàí ïî îòíîøåíèþ ê 𝜇, åñëè 𝜇𝑝(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) >
0 (< 0). Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ôîðìû îáúåìà ðàâíûì íóëþ áûòü íå
ìîæåò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ.

93∘. Äîïóñòèì, ÷òî íà 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè M𝑛 âûáðàíà ðèìàíîâà ìåò-
ðèêà g. Â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑝M𝑛 ìîæíî âûáðàòü îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ; ïðîöåäóðà ýòîãî âûáîðà åñòü ïðîöåññ îðòîãî-
íàëèçàöèè Ãðàìà �Øìèäòà. Ïóñòü M𝑛 îðèåíòèðîâàíî. Òîãäà [75] â äàí-
íîé îðèåíòàöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôîðìà îáúåìà 𝜇, òàêàÿ, ÷òî
𝜇𝑝(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) = 1, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî îðòîíîð-
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ìèðîâàííîãî áàçèñà 𝑇𝑝M𝑛. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ òàêîé ôîðìû
èìååì

𝜇 =
√
𝑔 𝑑𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛, 𝑔 = det (𝑔𝑖𝑗).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî 𝜇 åñòü 𝐶𝑟−1�ôîðìà, èáî ìåòðèêà, à
çíà÷èò è åå îïðåäåëèòåëü, èìåþò êëàññ 𝐶𝑟−1.

94∘. Ïîä ôîðìîé îáúåìà íà 𝐶𝑟�ìíîãîîáðàçèè M𝑛 ñ êðàåì ìû, êàê
è ïðåæäå, ïîíèìàåì 𝑛�ôîðìó 𝜇 ∈ F𝑠

𝑛 (M
𝑛), òàêóþ, ÷òî 𝜇(𝑝) ̸= 0, äëÿ

ëþáîãî 𝑝 ∈ M𝑛. Ñêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M𝑛 ñ êðàåì îðèåíòèðóåìî,
åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ôîðìà îáúåìà. Çàôèêñèðóåì â M𝑛 îðè-
åíòàöèþ, òî åñòü, âûáåðåì ôîðìó îáúåìà 𝜇. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êðàé
𝜕M𝑛 òàêæå îðèåíòèðóåì è åãî îðèåíòàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé
M𝑛. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, óêàçàííûé â [40, 43]. Äëÿ
êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝜕M𝑛 âûáåðåì âåêòîð 𝑒1 ∈ 𝑇𝑝M

𝑛 ∖ 𝑇𝑝𝜕M𝑛, îðèåíòèðî-
âàííûé íàðóæó. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè
𝑓 : M𝑛 → R𝑛, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 𝑓(𝑝) 6 0 äëÿ 𝑝 ∈ Int M𝑛

è 𝑓(𝑝) = 0 íà 𝜕M𝑛, âûïîëíåíî L𝑒1𝑓 > 0. Ýòè âåêòîðû â êàæäîé òî÷-
êå êðàÿ äîïîëíèì ðåïåðàìè 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êðàÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåïåð (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 èìåë ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ â

M𝑛, òî åñòü, ÷òîáû 𝜇𝑝(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) > 0.

4.3. Внешнее дифференцирование

95∘. Îïåðàöèÿ 𝑑 äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ ôîðì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [43, 44]:
äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M𝑛 êëàññà 𝐶𝑠, 𝑠 > 2, è ëþáûõ 𝑘 > 0,
𝑟 > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

𝑑 : F𝑟
𝑘 (M

𝑛) → F𝑟−1
𝑘+1 (M

𝑛), 𝑑𝜔 : 𝑝 ↦→ (𝑑𝜔)𝑝,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
(i) 𝑑(𝛼 + 𝛽) = 𝑑𝛼 + 𝑑𝛽, ãäå 𝛼, 𝛽 ∈ F𝑟

𝑘 (M
𝑛);

(ii) äëÿ 𝛼 ∈ F𝑟
0 (M

𝑛) ïîëå 𝑑𝛼� åñòü ¾îáû÷íûé¿ äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè;

(iii) 𝑑(𝛼∧𝛽) = 𝑑𝛼∧𝛽+(−1)𝑘𝛼∧𝑑𝛽, äëÿ 𝛼 ∈ F𝑟
𝑘 (M

𝑛) è 𝛽 ∈ F𝑟
𝑠 (M

𝑛);
(iv) 𝑑2𝛼 = 𝑑(𝑑𝛼) = 0, äëÿ âñåõ ôîðì 𝛼 ∈ F𝑟

𝑘 (M
𝑛), ïðè 𝑟 > 2.

Замечание 39 . Внешний дифференциал формы

𝛼 =
∑︁

16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑟6𝑛

𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑑𝑥
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑟 ,
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согласно условиям (i)–(iv), имеет вид:

𝑑𝛼 =
∑︁

16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑟6𝑛

𝑑𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑟 ∧ 𝑑𝑥𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑟 ,

где 𝑑𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑟 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜕𝑖𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑑𝑥
𝑖. Справедливо эквивалентное представление 𝑑𝛼 [44]:

𝑑𝛼 =
∑︁

16𝑗1<...<𝑗𝑟+16𝑛

(︃
𝑟+1∑︁
𝑎=1

(−1)𝑎+1
𝜕𝛼𝑗1... ̂︀𝑗𝑎...𝑗𝑟+1

𝜕𝑥𝑗𝑎

)︃
𝑑𝑥𝑗1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑗𝑟+1 ,

где знак̂︀указывает, что соответствующий индекс должен быть опущен. ♠

4.4. Интегрирование внешних форм и теорема Сток-

са

96∘. Òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëåé íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ â ðàì-
êàõ ôîðìàëèçìà èñ÷èñëåíèÿ âíåøíèõ ôîðì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [40, 43,
44,75]. Ïðèâåäåì ýòàïû, íåîáõîäèìûå äëÿ ââåäåíèÿ èíòåãðàëà ïî ìíîãî-
îáðàçèþ îò ôîðìû. Â èçëîæåíèè ìû ñëåäóåì [40].

Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ R𝑛 îòêðûòî è ôîðìà 𝜔 ∈ F0
𝑛 (𝑈) èìååò êîì-

ïàêòíûé íîñèòåëü6. Åñëè, ïî îòíîøåíèþ ê åñòåñòâåííîìó áàçèñó â R𝑛,
𝜔 = 𝜔1...𝑛𝑑𝑥

1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑛, òî∫︁
𝑈

𝜔 :=

∫︁
𝑈

𝜔1...𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1 . . . 𝑑𝑥𝑛.

97∘. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M𝑛; âûáåðåì êàðòó (𝑈, 𝜙) íà
íåì. Åñëè 𝜔 ∈ F0

𝑛 (M
𝑛) è supp 𝜔 ⊂ 𝑈 , òî 𝜔|𝑈 èìååò òàêîé æå íîñèòåëü.

Ïîýòîìó, 𝜙*(𝜔|𝑈) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
èíòåãðàë îò ôîðìû 𝜔 ïî ýòîé êàðòå.

Èìåííî, ïóñòü M𝑛 � ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå, ôîð-
ìà 𝜔 ∈ F0

𝑛 (𝑈) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü supp 𝜔 ⊂ 𝑈 , ãäå (𝑈, 𝜙) �
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ êàðòà. Òîãäà îïðåäåëèì∫︁

𝑈

𝜔 :=

∫︁
R𝑛

𝜙*(𝜔|𝑈).

6Носителем supp 𝑓 функции 𝑓 : M𝑛 → R называют замыкание множества
𝑓−1(R ∖ {0}): supp 𝑓 = 𝑓−1(R ∖ {0}). Аналогично определяется носитель для форм.
Компактный носитель в R𝑛 — ограниченное множество [40, с. 464].
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Åñëè supp 𝜔 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 , ãäå (𝑈, 𝜙), (𝑉, 𝜓) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-
âàííûå êàðòû, òî äîêàçûâàåòñÿ [40], ÷òî∫︁

𝑈

𝜔 =

∫︁
𝑉

𝜔.

98∘. Èíòåãðàë áûë îïðåäåëåí ïî îäíîé êàðòå ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íà âñå ìíîãîîáðàçèå, íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ, ñâÿçàííóþ ñ ðàçáèåíèåì åäèíèöû.

Замечание 40 . Разбиение единицы [40, 66] на 𝐶𝑟–многообразии M𝑛 есть такая
система {(𝑈𝛼, 𝑓𝛼)}𝛼∈𝐼 , для которой выполнены условия:

(i) {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 — локально–конечное открытое покрытиеM𝑛 (любая точкаM𝑛 имеет
окрестность, пересекающуюся лишь с конечным числом 𝑈𝛼);

(ii) 𝑓𝛼 ∈ C𝑟(M𝑛; R), supp 𝑓𝛼 ⊂ 𝑈𝛼, для всех 𝛼 ∈ 𝐼;
(iii) 𝑓𝛼(𝑥) > 0 для всех 𝛼 ∈ 𝐼 и 𝑥 ∈ M𝑛;
(iv)

∑︀
𝛼∈𝐼

𝑓𝛼(𝑥) = 1, для всех 𝑥 ∈ M𝑛.

Доказывается (см. [66]), что разбиение единицы существует для любого гладкого

𝑛–мерного многообразия. ♠
Åñëè 𝐴 = {(𝑉𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 åñòü àòëàñ íà M𝑛, òî ðàçáèåíèåì åäèíèöû,

ïîä÷èíåííûì 𝐴, íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {(𝑈𝛽, 𝑓𝛽)}𝛽∈𝐽 , â
êîòîðîì äëÿ êàæäîãî 𝛽 ∈ 𝐽 íàéäåòñÿ òàêîå 𝛼 ∈ 𝐼, òàêîå, ÷òî 𝑈𝛽 ⊂ 𝑉𝛼.

Ïóñòü M𝑛 � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå è 𝐴 � àòëàñ èç ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ êàðò, à {(𝑈𝛼, 𝑓𝛼)}𝛼∈𝐼 � ðàçáèåíèå åäèíèöû,
ïîä÷èíåííîå 𝐴. Äëÿ 𝜔 ∈ F0

𝑘 (M
𝑛) îïðåäåëèì 𝜔𝛼 := 𝑓𝛼𝜔 (òàêèì îáðàçîì,

𝜔𝛼 èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü â 𝑈𝛼). Îïðåäåëèì èíòåãðàë∫︁
M𝑛

𝛼 :=
∑︁
𝛼∈𝐴

∫︁
𝑈𝛼

𝜔𝛼.

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, è çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âûáîðà
àòëàñà ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè êàðòàìè è ñîîòâåòñòâóþùåìó
ðàçáèåíèþ åäèíèöû [40].

99∘. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ïîëÿ â ïðîöåññå âàðèàöèè èíòåãðàëà äåé-
ñòâèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà, ëèáî åå ñëåäñòâèå � òåîðåìà î äè-
âåðãåíöèè (Ãàóññ). Îáùàÿ ñóòü ýòèõ òåîðåì âûðàæàåòñÿ â ñâåäåíèè èí-
òåãðàëà ïî 𝑛�ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ê åãî ãðàíèöå, (𝑛 − 1)�ìåðíîìó
ìíîãîîáðàçèþ.
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Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ñòîêñà, ñîãëàñíî [40]. Ïóñòü M𝑛

åñòü îðèåíòèðîâàííîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è 𝜔 ∈ F𝑠
𝑛−1(M

𝑛) �
(𝑛−1)�ôîðìà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑖 : 𝜕M𝑛 → M𝑛

îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ, òàêîå, ÷òî 𝑖*𝜔 ∈ F𝑠
𝑛−1(𝜕M

𝑛). Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (ôîðìóëà Ñòîêñà)∫︁

M𝑛

𝑑𝜔 =

∫︁
𝜕M𝑛

𝑖*𝜔, (3.4.1)

ãäå 𝑑 � îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

4.5. Оператор Ходжа

100∘. Îïåðàòîð Õîäæà àññîöèèðóåò ñ 𝑝�ôîðìîé íà ìíîãîîáðàçèè M𝑛

(𝑛 − 𝑝)�ôîðìó íà òîì æå ìíîãîîáðàçèè. Äëÿ ïîëèâåêòîðîâ ýòà ôîðìà
òàêæå íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé [76, ñ. 20]. Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå 1�ôîðìà 𝑎, äîïîëíèòåëüíàÿ ê 2�ôîðìå 𝑏 ∧ 𝑐, îïðåäåëÿåò
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå 𝑎 = 𝑏× 𝑐.

Ìåòðèêà g íà ìíîãîîáðàçèèM𝑛 èíäóöèðóåò ìåòðèêó g(𝑘) íà ðàññëîå-

íèè 𝑘-ôîðì ñëåäóþùèì îáðàçîì [40]. Ïóñòü 𝛼 =
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑘

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑒
𝑖1∧. . .∧𝑒𝑖𝑘 ,

𝛽 =
∑︁

𝑗1<...<𝑗𝑘

𝛽𝑗1...𝑗𝑘𝑒
𝑗1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑗𝑘 � 𝑘�ôîðìû. Òîãäà

g(𝑘)(𝛼, 𝛽) :=
∑︁

16𝑖1<...<𝑖𝑘6𝑛
𝑗1, ..., 𝑗𝑘∈{1, ..., 𝑛}

𝑔𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑘,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ìåòðèêè. Çäåñü 𝑔𝑖𝑗 � êîìïîíåíòû ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà, îïðåäåëåííîãî íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè (ñì. 82∘).

Ïóñòü íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M𝑛 çàäàí ìåòðè÷åñêèé òåí-
çîð g; 𝜇 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó òåíçîðó ôîðìà îáúåìà. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè 𝑝 ∈ M𝑛, ïðîñòðàíñòâà Λ𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛) è Λ𝑛−𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛) èìåþò

îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, è ïîòîìó, èçîìîðôíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 𝜇 çà-
ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ 𝑇𝑝M

𝑛, òî åñòü âûáåðåì ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð. Ñðåäè âîçìîæíûõ èçîìîðôèçìîâ âûäåëÿåòñÿ
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åäèíñòâåííûé, * : Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛) → Λ𝑛−𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ ñîãëàñîâàíèÿ [40]

∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛) : 𝛼 ∧ *𝛽 = g(𝑘)(𝛼, 𝛽)𝜇.

Ïðè ýòîì, åñëè (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé g�îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ 𝑇𝑝M𝑛, à (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � äóàëüíûé ê íåìó, òî

*(𝑒𝜎(1) ∧ . . . ∧ 𝑒𝜎(𝑘)) = 𝜀𝜎𝑒
𝜎(𝑘+1) ∧ . . . ∧ 𝑒𝜎(𝑛),

ãäå 𝜎(1) < . . . < 𝜎(𝑘), è 𝜎(𝑘 + 1) < . . . < 𝜎(𝑛). Îïåðàòîð * íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì (çâåçäîé) Õîäæà [40].

Замечание 41 . В случае 𝑛 = 2 имеем

*𝑒1 = 𝑒2, *𝑒2 = −𝑒1,

а при 𝑛 = 3,

*𝑒1 = 𝑒2 ∧ 𝑒3, *(𝑒1 ∧ 𝑒3) = −𝑒2.

♠
Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà [40]:
(i) ∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛) : 𝛼 ∧ *𝛽 = 𝛽 ∧ *𝛼;

(ii) *1 = 𝜇, *𝜇 = 1;
(iii) ∀𝛼 ∈ Λ𝑘(𝑇 *

𝑝M
𝑛) : * * 𝛼 = (−1)𝑘(𝑛−1)𝛼;

(iv) ∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝M

𝑛) : g(𝑘)(𝛼, 𝛽) = g(𝑛−𝑘)(*𝛼, *𝛽).
Çàïèøåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ äóàëüíîãî ðåïåðà (𝑒𝑖1, . . . , 𝑒𝑖𝑛), ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîìó áàçèñó [40]:

*(𝑒𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑖𝑘) = √
𝑔

∑︁
𝑗1<...<𝑗𝑘
𝑗𝑘+1<...<𝑗𝑛

𝜀(𝑗1, ..., 𝑗𝑛)𝑔
𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘+1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑗𝑛,

ãäå 𝑔 = det (𝑔𝑖𝑗). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ 𝑘 = 1, èìååì ôîðìóëó

* 𝑒𝑖 = √
𝑔

𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑔𝑖𝑗𝑒1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑗 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑛, (3.4.2)

â êîòîðîé ñèìâîë 𝑒𝑗 îçíà÷àåò, ÷òî ñîìíîæèòåëü 𝑒𝑗 äîëæåí áûòü ïðîïó-
ùåí.
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Äëÿ 𝛼 =
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑘

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑒
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑖𝑘 , èìååì

*𝛼 =
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑘

∑︁
𝑗1<...<𝑗𝑘
𝑗𝑘+1<...<𝑗𝑛

𝜀(𝑗1, ..., 𝑗𝑛)𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑔
𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘+1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑗𝑛.

Íà ðàññëîåíèè ôîðì îïåðàòîð Õîäæà çàäàåòñÿ ïîòî÷å÷íî: (*𝛼)𝑝 =
*(𝛼𝑝).

4.6. E-значные внешние формы

101∘. Ïóñòü (M𝑛, E, 𝜋) � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñ áàçîéM𝑛. Âíåøíÿÿ
𝑘�ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè � ýòî ôîðìà, çíà÷åíèå
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì E, òî åñòü, ýòî ñå÷åíèå èç

Γ𝑠(E)⊗F𝑠
𝑘 (M

𝑛).

Â ÷àñòíîñòè, òàíãåíöèàëüíî�çíà÷íàÿ 𝑘�ôîðìà � ýòî ñå÷åíèå èç

V𝑠(M𝑛)⊗F𝑠
𝑘 (M

𝑛).

Â ïîëå ðåïåðîâ 𝑝 ↦→ (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 òàíãåíöèàëüíî�çíà÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä:

𝑢 =
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘6𝑛

𝑢𝑗 · · · ·
·𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝜕𝑗 ⊗

(︀
𝑑𝑥𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

)︀
.

Äàëåå, êîâåêòîðíîçíà÷íàÿ 𝑘�ôîðìà � ýòî ñå÷åíèå èç

F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
𝑘 (M

𝑛).

Â ïîëå âçàèìíûõ ê (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 ðåïåðîâ êîâåêòîðíîçíà÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

𝛼 =
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘6𝑛

𝛼𝑗𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑑𝑥
𝑗 ⊗

(︀
𝑑𝑥𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

)︀
.

102∘. Îïåðàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ñïàðèâàíèÿ âåêòîðà è êîâåêòîðà ïå-
ðåíîñèòñÿ íà âåêòîð è êîâåêòîðíîçíà÷íóþ ôîðìó. Èìåííî, ýòî îïåðàöèÿ

⟨·, ·⟩ : V𝑠(M𝑛)× (F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
𝑘 (M

𝑛)) → F𝑠
𝑘 (M

𝑛),
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äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó

⟨𝑢, 𝛼⟩ =
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
16𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘6𝑛

𝑢𝑗𝛼𝑗𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑑𝑥
𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ ñî ñâîéñòâîì:

∀𝑢 ∈ V𝑠(M𝑛) ∀𝜗 ∈ F𝑠
1 (M

𝑛) ∀𝜔 ∈ F𝑠
𝑘 (M

𝑛) : ⟨𝑢, 𝜗⊗ 𝜔⟩ = ⟨𝑢, 𝜗⟩𝜔,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò ñïàðèâàíèå âåêòîðà è êîâåêòîðà.
103∘. Ïóñòü g � ìåòðèêà íà M𝑛. Îïðåäåëèì çâåçäó Õîäæà ïî âòîðî-

ìó àðãóìåíòó

*2 : F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
1 (M

𝑛) → F𝑠
1 (M

𝑛)⊗F𝑠
𝑛−1(M

𝑛), T ↦→ *2T,

êàê ëèíåéíóþ îïåðàöèþ ñî ñâîéñòâîì:

∀𝜇, 𝜗 ∈ F𝑠
1 (M

𝑛) : *2(𝜇⊗ 𝜗) = 𝜇⊗ (*𝜗),

ãäå * åñòü îïåðàòîð Õîäæà, îïðåäåëåííûé â 100∘. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êîâàðèàíòíîãî 2�òåíçîðà T ∈ F𝑠

1 (M
𝑛) ⊗ F𝑠

1 (M
𝑛), T = 𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗,
èìååì

*2T = 𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ (*𝑑𝑥𝑗).
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