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Работа посвящена развитию математической теории наращиваемых тел при
конечных деформациях. Характерной особенностью растущих тел является то, что
в процессе роста в них возникают несовместные деформации, вызываемые неодно-
родными полями напряжений и температур в присоединяемых элементах. В связи
с этим математические модели напряженно-деформированного состояния растуще-
го тела оказываются эквивалентными моделям тел с непрерывным распределением
дислокаций. Растущее тело моделируется как тело, которое не имеет свободной
от напряжений конфигурации в евклидовом пространстве, однако такая конфигу-
рация имеется на некотором трехмерном многообразии с неевклидовой аффинной
связностью. Кручение связности является мерой несовместности деформаций рас-
тущего тела. Рассматривается один из возможных вариантов наращивания, в ходе
которого рост происходит за счет непрерывного присоединения к трехмерному телу
напряженных материальных поверхностей. Приводится полная система уравнений
механики наращиваемых тел. В отличие от задач для тел постоянного состава
в эти уравнения входит тензорное поле несовместной дисторсии, которое может
быть найдено из условия равновесия границы роста — материальной поверхности,
контактирующей с деформируемым трехмерным телом.

Введение

Традиционные методы изготовления деталей сложной формы подразуме-
вают технологические процессы обработки, связанные со снятием матери-
ала, например, резку, фрезеровку, сверление и т. п. Альтернативный класс
технологических процессов основан на синтезе деталей путем последова-
тельного нанесения материала на подложку или поверхность произвольной
формы, например, в результате локальной полимеризации, электрохимиче-
ской реакции, наклейки, наплавки, локального спекания и т. д. Подобные
процессы принято относить к классу аддитивных технологий. В настоя-
щее время технологии аддитивного изготовления изделий находятся в ста-
дии интенсивного развития [1–3]. Они позволяют быстро и относительно
дешево создать пространственную деталь сколь угодно сложной формы
и, теоретически, из любого материала. Обзор существующего состояния,
перспектив развития и ожидаемого влияния аддитивных технологий на
развитие современного общества см., например, в [4]. Аддитивные тех-
нологии базируются на современных принципах построения прецизионных
систем с программным управлением (CNC). Однако, несмотря на возмож-
ность позиционирования элементов технологической установки с высокой
точностью, отклонения геометрической формы изделия от проекта остается
высокой, в первую очередь, в силу собственных деформаций (тепловых,
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усадочных и т. п.) изготавливаемого тела. С этими деформациями связаны
остаточные (собственные) напряжения, неминуемо возникающие в изделии
при применении аддитивных технологий. Остаточные напряжения могут
вызывать потерю устойчивости для тонкостенных изделий и разрушение для
массивных тел, причем потеря устойчивости и разрушение могут произойти
уже в процессе изготовления. Все эти факторы существенно влияют на
организацию и качество аддитивных технологических процессов. В этой
связи актуальным является развитие методов математического моделирова-
ния эволюции напряженно-деформированного состояния (НДС) тела в ходе
аддитивного технологического процесса. Моделирование позволяет расчет-
ным путем предсказать нежелательные искажения НДС и оптимизировать
качество процесса, в частности, учитывать при проектировании контрде-
формации, нивелирующие технологические искажения [5].

Методы математического моделирования деформации тела в процессе
его аддитивного изготовления развиты в работах [6–11]. Математические
модели основаны на идее описания структурной неоднородности, вызванной
соединением несовместно деформированных частей, мера несовместности
которых зависит от сценария аддитивного процесса. Еще в пионерских ис-
следованиях механики растущих тел отмечалось, что напряженно-деформи-
руемое состояние тела, которое деформировалось в процессе наращивания,
характеризуется несовместной деформацией. Это означает, что локальная
деформация, определяемая для простых материалов тензорным полем второ-
го ранга, не может быть представлена как градиент некоторого векторного
поля, роль которого в классической механике играет поле мест. Подобное
тензорное поле общего вида, удовлетворяющее лишь требуемым условиям
гладкости, принято называть полем дисторсии, подчеркивая тем самым его
неградиентную структуру.

Исследование НДС деформируемого твердого тела, вызванного дис-
торсией, не удовлетворяющей условиям совместности, восходят к рабо-
там Вейнгартена [12] и Вольтерра [13], а также к работам по теории
распределенных дефектов Крёнера и Де Витта [14, 15]. В этих работах,
в основном, развивалась линейная теория упругих сред с распределенными
дефектами, которые математически характеризовались тензорным полем,
определяющим неоднородный член в тензорном уравнении совместности
малых деформаций.

Развитие теории конечных деформаций потребовало переосмысления
понятия дисторсии. Действительно, градиент деформации — частный слу-
чай дисторсии, удовлетворяющий уравнениям совместности, в классической
теории упругости определяет линейный член в разложении отображения,
задающего деформацию, т. е. преобразования геометрической области, за-
нимаемой телом в образе отсчетной конфигурации, в область, которую тело
занимает в образе актуальной конфигурации. При этом важным является
понятие отсчетного состояния, определяемого отсчетной конфигурацией:
в окрестности каждой точки, составляющей тело, это состояние должно
быть идентично состоянию, воспроизводимому в стандартном эксперименте.
По терминологии [29] это состояние называется единообразным, а все
тело в таком отсчетном состоянии — единообразной отсчетной формой.
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Как правило, единообразное состояние полагают свободным от напряжений
(натуральное состояние). Отказ от совместности в определении дисторсии
неизбежно ведет к утрате глобального единообразного состояния как со-
стояния, реализуемого в теле путем некоторой его деформации. Отметим,
что деформация здесь понимается как изменение формы в евклидовом
пространстве.

Возможны следующие способы возвращения глобального единообразно-
го состояния. Первый состоит в отказе от связанности и представлении
образа отсчетной конфигурации как совокупности инфинитезимальных ча-
стей, не складываемых в единый массив без деформирования. Это приводит
к так называемой поликристаллической отсчетной конфигурации (reference
crystal) [31, p. 126]. Название отражает физическую интерпретацию: един-
ственный способ убрать собственные напряжения в поликристаллической
структуре — позволить ей разделиться на несвязанные микроскопические
кристаллы, которые по отдельности вернутся в ненапряженное состоя-
ние. Второй способ позволяет трактовать единообразную отсчетную как
связанную область, но погружаемую в пространство с дополнительными
геометрическими «степенями свободы», а именно, в пространство аффин-
ной связности, кривизна и кручение которого определяются несовместной
дисторсией. Эта идея в приложении к теории распределенных дефектов
была сформулирована Кондо, а затем получила развитие в работах Нолла
и Вана [29, 30].

В качестве примера приведем процесс лазерной стереолитограции, прин-
ципиальная схема которого показана на рис. 1. Узкий пучок, генерируемый
лазером в ультрафиолетовом диапазоне, посредством сканатора (системы
зеркал на гальванических электроприводах) позиционируется в локальную
область поверхностного слоя жидкого полимера, вызывая его полимериза-

Рис. 1. Принципиальная схема процесса стереолитографии



Математическая теория растущих тел 429

цию. В ходе этого процесса происходят химические реакции, возникает
локальный нагрев, что приводит к остаточным деформациям. При этом
распределение остаточных деформаций зависит от траектории позициони-
рования пучка, изменяя которую можно добиваться оптимизации процесса,
в частности, минимизации дисторсии финальной формы тела.

1. Геометрические методы механики растущих тел

Геометрические методы построения моделей механики сплошной сре-
ды в настоящее время интенсивно развиваются. Эти методы привносят
в теорию концепции, язык и методологию современной дифференциальной
геометрии (теории гладких многообразий), что обогащает, но в то же время
в значительной степени усложняет саму механику. Конечно же, переход
к более абстрактному стилю изложения должен быть оправдан. В настоящей
работе такой абстрактный способ построения теории обусловлен тем, что
он позволяет наиболее полно и ясно описать феномен искусственной неод-
нородности, возникающий в силу особой геометрической структуры тела,
которое образуется материально единообразными частями, т. е. «выпол-
ненными» из одного и того же материала, но соединенными друг с другом
в деформированном состоянии. Именно такие тела моделируются в рамках
механики растущих тел.

В рамках механики растущих тел рассматриваются деформируемые
твердые тела переменного состава: в процессе деформирования к телу
присоединяются части, которые могли деформироваться до присоединения
независимо. Историю возникновения и развития механики растущих тел
можно найти в ряде монографий и статей, среди которых отметим [16–25].

В большинстве опубликованных работ теория растущих тел строи-
лась как некоторый специальный вариант теории деформируемых твердых
тел в трехмерном евклидовом пространстве. Однако оказывается, что гео-
метрических свойств евклидова пространства недостаточно для описания
напряженно-деформированного состояния тела, которое было образовано
путем непрерывного объединения предварительно напряженных частей.
Представляется важным, что растущие тела могут быть рассмотрены как
частный класс неоднородных тел, в которых неоднородность возникает
в силу несовместной деформации, вызванной соединением несогласованно
деформированных элементов. С этой точки зрения механика растущих тел
имеет много общего с теорией дефектов, в частности с геометрической
теорией непрерывно распределенных дислокаций, построенной во второй
половине XX в. Следует отметить, что на развитие этой теории значитель-
ное влияние оказали геометрические методы теории Эйнштейна–Картана
и общей теории относительности. По-видимому, первым, кто применил
методы геометрии Картана [26] в механике сплошной среды, был Кондо
(1955 г.). Эти идеи быстро получили развитие в серии работ Билби с соавт.,
Крёнера и Зигера, в которых были установлены связи между тензорным
полем несовместности деформаций, плотностью распределения дефектов
и нетривиальной геометрией материального многообразия с отличными
от нуля кручением и кривизной [27] (имеется подробный исторический
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обзор [28]). В этой связи такие геометрические понятия, как связность,
кривизна, кручение, параллелизм, оказались в числе основных понятий
общей теории неоднородных тел, которая в логически завершенном виде
была представлена результатами фундаментальных исследований [29–31],
образующими теоретический базис для построения математической теории
непрерывно наращиваемых тел.

Задачи механики растущих тел весьма разнообразны, в связи с чем при-
ведем некоторую классификацию таких задач, которая позволит выделить
область исследований, затрагиваемую в настоящей работе.

Во-первых, следует различать дискретное и непрерывное наращивание.
В первом случае в процессе деформирования происходит объединение тел
конечных размеров. Задачи о дискретном наращивании рассматривались
в рамках так называемой теории составных тел [32]. При этом уравне-
ния равновесия, сформулированные для отдельных частей составного тела,
объединялись в систему, а краевые условия определялись из условия иде-
ального контакта этих частей. В такой постановке математическая модель
дискретно наращиваемого тела принципиально не отличалась от класси-
ческих моделей тел постоянного состава. При непрерывном наращивании
имеет место непрерывный приток материала к исследуемому телу. В этом
случае процесс наращивания может быть представлен как последователь-
ность элементарных актов присоединения бесконечно малых напряженных
частей к растущему телу, причем каждый элементарный акт происходит за
бесконечно малый интервал времени.

Во-вторых, следует различать поверхностный рост и объемный рост.
При поверхностном наращивании присоединение материала происходит на
границе тела — «границе роста» [33]. Поверхностному росту соответствуют
такие технологические и природные процессы, как намотка, пиролитиче-
ское и электролитическое осаждение, возведение массивных сооружений,
аккреция планет, рост кристаллов. При объемный росте состав тела в про-
цессе деформирования не меняется, однако масса элементарного отсчетного
объема не сохраняется: она изменяется в процессе деформирования по
некоторому заданному закону [34]; рост биологических тканей дает пример
такого процесса.

Ниже рассматривается непрерывное наращивание тела путем присо-
единения нового материала на его границе. Рост тела рассматривается
как объединение деформированных тел, образы конфигураций которых не
пересекаются, но имеют в физическом пространстве общую границу. С ме-
ханической точки зрения объединение по границе сводится к образованию
связей в окрестности граничных точек. В общем случае НДС этих тел
не согласованы, в связи с чем у их объединения отсутствует свободная
от напряжений отсчетная конфигурация. Следует отметить, что этот факт
упоминался в работах по механике растущих тел, однако чаще указывалось
лишь на несовместность поля малых деформаций.

Обратим внимание на еще одно обстоятельство. Непрерывное наращива-
ние рассматривается как процесс непрерывного присоединения к телу инфи-
нитезимальных областей, т. е. областей инфинитезимальной меры (исполь-
зуется мера массы). Таким образом, к инфинитезимальным областям могут
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быть причислены, например, бесконечно тонкие слои, нити, точки. Так как
такие области представляют собой непрерывные тела разных размерностей,
то они испытывают НДС, соответствующее их размерности, например,
слои могут переносить мембранные напряжения, нити — линейное и т. д.
В этой связи характер распределения напряжений в непрерывно растущем
теле подразумевает построение разных вариантов теории наращивания. Да-
лее рассматриваются тела, растущие за счет непрерывного присоединения
бесконечно тонких двумерных слоев, называемых также материальными
поверхностями [35].

В качестве геометрического фундамента теории растущих тел использу-
ется теория расслоений дифференцируемых многообразий [36, 37], аналити-
ческие свойства которых определяются без привлечения априорно заданных
метрики и связности. Многообразия в таком виде позволяют сформулиро-
вать краевую задачу, в ходе решения которой определяется частный вид
связности, соответствующий кинематическим и статическим характеристи-
кам процесса наращивания. Кроме того, геометрическое понятие рассло-
ения многообразия соответствует физически реализуемому распределению
свойств растущего тела, рост которого моделируется как непрерывный про-
цесс присоединения деформированных материальных поверхностей.

Кроме того, тело как многообразие может быть оснащено дополнитель-
ной структурой, определяющей расслоение многообразия. Представление
тела как расслоения дает естественную интерпретацию результата нара-
щивания, которое реализуется, например, как непрерывный поток мате-
риальных поверхностей, осаждаемых на поверхности роста. Здесь может
быть уместным образное сравнение с годовыми кольцами на сечениях
стволов деревьев. Каждому слою соответствует материальная поверхность,

Рис. 2. Классификация процессов роста
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присоединенная в некоторый фиксированный момент времени. Разумеется,
возможны и другие типы расслоения, например, расслоение с двумерной
базой и одномерными слоями-фибрами, которые образно можно представить
как волокна древесины, расслоение с трехмерной базой и слоями-каплями
(рис. 2); более сложный пример расслоения иллюстрируется намоткой нити
на клубок и т. д.

2. Растущие тела

Понятие «тело» в механике сплошной среды не имеет завершенного
определения ввиду чрезвычайной его общности. Существует ряд частных
определений (см., например, [38], где приводятся различные варианты «все-
ленных», т. е. множеств, элементами которых являются тела.) Как правило,
под телом понимают некоторое локально связанное подмножество абстракт-
ного топологического пространства, такое, что его «воплощение» в физиче-
ском пространстве представляет собой область с регулярной границей, для
которой имеют смысл интегральные законы сохранения1. В классической
механике тел постоянного состава это подмножество неизменно, в то время
как в механике растущих тел оно изменяется ввиду притока материала
извне. Кроме того, сам процесс роста представляется как упорядоченная по-
следовательность актов, определяющая некоторую специальную структуру
на множестве материальных точек. В этой связи ниже будут даны опреде-
ления понятий тела постоянного состава и растущего тела, согласованные
с излагаемой в настоящей работе теорией растущих тел.

Множества материальных точек будем обозначать символом B. Каждая
точка p ∈ B имеет индивидуальную метку x. В аналитической механике
мощность множества B, как правило, конечна. Объектом исследования ме-
ханики деформируемого твердого тела является тело, представляемое как
множество B материальных точек, непрерывно заполняющих некоторую
область в аффинном пространстве E . Поскольку мощность множества точек
пространства E , принадлежащих этой области, равна мощности континуума,
то полагается, что множество B также имеет мощность континуума, чем
обеспечивается биективное отображение множества точек на множество за-
нимаемых ими мест, и является открытым подмножеством топологического
пространства, удовлетворяющего аксиоме отделимости Хаусдорфа.

Поскольку множество B полагается открытым, то всякая точка, при-
надлежащая B, принадлежит ему вместе с некоторой своей окрестностью.
Граница тела2 определяется как множество его предельных точек, не явля-

1 Как аллегорически отмечено в монографии [42], cамо тело пребывает в пла-
тоновом мире чистых идей, который мы никогда не сможем увидеть, однако
проявления этого мира мы ощущаем в облике конфигураций, т. е. «воплощений»
тела в физическом пространстве. Это приводит в некотором смысле к абстрактному
стилю построения теории.

2 Общее определение границы множества X имеет вид X ∩ (1−X), где 1−X —
дополнение множества X [43]. Однако, поскольку тела всегда представляются
открытыми множествами, может быть использовано более простое соотношение,
приведенное в основном тексте.
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ющихся внутренними, т. е.
∂B = B \B.

Вообще говоря, множество B может иметь топологическую структуру,
отличную от топологической структуры соответсвующей ему области в
пространстве E . Так, согласно теореме Хана–Мазуркевича [44], локально
связанный континуум может быть представлен как непрерывный образ
интервала числовой оси, т. е. может быть устроен, например, как кривая
Пеано (рис. 3). При этом топологическая размерность (размерность Лебега)
тела B может быть равна единице, в то время как топологическая размер-
ность его образа — двум или трем. Следует отметить, что отображения
подобного типа не являются биективными, т. е. одной и той же точке об-
раза может соответствовать несколько различных прообразов на интервале.
Разумеется, допуская самопересечение образа, мы приходим к ситуации,
противоречивой с точки зрения обычно принимаемого в механике сплошных
сред постулата о непроникновении частей тела друг в друга. Однако такие
кратные точки за счет специального выбора отображающей функции могут
быть преобразованы в точки соприкосновения, что уже вполне приемлемо
в механике. Образно говоря, тело B, образующее в E некоторую простран-
ственную область, в действительности может представлять собой «нить»,
топологическая размерность которой равна единице. Этот способ построе-
ния тела нельзя игнорировать при построении общей теории растущих тел,
однако в рамках настоящей работы мы не будем его рассматривать. Ниже
будем полагать, что топологическая размерность тела, т. е. множества B,
совпадает с топологической размерностью соответсвующих областей в E .
Такое предположение накладывает ограничение на класс отображений мно-
жества B в пространство E : эти отображения должны быть гомеоморфиз-

Рис. 3. Негомеоморфное вложение тела
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мами, т. е. взаимно однозначными непрерывными отображениями, обратные
к которым также непрерывны.

Прежде всего, формализуем понятие растущего тела. Для этого вос-
пользуемся аксиоматикой, предложенной Ноллом, которая позволяет сфор-
мулировать понятие гладкого тела на языке гладких многообразий [29],
и дополним ее аксиомой, характеризующей растущее гладкое тело.

Под телом B будем понимать связное подмножество абстрактного топо-
логического пространства, такое, что его образ в физическом пространстве
представляет собой область с регулярной границей. Кроме того, полагаем,
что тело представляет собой дифференцируемое многообразие. Его элемен-
ты p ∈ B — материальные точки; полагаем, что они являются простыми.

Поясним подробнее, как вводится структура дифференцируемого много-
образия на множестве B. Множество B оснащается структурой, которая
определяется классом отображений C

∀κ ∈ C κ : B → E ,
где E — физическое (аффинное) пространство. Элементы κ ∈ C называются
конфигурациями. Образ p ∈ B относительно отображения κ, а именно
κ(p) ∈ E , называется местом материальной точки p в конфигурации κ.
Образ множества B, т. е. совокупность мест всех материальных точек,
будем называть формой. Как правило, одна из таких форм фиксируется
и называется отсчетной. Если отображения γ,κ ∈ C представляют собой две
конфигурации, то их композиция

λ = γ ◦ κ−1 : κ(B)→ γ(B)

называется деформацией тела B из конфигурации κ в конфигурацию γ.
Поскольку каждая форма вложена в аффинное пространство E (с ев-

клидовой структурой, определяемой трансляционным пространством V), то
существует натуральная параметризация формы, в частности, с помощью
декартовых координат. Таким образом класс отображений C оснащает мно-
жество B структурой многообразия. Гладкость этого многообразия опреде-
ляется гладкостью функций из класса C, элементы которого могут служить
глобальными картами многообразия B. В этой связи топологическая струк-
тура B тривиальна: атлас карт, накрывающих B, состоит из единственной
карты.

Напомним определение простого тела [38, 39]. Пусть R — множество,
элементы которого называются дескрипторами отклика (поле напряжений
представляет пример такого дескриптора). Непрерывное тело B будем на-
зывать простым телом по отношению к R, если оно наделено структурой
посредством функции G, которая присваивает каждой точке X отображение

GX : CX → R.

Значение функции GX(GX) — дескриптор отклика материальной точки X
в любой конфигурации κ тела B, такой, что ∇κ(X) = GX.

Следуя Ноллу [29], определим понятие непрерывного деформируемого
тела. Тело B является непрерывным телом класса Cp (p � 1), если класс
конфигураций C удовлетворяет следующим аксиомам.
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B1. Каждая конфигурация κ ∈ C — гомеоморфизм, ее область значе-
ний — открытое подмножество E , которое называется областью, занимаемой
телом B в конфигурации κ.

B2. Если γ,κ ∈ C — конфигурации, то их композиция λ = γ ◦ κ−1
принадлежит классу Cp.

B3. Если κ ∈ C — конфигурация и λ : κ(B) → E — деформация клас-
са Cp, то λ ◦ κ ∈ C.

В силу аксиом B1–B3 класс отображений C определяет на множестве B
структуру Cp-многообразия. Поскольку все конфигурации — гомеоморфиз-
мы, все их образы топологически эквивалентны. Таким образом, класс
допустимых конфигураций определяет топологическую структуру тела по-
стоянного состава (рис. 4 на вклейке).

В классической механике сплошных сред тела рассматриваются как
фиксированные множества материальных точек. В задачах механики рас-
тущих тел рассматривается эволюция множества B, которое представляет
собой множество переменного состава. Эволюция растущего тела может
быть представлена семейством тел

C = {Bα}α∈I ,
где I — множество индексов, которое может быть конечным, счетным или
континуальным.

Введем понятия тотального тела B∗ и начального тела B∗ следую-
щим образом:

B∗ =
⋃
α∈I

Bα, B∗ =
⋂
α∈I

Bα,

и сформулируем дополнительную аксиому (B4) для растущего тела. Форму-
лировка этой аксиомы зависит от мощности множества I и соответствует
следующим типам процесса роста.

B4.1. Дискретный рост. Множество C — конечная последовательность
вложенных множеств:

C : B1 ⊂ B2 ⊂ ... ⊂ BN .

Очевидно, что мощность множества C определяется числом N , т. е. |C| = N .
B4.2. Обобщенный дискретный рост. Множество C — трансфинитная

последовательность вложенных множеств:

C : B1 ⊂ B2 ⊂ ... ⊂ Bω ⊂ Bω+1 ⊂ ... , |C| = ℵ0.
B4.3. Непрерывный рост. Множество C — семейство тел над интерва-

лом I = (α,β) ⊂ R, удовлетворяющее следующему условию: существуют
двумерные многообразия Ωk и не более чем счетное множество гомеомор-
физмов

Ψk : (Ωk,α) → B∗, α ∈ R,

таких, что
∀α < β Bα ⊂ Bβ, ∀α ∃k ∂Bα = Ψk(Ωk,α),⋃

k

Ψk(Ωk × Ik) = B∗,
⋃
k

Ik = I.
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Очевидно, |C| = ℵ1. Многообразия Ωk будем называть прообразом границы
роста. Последняя аксиома устанавливает структуру гладкого расслоения
многообразия B∗. При этом интервал I представляет собой базу расслое-
ния, а многообразие Ωk — прообраз слоя. Если существует единственный
(универсальный) гомеоморфизм Ψ = Ψ1 единственного многообразия Ω1 на
все границы элементов множества C, то расслоение оказывается тривиаль-
ным. В противном случае топологическая структура прообраза растущей
границы может меняться. С точки зрения механики, изменение топологии
прообраза границы роста соответствует самосоприкосновению частей об-
раза Ω, например, преобразованию конечного цилиндра в полноторие при
отождествлении его оснований.

Итак, растущее тело может быть представлено как расслоение тоталь-
ного тела B∗. Слои, соответствующие координате базы α, будем обозначать
символом Mα. Из структурных свойств расслоения вытекает, что слои не
пересекаются:

∀α,β (α �= β) ⇒ (Mα ∩Mβ = ∅),

а их объединение совпадает c тотальным телом B∗, т. е.

B∗ =
⋃
γ∈I

Mγ .

В процессе роста тело B представляется открытыми подмножествами
тотального тела B∗, граница которых ∂B образуется двумя несовпадающи-
ми слоями Mα′ и Mβ′ , т. е.

∂B = Mα′ ∪Mβ′ .

В этом случае телоB может быть представлено как объединение множества
слоев, индексы которых принадлежат открытому интервалу (α′,β′) ⊂ I:

B = B(α′,β′) =
⋃

γ∈(α′,β′)

Mγ .

Растущее тело определяется как параметрическое семейство таких мно-
жеств, а именно

C =
{
Bγ = B(α, γ)

∣∣γ ∈ I
}
,

где γ — параметр семейства, характеризующий эволюцию растущего тела,
причем при γ → α тело вырождается в бесконечно тонкий слой или точку.
Разумеется, можно вести речь и о наращивании заранее созданного основ-
ного или исходного тела.

Очевидно обобщение этого определения:

C =
{
Bγ = B(αγ ,βγ)

∣∣(αγ ,βγ) ⊂ I
}
,

где (αγ ,βγ) — семейство вложенных интервалов.
Согласно данным выше определениям граница растущего тела долж-

на быть топологически эквивалентна типовому слою, который сам пред-
ставляет собой гладкое многообразие, и, следовательно, растущая граница
топологически эквивалентна геометрически замкнутой поверхности. Если
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растущая граница топологически эквивалентна многообразию с краем, то
растущее тело может быть определено следующим образом:

C =
{
Bγ = B0 ∩B(αγ ,βγ)

∣∣(αγ ,βγ) ⊂ I
}
.

Здесь B0 — фиксированное подмножество материального многообразия
с гладкой границей.

Слои Mα представляют собой двумерные многообразия, отображаемые
на замкнутые ориентируемые поверхности в E . В силу классификационной
теоремы каждая связная замкнутая поверхность гомеоморфна элементам
следующих трех семейств:

1. Сферы.
2. Связанная сумма n торов (n � 1).
3. Связанная сумма n действительных проективных плоскостей (n � 1).
Поверхности первых двух семейств ориентированы. Можно для удобства

считать первое и второе семейство одним, полагая сферу связанной суммой
0 торов. Количество торов n определяет род поверхности. Эйлерова харак-
теристика связанной суммы n торов равна 2 − 2n. Поверхности третьего
семейства неориентируемы. Из всего сказанного вытекает, что образ Mα,
а следовательно, и само многообразие Mα топологически эквивалентны
связанной сумме n торов. Это позволяет осуществить дополнительную
классификацию растущих тел, представляемых расслоением с одномерной
базой, по топологическому классу типового слоя, который, в свою очередь,
определяется числом n. На рис. 5 приведены расслоения, слои которых —
алгебраические поверхности.

Рис. 5. К классификации расслоений Рис. 6. К классификации
расслоений

Можно построить обобщение данных определений, если отказаться от
связности Mα (рис. 6). Однако следует отметить, что расслоение при этом,
как правило, становится нетривиальным.

В работах [21, 32] предлагается иной способ идентификации материаль-
ных точек, а именно, предлагается использовать тройки чисел, содержащие
момент времени присоединения материальной точки (аналог координаты
базы x3) и поверхностные координаты точки границы в текущем состо-
янии, к которой присоединялась материальная точка (аналог координат
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слоя x1, x2). Но в таком определении последние две координаты являются
пространственными и заранее не известны — их можно получить лишь в ре-
зультате решения краевой задачи, определяющей конфигурацию растущего
тела.

Укажем соответствие введенных выше определений характеристикам
процесса роста, которые использовались ранее. Если ввести время t как
переменную и рассматривать параметр γ как функцию γ = Γ(t), то можно
вести речь о возрасте t частей Mγ растущего тела, а также, при условии
существования обратной функции Γ−1, моменте времени τ∗, в который
происходит присоединение слоя Mγ , т. е.

τ∗ = Γ−1(γ).

При этом растущее тело может быть определено как семейство множеств

C̃ =
{
Bτ = B(α, γ)

∣∣γ = Γ(τ), τ ∈ (t0, t)
}
.

Подобная терминология и обозначения использовались ранее [22, 23, 32].
Отметим, что если полагать функцию Γ(t) непрерывной и возрастающей,

то обратная функция Γ−1 существует, и выполняется соотношение

∀τ1 < τ2 Bτ1 ⊆ Bτ2 .

Это неравенство определяет условие монотонности роста, т. е. условие,
при котором в течение всего процесса происходит присоединение новых
элементов к растущему телу, тогда как удаление присоединенных матери-
альных точек не допускается. Наконец, если определить на борелевом теле
подмножеств B меру μ, которую можно интерпретировать как плотность
массы:

μ(B) =

∫

B

ρ(X) dV ,

то условие непрерывности можно выразить соотношением

μ(Bt2 \Bt1) = O(t2 − t1).

Отметим, что в рамках предлагаемого материального описания свойства
монотонности и непрерывности обеспечиваются гладкостью базы расслое-
ния I и слоев Mα, α ∈ I.

3. Материальные связности

Для определения физических полей, возникающих в теле в актуальном
состоянии, т. е. для определения отклика материала, следует учитывать
семейство его предшествующих состояний, которые, вообще говоря, не мо-
гут быть определены в рамках евклидовой геометрии. Действительно, если
в процессе деформирования в теле произошло перераспределение связей,
которое может соответствовать, например, возникновению дефектов или
соединению частей, деформация которых до этого была независима, то
геометрия до и после окажется принципиально различной. Может ока-
заться, что в евклидовом пространстве не найдется связанного множества,
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которое могло бы представить геометрию до перераспределения связей.
Это обстоятельство имеет ясную физическую интерпретацию: все подобные
тела не могут быть освобождены от напряжений никакой деформацией,
а в отсутствие внешних силовых полей в них будут отличные от нуля
внутренние поля (например, напряжения).

Далее многообразия используются для представления пространств аф-
финной связности, которые обобщают евклидовы пространства: оставаясь
локально евклидовыми, они, по существу, представляют многомерное семей-
ство евклидовых пространств, ассоциированных с каждой точкой многооб-
разия, связь между которыми определяется обобщением правила параллель-
ного переноса. В линейном приближении это правило задается аффинной
связностью, которая, в свою очередь, определяется гладкими полями кри-
визны и кручения связности.

Поясним причину использования именно аффинной связности. В мате-
матическом описании отклик задается функционалом отклика, конкретная
аппроксимация которого определяется экспериментом. В этой связи аргу-
менты этого функционала должны определять переход тела из некоторого
стандартного состояния, реализуемого в эксперименте. Как правило, это
естественное состояние, т. е. состояние, которому соответствуют нулевые
значения физических полей. Если функционал отклика сформулирован
в рамках локального приближения, то это стандартное состояние должно
реализовываться локально. Если, кроме того, материал полагается простым,
т. е. считается, что физические поля зависят только от локальных дефор-
маций, то аргументом функционала отклика оказывается поле линейных
преобразований. Это обстоятельство является связующим звеном между
геометрией и механикой. Действительно, аффинная связность тоже может
быть определена гладким полем линейных преобразований. Эта процедура
реализуется методом подвижного репера (Картан). При этом поле натураль-
ных реперов, которое на многообразии задается некоторой координатной си-
стемой, соответствует полю координатных базисов актуального состояния,
а отвечающие этому полю координаты — евклидовы координаты позиций
материальных точек в текущий момент времени. Локальные деформации
как линейные преобразования отвечают локальным преобразованиям по-
движного репера. Несовместность локальных деформаций соответствует
неинтегрируемости поля линейных преобразований, и, как следствие, него-
лономности поля реперов (рис. 7 на вклейке). В этом смысле мера неголо-
номности, количественно выражаемая, в общем случае, полями кривизны
и кручения, оказывается мерой несовместности локальных деформаций.

В растущих телах определенная таким образом связность зависит от
параметров роста, а именно от скорости присоединения материала и предва-
рительного напряженного состояния присоединяемых элементов. В качестве
иллюстрации можно привести пример сборки плоского упругого кольца из
предварительно растянутых бесконечно тонких колец. В результате сборки
получаем тело, у которого отсутствует плоская естественная конфигура-
ция — любые его деформации в плоскости приводят к конфигурациям, не
свободным от напряжений. Однако деформация самой плоскости, содер-
жащей тело (которую, конечно, можно наглядно представить, только если



440 А.В.Манжиров, С.А.Лычев

погрузить плоскость в объемлющее трехмерное евклидово пространство),
а именно сообщение ей ненулевой кривизны или отличного от нуля кру-
чения, позволит получить естественную, т. е. свободную от напряжений
конфигурацию, которую с позиций двумерного тела следует рассматривать
как переход к отсчетному двумерному многообразию с нетривиальной связ-
ностью.

Для определения материальной связности вначале введем понятия ло-
кальной конфигурации и локальной деформации [29, 30]. Две глобальные
конфигурации κ и γ эквивалентны в точке X ∈ B, если градиент их
композиции

κ ◦ γ−1 : E → E ,
вычисленный в точке X, представляет собой тождественный оператор I,
действующий в E , т. е.

∇
(
κ ◦ γ−1

) ∣∣∣
γ(X)

= I.

Из правил дифференцирования сложной функции вытекает, что это отно-
шение представляет собой отношение эквивалентности на множестве всех
конфигураций C. Разбиение C на классы эквивалентности обозначим че-
рез CX. Элементы KX ∈ CX будем называть локальными конфигурациями
в точке X. Таким образом, локальная конфигурация KX может быть пред-
ставлена градиентом одной из глобальных конфигураций κ, принадлежащих
классу KX, т. е. линеаризацией отображения

κ : Uα → E ,
где Uα — локальная карта, содержащая точку X. В этой связи вместо запи-
си κ ∈ KX, где κ — элемент класса KX, можно использовать обозначение

∇κ(X) = KX.

Введем понятие локальной деформации. Пусть KX,GX ∈ CX — две
локальные конфигурации и пусть κ, γ — соответствующие им глобальные
конфигурации, т. е. κ ∈ KX, γ ∈ GX. Локальная деформация определяется
следующим образом:

∇(γ ◦ κ−1)κ(X) = ∇γ(X) ◦ (∇κ(X))−1.

Как образно отмечалось [42], механика континуума оперирует двумя
неразрывно связанными математическими абстракциями: материальным те-
лом B и физическим пространством S. Обе абстракции представляются
трехмерными многообразиями, причем пространство S apriori оснащено
некоторой дополнительной структурой, а тело B не имеет таковой. Мо-
дели континуальной механики определяют взаимодействие этих абстрак-
ций, выражая его аналитически в форме уравнений, связывающих B и S.
Структура пространства S предопределена: согласно классическим принци-
пам ньютоновской механики она аффинная. Тело B заранее не наделено
никакой геометрической структурой, что дает некоторую свободу при по-
строении модели. Целесообразно выбирать эту структуру так, чтобы она
наиболее полно отражала физические свойства тела. Замечательно, что
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геометрическую структуру простого тела можно определить в терминах
локальных конфигураций.

Совокупность локальных конфигураций, определенных во всех точках
тела, задает структуру касательного расслоения B следующим образом.
Рассмотрим упорядоченную пару (KX,u), где KX ∈ CX — локальная конфи-
гурация в точке X, u ∈ E — пространственный вектор. Будем говорить, что
две таких пары эквивалентны, если

(KX ◦G−1
X )[v] = u. (1)

Отношение эквивалентности (1) задает разбиение множества всех
пар (KX,u) на классы. Легко проверить, что соответствующие классы
отвечают касательным векторам в точке X. Совокупность всех касательных
векторов образует касательное пространство TX в точке X ∈ B. Если, как
это принято в дифференциальной геометрии, векторы базиса касательного
пространства обозначать символом ∂α, а ковекторы базиса сопряженного
к нему пространства (кокасательного пространства) символом dXα, т. е.
dXα∂β = δαβ , то в координатной форме тензоры KX и G−1

X могут быть
представлены в виде

KX = (KX)
α·
·β eα ⊗ dXβ, G−1

X = (G−1
X )α··β ∂α ⊗ eβ,

где eα — элементы базиса в V, eβ — элементы базиса в V∗.
Введем понятие материального изоморфизма, которое позволяет придать

точный смысл высказыванию о том, что материальная точка X ∈B — такая
же, как и другая материальная точка Y ∈ B. Непосредственное сопостав-
ление функций GX и GY невозможно потому что они имеют различные
области определения. Вместе с тем мы можем связать области определе-
ния CX и CY, если задан изоморфизм касательных пространств

ΦXY : TX → TY.
При этом локальная деформация GX ∈ CX соответствует компози-
ции GX ◦ ΦXY ∈ CY. Все сказанное выше можно сформулировать
в виде следующего определения (Кондо, Нолл): обратимое линейное
преобразование

ΦXY : TX → TY
называется материальным изоморфизмом из TX в TY, если

GX(GX) = GY(GX ◦ΦXY) ∀GX ∈ CX. (2)

Таким образом, высказывание о том, что материал в точке X такой же,
что и в точке Y, означает существования материального изоморфизма
из TX в TY.

Для формулировки краевых задач, в которых функционал отклика име-
ет единую калибровку, необходимо отыскать такую отсчетную конфигу-
рацию тела, в которой окрестность каждой точки возвращается в стан-
дартное состояние. Это реализуется так называемой единообразной отсчет-
ной функцией, определенной на теле B, которая является далеко идущим
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геометрическим обобщением понятия натуральной отсчетной конфигурации,
часто используемой в механике деформируемого твердого тела.

Понятие материального изоморфизма позволяет сформулировать опре-
деление для материально единообразного тела. Простое тело называется
материально единообразным, если материал в любых его двух точках
одинаков, т. е. любой паре точек может быть поставлен в соответствие
материальный изоморфизм. При этом функция Φ, которая ставит в соот-
ветствие каждой паре (X,Y) материальных точек тела B материальный
изоморфизм ΦX,Y, называется функцией единообразности.

Материальный изоморфизм может быть интерпретирован следующим
образом. Существует некоторый универсальный бесконечно малый «порож-
дающий элемент» (архетип), своего рода «кирпичик», из копий которого
может быть собрано все материально единообразное тело. Копии этого
кирпичика геометрически не согласованы, и для того чтобы собрать все
тело, требуется осуществить индивидуальную деформацию каждого эле-
мента. Однако после сборки всего тела окрестности любых двух точек
взаимозаменяемы: при замене достаточно лишь придать им надлежащую
деформацию. Эта деформация как раз и определяется материальным изо-
морфизмом (рис. 8 на вклейке).

Функция K на B, значения которой K(X) = KX ∈ CX — локальные
конфигурации, называется отсчетной функцией для B. Если, кроме того,

Φ(X,Y) = K(X)−1 ◦ K(Y) (3)

есть материальный изоморфизм пространства TY в пространство TX для
любых X,Y ∈ B, то K называется единообразной отсчетной функцией
на B. Если κ — глобальная конфигурация, то тогда ∇κ сопоставляет
с каждой точкой X локальную конфигурацию ∇κ ∈ CX, т. е. класс эквива-
лентности, к которому κ принадлежит. Тело однородно, если оно допускает
существование единообразной отсчетной функции как градиента некоторой
глобальной конфигурации. В этом и только в этом случае существует
вложение тела B в евклидово пространство, такое, что окрестности всех
точек переходят в стандартное состояние. Конечно же, это соответству-
ет натуральной конфигурации, обычно принимаемой в качестве отсчетной
в классической механике деформируемого твердого тела, и все проводимые
здесь построения становятся тривиальными.

Для формулировки краевых задач часто удобно использовать локальные
деформации вместо локальных конфигураций. Переход к локальным дефор-
мациям осуществляется следующим образом. Пусть K — единообразная
отсчетная функция. Каждая локальная конфигурация GX ∈ CX может быть
определена локальной деформацией F из KX в GX, т. е.

F = GX ◦ K(X)−1 ∈ L, GX = F ◦ K(X). (4)

Здесь L — множество линейных автоморфизмов E . Подстановка выраже-
ний (4) и (3) в равенство (2) при учете того, что ΦXY = Φ(X,Y), дает

GX (F ◦ K(X)) = GY (F ◦ K(Y)) . (5)
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Это соотношение должно выполняться для всех F ∈ L и X,Y ∈ B; в таком
случае K — единообразная отсчетная функция. Следовательно, отсчетная
функция K тела B единообразна тогда и только тогда, когда существует
функция HK : L → R, удовлетворяющая соотношению

HK(F ) = CX(F ◦ K(X)) ∀X ∈ B ∀F ∈ L. (6)

Функция HK, которая присваивает каждой локальной деформации дескрип-
тор отклика, называется функцией отклика тела относительно единообраз-
ной отсчетной функции K.

Как уже отмечалось, в общем случае не существует материально еди-
нообразного вложения тела B в евклидово пространство: поле локальных
конфигураций, определяемых единообразной отсчетной функцией, вообще
говоря, не является градиентом никакой глобальной конфигурации. Вместе
с тем построение подобного вложения в более общее пространство, а именно
в пространство аффинной связности, возможно. Этот факт представляется
чрезвычайно важным, поскольку позволяет перенести общепринятую ме-
тодологию работы с двумя конфигурациями (отсчетной и актуальной) на
общий случай произвольного материального единообразия. Для построения
таких вложений определим связность пространства, в которое осуществля-
ется вложение, следующим образом.

Пусть Φ — функция единообразности для простого тела B класса Cp.
Будем говорить, что касательное векторное поле c материально постоянно,
если

c(X) = Φ(X,Y)c(Y) ∀X,Y ∈ B. (7)

Имеет место следующая важная теорема [29].
Для заданного материального единообразия Φ класса Cp−1 существу-

ет единственная аффинная связность Γ, такая, что Γc = 0 для всех
материально постоянных полей касательных векторов c ∈ TΦ. В терми-
нах какой-либо отсчетной K, связность Γ определяется формулой

Γh = K−1∇K(Kh)K, h ∈ T 1B, Γ ∈ Cp−2. (8)

Аффинная связность класса Cp−2 со свойством

Γc = 0 ∀c ∈ TΦ
называется материальной связностью, соответствующей функции матери-
ального единообразия Φ класса Cp−1. Определенная таким образом мате-
риальная связность имеет нулевую кривизну. Однако кручение связности,
определяемое соотношением

S(h, t) = Γht− Γth− [h, t], (9)

отлично от нуля, если только тело неоднородно (в смысле, определенном
выше).

Итак, для произвольной гладкой функции Φ(X,Y), или для произ-
вольного гладкого поля локальных конфигураций, определяемого отсчетной
функцией K, удается определить вложение тела в пространство аффинной
связности, кривизна которого равна нулю, а кручение, вообще говоря,
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отлично от нуля. Пространства такого типа широко используются в физике
и называются пространствами с абсолютным параллелизмом. Важно от-
метить, что построенная таким образом материальная связность наследует
топологическую структуру расслоения тотального тела, если предположить,
что граница ∂Bα допускает вложение в E в стандартном состоянии. С точ-
ки зрения механики это означает, что граница растущего тела в любом
его промежуточном состоянии, деформируясь независимо как материальная
поверхность, может быть приведена в стандартное (например, натуральное)
состояние. Сделанное предположение накладывает ограничение на поле K:
сужение K на слой Mα совместно и может быть определено как градиент
глобальной конфигурации, заданной на Mα. Далее поле K будем называть
полем дисторсии, что отвечает его механическому смыслу.

Напомним, что растущее тело было определено выше как семейство C
множеств, представляющих гладкие тела. При этом на каждом Bα ∈ C
задается послойно совместная материальная связность, которую будем обо-

значать символом
α
Γ. Таким образом, семейство C порождает семейство

связностей
{α
Γ|α ∈ I

}
. Поскольку рост тела представляется как процесс

непрерывного присоединения элементов, материальные свойства которых
после присоединения не изменяются, элементы этого семейства должны
быть согласованы, т. е. удовлетворять условиям

α
Γ
∣∣
Bβ

≡
β

Γ ∀α > β,

где
α
Γ
∣∣
Bβ

— сужение связности
α
Γ на множество Bβ . Это условие, факти-

чески, постулирует отсутствие эволюции материальной связности в составе
тела. Разумеется, можно расширить рассматриваемую модель растущего
тела, постулируя, что эволюция материальной связности происходит по
предписанному закону, однако обсуждение этих вопросов выходит за рамки
настоящей работы.

Для того чтобы обеспечить согласованность материальных связностей,
ассоциированных с элементами множества C, можно воспользоваться вспо-
могательными отсчетными конфигурациями

α
κR, погружаемыми в E , удовле-

творяющими следующему условию:

α
κR

∣∣
Bβ

≡ β
κR ∀α > β.

Таким образом, элементы семейства
{ α
κR|α ∈ I

}
не изменяются во времени,

а эволюция, описываемая этим семейством, зависит только от процесса
роста. Конечно же, эти конфигурации не является материально единооб-
разными и предполагают, что слои Mα удерживаются некоторыми внешни-
ми силовыми полями, т. е. они представляет собой аналог промежуточной
отсчетной конфигурации, используемой в классической нелинейной тео-
рии упругости. Можно указать еще одну ассоциацию, связанную с кон-
фигурациями

α
κR: семейство этих конфигураций представляет «сборочный

чертеж» растущего тела, отражающий последовательность его образования
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в процессе роста, но не отражающий сопутствующих росту деформаций.
Изменение формы растущего тела, вызванное как ростом, так и дефор-
мацией, определяется семейством актуальных конфигураций {ακ|α ∈ I}.
Поскольку тело деформируется в процессе роста, актуальные конфигурации
не согласованы, т. е.

α
κ
∣∣
Bβ

�≡ β
κ ∀α > β.

Ясно, что
α
κR, так же как и актуальные конфигурации

α
κ, определяют гра-

диентные отсчетные. Схематично конфигурации и деформации растущего
тела показаны на рис. 9 (см. вклейку).

4. Уравнения равновесия

Краевая задача для растущего тела определяется континуальным семей-
ством уравнений равновесия, которые выражают закон сохранения коли-
чества движения в области физического (евклидова) пространства

α
κ(Bκ)

с границей
α
Ω = ∂

(α
κ(Bκ)

)
, т. е.

div
α
T +

α
b = 0,

α
T = HK(

α
F ),

α
F = ∇ α

κR

α
κ,

где div — оператор дивергенции в переменных актуальной конфигурации
α
κ,

α
T — тензорное поле напряжений Коши,

α
b — плотность объемных сил

(относительно актуальной конфигурации).

Краевые условия задаются на поверхности
α
Ω и определяют векторное

поле поверхностных сил
α
p, действующее на границе растущего тела:

α
T
α
n
∣∣α
Ω
=

α
p.

Здесь
α
n — внешняя единичная нормаль к поверхности

α
Ω.

На первый взгляд формально постановка краевой задачи отличается
от классической постановки для тела постоянного состава лишь тем, что
граница пространственной области параметрически зависит от α. Однако
имеется и более глубокое отличие, которое состоит в зависимости функци-
онала отклика от тензорного поля K, для определения которого требуются
дополнительные условия. Формулировка этих условий зависит от геометри-
ческой структуры присоединяемых элементов, т. е., по существу, от струк-
туры расслоения материального многообразия. Если тело растет за счет
непрерывного притока к нему предварительно напряженных материальных
поверхностей, то это условие может быть сформулировано в виде

α
P ·

α
T ·

α
P
∣∣α
Ω
=

α
T ,

α
T = In

[ α
T s

]
. (10)

Здесь
α
P =

(
E − α

n⊗ α
n
)
— проектор на касательную плоскость к границе

α
Ω,

In [...] — оператор вложения, трансформирующий натяжения как двумерное
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тензорное поле, заданное на поверхности, в трехмерное тензорное поле
напряжений, определенных в малой окрестности поверхности. Записанное
соотношение выражает тот факт, что слои присоединяются с заданным

натягом, определяемым поверхностным тензором натяга
α
T s, т. е. тензором

второго ранга, заданным в касательном пространстве присоединяемой мате-
риальной поверхности.

Заметим, что структура оператора вложения In [...] может быть как три-
виальной, т. е. осуществляющей преобразование величин натяжения в на-
пряжения согласно простым кинематическим гипотезам мембранных тео-
рий, так и нетривиальной, учитывающей особенности физики поверхности.
Однако обсуждение этого вопроса выходит за рамки статьи.

Уравнение для определения T s =
α
T s (далее верхний индекс α для

краткости опускаем) при условии, что наращивание происходит в результате
непрерывного присоединения предварительно напряженных поверхностей,
может быть получено из соотношений теории материальных поверхностей
(теорий тел с материальной границей [35]). Уравнение равновесия мате-
риальной границы Ω(t), т. е. с геометрической точки зрения поверхности,
ограничивающей тело в текущем состоянии, а с физической точки зрения —
тонкой пленки, испытывающей мембранное напряженное состояние, может
быть сформулировано следующим образом:

divs T s + bs = Tn
∣∣
Ω
, (11)

где T s — тензор натяжения, двумерный аналог тензора напряжений Коши,
определенный в касательном пространстве TxΩ к поверхности Ω в точке x,
divs — поверхностная дивергенция, bs — поверхностная плотность внешних
сил, действующих на поверхность Ω [35].

Пусть уравнение состояния материальной поверхности имеет вид

T s = T̂ (Fs),

где Fs — градиент деформации поверхности Fs = ∇κf
z, z : Ω0 → Ω,

причем Ω0 ⊂ E – образ отсчетной конфигурации поверхности κf , которая
полагается свободной от напряжений, Ω ⊂ E — образ текущей конфигура-
ции κ. Таким образом, если отображение z ставит в соответствие точке X
точку x, то градиент деформации Fs определяет линейное отображение
Fs : TXΩ0 → TxΩ, где TXΩ0 — пространство, касательное к поверхно-
сти Ω0 в точке X, TxΩ — пространство, касательное к поверхности Ω
в точке x. Соответствующая мера деформаций имеет вид

Gs = F ∗
s · Fs = 1+ 2E +

(
∇κf

⊗ u
)∗ · (∇κf

⊗ u
)
;

E =
1
2

(
∇κf

⊗ u+ (∇κf
⊗ u)∗

)
.

Здесь 1 — тензорная единица, т. е. тензор четвертого ранга на TXΩ0,
отображающий произвольный поверхностный тензор второго ранга, дей-
ствующий в TXΩ0, в себя, E — тензор инфинитезимальных деформаций;



Математическая теория растущих тел 447

u ∈ V — пространственный вектор перемещений точек поверхности при
отображении Ω0 → Ω:

u = z(X) −X.

Поскольку поверхностная дивергенция поля T s удовлетворяет соотно-
шению

(divsT s) · n = T s : L, L = −∇s ⊗ n,

то проекция уравнения (11) для материальной границы Ω на нормаль n
может быть представлена следующим образом:

T s : L+ bs · n = n · Tn
∣∣
Ω
. (12)

Это условие, конечно, не эквивалентно соотношению (11), но, если предпо-
ложить, что касательная нагрузка на поверхности роста отсутствует, т. е.

(E − n⊗ n) · Tn
∣∣
Ω
= 0,

то условие (12) определяет давление, которое оказывает материальная по-
верхность на пространственное тело. Такое взаимодействие можно охарак-
теризовать как гладкий контакт растущего тела и материальной поверхно-
сти, т. е. последняя может скользить без трения по телу.

Для замкнутой постановки краевой задачи следует указать краевое
условие на границе ∂Ω поверхности Ω, т. е. соотношения вида

T sñ
∣∣
∂1Ω

= f̃ , u
∣∣
∂2Ω

= ũ, ∂1Ω ∪ ∂2Ω = ∂Ω.

Здесь ñ — внешняя единичная нормаль к кривой ∂Ω, лежащая в каса-
тельной плоскости к Ω, f̃ — линейная плотность сил, распределенных на
кривой ∂1Ω, ũ — заданные смещения точек на кривой ∂2Ω.

Итак, полная система уравнений математической теории наращиваемых
тел в случае, когда трехмерное тело растет за счет присоединения предва-
рительно напряженных материальных поверхностей, имеет вид

divT + b = 0, divs T s + bs = Tn
∣∣
Ω
,

P · T · P
∣∣
Ω
= T , T = In [T s],

T = HK(F ), T s = T̂ (Fs),
F = ∇κR

κ, Fs = ∇κf
z,

T sñ
∣∣
∂1Ω

= f̃ , u
∣∣
∂2Ω

= ũ, ∂1Ω ∪ ∂2Ω = ∂Ω.

В этой системе поля T , T s, F , Fs, κ, z, а также тензорное поле дис-
торсии K неизвестны. Заданными являются поля b, bs, f̃ и ũ. Если
полагать поле K заданным, т. е. задавать явно материальную связность,
то из системы следует исключить третье уравнение. В этом случае для
фиксированного α получаем семейство уравнений равновесия трехмерного
тела, контактирующего с материальной поверхностью (рис. 10 на вклейке).
В общем случае материальная связность, определяемая полем дисторсии K,
заранее неизвестна и может быть определена из следующего условия: для
всех значений параметра α ∈ I третье уравнение выполняется.
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Определенное таким образом поле K позволяет задать геометрию на
материальном многообразии, определяя материальную связность на нем.
Получаемые коэффициенты аффинной связности, вообще говоря, не обла-
дают симметрией и определяют отличный от нуля тензор кручения

Sα
γβ = ∂γ(K

−1)ρ··β K
α·
·ρ − ∂β(K

−1)ρ··γK
α·
·ρ .

В результате материальное многообразие становится пространством аффин-
ной связности, причем каждый слой многообразия метризуется в есте-
ственном состоянии, и НДС тела может быть определено как результат
его деформирования в объемлющем пространстве высшей размерности из
свободной от напряжений конфигурации, погруженной в подпространство
с ненулевым кручением, в конфигурацию, погруженную в подпространство
с евклидовой структурой. Отличие геометрии такой отсчетной конфигура-
ции от евклидовой, количественно определяемой тензором кручения, харак-
теризует несогласованность напряженных состояний слоев, объединенных
в результате процесса наращивания в единое тело. Следует отметить, что
подобное отличие свободной от напряжений конфигурации от евклидовой
геометрии в приближении малых деформаций проявляется как несовмест-
ность тензорного поля малых деформаций, что неоднократно отмечалось
в литературе как характерное свойство растущих тел.

5. Пример. Деформирование растущего упругого шара

В качестве примера рассмотрим задачу о центральносимметричном де-
формировании растущего упругого шара. Деформации считаем конечными.
Условие центральной симметрии существенно упрощает задачу и делает ее,
по существу, одномерной. Действительно, поскольку в любой конфигурации

Рис. 11. Взаимодействие материаль-
ной поверхности и трехмерного тела

тело сохраняет центральную симмет-
рию, то материальное многообразиеM
может быть представлено в R3 от-
крытым шаром (с выколотым центром)
радиуса R, который допускает есте-
ственное расслоение на концентриче-
ские сферы MX3 . Каждая сфера — это
слой расслоения, а база расслоения
представляет собой открытый интер-
вал B = (0,R). При этом X3 ∈B — ко-
ордината базы, а X1, X2 — координаты
слоя, в качестве которых могут быть
выбраны сферические углы географи-
ческой системы координат (рис. 11).

Полагаем, что материал несжима-
ем, следовательно, допускаются только изохорические (сохраняющие объ-
ем) деформации пространственной конфигурации тела. Это предположение
позволяет воспользоваться хорошо известными универсальными решениями
Ривлина–Эриксена для описания деформирования каждого слоя [41].
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Пусть er, eϕ, eθ — физический (ортонормированный) базис сфериче-
ской системы координат. Полагаем, что каждый слой имеет натуральную
конфигурацию, и она представляет собой сферу (разумеется, в физическом
пространстве). Объединение таких сфер не является конфигурацией какого-
либо тела, поскольку не представляет связанного множества.

После надлежащего деформирования эти сферы в объединении образуют
шар. Таким образом, может быть получена конфигурация, не свободная от
напряжений. Ясно, что такое деформирование может быть выбрано разными
способами, и выбор отсчетной конфигурации содержит произвол. Однако
все такие ненатуральные конфигурации трансформируются друг в друга
диффеоморфно. Соответствующее поле дисторсии имеет вид

K = ξ2−αer ⊗ er + ξ−1−α(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ); ξ−α = (r3 − α)1/3/r.

Здесь r = r(X3) — пространственная (радиальная) координата, α = α(X3) —
параметр дисторсии, X3 — материальная метка слоя. Поле K можно
интерпретировать как градиент деформации, определяемой отображени-
ем r = (r30 + α)1/3 и вычисляемой для инфинитезимального сферического
слоя MX3 , который обладает естественной конфигурацией при r = r0. То-
гда α можно рассматривать как параметр изохорического раздувания этого
слоя.

Выберем одну из таких конфигураций в качестве отсчетной и обозна-
чим ее символом κR. Деформация отсчетной конфигурации в текущую κ
определяется изохорическим диффеоморфизмом κR → κ. Это отображение
для условий несжимаемости и центральной симметрии принадлежит семей-
ству R = (r3 + A)1/3, где A — параметр семейства, т. е. постоянная, опре-
деляющая конкретное отображение. Градиент такой трансформации имеет
вид

F = ξ−2A er ⊗ er + ξA(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ); ξA = (r3 +A)1/3/r.

Ведем обозначение

η = (r3 − α)1/3/(r3 +A)1/3.

Полная локальная деформация каждого слоя из его естественного состоя-
ния может быть найдена как композиция

H = F ·K = η2er ⊗ er + η−1(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ).

Соответствующая мера деформаций Коши–Грина имеет вид

G = H∗ ·H = η4er ⊗ er + η−2(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ).

Инварианты мер деформации могут быть найдены следующим образом:

I1(G) = η4 + 2η−2, I2(G) = η−4 + 2η2.

Произведем некоторые вспомогательные вычисления. Мера, обратная
мере деформаций Коши, вычисляется по формуле

G−1 = η−4er ⊗ er + η2(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ).
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Дивергенции мер деформаций G, G−1 определяются соотношениями

∇ ·G = er

[ ∂

∂R
η4 +

2
R
(η4 − η−2)

]
, ∇ ·G−1 = er

[ ∂

∂R
η−4 +

2
R
(η−4 − η2)

]
.

Здесь ∇ — пространственный оператор Гамильтона, определенный в те-
кущей конфигурации κ. Конечно, нужно учитывать, что r = (R − A)1/3

и α = α(r) = α(r(R)) = α(R).
Уравнения равновесия при отсутствии объемных сил имеют вид ∇ ·×

× T = 0, где T — тензор напряжений Коши, который в рассматриваемом
случае может быть представлен диадным разложением

T = TRReR ⊗ eR + Tθθ(eθ ⊗ eθ + eϕ ⊗ eϕ).

Краевые условия формулируются в виде

n · T
∣∣
Γ1

= bn, n · T
∣∣
Γ2

= 0. (13)

Здесь b — интенсивность нормальной нагрузки на внутренней поверхности
шара Γ1, Γ2 — поверхность роста.

Еще одно условие отражает тот факт, что слои присоединяются с задан-
ным натягом f , т. е.

eθ · T · eθ
∣∣
Γ2

= Tθθ
∣∣
Γ2

= f.

Важно отметить, что условие для натяга это не условие краевой зада-
чи, а условие, из которого определяется функция α(R) = α(R(r(X))), т. е.
определяется поле дисторсии K.

В сферических координатах при условии центральной симметрии урав-
нения равновесия и краевые условия принимают вид

∂TRR
∂R

+
2
R
(TRR − Tθθ) = 0, TRR

∣∣
r=r0

= b, TRR
∣∣
r=r1

= 0,

r0 = (R30 −A)1/3, r1 = (R31 −A)1/3.

Здесь R0 — внутренний, а R1 — внешний радиусы шара в текущей конфи-
гурации κ.

Для несжимаемого изотропного в естественном состоянии гиперупруго-
го материала тензор напряжений Коши может быть представлен зависимо-
стью [41]

T = −pE + 2
∂W

∂I1
G− 2∂W

∂I2
G−1,

где p = p(R) — давление, определяемое из условий равновесия, W — упру-
гий потенциал — удельная плотность запасенной энергии. Если в качестве
отсчетной конфигурации использовать κR, то упругий потенциал следует
записать в виде

W = J−1
K WκC

(K · F ,X),
где WκC

— потенциал, калибровка которого осуществляется локально для
каждого слоя относительно естественного состояния этого слоя. Вследствие
несжимаемости JK = 1 и множитель J−1

K не оказывает влияния на даль-
нейшие построения.
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Подстановка тензора T в уравнение равновесия приводит к уравнению
относительно давления p

−∇p+ 2
(
G ·∇∂W

∂I1
−G−1 ·∇∂W

∂I2
+
∂W

∂I1
∇ ·G− ∂W

∂I2
∇ ·G−1

)
= 0.

Используя вычисленные выше величины и учитывая, что в силу централь-
ной симметрии ∇p = eRdp/dR, приходим к уравнению относительно p(R),
интеграл которого имеет вид

p(R′) = 2
[
η4
∂W

∂I1
−η−4 ∂W

∂I2

]
+4

R′∫

R0

{
∂W

∂I1
(η4−η−2)− ∂W

∂I2
(η−4−η2)

}
dR

R
+p0.

Верхний предел интегрирования R′ ∈ (R0,R1) — радиальная координата,
определяющая положение сферического слоя внутри текущей конфигура-
ции κ, p0 — постоянная интегрирования, которая соответствует постоян-
ному гидростатическому давлению. Полученное выражение можно заменой
переменных R �→ r преобразовать к виду (учитывая, что dR/R = r2(r3 +
+A)−1 dr)

p(r′) = 2
[
η4
∂W

∂I1
− η−4

∂W

∂I2

]
− 4q(r0, r′) + p0,

q(r0, r′) =
r′∫

r0

r2(r3 +A)−1(η−4 − η2)

(
η2
∂W

∂I1
+
∂W

∂I2

)
dr.

Верхний предел в выписанном интеграле, r′ ∈ (r0, r1), определяет положение
сферического слоя внутри отсчетной конфигурации κR.

Радиальные напряжения теперь могут быть вычислены по формуле
TRR(r

′) = q(r0, r′) − p0. Из второго краевого условия (13), которое может
быть записано в виде TRR

∣∣
r=r1

= 0, вытекает, что p0 = q(r0, r1). Следова-
тельно,

TRR(r
′) = q(r1, r

′).

Окружные напряжения Tθθ могут быть найдены из уравнений равновесия
и выражены через TRR следующим образом:

Tθθ = TRR +
R

2
∂TRR
∂R

.

В граничном слое они должны быть равны заданной величине натяга f , т. е.

Tθθ
∣∣
Γ2

= Tθθ
∣∣
r=r1

= TRR
∣∣
r=r1

+
(r3 +A)1/3

2
∂TRR
∂R

∣∣∣∣
r=r1

=

= 2
[
(r3 +A)−1(η−4 − η2)

(
η2
∂W

∂I1
+
∂W

∂I2

)]
r=r1

= f. (14)

Из этого уравнения может быть определена зависимость α = α(r1,A, f).
Из первого краевого условия (13), которое может быть представлено в ви-
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де TRR
∣∣
r=r0

= b, определяется параметр A. Подчеркнем, что A = A(r1),
а α = α(r).

Таким образом, напряжения в непрерывно наращиваемом шаре при за-
данном натяге определяются из системы уравнений

4

r1(γ)∫

r0

r2(A+ α)(2r3 +A− α)

(r3 − α)4/3(r3 +A)5/3

(
∂W

∂I2
+

(r3 − α)2/3

(r3 +A)2/3
∂W

∂I1

)
dr = −q(γ),

2
[
(A+ α)(2r31 +A− α)

(r31 − α)4/3(r31 +A)2/3

(
∂W

∂I2
+

(r31 − α)2/3

(r31 +A)2/3
∂W

∂I1

)]∣∣∣∣∣
r=r1(γ)

= f(γ).

Аналогичное дискретно наращиваемое тело моделируется следующим
образом. Если полагать, что упругий потенциал определяется двухконстант-
ным выражением Муни–Ривлина, т. е.

2W = Q(I1 − 3) + P (I2 − 3), Q =
1
2
(β − 1)μ, P =

1
2
(β + 1)μ,

то радиальные TRR(r) и окружные Tθθ(r) напряжения в полом шаре r ∈
∈ (r0, r1) определяются с точностью до постоянных A и p соотношениями

TRR(r) =
1
2

(
− r0P (5r30 + 4A)

(r30 +A)4/3
−
4Q 3

√
r30 +A

r0
+

2r20Q

(r30 +A)2/3
−

−
−2r3Q(A+ r3)2/3 − 4A

(
Q(A+ r3)2/3 + r2P

)
− 5r5P

r(A+ r3)4/3
− 2p

)
,

Tθθ(r) = −r0P (5r
3
0 + 4A)

2(r30 +A)4/3
−
2Q 3

√
r30 +A

r0
+

r20Q

(r30 +A)2/3
+

+
2A2

(
r2P −Q(A+ r3)2/3

)
+ 8Ar5P + 2r6Q(A+ r3)2/3 + 5r8P

2r4(A+ r3)4/3
− p.

Эти соотношения позволяют определить напряженно-деформированное со-
стояние дискретной «сборки», если определять параметры An, pn из условий
сопряжения

T 1RR(r
1
0) = q, T 1RR(r

1
1) = T 2RR(r

1
0), ... ,T

n−1
RR (rn−11 ) = T nRR(r

n
0 ), T nRR(r

n
1 ) = 0,

r11 = r20, ... , r
n−1
1 = rn0 ,

где верхние индексы обозначают номер элемента «сборки». Полагаем, что
толщины всех сферических элементов в естественном состоянии одина-
ковы, т. е. rn1 − rn0 = Δ, а внутренние радиусы отсчетного состояния rn0 ,
n = 2, 3, ..., определяются из условия предписанного натяга присоединяемых
элементов:

T nθθ(r
n
1 ) = f.
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В вычислениях использовались следующие безразмерные данные: μ = 1,
β = 0,7, начальный радиус растущего шара r0 = 0,5, объем шара в конце
процесса роста 0,37, q = 0, f = 0,1. В дискретной модели использова-
лось 30 слоев. Безразмерные (отнесенные к модулю μ) радиальные и окруж-
ные истинные напряжения представлены на рис. 12.

Рис. 12. Взаимодействие материальной поверхности и трехмерного тела

Тензорное поле дисторсии индуцирует связность на материальном мно-
гообразии, которое в результате становится плоским пространством аффин-
ной связности (т. е. с пространством нулевой кривизны) с нетривиальным
кручением. Отличные от нуля компоненты тензора кручения определяются
соотношениями

Tϕ·rϕ = Tθ·rθ = −Tϕ·ϕr = −Tθ·θr =
1

3r3 − 3α
∂α

∂r
.

Обратим внимание, что тензор кручения обращается в нуль, если
α = const. Это соответствует согласованному наращиванию, в результате
которого получаем тело, неотличимое от тела постоянного состава. Конечно,
в таком (и только в таком) теле отсутствуют остаточные напряжения. Если
же α = α(X3), то тело, полученное в результате наращивания, не обладает
естественной конфигурацией, погружаемой в E . С точки зрения механики
это означает, что никакие гладкие деформации тела не освободят его от
напряжений.
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