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Àííîòàöèÿ
Îáñóæäàþòñÿ ïðè÷èíû êðèçèñà â ñîâðåìåííîé (ðèìàíîâîé) ãåîìåòðèè.

Òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè òîïîëîãèè, ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåëåííîñòè ðèìàíîâîé ãåî-
ìåòðèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ïîñòðîåíèè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èñïîëüçóåò-
ñÿ èçëèøíÿÿ èíôîðìàöèÿ (òîïîëîãèÿ), êîòîðàÿ íå ñîãëàñóåòñÿ ñ äðóãèìè
èñõîäíûìè àêñèîìàìè. Êðèçèñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùå-
ñòâî íå ìîæåò è íå õî÷åò âèäåòü ïåðåîïðåäåëåííîñòü ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè. Áîëüøèíñòâî ãåîìåòðîâ-òîïîëîãîâ îòâåðãàåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, íå èñïîëüçóþùèé òîïîëîãèè, íà òîì
îñíîâàíèè, ÷òî â íåì îòñóòñòâóþò òåîðåìû. Áîëüøèíñòâî ãåîìåòðîâ ïðåä-
ñòàâëÿþò èçëîæåíèå ãåîìåòðèè â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåíèé è
òåîðåì. Îíè íå ìîãóò ïðåäñòàâèòü ñåáå èçëîæåíèå ãåîìåòðèè áåç ïðèâû÷-
íûõ èì òåîðåì. Â ðåçóëüòàòå íàèáîëåå ñïîñîáíûå òîïîëîãè, îñîçíàâøèå
íè÷òîæíóþ ðîëü òîïîëîãèè â ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè è ïðîòèâîðå÷èâîñòü
òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé, îêàçûâàþòñÿ â
äðàìàòè÷åñêîì ïîëîæåíèè (â êîíôëèêòå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì).
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Áîãàòû ìû, åäâà èç êîëûáåëè,
Îøèáêàìè îòöîâ è ïîçäíèì èõ óìîì,
È æèçíü óæ íàñ òîìèò, êàê ðîâíûé ïóòü áåç öåëè,
Êàê ïèð íà ïðàçäíèêå ÷óæîì.

Ì.Þ.Ëåðìîíòîâ.

1 Ââåäåíèå
ß óæå ïèñàë î êðèçèñå â ãåîìåòðèè [1]. Äåëî â òîì, ÷òî ñîâðåìåííàÿ (ðèìà-
íîâà) ãåîìåòðèÿ ïåðåîïðåäåëåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâà.
Õîòÿ ïðîòèâîðå÷èÿ èçâåñòíû äàâíî, îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî â öå-
ëîì íå æåëàåò èõ ïðèçíàâàòü çà âíóòðåííèå ïðîòèâîðå÷èÿ òåîðèè è îáõîäèò
èõ. Ñóòü êðèçèñà íå â òîì, ÷òî â ãåîìåòðèè (òî÷íåå, â ïîñòðîåíèè îáîáùåí-
íûõ ãåîìåòðèé) åñòü îøèáêè, à â òîì, ÷òî èõ íå æåëàþò ïðèçíàâàòü çà îøèáêè
è èñïðàâëÿòü. Â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèå ãåîìåòðèè èäåò â íàïðàâëåíèè, âåäóùåì
â òóïèê. Ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò è êàêîâû ñîöèàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ êðèçèñà?
Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíà ýòà çàìåòêà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óæå âòîðîé êðèçèñ â ãåîìåòðèè. Ïåðâûé êðèçèñ áûë âî
âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî íå õîòåëî ïðè-
çíàâàòü ðåàëüíîñòü íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé. Ýòîò êðèçèñ êàê-òî èñ÷åðïàë ñàì
ñåáÿ, ïîñëå òîãî êàê íååâêëèäîâà (ðèìàíîâà) ãåîìåòðèÿ ñòàëà ïðèìåíÿòüñÿ â
îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Îäíàêî, àíàëèçà ïðè÷èí êðèçèñà, ïðîèçâåäåíî
íå áûëî (âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìíå íè÷åãî íå èçâåñòíî î òàêîì àíàëèçå).

Âíà÷àëå ÿ ñâÿçûâàë âîçíèêíîâåíèå êðèçèñà ñ ãëóáîêî óêîðåíèâøèìñÿ ïðåä-
ðàññóäêîì, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ëèíèåé â ëþáîé îáîáùåííîé ãåî-
ìåòðèåé. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäîâàëî, ÷òî îäíîìåðíàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ
âàæíåéøèì îáúåêòîì ëþáîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî âëåê-
ëî çà ñîáîé âûâîä, ÷òî òîïîëîãèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè îäíîìåðíîé êðèâîé,
äîëæíà ëåæàòü â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè è èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îáîá-
ùåííîé ãåîìåòðèè. Âñå òðàäèöèîííûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè îñíîâà-
íû íà ñóùåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè òîïîëîãèè: ò.å. âíà÷àëå ââîäèëîñü òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàòåì ñòðîèëàñü ãåîìåòðèÿ. Ïðåîäîëåíèå
ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè ïðÿìîé ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü áîëåå îáùèé è ïðî-
ñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé. Ýòîò àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä áûë
îñíîâàí íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè [2], îí äîïóñêàë, ÷òî ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïî-
âåðõíîñòüþ (òðóáêîé) è íå íóæäàëñÿ â òîïîëîãèè [3] äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåí-
íîé ãåîìåòðèè. Ñóòü àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà âûðàæàåòñÿ ñëîâàìè: ëþáàÿ îáîá-
ùåííàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê äåôîðìàöèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäî-
âîé ãåîìåòðèè. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðèìà-
íîâîé ãåîìåòðèè, áûë ñâîáîäåí îò íåäîñòàòêîâ òðàäèöèîííîãî, ò.å. òàì íå áûëî
õîðîøî èçâåñòíûõ íåäîñòàòêîâ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè (îòñóòñòâèå àáñîëþòíîãî
ïàðàëëåëèçìà è ïðîáëåìà âûïóêëîñòè, ñîñòîÿùàÿ âî òîì, ÷òî âûðåçàííàÿ èç
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åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íåâûïóêëàÿ îáëàñòü íå âêëàäûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêè â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, èç êîòîðîãî îíà âûðåçàíà). Âñå ïîíèìàëè, ÷òî óêàçàí-
íûå ñâîéñòâà ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ åå íåäîñòàòêàìè, íî èçáàâèòüñÿ
îò íèõ áûëî íåëüçÿ, ïîêà íå ñóùåñòâîâàëî àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïðèâîäèë ê äðóãèì ðåçóëüòà-
òàì, ÷åì òðàäèöèîííûé, ñâèäåòåëüñòâîâàëî î òîì, ÷òî îäèí èç ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ
îøèáî÷íûì. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òðàäèöèîííîãî ìåòîäà òðåáîâàëîñü ìíîãî ðàç-
ëè÷íûõ óñëîâèé, îãðàíè÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ. Íóæíà áûëà
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, åãî íåïðåðûâíîñòü è íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò â íåì. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà íå íóæíà áûëà ðàçìåð-
íîñòü è íåïðåðûâíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ñèñòåìà êîîðäèíàò òîæå áûëà íå íóæ-
íà. Íóæíà áûëà òîëüêî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ (P,Q), èëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ
σ (P, Q) = 1

2
ρ2 (P, Q), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî óñëîâèþ

σ (P, P ) = 0 (1.1)
Äàæå óñëîâèå ñèììåòðèè

σ (P,Q) = σ (Q,P ) (1.2)
íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì [4]. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ëî-
ãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, òîãäà êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ïî-
ñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ñîâìåñòíîñòü âñåõ èñ-
ïîëüçóåìûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ýòî òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé. Ñîâìåñòíîñòü
âñåõ îãðàíè÷åíèé óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü íå âñåãäà. Äëÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñîâ-
ìåñòíîñòü íàðóøàåòñÿ èç-çà ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé
êðèâîé (èëè èç-çà ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãèè ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè, ÷òî ïî
ñóùåñòâó îäíî è òî æå). Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûì (àëüòåð-
íàòèâíûì) ìåòîäîì ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó P , ïàðàëëåëüíî
âåêòîðó â òî÷êå P , ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé. Îäíàêî, â ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ (ãåî-
äåçè÷åñêàÿ) ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç òî÷êó P , ïàðàëëåëüíî âåêòîðó â äðóãîé òî÷êå P1,
îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò îäíîìåðíîé [5]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íåîäíî-
ìåðíîñòè ïðÿìîé, â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè çàïðåùåí àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì.
Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, à
òðàäèöèîííûé ñîìíèòåëüíûì, è â ñëó÷àå, êîãäà îíè ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ðåçóëü-
òàòàì, ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä.

ß ïîëàãàë, ÷òî ñîçäàíèå îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâíî-
ãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè, ïîçâîëèò îñîçíàòü íåäîïóñòè-
ìîñòü ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãèè ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, ÿ
îêàçàëñÿ íå ïðàâ â òîì îòíîøåíèè, ÷òî ñ÷èòàë îäíîìåðíîñòü ïðÿìîé åäèíñòâåí-
íûì ïðåäðàññóäêîì, ïðåïÿòñòâóþùèì, ïðàâèëüíîìó ïîñòðîåíèþ îáîáùåííîé
ãåîìåòðèè. Îêàçàëîñü, ÷òî èìååòñÿ åùå îäèí ïðåäðàññóäîê, î êîòîðîì ÿ íå äîãà-
äûâàëñÿ, ïîòîìó ÷òî íå ñòîëêíóëñÿ ñ íèì ïðè ïîñòðîåíèè òðóá÷àòîé ãåîìåòðèè
(Ò-ãåîìåòðèè), ò.å. ãåîìåòðèè ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ïðèíöèïà äåôîðìàöèè. Ñ
ïðåäðàññóäêîì îäíîìåðíîñòè ïðÿìîé ÿ ñòîëêíóëñÿ ïðè ïîñòðîåíèè Ò-ãåîìåòðèè
è ïîòðàòèë òðèäöàòü ëåò íà åãî ïðåîäîëåíèå [1]. Ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ ïðåä-
ðàññóäêàõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ ñèëëîãèçìîâ:
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1. Ñîãëàñíî Åâêëèäó ïðÿìàÿ îäíîìåðíà â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðÿìàÿ îäíîìåðíà â ëþáîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè.

2. Åâêëèä ñòðîèë ãåîìåòðèþ, ôîðìóëèðóÿ è äîêàçûâàÿ òåîðåìû, ñëåäîâà-
òåëüíî, ëþáóþ îáîáùåííóþ ãåîìåòðèþ íóæíî ñòðîèòü, ôîðìóëèðóÿ è äîêàçû-
âàÿ òåîðåìû.

Ïðèâåäåííûå ñèëëîãèçìû íåñîñòîÿòåëüíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè, îñîáåííî
åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ìíåíèå äðåâíèõ åãèïòÿí, ïîëàãàâøèõ, ÷òî âñå ðåêè
òåêóò íà ñåâåð, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåäñòâèå òðåòüåãî ñèëëîãèç-
ìà:

3. Âåëèêàÿ ðåêà Íèë òå÷åò íà ñåâåð, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåêè òåêóò íà ñåâåð.
Ñòðóêòóðà âñåõ òðåõ ñèëëîãèçìîâ îäíà è òà æå. Îíè ïðåâðàùàþò ÷àñòíûé

ñëó÷àé â îáùèé áåç äîñòàòî÷íûõ ê òîìó îñíîâàíèé. Òàêîå îáîáùåíèå ñâÿçàíî
ñ îãðàíè÷åííîñòüþ íàøåãî îïûòà. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà (åâêëèäîâà) ãåî-
ìåòðèÿ, è â íåé ïðÿìàÿ îäíîìåðíà. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ãåîìåòðèÿ, è îíà
ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Íàêîíåö, äðåâíèå
åãèïòÿíå çíàëè òîëüêî îäíó ðåêó � Íèë.

Ëîãè÷åñêàÿ íåñîñòîÿòåëüíîñòü ñèëëîãèçìîâ íå ïîìåøàëà ìàòåìàòèêàì èñ-
ïîëüçîâàòü èõ ïðè ïîñòðîåíèè ëþáîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, ïîòîìó ÷òî, èñ-
ïîëüçóÿ èõ â ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ìàòåìàòèêè îðèåíòèðîâàëèñü
íå íà ëîãèêó, à íà àññîöèàöèè. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî
ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì. Ïðè ýòîì î÷åíü òðóäíî ðàçëè÷èòü êàêèå ñâîéñòâà
ïðèíàäëåæàò ñàìîìó îáúåêòó, à êàêèå � ñïîñîáó åãî îïèñàíèÿ. Êîãäà ñïîñîá
îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñâîéñòâî ñàìîãî îáúåêòà îïèñàíèÿ, ìû ïîëó÷àåì
ïðåäðàññóäîê. Ïåðâûé ñèëëîãèçì ñòàë ïðè÷èíîé ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè
ïðÿìîé (èñïîëüçîâàííûé Åâêëèäîì ñïîñîá îïèñàíèÿ ïðÿìîé áûë ïðèçíàí ñâîé-
ñòâîì ñàìîé ïðÿìîé), è ÿ çíàë î íåì, ïîòîìó ÷òî ìíå ïðèøëîñü åãî ïðåîäîëå-
âàòü. Âòîðîé ñèëëîãèçì ñòàë îñíîâîé ïðåäðàññóäêà î òîì, ÷òî âñÿ äåÿòåëüíîñòü
ãåîìåòðà ñîñòîèò â ôîðìóëèðîâàíèè è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì (Åâêëèä îïèñû-
âàë ãåîìåòðèþ ñ ïîìîùüþ òåîðåì � ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàíèå â òåðìèíàõ òåîðåì
åñòü ñâîéñòâî ãåîìåòðèè. Åñëè íåò òåîðåì, òî íåò è ãåîìåòðèè.) Ñî âòîðûì ïðåä-
ðàññóäêîì ÿ ñòîëêíóëñÿ ïðè ñëåäóþùèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ.

ß çàÿâèë äîêëàä [3] íà ñåìèíàð îäíîé èç ãåîìåòðî-òîïîëîãè÷åñêèõ êàôåäð
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ýòî áûëî â 2001 ãîäó è ðàáîòà [3] áûëà åùå íåîïóá-
ëèêîâàííîé. ß ïîäîøåë ê ñåêðåòàðþ ñåìèíàðà, ñêàçàë åìó î ñâîåì æåëàíèè
ñäåëàòü äîêëàä íà ñåìèíàðå è ïåðåäàë òåêñò ñòàòüè. Ïåðåëèñòûâàÿ ìîþ ðàáîòó,
ñåêðåòàðü ñåìèíàðà çàäóì÷èâî ïðîèçíåñ ïðèìåðíî ñëåäóþùåå: "Êàêàÿ ñòðàí-
íàÿ ãåîìåòðèÿ! Íè îäíîé òåîðåìû! Îäíè îïðåäåëåíèÿ! ß äóìàþ, ÷òî ýòî íàì íå
áóäåò èíòåðåñíî."Îäèí èç âåäóùèõ ãåîìåòðîâ, âûíóæäåííûé ïî äîëãó ñëóæáû
çíàêîìèòüñÿ ñ ìîåé ðàáîòîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ìåæäóíàðîäíóþ êîíôåðåíöèþ
ïî ãåîìåòðèè, ñîñòîÿâøóþñÿ ëåòîì 2002 ãîäà â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå, ñêàçàë ìíå
â ÷àñòíîé áåñåäå, ÷òî îí íè÷åãî íå ïîíÿë èç ìîåé ðàáîòû, ïîñêîëüêó â íåé íåò
èñõîäíûõ àêñèîì è íåò òåîðåì. Òîãäà ÿ íå ïîíÿë, ÷òî îçíà÷àëè ýòè âîçðàæåíèÿ.
Äëÿ ìåíÿ áûëî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê ìîæíî íå ïîíÿòü òàêóþ ïðîñòóþ
êîíöåïöèþ êàê Ò-ãåîìåòðèÿ, ãäå íåò íèêàêèõ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Òîëü-
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êî çíà÷èòåëüíî ïîçæå ÿ ïîíÿë, ÷òî çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ïðåäðàññóäêîì. Â
îòëè÷èå îò äðóãèõ ëþäåé äëÿ ìàòåìàòèêîâ èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí ôîðìàëèçì,
è ãåîìåòðèþ îíè âîñïðèíèìàþò èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç åå ôîðìàëèçì. Äàëåå ÿ
ïîïðîáóþ ïîêàçàòü ÷èñòî ôîðìàëüíî, êàê òåîðåìû ïðåâðàùàþòñÿ â îïðåäåëå-
íèÿ è ÷òî îáÿçàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãåîìåòðèè â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òåîðåì, íå áîëåå, ÷åì ïðåäðàññóäîê.

Ãîâîðÿ î ñîöèàëüíûõ ïîñëåäñòâèÿõ êðèçèñà, ÿ èìåþ â âèäó ñëåäóþùåå. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ òîïîëîãèÿ ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì
ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè. Âñå ëó÷øèå ñèëû ãåîìåòðîâ ñîñðåäîòî÷åíû íà ðàçâèòèè
ýòîãî íàïðàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðåîäîëåíèÿ ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè
ïðÿìîé â ëþáîé ãåîìåòðèè è îòêðûòèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì íàïðàâëåíèåì, è
ìíîãèå ðàáîòû ïî îáîñíîâàíèþ ãåîìåòðèè íà îñíîâå òîïîëîãèè îêàçûâàþòñÿ
îáåñöåíåííûìè. Îäíàêî, ýòè ðàáîòû ñ÷èòàþòñÿ âàæíûìè è ïåðñïåêòèâíûìè,
ïîêà ìàòåìàòèêè íå æåëàþò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä è
íå ïðèçíàþò ïðîòèâîðå÷èé â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ìîëîäîé òàëàíòëèâûé òîïîëîã N
ðåøàåò òðóäíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ çàäà÷ó, çà ðåøåíèå êîòîðîé îáúÿâëåíà ïðå-
ñòèæíàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ïðåìèÿ. Ðåøèâ çàäà÷ó ïåðâûì è îïóáëèêîâàâ ðåçóëü-
òàòû, îí âäðóã îáíàðóæèâàåò, ÷òî çàäà÷à ïîñòàâëåíà íåïðàâèëüíî, ïîòîìó ÷òî
òîïîëîãèÿ îñíîâàíà íà ïîíÿòèÿõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, à ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
ïåðåîïðåäåëåíà (ò.å. âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâà). Ýòîìó ìàòåìàòèêó ïðèñóæäà-
åòñÿ ïðåñòèæíàÿ ïðåìèÿ è ïðèñóæäàåòñÿ âïîëíå çàñëóæåíî, ïîñêîëüêó â åãî
ðåøåíèè íå íàøëè îøèáîê. Íî åñëè çàäà÷à ïîñòàâëåíà íåïðàâèëüíî, òî ó íåå,
âîîáùå, ìîæåò íå áûòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ðàçíûå ñïîñîáû ðå-
øåíèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî
ñ÷èòàåò, ÷òî ïðåìèÿ ïðèñóæäåíà ïðàâèëüíî, íî òîïîëîã N íå ñîãëàñåí ñ ìíåíè-
åì ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, ïîñêîëüêó ïîíèìàåò, ÷òî åãî ðàáîòà ñ÷èòàåòñÿ
âûäàþùèìñÿ äîñòèæåíèåì òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî
íå îáíàðóæèò øàòêîñòü îñíîâàíèé ðåøåííîé çàäà÷è. Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêîå
ñîîáùåñòâî ïîêà íå ïîíèìàåò ýòîãî. ×òî äåëàòü òîïîëîãó N? Åñëè îí êîíôîð-
ìèñò, òî ïðîùå âñåãî ñäåëàòü âèä, ÷òî íèêàêîé íåïðàâèëüíîñòè â ïîñòàíîâêå
çàäà÷è îí íå îáíàðóæèë è ñïîêîéíî ïîëó÷èòü çàñëóæåííóþ èì ïðåìèþ (Êîãäà-
òî åùå îáíàðóæàò ïðîòèâîðå÷èâîñòü â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè!) Äîêàçàòü, ÷òî îí
çíàë î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íåâîçìîæíî. Ïðè ýòîì, îäíàêî,
ïåðåä òîïîëîãîì N îñòàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå
åãî ïðåäûäóùèå ðàáîòû îêàæóòñÿ îáåñöåíåííûìè. Êàê è çà÷åì òåïåðü ðàáî-
òàòü â îáëàñòè òîïîëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè, åñëè äâèæåíèå â ýòîì
íàïðàâëåíèè âåäåò â òóïèê?

Îäíàêî, åñëè òîïîëîã N ÿâëÿåòñÿ äîáðîñîâåñòíûì èññëåäîâàòåëåì, à íå êîí-
ôîðìèñòîì, òî ó íåãî òîëüêî îäèí âàðèàíò: äèñòàíöèðîâàòüñÿ îò ìíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà è îòêàçàòüñÿ îò ïîëó÷åíèÿ ïðåìèè. Îáúÿâëÿòü ëè ïðè
ýòîì î ïðè÷èíàõ îòêàçà? Ýòî íåïðîñòîé âîïðîñ. Îáúÿâèâ îá ïðè÷èíå îòêàçà,
òîïîëîã N âñòóïàåò â îòêðûòûé êîíôëèêò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì, êî-
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òîðîå â íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ïðèçíàåò ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Â ñâîå âðåìÿ âåëèêèé Ãàóññ íå ðèñêíóë âñòóïèòü â êîíôëèêò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
ñîîáùåñòâîì ïî âîïðîñó î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè. (Ïî ñâèäåòåëüñòâó Ôåëèêñà Êëåéíà [6] ïîñëå ñìåðòè Ãàóññà ñðåäè åãî ðàáîò
íàøëè íåîïóáëèêîâàííûå ðóêîïèñè ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.) Îäíàêî, Ãàóññ
çàíèìàëñÿ ìíîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè è âïîëíå ìîã ïîçâîëèòü ñåáå
ïðåíåáðå÷ü ñâîèìè çàíÿòèÿìè ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, íå ïóáëèêóÿ ñâîè
ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè. Ñîâðåìåííûå òîïîëîãè, êàê ïðàâèëî, íå çàíèìàþòñÿ
íè÷åì, êðîìå òîïîëîãèè. Ïðèçíàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èé â ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè � ýòî äðàìà äëÿ òîïîëîãà è â òî æå âðåìÿ ýòî î÷åíü ìóæåñòâåííûé
àêò.

Âïðî÷åì, ÿ ïîäîçðåâàþ, ÷òî åñëè áû äàæå òîïîëîã N îáñóæäàë ñ êîëëåãàìè
âîïðîñ î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè åå ïîñëåäñòâèÿõ, îí ìîã ñòîëê-
íóòüñÿ ñ íåïîíèìàíèåì. Äëÿ ïîäîáíûõ ïîäîçðåíèé ó ìåíÿ ñëåäóþùèå îñíîâà-
íèÿ. Ëåòîì 2002 ãîäà â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå ñîñòîÿëàñü ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ïî ãåîìåòðèè, ïîñâÿùåííàÿ þáèëåþ èçâåñòíîãî ðîññèéñêîãî ãåîìåòðà
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà. Çàÿâèâ ñîîòâåòñòâóþùèé äîêëàä [4], ÿ ïðèåõàë íà êîíôå-
ðåíöèþ. Îäíàêî, îñíîâíîé öåëüþ ìîåé ïîåçäêè áûëî íå ïðî÷òåíèå äîêëàäà,
êîòîðûé ê òîìó æå íèêîãî íå çàèíòåðåñîâàë. ß õîòåë îáñóäèòü ñ âåäóùèìè
ãåîìåòðàìè Ðîññèè âîçìîæíîñòü àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðèìàíî-
âîé ãåîìåòðèè, êîòîðûé ïîðîæäàë íåêîòîðîå ïîòðÿñåíèå îñíîâàíèé ãåîìåòðèè.
Ìíå óäàëîñü îáñóäèòü ýòîò âîïðîñ ñ íåêîòîðûìè âåäóùèìè ãåîìåòðàìè. Îä-
íàêî, ìåíÿ íèêòî íå ïîíÿë. (Òî÷íåå, ìåíÿ ïîíÿë òîëüêî îäèí ÷åëîâåê, íî îí
íå áûë ãåîìåòðîì. Ýòî áûë ïðîñòî ñîòðóäíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà, â ïîìåùåíèè êîòîðîãî ïðîõîäèëà êîíôåðåíöèÿ.)
Âåäóùèå ãåîìåòðû î÷åíü âåæëèâî îáúÿñíèëè ìíå, ÷òî âîïðîñ îáîñíîâàíèÿ ãåî-
ìåòðèè äàâíî ðåøåí Ãèëüáåðòîì è äðóãèìè âåëèêèìè ãåîìåòðàìè, è â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ îí íèêîìó íå èíòåðåñåí. Ïðè ýòîì îáñóæäåíèè ÿ íå ïîäíèìàë âîïðîñ
î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, è ðå÷ü øëà òîëüêî îá àëüòåðíàòèâ-
íîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè.

Â äðóãîé ðàç ÿ õîòåë îáñóäèòü ðàáîòó [3] íà ñåìèíàðå îäíîãî î÷åíü èçâåñò-
íîãî ìàòåìàòèêà, êîòîðûé îáû÷íî ïðåäâàðèòåëüíî áåñåäîâàë ñ ïîòåíöèàëüíûì
äîêëàä÷èêîì. Âî âðåìÿ òàêîé áåñåäû ÿ óïîìÿíóë, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íå âî âñåì ñîãëàñó-
åòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ òðàäèöèîííîãî ìåòîäà. Ïî ìîèì ïðåäñòàâëå-
íèÿì ýòî äîëæíî áûëî çàèíòåðåñîâàòü ðóêîâîäèòåëÿ ñåìèíàðà â ïîñòàíîâêå è
îáñóæäåíèè äîêëàäà. Îäíàêî, ìíå áûëî íåìåäëåííî çàÿâëåíî, ÷òî ðèìàíîâà
ãåîìåòðèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîòèâîðå÷èâîé. Íà ýòîì íàøà áåñåäà áûëà çàâåðøå-
íà.

Ïîäâîäÿ èòîã, ÿ çàìå÷ó, ÷òî ÷åì òàëàíòëèâåå è ñïîñîáíåå òîïîëîã, òåì ñêîðåå
îí ñòîëêíåòñÿ ñ ïðîòèâîðå÷èÿìè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ëåæàùåé â îñíîâå òîïî-
ëîãèè, è ñäåëàåò èç ýòîãî íàäëåæàùèå âûâîäû. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ìîæåò áûòü
äðàìà â åãî íàó÷íîé êàðüåðå. Çàìå÷ó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè
ìîãóò ñêàçàòüñÿ òîëüêî íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè (òîïîëî-
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ãèè), êîãäà âîçíèêàþò íîâûå ïðîòèâîðå÷èÿ, îòëè÷íûå îò ïðîáëåìû âûïóêëîñòè
è ôåðíïàðàëëåëèçìà. Ïðè ýòîì ñòàíäàðòíûé ôîðìàëüíûé àïïàðàò ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè (ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êðèâèçíà è ò.ï.) íå
çàòðàãèâàåòñÿ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, îïèñàííàÿ âûøå äðàìà â íàó÷íîé êàðüåðå òîïîëîãà N,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåðåàëüíîé. Îäíàêî, îíà óæå îñóùåñòâèëàñü íà ïðàêòèêå, îñòà-
âèâ â íåäîóìåíèè âñå íàó÷íîå ñîîáùåñòâî, ïîñêîëüêó íèêîìó íå ïðèõîäèëî â
ãîëîâó, ÷òî äåëî çäåñü íå â îñîáåííîñòÿõ õàðàêòåðà òîïîëîãà N, à â êðèçèñå,
êîòîðûé òîïîëîã N îñîçíàë ðàíüøå äðóãèõ. Åãî ïîâåäåíèå â ñîçäàâøåéñÿ ñè-
òóàöèè áûëî èñêëþ÷èòåëüíî äîñòîéíûì, õîòÿ è íåïîíÿòíûì äëÿ îêðóæàþùèõ.
Ïî ñîîáðàæåíèÿì ïîëèòêîððåêòíîñòè ÿ íå áóäó íàçûâàòü åãî èìÿ, õîòÿ ëþ-
äè áëèçêèå ê ìàòåìàòèêå è òîïîëîãèè âû÷èñëÿò åãî áåç òðóäà, à äëÿ äîñóæèõ
æóðíàëèñòîâ ýòî ìîæåò íå áûòü ïðîñòîé çàäà÷åé.

Äàëåå ÿ ðàññìîòðþ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, îáîñíîâûâàþùèå ìîå
óòâåðæäåíèå î ïåðåîïðåäåëåííîñòè ãåîìåòðèè: Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñðàâ-
íåíèþ òðàäèöèîííîãî è àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè. Â òðå-
òüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðè÷èíàõ îòòîðæåíèÿ ìà-
òåìàòèêàìè Ò-ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ïðèíöèïà äåôîðìàöèè.

2 Ñðàâíåíèå òðàäèöèîííîãî è àëüòåðíàòèâíîãî
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè

Òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ m-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
(m < n). Òå ñâîéñòâà m-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíî-
ñòè n âìåùàþùåãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îáúÿâëÿþòñÿ âíóòðåííåé ãåîìåò-
ðèåé m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî è åñòü ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ m-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ðèìàíîâû ãåîìåòðèè îãðàíè÷åíû òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ðèìàíîâî ïðî-
ñòðàíñòâî áûëî èçîìåòðè÷åñêè âëîæèìî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ãåîìåòðèÿ, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì èçîìåòðè÷åñêîé
âëîæèìîñòè â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêèì ñïî-
ñîáîì. Êðîìå òîãî, ðèìàíîâû ãåîìåòðèè íåïðåðûâíû, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïðèìåíå-
íèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ïîñòðîåíèè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Èñïîëüçîâàíèå
òðàäèöèîííîãî ñïîñîáà ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, ò.å. ãåîìåòðèè
áîëåå îáùåé, ÷åì ðèìàíîâà, ñîäåðæèò ðÿä îãðàíè÷åíèé íà îáîáùåííóþ ãåîìåò-
ðèþ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âëîæèìîñòü ïðîñòðàíñòâà ñ
îáîáùåííîé ãåîìåòðèåé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè. Êðîìå òîãî òàêàÿ îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ ñîäåðæèò òàêóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó ãåîìåòðèè êàê ðàçìåðíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íåêîòîðîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî n. Íåîáõîäèìîñòü íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè n ó îáîáùåííîé ãåîìåòðèè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åì-òî ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ, õîòÿ, íà ñàìîì äåëå, ðàç-
ìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èñïîëüçóåìîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé
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ãåîìåòðèè, êîãäà ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè ñ íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ ïî-
íÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîäåðæàùóþ n
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò. Òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ñâîé-
ñòâîì îáîáùåííîé ãåîìåòðèè (ýòî ñêîðåå ñðåäñòâî îïèñàíèÿ) ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, ãäå
ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòî íå ââîäèòñÿ, õîòÿ äëÿ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ãåî-
ìåòðèé ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè ìîæåò áûòü ââåäåíî.

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè îñíîâàí íà ïðèí-
öèïå äåôîðìàöèè, óòâåðæäàþùåì, ÷òî âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Âñÿêàÿ äåôîð-
ìàöèÿ îçíà÷àåò èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà. Ëþáàÿ
äåôîðìàöèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ îáîá-
ùåííóþ ãåîìåòðèþ. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà,
÷òî ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ è
òîëüêî â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè [3]. (Ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîëîâèíó êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà). Èç òåîðå-
ìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò OE è ëþáîå óòâåðæäåíèå RE

åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè
σE åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE â âèäå OE (σE) è RE (σE) ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ OE (σE) è ñîîòíîøåíèé RE (σE) ìåæäó
íèìè îáðàçóåò åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ GE. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî-
îòíîøåíèé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè G äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ìèðîâóþ ôóíêöèþ
σE ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íà ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ îáîáùåííîé ãåî-
ìåòðèè G:

OE (σE) → OE (σ) , RE (σE) →RE (σ)

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ OE (σ) è ñîîòíîøåíèé RE (σ)
ìåæäó íèìè îáðàçóåò îáîáùåííóþ ãåîìåòðèþ G.

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îáîáùåííàÿ ãåîìåò-
ðèÿ G ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå ìèðîâîé ôóíêöèåé è ëþáîå óòâåðæäåíèå îáîá-
ùåííîé ãåîìåòðèè G ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ
ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåî-
ìåòðèè G íå íóæíî çíàòü íè ñèñòåìû êîîðäèíàò, íè åå ðàçìåðíîñòè, íè êàêîé-
ëèáî èíôîðìàöèè î òîïîëîãèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè G. Ðàçìåðíîñòü è òîïî-
ëîãèÿ, (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû èç ìèðîâîé ôóíêöèè σ
îáîáùåííîé ãåîìåòðèè G. Ñïîñîá èçâëå÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè òàêîâ, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, èëè ðàçìåðíîñòè
ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, âîîáùå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíèå òîïîëîãèè è ðàçìåð-
íîñòè íåçàâèñèìî îò ìèðîâîé ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîðå÷èâî. Òàêîå
çàäàíèå ìîæåò áûòü ñîâìåñòíûì òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé.
Òàêèì îáðàçîì, òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðå-
äåëåííûì. Îí ñîäåðæèò ñëèøêîì ìíîãî àêñèîì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè. Ïðåäëàãàåìûé àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá íå÷óâñòâèòåëåí ê íåïðåðûâíîñòè
èëè äèñêðåòíîñòè ãåîìåòðèè, ïîñêîëüêó îí íèãäå íå èñïîëüçóåò ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä èëè íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííîãî

8



ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, êîãäà ïîñòóëèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ñèñòåìà àêñèîì,
êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ îêàçûâàåòñÿ íåýôôåê-
òèâíûì, ïîñêîëüêó òðóäíî îáåñïå÷èòü ñîâìåñòíîñòü èñõîäíûõ àêñèîì, à òðå-
áîâàíèå èõ ñîâìåñòíîñòè íàêëàäûâàåò èçëèøíèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëó÷àåìûå
îáîáùåííûå ãåîìåòðèè.

Íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìîæíî îñóùåñòâèòü äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîãî ñïîñîáà íà îñíîâå ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà, çàäàâàåìîãî íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, ïîëó÷àåòñÿ ðèìàíîâà ãåîìåò-
ðèÿ GR. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà, îñíîâàííîãî íà ïðèíöè-
ïå äåôîðìàöèè, ïîëó÷àåòñÿ σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ GσR. Ïðåôèêñ σ îçíà÷àåò,
÷òî îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ GσR îáëàäàåò ñâîéñòâîì σ-èììàíåíòíîñòè (ïîä σ-
èììàíåíòíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñâîéñòâî ãåîìåòðèè ïîëíîñòüþ îïèñûâàòüñÿ ìèðî-
âîé ôóíêöèåé σ). Åñëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ îäíà è òà æå â ãåîìåòðèÿõ GR è GσR,
òî ïîëó÷àåìûå îáîáùåííûå ãåîìåòðèè GR è GσR î÷åíü áëèçêè, íî îòëè÷àþòñÿ â
íåêîòîðûõ äåòàëÿõ. Íàïðèìåð, â σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè GσR ñóùåñòâóåò àáñî-
ëþòíûé ïàðàëëåëèçì, òîãäà êàê â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè GR ââåñòè àáñîëþòíûé
ïàðàëëåëèçì íå óäàåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ âåê-
òîðîâ â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè GR òðàíçèòèâíî ïî ïîñòðîåíèþ ãåîìåòðèè [7, 2].
Â σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè GσR èìååòñÿ àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì, êîòîðûé, âî-
îáùå ãîâîðÿ, èíòðàíçèòèâåí, îäíàêî ïàðàëëåëüíîñòü âåêòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ â
îäíîé è òîé æå òî÷êå, òðàíçèòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè ââåñòè àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì, îí áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòðàíçèòèâåí è
íåñîâìåñòèì ñ èñõîäíûì óòâåðæäåíèåì î òðàíçèòèâíîñòè ñâîéñòâà ïàðàëëåëü-
íîñòè â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. ×òîáû èçáåæàòü ïðîòèâîðå÷èÿ, ïðîâîçãëàøàåò-
ñÿ, ÷òî â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íåëüçÿ ãîâîðèòü îá àáñîëþòíîé ïàðàëëåëüíîñòè
âåêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ðàçíûõ òî÷êàõ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò, ÷òî òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííûì. Áîëåå òîãî, åñëè ñîáñòâåí-
íî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè è ñòðîèòü åå òàê, êàê îáû÷íî ñòðîÿò ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ, òî ñîáñòâåííî
åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ïðèîáðåòàåò àáñóðäíîå ñâîéñòâî. Åñëè îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî ïîñòðîåííàÿ â íåé ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ñ åâêëè-
äîâûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé,
ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå ðàññòîÿíèÿ â òàêîé ãåîìåòðèè îïðåäåëÿþòñÿ íå âäîëü
ïðÿìûõ ëèíèé, à âäîëü ëèíèé, ÷àñòè÷íî ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ïîëó-
÷åííîå òàêèì îáðàçîì ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âëîæèòü
èçîìåòðè÷åñêè â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ÷àñòüþ êîòîðîãî áûëà íåâûïóêëàÿ
îáëàñòü. Ýòîò àáñóðäíûé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñèñòåìà àêñèîì,
íà êîòîðîé îñíîâàí òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè,
ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Èñïîëüçîâàíèå ïåðåîïðåäåëåííîãî ñïîñîáà ïîñòðî-
åíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ïðîòèâîðå÷èÿì. Âèä
ýòèõ ïðîòèâîðå÷èé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ
ýòè àêñèîìû.
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3 Î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè
Íåêîòîðûå äåôåêòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î ïðîòèâîðå÷èâîñòè (òî÷íåå î ïåðå-
îïðåäåëåííîñòè) ñèñòåìû àêñèîì, íà êîòîðîé îñíîâûâàåòñÿ òðàäèöèîííîå ïî-
ñòðîåíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, èçâåñòíû î÷åíü äàâíî, íî îíè ïî÷åìó-òî íå âîñ-
ïðèíèìàþòñÿ, êàê äåôåêòû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. (Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáóñëîâ-
ëåíî îòñóòñòâèåì àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè). Íàïðèìåð,
åñëè ñòðîèòü ñîáñòâåííî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðèìàíîâîé,
èñïîëüçóÿ òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, òî âîçíèêà-
åò ïðîáëåìà âûïóêëîñòè, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî íåâûïóêëàÿ îáëàñòü åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü âëîæåíà èçîìåòðè÷åñêè â åâêëèäîâó
ïëîñêîñòü, èç êîòîðîé îíà âûðåçàíà. Ðåçóëüòàò ÿâíî àáñóðäíûé. Äëÿ âûïóêëîé
îáëàñòè èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå âîçìîæíî, è ìàòåìàòèêè îáõîäÿò ïðîáëåìó
âûïóêëîñòè, ðàññìàòðèâàÿ ãåîìåòðèè òîëüêî íà âûïóêëûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. (Íà-
ïðèìåð, êíèãà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà "Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõ-
íîñòåé"). Äðóãîé äåôåêò � ýòî ïðîáëåìà ôåðíïàðàëëåëèçìà, ò.å. îòñóòñòâèå â
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè óäàëåííûõ âåêòîðîâ. Ýòîò
ôàêò, òàê æå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äåôåêò ãåîìåòðèè. Íà ñàìîì äåëå, ýòè äå-
ôåêòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðåîïðåäåëåííîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ò.å. ïðè
ïîñòðîåíèè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ áîëüøå àêñèîì, ÷åì ýòî íåîáõî-
äèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç àêñèîì íåñîâìåñòèìû
äðóã ñ äðóãîì, èëè ñîâìåñòèìû òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãåîìåò-
ðèþ. Â ïðèíöèïå, ïåðåîïðåäåëåííîñòü ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìîæåò ïðèâîäèòü ê
äðóãèì ïðîòèâîðå÷èÿì, ïîêà íåèçâåñòíûì. Ïåðåîïðåäåëåííîñòü òðàäèöèîííî-
ãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè áûëà îáíàðóæåíà ïîñëå òîãî, êàê
áûë ñîçäàí àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, èñïîëüçóþùèé ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåò-
ðèè. Ïðè àëüòåðíàòèâíîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè îòñóòñòâóåò ïåðåîïðå-
äåëåííîñòü, îòñóòñòâóþò ïðîáëåìà âûïóêëîñòè, ïðîáëåìà ôåðíïàðàëëåëèçìà è
âñå äðóãèå äåôåêòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì ýòîé ïåðåîïðåäåëåííîñòè.

Åñëè ãîâîðèòü, î ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè, òî îñíîâíûì ïðåäðàññóäêîì, ïðå-
ïÿòñòâóþùèì åå ðàçâèòèþ, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ìåðíîé ëèíèåé â ëþáîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Óòâåðæäåíèå îá îäíîìåðíîñòè
ïðÿìîé (ïðÿìàÿ íå èìååò òîëùèíû) âîñõîäèò ê Åâêëèäó. Îíî âåðíî â åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè. Îíî âåðíî è â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè äëÿ ïðÿìîé (ãåîäåçè÷å-
ñêîé), ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó P , ïàðàëëåëüíî âåêòîðó â òî÷êå P . Îäíàêî, â
ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ (ãåîäåçè÷åñêàÿ) ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç òî÷êó P , ïàðàëëåëüíî
âåêòîðó â äðóãîé òî÷êå P1, îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò îäíîìåðíîé [5]. Äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû èçáåæàòü íåîäíîìåðíîñòè ïðÿìîé, â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè çàïðåùåí
ôåðíïàðàëëåëèçì, ò.å. ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ
â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Îäíîìåðíîñòü ïðÿìîé íåëüçÿ çàêëàäûâàòü â
àêñèîìàòèêó îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, åå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè
îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, òàê êàê ýòî ìîæåò ïðèäòè â ïðîòèâîðå÷èå ñ äðóãèìè
àêñèîìàìè. (Çàïðåùàÿ ôåðíïàðàëëåëèçì, íå äóìàëè î âîçìîæíîé íåîäíîìåð-
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íîñòè ïðÿìîé. Ïðîñòî íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ
â óäàëåííûõ òî÷êàõ ïðîòèâîðå÷èëà àêñèîìàòèêå è ïðåäñòàâëÿëàñü íåïðèåìëå-
ìîé.) Çàïðåùàÿ ôåðíïàðàëëåëèçì è ãåîìåòðèþ íà íåâûïóêëûõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ, ìîæíî èçáåæàòü ïðîÿâëåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, íî
ýòî íå ïðèâîäèò ê óñòðàíåíèþ ñàìîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè, ïîñêîëüêó îíà ìîæåò
ïðîÿâèòüñÿ è â äðóãîé ôîðìå. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè
õàðàêòåð ïðÿìîé (îäíîìåðíàÿ ëèíèÿ, èëè ìíîãîìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü) îïðåäåëÿ-
åòñÿ âèäîì ìèðîâîé ôóíêöèè, è íå íóæíî äåëàòü íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îá
îäíîìåðíîñòè èëè íåîäíîìåðíîñòè ïðÿìîé. Áîëåå òîãî, íåëüçÿ òðåáîâàòü îäíî-
ìåðíîñòè ïðÿìîé (èëè çàìåíÿþùåé åå êðèâîé), òàê êàê ýòî âåäåò ê ïåðåîïðå-
äåëåííîñòè óñëîâèé ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè è, êàê ñëåäñòâèå, ê èõ
ïðîòèâîðå÷èâîñòè èëè îãðàíè÷åíèþ êëàññà âîçìîæíûõ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé.
Èñïîëüçîâàíèå òîïîëîãèè ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïðåäïîëàãàåò,
÷òî êðèâàÿ (è åå ðàçíîâèäíîñòü � ïðÿìàÿ) îäíîìåðíû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåëüçÿ
èñïîëüçîâàòü òîïîëîãèþ ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Ïðåîäîëåíèå
óêàçàííîãî ïðåäðàññóäêà áûëî î÷åíü òðóäíûì. Ëè÷íî ìíå ïîíàäîáèëîñü ïî÷òè
òðèäöàòü ëåò äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ïðåäðàññóäêà (îïèñàíèå ïóòè ê ïðåîäîëå-
íèþ ýòîãî ïðåäðàññóäêà ìîæíî íàéòè â [1]), õîòÿ ó ìåíÿ óæå áûë îïûò óñïåø-
íîãî ïðåîäîëåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåäðàññóäêîâ â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè.

Õîòÿ ïðåîäîëåíèå ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè ïðÿìîé áûëî òðóäíûì, ÿ
íàäåÿëñÿ, ÷òî áóäó÷è ðàçúÿñíåííûì, îí âñå æå áóäåò âîñïðèíÿò è ïðåîäîëåí ìà-
òåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì. Îêàçàëîñü, ÷òî â ýòîì îòíîøåíèè ÿ çàáëóæäàëñÿ.
Ïðåîäîëåíèå ïðåäðàññóäêà áûëî î÷åíü òðóäíûì (âïðî÷åì, îíî áûëî òðóäíûì
è â ñëó÷àå ïðåäðàññóäêà î ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè). Ïî-âèäèìîìó, ïðåîäîëå-
íèå ïðåäðàññóäêîâ òðóäíî âñåãäà. Êðîìå òîãî îêàçàëîñü, ÷òî êðîìå îñíîâíîãî
ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè ïðÿìîé, èìåþòñÿ äðóãèå ïðåäðàññóäêè. Íàïðè-
ìåð, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå èçëîæåíèå ãåîìåòðèè îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àêñèîì è òåîðåì è ÷òî äåÿòåëüíîñòü ãåîìåòðà ñîñòîèò
â ôîðìóëèðîâàíèè è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.

4 Î ïðè÷èíàõ îòòîðæåíèÿ ìàòåìàòèêàìè
Ò-ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ïðèíöèïà
äåôîðìàöèè

Îòíîøåíèå áîëüøèíñòâà ìàòåìàòèêîâ ê àëüòåðíàòèâíîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè, îñíîâàííîìó íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè êàê ïðàâèëî îòðèöàòåëüíîå,
õîòÿ íèêàêèõ âîçðàæåíèé îíè ïðèâåñòè íå ìîãóò. Äåéñòâèòåëüíî, èç-çà ïðî-
ñòîòû àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà, êîòîðûé íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé
êðîìå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîãî ïðèíöèïà äåôîðìàöèè, òðóäíî ÷òî-ëèáî âîçðà-
çèòü ïðîòèâ íåãî. Òåì íå ìåíåå, ðåôåðèðóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå æóðíàëû îò-
êëîíÿþò ðàáîòû ïî ïîñòðîåíèþ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè íà îñíîâå ïðèíöèïà äå-
ôîðìàöèè. Êàê ýòî äåëàåòñÿ, ïîäðîáíî îïèñàíî â çàìåòêå [1]. Ìîè ïîïûòêè
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äîëîæèòü ìîè ðàáîòû íà ñåìèíàðàõ ãåîìåòðî-òîïîëîãîâ òàêæå îòêëîíÿþòñÿ.
Îäíàêî, îíè îõîòíî çàñëóøèâàëèñü íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè â öåëîì, êîòî-
ðûé ïðîõîäèò â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Ýòîò ñåìèíàð
áûë îñíîâàí Í.Â.Åôèìîâûì. Ñîñòàâ ñëóøàòåëåé íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò äðó-
ãèõ ñåìèíàðîâ ïî ãåîìåòðèè, ñëóøàòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëèñòû ïî
òîïîëîãèè è òîïîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé äîìèíè-
ðóåò òîïîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïî-
ñòðîèòü íàäëåæàùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæíî ââîäèòü
ìåòðèêó è ñòðîèòü îáîáùåííóþ ãåîìåòðèþ. Ïîñòðîåíèå îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé
íà îñíîâå ïðèíöèïà äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííî îáåñöåíèâàåò ðàáîòû ïî òîïîëî-
ãèè è òîïîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ÷òî íå ìîæåò âûçâàòü âîñòîðãà ó èññëåäî-
âàòåëåé, ñòðîÿùèõ îáîáùåííûå ãåîìåòðèè òðàäèöèîííûì ìåòîäîì. Ïîñêîëüêó
âîçðàçèòü ÷òî-ëèáî ïðîòèâ ïðèíöèïà äåôîðìàöèè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì èç-çà åãî èñêëþ÷èòåëüíîé ïðîñòîòû è ýôôåêòèâíîñòè, òî èñïîëüçóþòñÿ
ìåòîäû ïðîòèâîäåéñòâèÿ, ïîðîæäàþùèå ñîìíåíèÿ â íàó÷íîé äîáðîñîâåñòíîñòè
ñòîðîííèêîâ òðàäèöèîííîãî ìåòîäà. Îäèí èç íèõ ïîäðîáíî îïèñàí â [1].

Ðàçóìååòñÿ, ìíå áûëî èçâåñòíî, íàñêîëüêî ñèëüíî â íàñ ïðåäñòàâëåíèå î
ïðÿìîé êàê îá îäíîìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì îáúåêòå. Áîëåå òîãî ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïî÷òè íà òðèäöàòü ëåò çàäåðæàëî îòêðûòèå òðóá÷àòîé ãåîìåòðèè (Ò-
ãåîìåòðèè), ò.å. îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ïðèíöèïà äåôîð-
ìàöèè. Îäíàêî, îòêðûòèå íåîäíîìåðíîñòè ïðÿìîé è íåïîíèìàíèå âîçìîæíîñòè
íåîäíîìåðíîñòè ïðÿìîé, êîãäà îíà óæå îòêðûòà, ïðåäñòàâëÿëèñü ìíå ñîâåð-
øåííî ðàçíûìè âåùàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè âñåé î÷åâèäíîñòè ïðèíöèïà äå-
ôîðìàöèè, åãî âîñïðèÿòèå îêàçûâàåòñÿ òåì òðóäíåå, ÷åì ëó÷øå çíàåò ÷åëîâåê
ãåîìåòðèþ â åå ñîâðåìåííîì ôîðìàëüíîì èçëîæåíèè. Äåëî â òîì, ÷òî ìàòå-
ìàòèêè âîñïðèíèìàþò âñå ÷åðåç ôîðìàëèçì. Àññîöèàòèâíîå âîñïðèÿòèå, âðîäå
ññûëêè íà ïðèíöèï äåôîðìàöèè, ìàëî ÷òî ãîâîðèò èì.

Ïîñòîðîííèå íàáëþäàòåëè è ñàìè ãåîìåòðû âîñïðèíèìàþò èçëîæåíèå ãåî-
ìåòðèè êàê ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì.
Çàìåíà òåîðåì îïðåäåëåíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ èì ÷åì-òî ñîâåðøåííî íåïîíÿò-
íûì. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå, ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé òîëüêî îäèí èç ñïîñîáîâ ðàáîòû ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
óòâåðæäåíèÿìè (àêñèîìàìè è òåîðåìàìè). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé íàèáîëåå òðóäîåìêóþ ÷àñòü ðàáîòû. Â ðåçóëüòàòå ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëå-
íèå, ÷òî èçëîæåíèå ãåîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåì. Îäíàêî, âîçìîæíû äðóãèå ñïîñîáû ðàáîòû ñ óòâåðæäåíèÿìè ãåîìåòðèè,
ãäå íåò ðàçëè÷èé ìåæäó òåîðåìàìè è àêñèîìàìè. (Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîâòî-
ðÿòü òÿæåëóþ ðàáîòó Åâêëèäà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè åãî ðàáî-
òû). Ïðè òàêîì ñïîñîáå ðàáîòû òåîðåìû çàìåíÿþòñÿ îïðåäåëåíèÿìè, à íåîáõî-
äèìîñòü â òåîðåìàõ è èõ äîêàçàòåëüñòâå ïðîñòî îòïàäàåò.

Ïîÿñíþ ýòî íà ïðèìåðå òåîðåìû êîñèíóñîâ, óòâåðæäàþùåé, ÷òî

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2 (AB.AC)
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= |AB|2 + |AC|2 − 2 |AB| |AC| cos α (4.1)

ãäå òî÷êè A,B, C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, |BC|, |AB|, |AC| ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, óãîë α ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ]BAC
â òðåóãîëüíèêå. Ñîîòíîøåíèå (4.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó êîñèíóñîâ, êî-
òîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå àêñèîì ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ñ çàäàííûì íà íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì).

Èñïîëüçóÿ äëÿ äëèíû ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà åãî âûðàæåíèå ÷åðåç ìè-
ðîâóþ ôóíêöèþ σ

|AB| =
√

2σ (A,B) (4.2)
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå (4.1) â âèäå

(AB.AC) = σ (A,B) + σ (A,C)− σ (B,C) (4.3)

Ñîîòíîøåíèå (4.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(AB.AC) äâóõ âåêòîðîâ AB è AC â T-ãåîìåòðèè, ò.å. â òåðìèíàõ ìèðîâîé
ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà çàìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì íîâîãî ïîíÿòèÿ
(ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ), êîòîðîå òåïåðü íå ñâÿçàíî ïðÿìî ñ ïîíÿòèåì ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãîé ïðèìåð � òåîðåìà Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ñ ïðÿìûì óãëîì ]BAC, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 (4.4)

Â Ò-ãåîìåòðèè âìåñòî òåîðåìû Ïèôàãîðà (4.4) ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ïðÿ-
ìîãî óãëà ]BAC. Â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè ýòî îïðåäåëåíèå èìååò âèä.
Óãîë ]BAC ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

σ (A,B) + σ (A,C)− σ (B, C) = 0 (4.5)
Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî òåîðåìû ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

çàìåíÿþòñÿ îïðåäåëåíèÿìè Ò-ãåîìåòðèè.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷èå ìåæäó òðàäèöèîííûì ìåòîäîì îïè-

ñàíèÿ è àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Òðàäèöèîííîå îïèñàíèå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê ìíîæåñòâî SE (A [RE]) àëãîðèòìîâ A [RE], äåéñòâóþùèõ íà
îïåðàíäû RE, ãäå îïåðàíäàìè RE ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû èëè ñî-
îòíîøåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îïåðàíäû RE çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ Pn ≡
{P0, P0, .., Pn}, ãäå P0, P0, .., Pn ñóòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

RE = RE (Pn) (4.6)

Ïîñêîëüêó âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû è ñîîòíîøåíèÿ RE ìîãóò áûòü âûðàæå-
íû ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ σE åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE, òî ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñîîòíîøåíèå (4.6) â âèäå

RE = RE (Pn) = R̃E [σE (Pn)] (4.7)

13



ãäå σE (Pn) åñòü ìíîæåñòâî ìèðîâûõ ôóíêöèé σE (Pi, Pk) , Pi, Pk ∈ Pn, i, k =
0, 1...n.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (4.7), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâî
SE (A [RE]) âñåõ àëãîðèòìîâ A [RE (Pn)] â âèäå ìíîæåñòâà SE (A [RE (Pn)]) =

SE

(
A

[
R̃E [σE (Pn)]

])
= SE

(
A

[
R̃′

E,Pn [σE]
])

âñåõ àëãîðèòìîâ Ã [σE] = A
[
R̃′

E,Pn [σE]
]
.

Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ SE (A [RE (Pn)]) ïðèíèìà-
åò âèä SE

(
Ã

[
R̃′

E,Pn [σE]
])

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå àëãîðèòìû, ñîñòàâëÿþùèå
åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ïðåîáðàçóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïåðàíäàìè èõ ñòàíî-
âÿòñÿ ìèðîâûå ôóíêöèè è òîëüêî ìèðîâûå ôóíêöèè ðàçíûõ òî÷åê. Ýòî äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íî îíî âñåãäà âîçìîæíî. Áîëåå òîãî îíî äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî äëÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, äëÿ êîòîðîé àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ èçâåñòíû. Ïîñêîëüêó ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ óíèâåðñàëüíîé âåëè÷èíîé, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò è ëþáîå ñîîòíîøåíèå ãåîìåòðèè, òî ñâÿçè (è òåîðåìû, îïèñûâàþùèå ýòè
ñâÿçè) ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè O1 è O2 óñòàíàâëèâàþòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè â íåÿâíîé ôîðìå, êàê òîëüêî ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ O1 è O2 ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Ïðè ýòîì êàæäîå èç ýòèõ âûðàæå-
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O1 è O2.

Â îáîáùåííîé ãåîìåòðèè G, îïèñûâàåìîé ìèðîâîé ôóíêöèåé σ, ìíîæåñòâî
âñåõ àëãîðèòìîâ ïðèíèìàåò âèä SE

(
Ã

[
R̃′

E,Pn [σ]
])

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæå-

ñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ SE

(
Ã

[
R̃′

E,Pn [σ]
])

äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïî-

ëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà SE

(
Ã

[
R̃′

E,Pn [σE]
])

âñåõ àëãîðèòìîâ äëÿ åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ çàìåíû îïåðàíäà àëãîðèòìîâ σE → σ. Âèä àëãîðèòìîâ
íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíîå îïèñàíèå äåéñòâèÿ ïðèíöèïà
äåôîðìàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè íå íóæíî íèêàêèõ òåî-
ðåì è ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñòðîåíèÿ îáîáùåí-
íîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè èçâåñòíûõ åâêëèäîâûõ àëãîðèòìîâ
A [RE (Pn)] ê âèäó Ã

[
R̃′

E,Pn [σE]
]
, ãäå âñå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëåíû â òåðìèíàõ

åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèè.
Â Ò-ãåîìåòðèè ïîñòðîåíèå íîâîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïðîèçâîäèòñÿ ïðè

ïîìîùè òåõ æå ñàìûõ àëãîðèòìîâ, ÷òî è â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Çàìåíÿåòñÿ òîëüêî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. îïåðàíä àëãîðèòìîâ σE → σ. Òåî-
ðåìû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå îáúåêòû è ïîíÿòèÿ, îêàçûâàþòñÿ íåíóæíûìè.
Èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïîíÿòèé, âûðàæåííûå
ïðÿìî ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòî-
ðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.3) âî âñåõ Ò-ãåîìåòðèÿõ. Ïðÿìîé óãîë ]BAC
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.5) âî âñåõ Ò-ãåîìåòðèÿõ. Íåò íåîáõîäèìîñòè ââî-
äèòü ñâÿçè (òåîðåìû) ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè, êîëü
ñêîðî îíè âûðàæåíû ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ.

Ãëàâíîé ïðîáëåìîé Ò-ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âûðàæåíèé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé è îáúåêòîâ ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Ïîñêîëü-
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êó ýòè âûðàæåíèÿ îäíè è òå æå äëÿ âñåõ Ò-ãåîìåòðèé, òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü
ýòè âûðàæåíèÿ â ðàìêàõ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Òàêèì îáðàçîì,
âìåñòî ôîðìóëèðîâêè ðàçëè÷íûõ òåîðåì äëÿ ðàçíûõ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé,
ãåîìåòð äîëæåí âûðàçèòü âñå ïîíÿòèÿ è îáúåêòû ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Ñäåëàòü ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ïîñêîëüêó
ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ äàâíî ïîñòðîåíà è åå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü äî-
êàçàíà.

Ôîðìàëèçì Ò-ãåîìåòðèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîãî ôîðìà-
ëèçìà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïðåæäå âñåãî îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ.
Â òðàäèöèîííîì ôîðìàëèçìå îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû è ïðåæäå âñåãî ïðÿìàÿ. Òðàäèöèîííîå ïîñòðîåíèå îáîáùåííîé ãåîìåò-
ðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâòîðåíèå ïîñòðîåíèÿ Åâêëèäà, êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ
íà îñíîâå íåñêîëüêî èíûõ èñõîäíûõ àêñèîì. Ïðàâèëüíûé âûáîð èñõîäíûõ àê-
ñèîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíóþ ïðîáëåìó òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè. Â àëüòåðíàòèâíîì ìåòîäå, îñíîâàííîì íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè,
îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ (à íå ãåîìåòðè÷åñêèå îáú-
åêòû), ò.å. ôóíêöèÿ äâóõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé
îáúåêò äëÿ èçó÷åíèÿ. Îäíàêî, ïðàâèëà ðàáîòû (ëîãèêà èññëåäîâàíèÿ [8]) ñ ìè-
ðîâîé ôóíêöèåé î÷åíü ñëîæíû. Óãàäàòü èõ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî, ïîñêîëüêó
îíè îïðåäåëÿþòñÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé. Ïåðâîíà÷àëüíî áûëè óãàäàíû ïðà-
âèëà ðàáîòû ñ íàèáîëåå ïðîñòûì îáúåêòîì: ïðÿìîé ëèíèåé. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ,
îíè íå áûëè óãàäàíû, îíè áûëè ïðîñòî âçÿòû èç åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îä-
íàêî, ÷òîáû çàèìñòâîâàòü èõ íóæíî áûëî ïðåäñòàâèòü åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ
â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè, ò.å. ïîñòðîèòü ôîðìàëèçì íà îñíîâå ìèðîâîé
ôóíêöèè. Ñîçäàíèå ôîðìàëèçìà, îñíîâàííîãî íà ìèðîâîé ôóíêöèè áûëî òðóä-
íûì è ïîòðåáîâàëî îêîëî ñîðîêà ëåò, èç êîòîðûõ òðèäöàòü ëåò áûëè ïîòåðÿíû
íà ïðåîäîëåíèå ïðåäðàññóäêà îá îäíîìåðíîñòè ïðÿìîé. Ýòàïû ïîñòðîåíèÿ ýòîãî
ôîðìàëèçìà îïèñàíû â [1].

Ïî-âèäèìîìó, ñàìûì òðóäíûì è íåïðèâû÷íûì äëÿ ãåîìåòðîâ-ïðîôåññèîíàëîâ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ (ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ), à
òî, ÷òî áûëî òðàäèöèîííûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ (ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû)
ïðåâðàùàåòñÿ â ëîãèêó (àëãîðèòì) èññëåäîâàíèÿ. Ýòîò ïåðåõîä îò îäíîãî ñïîñî-
áà èññëåäîâàíèÿ ê äðóãîìó òðóäåí äëÿ âîñïðèÿòèÿ ãåîìåòðîâ-ïðîôåññèîíàëîâ,
îäíàêî, îí ñóùåñòâåííî ëåã÷å äëÿ íå-ïðîôåññèîíàëîâ, êîòîðûå íå çíàêîìû, èëè
ïîâåðõíîñòíî çíàêîìû ñ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, è èì
íåò íóæäû ñîïîñòàâëÿòü îáà ìåòîäà, ïðåîäîëåâàÿ ïðè ýòîì êîìïëåêñ ïîíÿòèé
òðàäèöèîííîãî ìåòîäà è ñâÿçàííûé ñ íèì ôîðìàëèçì.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè íà îñíîâå ïðèíöèïà äåôîðìàöèè êàæåòñÿ, ÷òî
ôîðìàëèçìà íåò ñîâñåì, ïîñêîëüêó íåò òåîðåì, à ãåîìåòðû ïðèâûêëè, ÷òî ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ôîðìàëèçì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â âèäå òåîðåì. Íà ñàìîì äåëå,
ôîðìàëèçì ïðîÿâëÿåòñÿ â íåÿâíîì âèäå, êàê ññûëêà íà åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ñ
åå ôîðìàëèçìîì. Ïðè ýòîì ôîðìàëèçì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìîäèôèöèðóåò-
ñÿ ïðè çàìåíå ìèðîâîé ôóíêöèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (àëãîðèòìû îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè, à èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îïåðàíä àëãîðèòìîâ). Êðîìå òîãî, äëÿ îñó-
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ùåñòâëåíèÿ ïîäîáíîé ìîäèôèêàöèè åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ äîëæíà áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè, à òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ôîð-
ìàëèçìå ìèðîâîé ôóíêöèè, ìàëî çíàêîìîì ìàòåìàòèêàì. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèä-
íîñòü ïðèíöèïà äåôîðìàöèè, ÿ ïðèøåë ê íåìó, êîãäà îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ
(Ò-ãåîìåòðèÿ), îñíîâàííàÿ íà åãî ïðèìåíåíèè, óæå áûëà ïîñòðîåíà. Áîëåå òî-
ãî, ïîñòðîåíèþ Ò-ãåîìåòðèè ïðåäøåñòâîâàëî ïîÿâëåíèå ôîðìàëèçìà ìèðîâîé
ôóíêöèè, ò.å. ïîÿâëåíèÿ îïèñàíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè â òåðìèíàõ ìèðîâîé
ôóíêöèè.

5 Ïðèëîæåíèå Ò-ãåîìåòðèè ê ôèçè÷åñêèì
ïðîáëåìàì

Ïîìèìî ïåðåîïðåäåëåííîñòè ãåîìåòðèè, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè òðà-
äèöèîííîãî (òîïîëîãè÷åñêîãî) ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, ýòîò ìåòîä èìååò
åùå òîò íåäîñòàòîê, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îáîáùåí-
íóþ ãåîìåòðèþ, èñïîëüçóÿ äåôîðìàöèè, ïðåâðàùàþùèå îäíîìåðíóþ ïðÿìóþ
â ïîâåðõíîñòü. Õîòÿ ïîâñåäíåâíûé îïûò íå äîñòàâëÿåò íàì ïðèìåðà òàêèõ äå-
ôîðìàöèé, òàêèå äåôîðìàöèè âñå æå ñóùåñòâóþò. Íàãëÿäíî òàêóþ äåôîðìà-
öèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå ïó÷îê î÷åíü
òîíêèõ ïðÿìûõ óïðóãèõ ïðîâîëîê îäèíàêîâîé äëèíû. Ñîáðàííûå â ïó÷îê îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçîê ïðÿìîé. Çàæìåì êîíöû ïðîâîëîê è ñáëèçèì èõ.
Ïðè òàêîé äåôîðìàöèè ïðîâîëîêè, ñîõðàíÿÿ ñâîþ äëèíó, ðàçîéäóòñÿ è îáðà-
çóþò ñèãàðîîáðàçíóþ ïîâåðõíîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, õîòÿ äåôîðìàöèè, ïðåâðà-
ùàþùèå ïðÿìóþ â ïîâåðõíîñòü âîçìîæíû, ðèìàíîâà è ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèè
èõ èãíîðèðóþò, ïðåäïî÷èòàÿ îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ äåôîðìàöèé, ñîõðàíÿþùèõ
îäíîìåðíîñòü ïðÿìîé. Èñïîëüçîâàíèå åâêëèäîâà ïîíÿòèÿ ïðÿìîé, êàê âòîðîãî
áàçîâîãî ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè è ó÷åò îäíîìåðíîñòè êðèâîé íå ïîçâîëÿëè â ïîëíîé
ìåðå èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï äåôîðìàöèè. Ïóòü ê ïðèíöèïó äåôîðìàöèè ëåæàë
÷åðåç ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ìè-
ðîâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå äåôîðìàöèþ ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè [5], óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêóþ ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ãäå äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èçíà÷àëüíî ñòîõàñòè÷åñêèì, è èíòåí-
ñèâíîñòü ñòîõàñòè÷íîñòè çàâèñèò îò ìàññû ÷àñòèöû. Ïîñëå íàäëåæàùåãî âûáîðà
ïàðàìåòðîâ äåôîðìàöèè (îíà çàâèñèò îò êâàíòîâîé ïîñòîÿííîé), ñòàòèñòè÷å-
ñêîå îïèñàíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì êâàíòîâîìó îïè-
ñàíèþ. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî ïðèíöèïû êâàíòîâîé ìåõàíèêè íå èñïîëüçóþòñÿ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êâàíòîâûå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíî âûáðàí-
íîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ðàìêàõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è ëþáîé
îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé òðàäèöèîííûì ìåòîäîì ýòî íåâîçìîæíî.
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