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Àííîòàöèÿ
Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ ãåî-

ìåòðèÿ, ò.å. ãåîìåòðèÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé. Âñå
ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû áåðóòñÿ èç ñîáñòâåííî
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åâêëèäîâó ìèðîâóþ ôóíê-
öèþ σE è ïðîâîçãëàøàþòñÿ ïîíÿòèÿìè è îáúåêòàìè ëþáîé ôèçè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ïðè óñëîâèè, ÷òî åâêëèäîâà ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σE çàìåíÿåòñÿ
ìèðîâîé ôóíêöèåé σ ýòîé ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ
ãåîìåòðèé áîëåå ìîùíî, ÷åì ìíîæåñòâî ðèìàíîâûõ ãåîìåòðèé, è íóæíî
âûáðàòü ïðàâèëüíóþ ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Âîîáùå ãîâîðÿ,
ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîâàðèàíòíà (èìååòñÿ ìíîãî âåêòîðîâ Q0Q1,
Q0Q′

1,... êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû âåêòîðó P0P1, íî íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó
ñîáîé). Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êâàíòîâûå ýôôåêòû êàê
ãåîìåòðè÷åñêèå ýôôåêòû. Îíà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâîâàíèå
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîáëåìó, êîãäà âîçìîæíîñòü
ôèçè÷åñêîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â âè-
äå ôèçè÷åñêèõ òåë îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìíî-
ãîâàðèàíòíîñòü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ãåîìåò-
ðèè, èñïîëüçóÿ îäèí è òîò æå ôîðìàëèçì. Èñïîëüçîâàíèå ôèçè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê êâàíòîâîé òåîðèè
è òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

1 Ââåäåíèå
Ãåîìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè. Îíà íà÷àëàñü â äåâÿòíàäöàòîì âåêå. Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ñëå-
äóþùèå ýòàïû ãåîìåòðèçàöèè ôèçèêè:
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1. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà è óãëîâîãî ìîìåíòà.
2. Ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (ãåîìåòðèçàöèÿ

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîíÿòèå îäíîâðåìåííîñòè, ãåîìåòðèçàöèÿ äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû, ðåøåíèå ïðîáëåìû áîëüøèõ ñêîðîñòåé).

3. Âòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (ñóùåñòâîâàíèå íåîäíîðîä-
íîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âëèÿíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè íà ãåî-
ìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè).

4. Ãåîìåòðèçàöèÿ çàðÿäà è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (Êàëóöà, Î.Êëåéí).
5. Òðåòüÿ ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (íîâàÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííî-âðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ ìèêðîìèðà, ïîíÿòèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè, ãåîìåò-
ðèçàöèÿ ìàññû, ñóùåñòâîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â âèäå ôèçè÷åñêèõ òåë,
ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö).

Ñåé÷àñ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà ñòîèò ïåðåä òðåòüåé ìîäèôèêàöèåé ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñâÿçàííîé ñ èññëåäîâàíèåì ìèêðîìèðà. Òðàäèöèîííàÿ
ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íå÷óâñòâèòåëüíà ê ñòðóêòóðå ìèêðîìèðà. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ òðàäèöèîííîé ãåîìåòðèè íå èìååò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ãåîìåò-
ðèÿ ìèêðîìèðà äèñêðåòíîé èëè íåïðåðûâíîé. Íå èìååò çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëè
ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè íà ÷àñòè, èëè èõ äåëèìîñòü
îãðàíè÷åíà. Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èñ÷èñëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ, êîòîðîå ïðåäïîëàãà-
åò íåïðåðûâíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è áåçãðàíè÷íóþ äåëèìîñòü ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ. Áîëåå òîãî íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà, êîòîðûé ïîç-
âîëÿë áû ïîñòðîèòü äèñêðåòíóþ ãåîìåòðèþ èëè ãåîìåòðèþ ñ îãðàíè÷åííîé äå-
ëèìîñòüþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ èãíî-
ðèðóåò ïîíÿòèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè è èçáàâëÿåòñÿ îò ïîíÿòèÿ ìíîãîâàðèàíòíî-
ñòè, åñëè âñòðåòèò åãî ñëó÷àéíî. Òðåòüÿ ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì íîâîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿþ-
ùåãî ñòðîèòü ìíîãîâàðèàíòíûå ãåîìåòðèè. Ìíîãîâàðèàíòíàÿ ãåîìåòðèÿ âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ êàê äèñêðåòíûå, òàê è íåïðåðûâíûå ãåîìåòðèè, à òàê æå ãåîìåòðèè
ñ îãðàíè÷åííîé äåëèìîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ [1]. Ýòè ñâîéñòâà îêàçû-
âàþòñÿ âàæíûìè â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè ìèêðîìèðà.

Íåîáõîäèìîñòü òðåòüåé ìîäèôèêàöèè âîçíèêëà â òðèäöàòûõ ãîäàõ äâàäöà-
òîãî âåêà, êîãäà áûëà îòêðûòà äèôðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ íà ìàëîì îòâåðñòèè. Äâè-
æåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû çàâèñèò òîëüêî îò ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
è íóæíà áûëà òàêàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãäå äâèæåíèå ñâîáîä-
íîé ÷àñòèöû ìíîãîâàðèàíòíî, è èíòåíñèâíîñòü ìíîãîâàðèàíòíîñòè çàâèñèò îò
ìàññû ÷àñòèöû. Íè ôèçèêè, íè ìàòåìàòèêè íå ìîãëè ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêóþ
ãåîìåòðèþ. Â ðåçóëüòàòå ïðîáëåìà ìíîãîâàðèàíòíîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû áûëà
ðåøåíà â ðàìêàõ äèíàìèêè (à íå íà óðîâíå ãåîìåòðèè). Êëàññè÷åñêèå ïðèíöè-
ïû äèíàìèêè áûëè çàìåíåíû â ìèêðîìèðå êâàíòîâûìè ïðèíöèïàìè. Ïðîáëåìà
ìíîãîâàðèàíòíîñòè äâèæåíèÿ ìèêðî÷àñòèö áûëà ðåøåíà íà óðîâíå äèíàìèêè.
Â. Ãåéçåíáåðã ïðåäëîæèë çàìåíèòü ìàòðèöàìè òðàäèöèîííûå äèíàìè÷åñêèå ïå-
ðåìåííûå. Ââåäåíèå ìàòðèö áûëî ââåäåíèåì ìíîãîâàðèàíòíîñòè. Îäíàêî, ýòî
áûëà ìíîãîâàðèàíòíîñòü íà äèíàìè÷åñêîì óðîâíå. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-
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âðåìåíè îñòàëàñü ïðåæíåé.
Íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìíîãîâàðèàíòíîñòè íà ãåîìåòðè÷åñêîì

óðîâíå ñâÿçàíà ñ íåñîâåðøåíñòâîì ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè. Îí íå ïîç-
âîëÿë ïîñòðîèòü ìíîãîâàðèàíòíûå ãåîìåòðèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè, íåîá-
õîäèìûìè äëÿ îáúÿñíåíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ è äðóãèõ ñâîéñòâ ìèêðîìèðà.
Êîìå òîãî, â òî âðåìÿ èññëåäîâàòåëè áûëè ïîä âïå÷àòëåíèåì óñïåõîâ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè, è ìíîãîâàðèàíòíîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà áûëà îáúÿñíåíà êàê
êâàíòîâûé ýôôåêò.

Â êîíöå äâàäöàòîãî âåêà áûë ïðåäëîæåí áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [2]. Ýòîò ìåòîä èçâåñòåí êàê ïðèíöèï äå-
ôîðìàöèè. Ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííûå ýòèì ìåòîäîì, èçâåñòíû êàê òðóá÷àòûå ãåî-
ìåòðèè (Ò-ãåîìåòðèè). Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è ïðîñòûì, ÷åì òðàäè-
öèîííûé åâêëèäîâ ìåòîä, ïîòîìó ÷òî îí íå èñïîëüçóåò òàêèå îãðàíè÷åíèÿ òðà-
äèöèîííîãî ìåòîäà, êàê îòñóòñòâèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ
òðàäèöèîííîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èìååòñÿ òîëüêî îäíà ïëîñêàÿ îäíîðîäíàÿ
è èçîòðîïíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ: ãåîìåòðèÿ Ìèíêîâñêîãî,
òîãäà êàê â ðàìêàõ Ò-ãåîìåòðèé èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïëîñêèõ îäíîðîäíûõ è èçî-
òðîïíûõ ãåîìåòðèé, ìàðêèðóåìûõ ôóíêöèåé îäíîãî àðãóìåíòà. Âñå ãåîìåòðèè
ýòîãî ìíîæåñòâà (çà èñêëþ÷åíèåì ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî) ÿâëÿþòñÿ ìíîãîâà-
ðèàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðàì. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü
ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðàì
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû Q0Q1, Q0Q

′
1,... êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû âðå-

ìåíèïîäîáíîìó âåêòîðó P0P1, íî íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.
Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ìíîãî îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-

ìåííûõ ãåîìåòðèé, ìû äîëæíû âûáðàòü èç íèõ îäíó ïðàâèëüíóþ ãåîìåòðèþ.
Ìû íå ìîæåì âûáðàòü ãåîìåòðèþ Ìèíêîâñêîãî íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî îíà èñ-
ïîëüçîâàëàñü ðàíüøå. Ìû äîëæíû âûáðàòü òó ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â íàèëó÷øåì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîãóò áûòü âûáðà-
íû òàêèì îáðàçîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ïðèíöèïû äèíàìèêè ïðàâèëüíî îïèñûâà-
þò êàê êëàññè÷åñêîå òàê è êâàíòîâîå äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Ðàçóìå-
åòñÿ, ïàðàìåòðû ïðàâèëüíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîäåðæàò êâàí-
òîâóþ ïîñòîÿííóþ ~. Â ýòîì ñëó÷àå íàì íå íóæíû êâàíòîâûå ïðèíöèïû, êî-
òîðûå â òðàäèöèîííîé òåîðèè êîìïåíñèðóþò âëèÿíèå íåïðàâèëüíî âûáðàííîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè ìèêðîìèðà.

Òàêîå ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè ñâÿ-
çàíî ñ íååâêëèäîâûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè. Ýòîò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè ìîæåò áûòü êâàëèôèöèðîâàí êàê ïðèíöèï äåôîðìàöèè, ïîòîìó ÷òî
ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè
ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Âîçìîæíîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
ãåîìåòðèé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåôîðìàöèè, íå èñ÷åðïûâàþòñÿ
îáúÿñíåíèåì êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ. Ñòðóêòóðà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, èõ ìàñ-
ñû, ïîÿâëåíèå êîðîòêî äåéñòâóþùèõ ñèëîâûõ ïîëåé â ìèêðîìèðå è òàêîå òà-
èíñòâåííîå ÿâëåíèå êàê êîíôàéíìåíò ìîãóò áûòü ëåãêî îáúÿñíåíû â òåðìè-
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íàõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè è åå îñîáåííîñòåé. Âî âñÿêîì ñëó÷àå
ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì Ò-ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü êîíêðåòíûé âèä ãåîìåòðèè ìèêðîìè-
ðà. ×òîáû âûáðàòü êîíêðåòíûé âèä ãåîìåòðèè ìèêðîìèðà, íóæåí òùàòåëüíûé
àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ýòî î÷åíü òðóäíàÿ ïðîáëåìà. Ìû ïîêàæåì
òîëüêî, ÷òî âîçìîæíîñòè ãåîìåòðèè ìèêðîìèðà áîëüøå, ÷åì âîçìîæíîñòè ñî-
âðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ãåîìåòðèè ìèêðîìèðà ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî îíà íå èñïîëüçóåò êàêèõ-ëèáî ãèïîòåç. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîí-
êðåòíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ãåîìåòðèþ ìèêðîìèðà, íóæíî èñïîëüçî-
âàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è ñäåëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ãåî-
ìåòðèè. Îäíàêî, ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ äîëæíû áûòü ñäåëàíû â ðàìêàõ ôèêñè-
ðîâàííûõ ïðèíöèïîâ. Ìîæíî âûáèðàòü òîëüêî âèä ìèðîâîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäãîíêè. Îíè ïîëó÷å-
íû ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Ýòèì îíè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò
ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ãäå ãîñïîäñòâóåò áåñïðèí-
öèïíàÿ ïîäãîíêà.

Çàìåòèì, ÷òî âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå âåðîÿòíîñòíûå ãåîìåòðèè è íåêîì-
ìóòàòèâíûå ãåîìåòðèè íå ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðèÿìè â òî÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà.
Ýòî � îáîãàùåííûå ãåîìåòðèè, ò.å. ãåîìåòðèè ñ íåêèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóê-
òóðàìè (âåðîÿòíîñòíûìè èëè ìàòðè÷íûìè), çàäàííûìè íà ìíîãîîáðàçèè Ìèí-
êîâñêîãî. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðàìêàõ ýòèõ "ãåîìåòðèé"ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,
êàê íàóêà î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè îáúåêòîâ, îïèñûâàåìàÿ ìåòðèêîé, îñòàåòñÿ
ïðåæíåé ãåîìåòðèåé Ìèíêîâñêîãî. Ê íåé òîëüêî äîáàâëÿþòñÿ ðàçíûå äîïîëíè-
òåëüíûå ñòðóêòóðû, ââîäÿùèå ìíîãîâàðèàíòíîñòü, íåîáõîäèìóþ äëÿ îïèñàíèÿ
ìèêðîìèðà. Îäíàêî, ìíîãîâàðèàíòíîñòü ââîäèòñÿ íà äèíàìè÷åñêîì óðîâíå, à
íå íà óðîâíå ãåîìåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ðàáîòå ìû äåìîíñòðèðóåì òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèå
âîçìîæíîñòè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â îáúÿñíåíèè ÿâëåíèé ìèêðî-
ìèðà.

2 Ïîäõîäû ê ãåîìåòðèè
Èìåþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ãåîìåòðèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì
ãåîìåòðèÿ (àêñèîìàòè÷åñêàÿ) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîé àêñèîìàòèêè. Âñå
ïðåäëîæåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîëó÷àþòñÿ èç íåñêîëüêèõ èñõîäíûõ
ïðåäëîæåíèé (àêñèîì) ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Ïðèìåðû àêñèîìà-
òè÷åñêèõ ãåîìåòðèé: åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ, ïðîåêòèâíàÿ
ãåîìåòðèÿ è ò.ä. Ãëàâíûé äåôåêò àêñèîìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèè: íåâîçìîæíîñòü
àêñèîìàòèçàöèè íåîäíîðîäíûõ ãåîìåòðèé.

Àêñèîìàòèçàöèÿ ãåîìåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî èç ìíîæåñòâà S âñåõ ïðåäëîæåíèé
ãåîìåòðèè ìîæíî òàêèì îáðàçîì âûäåëèòü íåñêîëüêî èñõîäíûõ ïðåäëîæåíèé A
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(àêñèîì), ÷òî âñå ïðåäëîæåíèÿ S ãåîìåòðèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç àêñèîì A
ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Âîçìîæíîñòü àêñèîìàòèçàöèè ãåîìåòðèè
ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé. Åå ñïðàâåäëèâîñòü áûëà äîêàçàíà òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííî
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè [3]. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ãåîìåòðèé (íàïðèìåð, äëÿ ðèìà-
íîâîé ãåîìåòðèè) âîçìîæíîñòü àêñèîìàòèçàöèè íå äîêàçàíà. Âîîáùå, âîçìîæ-
íîñòü àêñèîìàòèçàöèè íåîäíîðîäíûõ ãåîìåòðèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé.
Ôåëèêñ Êëåéí [4] ïîëàãàë, ÷òî ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ (íåîäíîðîäíàÿ) ÿâëÿåòñÿ
ñêîðåå ãåîãðàôèåé èëè òîïîãðàôèåé, ÷åì ãåîìåòðèåé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äðóãèì ïîäõîäîì ãåîìåòðèÿ (ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ) åñòü
íàóêà î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå èëè â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìòåðèÿ). Âñå ñî-
îòíîøåíèÿ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè êîíå÷íû, à íå äèôôåðåíöèàëüíû, è ìåòðè÷å-
ñêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà íà ëþáîì ìíîæåñòâå òî÷åê, à íå îáÿçàòåëüíî
íà ìíîãîîáðàçèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ îïðåäåëåíî, åñëè çàäàíà ðàññòîÿíèå (ìåòðèêà) ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ
òî÷êàìè ìíîæåñòâà. Ïðîñòîòà õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðèè è îòñóòñòâèå îãðàíè-
÷åíèé íà ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äîñòîèíñòâàìè
ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåò-
ñÿ åå áåäíîñòü. Òàêèå âàæíûå ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îòñóòñòâóþò â ìåòðè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ è äðóãèå
ïîíÿòèÿ è îáúåêòû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç åâêëè-
äîâó ìåòðèêó. Ýòè âûðàæåíèÿ åâêëèäîâûõ ïîíÿòèé ÷åðåç ìåòðèêó, ïðîâîçãëà-
øàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáîé ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Çàìåíÿÿ åâêëèäîâó
ìåòðèêó ìåòðèêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìû ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé â ëþáîé ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ìåòðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, îñíàùåííóþ âñåìè ïîíÿòèÿìè åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè [5].

Êðîìå òîãî ìîæíî óñòðàíèòü òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòðèêó, êàê àêñèîìà
òðåóãîëüíèêà è íåîòðèöàòåëüíîñòü ìåòðèêè ρ. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìû-
ìè, åñëè âñå ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ââåäåíû â ìåòðè÷åñêóþ ãåîìåò-
ðèþ. Âìåñòî ìåòðèêè ρ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ = 1

2
ρ2,

êîòîðàÿ âåùåñòâåííà äàæå â ãåîìåòðèÿõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé (íàïðèìåð,
â ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî). Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ãåîìåòðèè òðóá÷àòûìè
ãåîìåòðèÿìè (Ò-ãåîìåòðèÿìè). Ýòî íàçâàíèå ãåîìåòðèè ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì,
÷òî ïðÿìàÿ â Ò-ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ òðóáêîé, à íå îäíîìåðíîé ëèíèåé. Òðóá-
÷àòûé õàðàêòåð ïðÿìûõ â Ò-ãåîìåòðèè îáóñëîâëåí ñâîéñòâîì ìíîãîâàðèàíòíî-
ñòè. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü Ò-ãåîìåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî âåêòîðîâ
Q0Q1, Q0Q

′
1, Q0Q

′′
1, ...êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû (ðàâíû) âåêòîðó P0P1, íî íå ýê-

âèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.
Íà ïåðâûé âçãëÿä ìíîãîâàðèàíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì è íåæåëàòåëü-

íûì ñâîéñòâîì ãåîìåòðèè. Îäíàêî, ìíîãîâàðèàíòíîñòü î÷åíü âàæíà â ïðèëîæå-
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íèÿõ ãåîìåòðèè ê ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîâàðèàíòíîñòü ãåîìåòðèè ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè íåïðèíóæäåííî îáúÿñíÿåò êâàíòîâûå ýôôåêòû. Êðîìå òîãî ìíî-
ãîâàðèàíòíîñòü ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ â âèäå ôèçè÷åñêèõ òåë. Ýòà ïðîáëåìà íå ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà â
ðàìêàõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. (Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîñòàâèòü ýòó ïðîáëåìó ìîæíî,
íî â ðàìêàõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè îíà ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî ëþáîé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúåêò ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â âèäå ôèçè÷åñêîãî òåëà). Ïîñòà-
íîâêà ýòîé ïðîáëåìû âàæíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê òåîðèè
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ â Ò-ãåîìåòðèè ïîÿâëÿþòñÿ â ãîòîâîì âèäå.
Â Ò-ãåîìåòðèè íåò òåîðåì, âñå òåîðåìû áûëè äîêàçàíû â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Óòâåðæäåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðåâðàùàþòñÿ â îïðåäåëåíèÿ Ò-ãåîìåòðèè.
Âñå ýòî äîñòàòî÷íî íåîáû÷íî è òðóäíî äëÿ âîñïðèÿòèÿ, ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå
àêñèîìû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íå âåðíû â Ò-ãåîìåòðèè (íàïðèìåð, åâêëèäîâà
àêñèîìà "ïðÿìàÿ íå èìååò òîëùèíû", âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíà â Ò-ãåîìåòðèè).

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåäîñòàòêîâ ôèçè÷åñêîé è àêñèîìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèé èñ-
ïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòè÷å-
ñêîé è ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèåé îäíîâðåìåííî. Ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
áûëà ïîñòðîåíà êàê àêñèîìàòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü åå àêñè-
îì áûëà äîêàçàíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíà â òåð-
ìèíàõ ìåòðèêè ρ. Â ñàìîì äåëå, òàêàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà [5].

Óäîáíî ââåñòè ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ = 1
2
ρ2 âìåñòî ìåòðèêè ρ, ïîòîìó ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïèñûâàòü ãåîìåòðèþ Ìèíêîâñêîãî è äðóãèå ãåîìåòðèè ñ
èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé â òåðìèíàõ âåùåñòâåííîé ìèðîâîé ôóíêöèè σ.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ GE õîðîøî èçó÷åíà, âñå ïðåä-
ëîæåíèÿ PE åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òåðìèíàõ
ìèðîâîé ôóíêöèè σE ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè: PE = PE (σE). Çàìåíÿÿ
ìèðîâóþ ôóíêöèþ σE åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE ìèðîâîé ôóíêöèåé σ äðóãîé
ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè G âî âñåõ ïðåäëîæåíèÿõ PE (σE) åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè:
PE (σE) → PE (σ), ïîëó÷àåì âñå ïðåäëîæåíèÿ ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè G. Çàìåíà
ìèðîâîé ôóíêöèè σE äðóãîé ìèðîâîé ôóíêöèåé σ îçíà÷àåò äåôîðìàöèþ åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè (åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà). Ýòî ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ â
òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåôîðìà-
öèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Î÷åíü âàæíî, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ïîíÿòèé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ÷åðåç ìè-
ðîâóþ ôóíêöèþ èìåþò êîíå÷íóþ (à íå äèôôåðåíöèàëüíóþ) ôîðìó. Äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ôîðìà ñîîòíîøåíèé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè (íà÷àëü-
íûå è ãðàíèè÷íûå óñëîâèÿ). Êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ íå òðåáóþò òàêîé äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè. Êðîìå òîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé â êîíå÷íîé
ôîðìå, íóæíî ðåøàòü íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, òîãäà êàê ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìû áóäåì âûíóæäåíû ðåøàòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè íóæíî âûðàçèòü âñå
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ïðåäëîæåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â òåðìèíàõ åâêëèäîâîé ìèðîâîé
ôóíêöèè σE.

3 Íå-åâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêîé
ãåîìåòðèè (ïðèíöèï äåôîðìàöèè)

Âñÿêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ îïèñûâàåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé è ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ
îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σ : Ω× Ω → R, σ (P, Q) = σ (Q,P ) , σ (P, P ) = 0, ∀P, Q ∈ Ω
(3.1)

Âåêòîð PQ ≡ −→
PQ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç äâóõ

òî÷åê {P,Q} , P,Q ∈ Ω. Äëèíà |PQ|E âåêòîðà PQ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

|PQ|2E = 2σE (P,Q) (3.2)

ãäå èíäåêñ "E"îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà âåêòîðà áåðåòñÿ â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (P0P1.P0P2)E äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è P0P2, èìåþ-
ùèõ îáùåå íà÷àëî P0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.P0P2)E = σE (P0, P1) + σE (P0, P2)− σE (P1, P2) (3.3)

êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ èç åâêëèäîâà ñîîòíîøåíèÿ

|P1P2|2 = |P0P2 −P0P1|2 = |P0P2|2 + |P0P1|2 − 2 (P0P1.P0P2)E (3.4)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ óäàëåííûõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 èìååò âèä

(P0P1.Q0Q1)E = σE (P0, Q1) + σE (P1, Q0)− σE (P0, Q0)− σE (P1, Q1) (3.5)

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n âåêòîðîâ ,P0P1,
P0P2,...P0Pn îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Fn (Pn) = 0, Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} (3.6)

ãäå Fn (Pn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü Ãðàìà

Fn (Pn) ≡ det ||(P0Pi.P0Pk)E|| = det ||σE (P0, Pi) + σE (P0, Pk)− σE (Pi, Pk)||
i, k = 1, 2, ...n (3.7)

Êîëëèíåàðíîñòü P0P1 ‖ Q0Q1 äâóõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P0P1 ‖ Q0Q1 :

∣∣∣∣
∣∣∣∣

|P0P1|2E (P0P1.Q0Q1)E

(Q0Q1.P0P1)E |Q0Q1|2E

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 0 (3.8)
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Äâà âåêòîðà P0P1 è Q0Q1 ïàðàëëåëüíû, åñëè

P0P1 ·E Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1)E = |P0P1|E · |Q0Q1|E (3.9)

Äâà âåêòîðà P0P1 è Q0Q1 àíòèïàðàëëåëüíû, åñëè

P0P1 ↑↓E Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1)E = − |P0P1|E · |Q0Q1|E (3.10)

Äâà âåêòîðà P0P1 è Q0Q1 ýêâèâàëåíòíû (ðàâíû) P0P1eqvQ0Q1, åñëè

P0P1eqvQ0Q1 : (P0P1 · Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |Q0Q1|) (3.11)
èëè

P0P1eqvQ0Q1 :
(
(P0P1.Q0Q1) = |P0P1|2

) ∧ (|P0P1| = |Q0Q1|) (3.12)

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòî-
ðîâ îáðàòèìî è òðàíçèòèâíî.

åñëè P0P1eqvQ0Q1, òî Q0Q1eqvP0P1 (3.13)

(P0P1eqvQ0Q1) ∧ (Q0Q1eqvR0R1) =⇒ P0P1eqvR0R1 (3.14)
Â îáùåì ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè èíòðàíçè-

òèâíî. Èíòðàíçèòèâíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàíà ñ åãî ìíîãîâàðè-
àíòíîñòüþ, êîãäà ìíîãî âåêòîðîâ Q0Q1, Q0Q

′
1, Q0Q

′′
1,...ýêâèâàëåíòíû âåêòîðó

P0P1, íî íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îáóñëîâëåíà òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ òî÷êè Q1 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ P0, P1, Q0) èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìíîãî ðåøåíèé. Âîçìîæíà òàêæå òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé
íå èìååò ðåøåíèÿ.

4 Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ
â Ò-ãåîìåòðèè

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O ⊂Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî òî÷åê âî ìíî-
æåñòâå òî÷åê Ω. Â Ò-ãåîìåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O îïèñûâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ êàðêàñ-îáîëî÷íîãî ìåòîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòàðíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ÝÃÎ).

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂ Ω ïàðàìåòðîâ îáîëî÷íîé ôóíê-
öèè fPn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàðêàñ ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
(ÝÃÎ) E ⊂ Ω. Ìíîæåñòâî E ⊂ Ω òî÷åê, îáðàçóþùèõ ÝÃÎ, íàçûâàåòñÿ îáî-
ëî÷êîé åãî êàðêàñà Pn. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn

fPn : Ω → R, (4.1)
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îïðåäåëÿþùàÿ ÝÃÎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ áåãóùåé òî÷êè R ∈ Ω è ïàðà-
ìåòðîâ Pn ⊂ Ω. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíê-
öèåé îò s àðãóìåíòîâ w = {w1, w2, ...ws}, s = (n + 2)(n + 1)/2. Êàæäûé èç
àðãóìåíòîâ wk = σ (Qk, Lk) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ äâóõ òî-
÷åê Qk, Lk ∈ {R,Pn}, ëèáî ïðèíàäëåæàùèõ êàðêàñó Pn, ëèáî ñîâïàäàþùèõ ñ
áåãóùåé òî÷êîé R. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò
E îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êàðêàñîì Pn è ñâîåé îáîëî÷íîé ôóíêöèåé fPn . Ýëåìåí-
òàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íóëåé îáîëî÷íîé
ôóíêöèè.

E = {R|fPn (R) = 0} (4.2)
Õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè ÝÃÎ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè åãî êàðêàñà Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn}.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÝÃÎ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê T[P0P1] ïðÿìîé ëèíèè ìåæäó òî÷-
êàìè P0 è P1. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T[P0P1] = {R|fP0P1 (R) = 0} , (4.3)
fP0P1 (R) =

√
2σ (P0, R) +

√
2σ (R,P1)−

√
2σ (P0, P1) (4.4)

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ öèëèíäð C(P0, P1, Q) ñ òî÷êàìè P0, P1 íà îñè
öèëèíäðà è òî÷êîé Q íà åãî ïîâåðõíîñòè. Öèëèíäð C(P0, P1, Q) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

C(P0, P1, Q) = {R|fP0P1Q (R) = 0} , (4.5)
fP0P1Q (R) = F2 (P0, P1, Q)− F2 (P0, P1, R)

F2 (P0, P1, Q) =

∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.P0Q)
(P0Q.P0P1) (P0Q.P0Q)

∣∣∣∣ (4.6)

Çäåñü
√

F2 (P0, P1, Q) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåí-
íîãî íà âåêòîðàõ P0P1 è P0Q, à 1

2

√
F2 (P0, P1, Q) åñòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ

âåðøèíàìè â òî÷êàõ P0, P1, Q. Ðàâåíñòâî F2 (P0, P1, Q) = F2 (P0, P1, R) îçíà÷àåò,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé Q è îñüþ, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì P0P1, ðàâíî
ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êîé R è îñüþ. Çäåñü òî÷êè P0, P1, Q îáðàçóþò êàðêàñ
öèëèíäðà, òîãäà êàê ôóíêöèÿ fP0P1Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîëî÷íóþ ôóíêöèþ.

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè öèëèíäð çàâèñèò òîëüêî îò îñè T[P0P1]

(èëè TP0P1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P0 è P1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè òî÷êà
P ′

1 ∈ T[P0P1] è P ′
1 6= P1∧P ′

1 6= P0, öèëèíäðû C(P0, P1, Q) è C(P0, P
′
1, Q) ñîâïàäàþò â

ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, öèëèíäðû C(P0, P1, Q) è C(P0, P
′
1, Q),

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò â ïðîèçâîëüíîé Ò-ãåîìåòðèè. Ýòî åñòü ðåçóëüòàò
ìíîãîâàðèàíòíîñòè Ò-ãåîìåòðèè, ãäå ïðÿìûå ëèíèè TP0P1 è TP0P ′1 , âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ðàçëè÷íû, åñëè äàæå P ′

1 ∈ TP0P1 .
Îïðåäåëåíèå. Äâà ÝÃÎ E (Pn) è E (Qn) ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ êàðêàñû è èõ

îáîëî÷íûå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû. Ýêâèâàëåíòíîñòü êàðêàñîâ Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂
Ω è Qn ≡ {Q0, Q1, ..., Qn} ⊂ Ω îçíà÷àåò, ÷òî

PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (4.7)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü îáîëî÷íûõ ôóíêöèé fPn è gQn îçíà÷àåò, ÷òî

fPn (R) = Φ (gPn (R)) , ∀R ∈ Ω (4.8)

ãäå Φ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

Φ : R→ R, Φ (0) = 0 (4.9)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìû äâóõ ÝÃÎ E (Pn) è E (Qn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýêâè-
âàëåíòíîñòü ôîðìû èõ êàðêàñîâ Pn è Qn, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

|PiPk| = |QiQk| , i, k = 0, 1, ...n, i < k (4.10)

è ýêâèâàëåíòíîñòü èõ îáîëî÷íûõ ôóíêöèé fPn è gQn (4.8).
Ýêâèâàëåíòíîñòü îðèåíòàöèé êàðêàñîâ Pn and Qn â ïðîñòðàíñòâå Ω îïèñû-

âàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

PiPk · QiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (4.11)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìû è îðèåíòàöèé êàðêàñîâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
êàðêàñîâ, îïèñûâàåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (4.7).

5 Ñóùåñòâîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ êàê
ôèçè÷åñêèõ òåë

Ïî îïðåäåëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò OPn ñóùåñòâóåò â òî÷êå P0 ∈ Ω â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êàê ôèçè÷åñêèé îáúåêò, åñëè îí ñóùåñòâóåò â ëþáîé ìî-
ìåíò â ëþáîì ìåñòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â ëþáîé òî÷êå Q0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò OQn ñ êàðêàñîì
QneqvPn. Ñîîòíîøåíèå QneqvPn îçíà÷àåò, ÷òî

PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (5.1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñ îïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (3.12) óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè PiPkeqvQiQk îçíà÷àåò äâà ñîîòíîøåíèÿ

(PiPk.QiQk) = |PiPk|2 , |PiPk| = |QiQk| (5.2)

Èìååòñÿ n(n+1) óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4n êîîðäèíàò òî÷åê Q1, Q2, ...Qn â
4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Êàðêàñ Pn è òî÷êà Q0 ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàí-
íûìè.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî èìåååòñÿ òîëüêî 2n ñîîòíîøå-
íèé (âìåñòî n (n + 1)) äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4n êîîðäèíàò

(P0Pk.Q0Qk) = |P0Pk| · |Q0Qk| , |P0Pk| = |Q0Qk| , k = 1, 2, ...n (5.3)
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ïîòîìó ÷òî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
(P0PieqvQ0Qi) ∧ (P0PkeqvQ0Qk) =⇒ PiPkeqvQiQk

Ñòðóêòóðà óñëîâèé ýêâèâàëåíòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
òàêîâà, ÷òî äâà ñîîòíîøåíèÿ

(P0Pk.Q0Qk) = |P0Pk| · |Q0Qk| , |P0Pk| = |Q0Qk| , k = 1, 2, ...n (5.4)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ÷åòûðå êîîðäèíàòû òî÷êè Qk, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåê-
òîð P0Pk ÿâëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, ò.å. |P0Pk|2 > 0. Èòàê, â ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò âñåãäà ñóùåñòâóåò êàê ôèçè÷åñêèé
îáúåêò. Åñëè ÷èñëî òî÷åê êàðêàñà âîçðàñòàåò, òî ÷èñëî n (n + 1) îãðàíè÷åíèé
âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì ÷èñëî 4n êîîðäèíàò, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà âñå n (n + 1) /2 âåêòîðîâ PiPk êàðêàñà âðåìå-
íèïîäîáíû, ñîîòíîøåíèå ìåæäó n (n + 1) îãðàíè÷åíèÿìè è 4n êîîðäèíàòàìè
çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé

n n (n + 1) 4n di�
2 6 8 2
3 12 12 0
4 20 16 −4

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ n > 3, ÷èñëî îãðàíè÷åíèé áîëüøå, ÷åì ÷èñëî âåëè÷èí,
ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñëîæíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íåâîçìîæíî.

6 Ýâîëþöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êàðêàñû ýêâèâàëåíòíûõ ÝÃÎ ìîãóò îáðàçîâàòü öåïü ýê-
âèâàëåíòíûõ êàðêàñîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü î âðåìåííîé ýâîëþ-
öèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà. Ïóñòü, íàïðèìåð, êàðêàñû

{
P

(l)
0 , P

(l)
1 , ...P

(l)
n

}
, l =

...0, 1, ... ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû

P
(l)
i P

(l)
k eqvP

(l+1)
i P

(l+1)
k , i, k = 0, 1, ...n; l = ...1, 2, ... (6.1)

è êðîìå òîãî
P

(l)
1 = P

(l+1)
0 , l = ...1, 2, ... (6.2)

Åñëè âåêòîðû P
(l)
0 P

(l)
1 âðåìåíèïîäîáíû

∣∣∣P(l)
0 P

(l)
1

∣∣∣ > 0, òî ìîæíî ãîâîðèòü î âðå-
ìåííîé ýâîëþöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòàO (Pn), êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ öåïüþ,
ñîñòîÿùåé èç ýêâèâàëåíòíûõ êàðêàñîâ Pn. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âðåìåííàÿ ýâî-
ëþöèÿ âîçíèêàåò, åñëè äàæå âåêòîðû P

(l)
0 P

(l)
1 ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíû. Îäíàêî,

íåëüçÿ ãîâîðèòü î âðåìåííîé ýâîëþöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà, åñëè êàðêàñû
öåïè íå ýêâèâàëåíòíû.
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7 Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ äâóõòî÷å÷íûõ îáúåêòîâ
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû âðåìåííîé ýâîëþöèè êàðêàñà, ñîñòîÿ-
ùåãî èç äâóõ òî÷åê, â ïëîñêîì îäíîðîäíîì è èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
Vd = {σd,R4}, îïèñûâàåìîì ìèðîâîé ôóíêöèåé

σd = σM + d · sgn (σM) , d = λ2
0 = const > 0 (7.1)

sgn (x) =





1, åñëè x > 0
0, åñëè x = 0
−1, åñëè x < 0

, (7.2)

ãäå σM åñòü ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî.
λ0 åñòü íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà.

Èñêàæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vd îïèñûâàåò ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
ëó÷øå, ÷åì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî. Îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ Vd ëó÷øå â
òîì ñìûñëå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (7.1) îïèñûâàåò êâàíòîâûå ýôôåêòû, åñëè
ïîñòîÿííàÿ äèñòîðñèè d âûáðàíà â âèäå [6]

d =
~

2bc
(7.3)

ãäå ~ åñòü êâàíòîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, c åñòü ñêîðîñòü ñâåòà è b åñòü óíèâåðñàëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñâçûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ äëèíó µ âåêòîðà PiPi+1 â öåïè
êàðêàñîâ ñ òðàäèöèîííîé ìàññîé m ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé ýòîé öåïüþ

m = bµ (7.4)

Ðàññìîòðåíèå äèñòîðñèè d, âçÿòîé â âèäå (7.3), îçíà÷àåò ðàññìîòðåíèå êâàíòî-
âîé ïîñòîÿííîé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìîäåëè (7.1) äèñêðåòíî.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äèñêðåòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âðåìåíèïîäîá-
íûõ âåêòîðîâ P0P1 ñ |P0P1|2 ∈ (0, λ2

0) è íå ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîïîäîá-
íûõ âåêòîðîâ P0P1 ñ |P0P1|2 ∈ (−λ2

0, 0). Îäíàêî, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ
ìîäåëü (7.1) íå ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðè-
åé [6]. Äåëî â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå

σd = σM +
~

2bc
(7.5)

ìîæåò áûòü íå âåðíî äëÿ âñåõ σM > 0. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå (7.5) óäîâëåòâîðÿëîñü äëÿ σM > σ0, ãäå ïîñòî-
ÿííàÿ σ0 îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìàññîé ëåã÷àéøåé ìàññèâíîé ÷àñòèöû
(ýëåêòðîíà) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

√
2σd =

√
2σ0 +

~
bc
≤ µe =

me

b
(7.6)

ãäå me åñòü ìàññà ýëåêòðîíà.
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Äëÿ σM < σ0 âèä èñêàæåííîé ìèðîâîé ôóíêöèè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò (7.1)
è èìåòü, íàïðèìåð, âèä

σdi = σM +
2d

π
arctan (σM) , d = λ2

0 = const > 0 (7.7)

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vdi ñ ìèðîâîé ôóíêöèåé (7.7) çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïî-
ëîæåíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåìÌèíêîâñêîãî è ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì
Vd, îïèñûâàåìûì (7.1). Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vdi îïèñûâàåò êâàíòîâûå ýôôåêòû
êàê Vd, îäíàêî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vdi íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì êàê Vd.

Åñëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ (x, x′) çàäàíà íà ìíîãîîáðàçèè è èìååò ïðîèçâîä-
íûå ïî âñåì àðãóìåíòàì x è x′ â ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ x = x′, ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð gik (x) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ìèðîâîé ôóíêöèè â âèäå

gik (x) =

[
−∂2σ (x, x′)

∂xi∂x′k

]

x′=x

, i, k = 0, 1, 2, 3 (7.8)

Îöåíêà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè (7.7) â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàåò ðåçóëüòàò

dS2 =

(
1 +

2d

πσ0

) (
c2dt2 − dx2

)
(7.9)

êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó áëèçêèìè
òî÷êàìè x è x + dx îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè σ0 → 0, åñëè äàæå dx ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíè-
åì (7.9), ñîâïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

7.1 Äâà ñâÿçàííûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðà
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ñâÿçàííûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðà P0P1 è P1P2. Åñëè
P0P1eqvP1P2 è âåêòîð P0P1 çàäàí, òî âåêòîð P1P2 ìîæåò áûòü îïðåäåëåí.
Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷åê P0, P1, P2 â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò
âèä

P0 = {0, 0, 0, 0} , P0 = {s, 0, 0, 0} , P2 = {2s + α0, γ1, γ2, γ3} (7.10)

ãäå âåëè÷èíà s çàäàíà, à âåëè÷èíû α0, γ1, γ2, γ3 äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû.
Âåêòîðû P0P1 è P1P2 èìåþò êîîðäèíàòû

P0P1 = {s, 0, 0, 0} , P1P2 = {s + α0, γ1, γ2, γ3} (7.11)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5) â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Vd

(P0P1.P1P2) = σ (P0, P2)− σ (P0, P1)− σ (P1, P2)

= σM (P0, P2)− σM (P0, P1)− σM (P1, P2) + w

= (P0P1.P1P2)M + w (7.12)
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ãäå
w = λ2

0 (sgn (σM (P0, P2))− sgn (σM (P0, P1))− sgn (σM (P1, P2))) (7.13)
è σM îçíà÷àåò ìèðîâóþ ôóíêöèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (7.1)
sgn (σM (P0, P2)) = sgn (σ (P0, P2)) (7.14)

Åñëè âåêòîð P0P1 âðåìåíèïîäîáåí, |P0P1|2 = s2 + 2λ2
0 > 0, ñîîòíîøåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòè âåêòîðîâ P0P1 è P1P2 ïðèíèìàþò âèä
|P0P1|2M = |P1P2|2M , (P0P1.P1P2)M + w = |P0P1|2M + 2λ2

0 (7.15)
ãäå

w = λ2
0 (sgn (σM (P0, P2))− 2) (7.16)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ èíäåêñîì "M"ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Â êîîðäèíàòíîì
âèäå ñîîòíîøåíèÿ (7.15)ïðèíèìàþò âèä

(s + α0)
2 − γ2

1 − γ2
2 − γ2

3 = s2 (7.17)
s (s + α0) + λ2

0 (sgn (σM (P0, P2))− 2) = s2 + 2λ2
0 (7.18)

Âåêòîð P0P2 = {2s + α0, γ1, γ2, γ3} èìååò äëèíó
|P0P2|2M = (2s + α0)

2 − γ2
1 − γ2

2 − γ2
3 (7.19)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.17) è (7.18), èñêëþ÷èì α0 è γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 èç ñîîòíî-

øåíèÿ (7.19). Ïîëó÷àåì
|P0P2|2M = 4s2 + 8λ2

0 − 2λ2
0sgn (σM (P0, P2)) > 0 (7.20)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî sgn (σM (P0, P2)) = 1, è ñîîòíîøåíèå (7.18) èìååò âèä
sα0 = 3 (7.21)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.17) è (7.21) èìååò âèä

α0 =
3λ2

0

s
, γα =

λ0

s

√
6s2 + 9λ2

0

βα√
β2

1 + β2
2 + β2

3

, α = 1, 2, 3 (7.22)

ãäå β1, β2, β3 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè.
Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòû (P1P2)i âåêòîðà P1P2 â âèäå

(P1P2)i = (P0P1)i + ai (7.23)
ãäå 4-vector ai îïèñûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó âåêòîðàìè P1P2 è P0P1 â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Ïîëó÷àåì

ai =

(
3λ2

0

s
,
λ0

s

√
6s2 + 9λ2

0

q

|q|
)

(7.24)

ãäå q åñòü ïðîèçâîëüíûé 3-âåêòîð. 4-âåêòîð ai ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáåí
aia

i =
(
aia

i
)
M

+ 2λ2
0sgn

((
aia

i
)
M

)
= −6λ2

0 (7.25)
Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà λ0 → 0, âåêòîð ai ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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7.2 Äâà ñâÿçàííûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà
Ðàññìîòðèì äâà ñâÿçàííûõ ýêâèâàëåíòíûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà P0P1 è P1P2

(|P0P1|2 = |P1P2|2 = 0). Èñïîëüçóÿ äëÿ âåêòîðîâ P0P1 è P1P2 êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå

P0P1 = (s, s, 0, 0) , P1P2 = (s + α0, s + α1, γ2, γ3) (7.26)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

(P0P1.P1P2)M + w = 0, |P1P2|2 = 0 (7.27)

w = λ2
0sgn (σM (P0, P2)) (7.28)

Â òåðìèíàõ êîîðäèíàò ñîîòíîøåíèÿ (7.27) è (7.28) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

s (s + α0)− s (s + α1) = −λ2
0sgn (σM (P0, P2)) (7.29)

(s + α0)
2 − (s + α1)

2 − γ2
2 − γ2

3 = 0 (7.30)
Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì

s (α0 − α1) = −λ2
0sgn (σM (P0, P2)) (7.31)

(α0 − α1) (2s + α0 + α1)− γ2
2 − γ2

3 = 0 (7.32)
Äëÿ äëèíû âåêòîðà P0P2 ïîëó÷àåì

|P0P2|2M = (2s + α0)
2 − (2s + α1)

2 − γ2
2 − γ2

3

= (α0 − α1) (4s + α0 + α1)− γ2
2 − γ2

3 (7.33)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (7.31), (7.32) ñîîòíîøåíèå (7.33) ïðèíèìàåò âèä

|P0P2|2M = −2λ2
0sgn (σM (P0, P2)) (7.34)

Ñîîòíîøåíèå (7.34) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî, åñëè

|P0P2|2M = 2σM (P0, P2) = 0 (7.35)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèé èìååò âèä

α1 = α0, γ2 = γ3 = 0 (7.36)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äâóõ ñâÿçàííûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ P0P1 è P1P2

èìååì
P0P1 = (s, s, 0, 0) , P1P2 = (s + α0, s + α0, 0, 0) (7.37)

ãäå α0 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò
ýëåìåíòàðíîé äëèíû λ0. Îí âåðåí òàêæå è â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêî-
ãî.
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7.3 Äâà ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòîðà
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ñâÿçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ýêâèâàëåíòíûõ âåêòî-
ðà P0P1 è P1P2. Åñëè P0P1eqvP1P2 è âåêòîð P0P1 çàäàí, âåêòîð P1P2 ìîæåò
áûòü îïðåäåëåí. Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷åê P0, P1, P2 â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò èìåþò âèä

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {0, l, 0, 0} , P2 = {α0, 2l + γ1, γ2, γ3} (7.38)

ãäå âåëè÷èíà l çàäàíà, à âåëè÷èíû α0, γ1, γ2, γ3 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.
Âåêòîðû P0P1 è P1P2 èìåþò êîîðäèíàòû

P0P1 = {0, l, 0, 0} , P1P2 = {α0, l + γ1, γ2, γ3} (7.39)

(P0P1.P1P2) = (P0P1.P1P2)M + w (7.40)
ãäå

w = λ2
0 (sgn (σM (P0, P2)) + 2) (7.41)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèíèìàþò âèä

−l (l + γ1) + w = −l2 − 2λ2
0, α2

0 − (l + γ1)
2 − γ2

2 − γ2
3 = −l2 (7.42)

Äëÿ âåêòîðà P0P2 ïîëó÷àåì

|P0P2|2M = α2
0 − (2l + γ1)

2 − γ2
2 − γ2

3 (7.43)

Èñêëþ÷àÿ γ1 è α2
0 − γ2

2 − γ2
3 èç (7.43) ñ ïîìîùüþ (7.42), ïîëó÷àåì

−lγ1 + w = −2λ2
0, |P0P2|2M = −2l (2l + γ1) (7.44)

|P0P2|2M = −2l

(
2l +

w + 2λ2
0

l

)
= −4l2 − 2λ2

0 (sgn (σM (P0, P2)) + 2) (7.45)

Èç (7.45) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð P0P2 âñåãäà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé è, ñëåäî-
âàòåëüíî, w = λ2

0. Èç (7.42) ñëåäóåò, ÷òî

γ1 =
3λ2

0

l
, α0 =

√
γ2

2 + γ2
3 + 6λ2

0 +
9λ4

0

l2
(7.46)

ãäå γ1 è γ2 ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì,

P0P1 = {0, l, 0, 0} , P1P2 =

{√
γ2

2 + γ2
3 + 6λ2

0 +
9λ4

0

l2
, l, γ2, γ3

}
(7.47)

Ïðåäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà P1P2 â âèäå

(P1P2)i = (P0P1)i + ai (7.48)

16



ïîëó÷àåì äëÿ 4-âåêòîðà ai

ai =

{√
γ2

2 + γ2
3 + 6λ2

0 +
9λ4

0

l2
, 0, γ2, γ3

}
,

(
aia

i
)
M

= 6λ2
0 +

9λ4
0

l2
(7.49)

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïü ñâÿçàííûõ ýêâèâà-
ëåíòíûõ âåêòîðîâ ...P0P1,P1P2, ...PkPk+1, .... Åñëè âåêòîðû âðåìåíèïîäîáíû,
ýòà öåïü ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìíîãîâàðèàíòíàÿ "ìèðîâàÿ ëèíèÿ"
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Âåêòîð PkPk+1 ìîæåò áûòü èñòîëêîâàí êàê èìïóëüñ ÷à-
ñòèöû, à âåëè÷èíó |PkPk+1| ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ìàñ-
ñó µ. ×òîáû ïîëó÷èòü îáû÷íóþ ìàññó m, íóæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå
(7.4), ãäå b åñòü íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñà-
íèå ìíîãîâàðèàíòíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðèâîäèò ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ â
òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà [6]. Îäíàêî, ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãåîìåò-
ðè÷åñêèì îïèñàíèåì è êâàíòîâûì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òîëüêî ïðîèçâåäåíèå
λ2

0b = ~/ (2c). Óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå λ0 è b ïî îòäåëüíîñòè íå îïðåäåëÿþò-
ñÿ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà
PkPk+1 äèíàìèêà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ (äèíàìèêà êàê ñëåäñòâèå ãåîìåòðèè).

Åñëè âåêòîðû PkPk+1 öåïè èçîòðîïíû, òî òðóäíî ãîâîðèòü î âðåìåííîé ýâî-
ëþöèè. Õîòÿ öåïü èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ îäíîâàðèàíòíà, îäíàêî, âåêòîðû öåïè
ìîãóò ìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå, ïîòîìó ÷òî ïîñòîÿííàÿ α0 â (7.37) ìîæåò èìåòü
ëþáîé ìîäóëü è çíàê.

Íà ïåðâûé âçãëÿä âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ â öåïè ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ
âåêòîðîâ PkPk+1 íåâîçìîæíà. Ýòî âåðíî, ïðè óñëîâèè ÷òî íåò äîáàâî÷íûõ îãðà-
íè÷åíèé íà öåïü ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòîðîâ. Îäíàêî, åñëè êàðêàñ ñî-
äåðæèò áîëåå äâóõ òî÷åê, íàïðèìåð, P0, P1, Q1, ... öåïü îïðåäåëÿåìàÿ òî÷êàìè
P0, P1, ìîæåò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïîðîæäàåìûå äîïîëíè-
òåëüíûìè òî÷êàìè Q1, ... êàðêàñà. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü òàêèìè, ÷òî
ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ "ìèðîâàÿ ëèíèÿ" îáðàçóåò ñïèðàëü ñ âðåìåíèïîäîá-
íîé îñüþ. Åñëè òàê, òî ñïèðàëü ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìèðîâàÿ ëè-
íèÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî êðóãó ñî ñâåðõñâåòîâîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå
ñðåäíèé 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû áóäåò âðåìåíèïîäîáíûì è íàïðàâëåííûì âäîëü îñè
ñïèðàëè. Íàïðàâëåíèå ñðåäíåãî 4-èìïóëüñà íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ìãíî-
âåííîé 4-ñêîðîñòè ÷àñòèöû, êîòîðàÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíà. Ïîäîáíóþ ñèòóà-
öèþ ìû íàáëþäàåì â ñëó÷àå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû, ãäå 4-èìïóëüñ åñòü îáû÷íûé
âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð, òîãäà êàê ñêîðîñòü âñå âðåìÿ ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà. Â
êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìèðîâàÿ ëèíèÿ äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû èìååò ôîðìó
ñïèðàëè [7, 8]. Ìèðîâàÿ ëèíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, èìåþùàÿ ôîðìó ñïèðàëè,
ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äèðàêîâñêàÿ ÷àñòèöà íà ñàìîì
äåëå ñîñòàâíàÿ. Íà ñàìîì äåëå, èìåþòñÿ äâå ñâÿçàííûå ÷àñòèöû, âðàùàþùèåñÿ
âîêðóã èõ îáùåãî öåíòðà èíåðöèè. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå íàäî îáúÿñíèòü ïðèðî-
äó âçàèìîäåéñòâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ÷àñòèöû. Òàêîé êîíôàéíìåíò íå ìîæåò áûòü
îáúÿñíåí ñ ïîìîùüþ äèíàìèêè, íî îí ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ãåîìåòðè÷åñêè êàê
âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèåé.
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Ìû íå óâåðåíû, ÷òî ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü â èñêàæåííîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (7.1). Îäíàêî, íåëüçÿ èñêëþ÷èòü òàêîé ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ãåîìåòðèè, ãäå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ ïðèâîäèò ê âðåìåííîé
ýâîëþöèè. Òàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî íåîæèäàííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òðà-
äèöèîííîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

8 Ìåòðè÷åñêèå ñèëîâûå ïîëÿ
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èñêðèâëÿÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî, ìû ïîëó÷à-
åì èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîðîæ-
äàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ âèäîì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Êðè-
âèçíà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì âèäîì äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòî-
ðàÿ íå ïîðîæäàåò ìíîãîâàðèàíòíîñòè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìèðî-
âàÿ ôóíêöèÿ σR ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ [9]

σR,ig
ik (x) σR,k = 2σR, σR,k ≡ ∂σR (x, x′)

∂xk
(8.1)

Äâóõòî÷å÷íàÿ ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì (8.1) è ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gik (x), çàäàííûì â êàæäîé òî÷êå x ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè.

Îäíàêî, åñëè ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìíîãîâàðèàíòíà, ìèðîâàÿ
ôóíêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (8.1). Â ýòîì ñëó÷àå ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð gik (x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåò ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå ìèðîâîé ôóíêöèè (7.7) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, çàäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì (7.9). Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îí ñîâïàäàåò ñ ìåò-
ðè÷åñêè òåçîðîì â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íå îïðåäåëÿåò ìèðîâóþ ôóíêöèþ, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (8.1). Äëÿ |σ| À |σ0| ìèðîâàÿ
ôóíêöèÿ (7.7) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà (8.1), êîòîðîå èìååò âèä

σ,ig
ik
M (x) σ,k =


1 +

2d

πσ0

(
1 +

(
σ

σ0+d

)2
)




2

2σ

1 + d
σ0

(8.2)

ãäå gik
M (x) åñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî.

Â ñëó÷àå îäíîâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè âëèÿíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè (7.7)
ìîæíî òîæå ñêàçàòü, ÷òî âëèÿíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè èìè-
òèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ñèëîâûõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèå ïîëÿ îáðàçóþò êîì-
ïëåêñ ñèëîâûõ ïîëåé, êîòîðûé íå ìîæåò èìèòèðîâàòüñÿ îäíîòî÷å÷íûì ïîëåì
òèïà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, êàê îïèñûâàòü ýòè ïîëÿ è êàê
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îíè äåéñòâóþò íà ìàòåðèþ. Ôîðìàëüíî ìîæíî ãîâîðèòü î òàêèõ ìåòðè÷åñêèõ
ïîëÿõ è îáñóæäàòü äî êàêîé ñòåïåíè òàêèå ìåòðè÷åñêèå ïîëÿ ìîãóò èìèòèðî-
âàòü âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ìèêðîìèðå.

Êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ìåòðè÷åñêèõ ïîëåé è èõ èññëåäîâàíèå î÷åíü òðóäíû,
åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ñâîéñòâà ýòèõ
ïîëåé è èõ îïèñàíèå îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ýêçîòè÷åñêèìè, ïîòîìó ÷òî îíè ïîðîæ-
äàþòñÿ ìíîãîâàðèàíòíîé ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Íàïðèìåð, îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (7.7) èìèòèðóåòñÿ ïðèíöèïàìè
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, à íå íåêîòîðûìè ñèëîâûìè ïîëÿìè, ïîòîìó ÷òî ïðèíöèïû
êâàíòîâîé ìåõàíèêè ó÷èòûâàþò ñâîéñòâî ìíîãîâàðèàíòíîñòè, òîãäà êàê òðàäè-
öèîííûå ñèëîâûå ïîëÿ èãíîðèðóþò ìíîãîâàðèàíòíîñòü.

Íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ î÷åíü âàæíàÿ ñòðàòåãè÷åñêàÿ ïðîáëåìà. ×òî ÿâëÿ-
åòñÿ èñõîäíîé òî÷êîé äëÿ èññëåäîâàíèé ÿâëåíèé ìèêðîìèðà? Ñåé÷àñ ýòè èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû
îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ òàèíñòâåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. ×àñòèöû
äâèæóòñÿ è âçàèìîäåéñòâóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè. Íèêòî íå ïîíèìàåò, ÷òî ýòî îçíà÷àåò. Òåì íå ìåíåå èññëåäîâàòåëè ïðîáóþò
ðàçíûå ïîäõîäû è ïðîâåðÿþò èõ. Íèêàêèõ ñåðüåçíûõ ïðèíöèïîâ! Òîëüêî ïîä-
ãîíêà! Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè î÷åíü îãðàíè÷åíî èç-çà
íåñîâåðøåíñòâà íàøèõ çíàíèé î ãåîìåòðèè.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìíîãîâàðèàíòíûõ ãåîìåòðèé ñòàëî âîçìîæíûì îáúÿñíèòü
êâàíòîâûå ñâîéñòâà êàê ïðîÿâëåíèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Êðîìå òîãî, ñòàëî âîçìîæíûì ïîñòàâèòü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â âèäå ôèçè÷åñêèõ òåë. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ áîëåå ðàçóìíûì èññëåäîâàòü ñíà÷àëà âîçìîæíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå ïîäãîíêà
òàêæå èñïîëüçóåòñÿ. Îäíàêî, ýòà ïîäãîíêà êàñàåòñÿ òîëüêî âûáîðà ïîäõîäÿ-
ùåé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (ïîäõîäÿùåé ìèðîâîé ôóíêöèè). Ïîñëå
òîãî êàê ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ âûáðàíà, ïîäãîíêà ïðåêðàùàåòñÿ è ñëåäóþò òîëüêî
ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû, ÷òî â çíà÷èòåëüíî îãðàíè-
÷èâàåò ïðîèçâîë âîîáðàæåíèÿ òåîðåòèêîâ.
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