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Àííîòàöèÿ
Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ãåîìåòðèè îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå P0 èìååòñÿ ìíî-

ãî âåêòîðîâ P0P1, P0P2,...êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû (ðàâíû) âåêòîðó Q0Q1

â òî÷êå Q0, íî îíè íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ñïîñîáíîñòü ê äèñ-
êðèìèíàöèè (íóëü-âàðèàíòíîñòü) ãåîìåòðèè ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà â òî÷êå P0

íåò âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó Q0Q1 â òî÷êå Q0. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
â íåêîòîðûõ ìíîãîâàðèàíòíûõ ãåîìåòðèÿõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íåêîòî-
ðûå ÷àñòèöû ìàëîé ìàññû ìîãóò áûòü äèñêðèìèíèðîâàíû (ò.å. îíè ëèáî
íå ñóùåñòâóþò, ëèáî èõ ýâîëþöèÿ íåâîçìîæíà). Âîçìîæíîñòü äèñêðèìè-
íàöèè íåêîòîðûõ ÷àñòèö ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíîé äëÿ îáúÿñíåíèÿ äèñ-
êðåòíîãî õàðàêòåðà ñïåêòðà ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

1 Ââåäåíèå
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìèêó ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
ïîðîæäåííóþ ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèí-
êîâñêîãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñîâïàäàåò ñ òðàäèöèîííîé êëàññè÷åñêîé äè-
íàìèêîé, è ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå
êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè íà áîëåå îáùèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ãåîìåòðèè.
Îäíàêî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà èìååò áîëåå ôóíäàìåíòàëüíóþ îñíîâó è ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíà â ìíîãîâàðèàíòíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ãåîìåò-
ðèÿõ, ãäå íåëüçÿ ââåñòè òðàäèöèîííóþ êëàññè÷åñêóþ äèíàìèêó. Äåëî â òîì, ÷òî
êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà áûëà ââåäåíà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ áåçãðàíè÷íîé äå-
ëèìîñòüþ, òîãäà êàê ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé äå-
ëèìîñòüþ. Îãðàíè÷åííàÿ äåëèìîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íå èìååò çíà÷åíèÿ
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äëÿ äèíàìèêè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë. Îäíàêî, êîãäà ðàçìåð äâèæóùåãîñÿ òåëà
ïîðÿäêà ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, óæå íåëüçÿ ïðåíåáðå-
ãàòü îãðàíè÷åííîé äåëèìîñòüþ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà ðàçâèâàåòñÿ â ðàìêàõ ïðîãðàììû äàëüíåéøåé ãåî-
ìåòðèçàöèè ôèçèêè, ïðîâîçãëàøåííîé â [1]. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëü-
íîñòè è îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþò øàãè â ðàçâèòèè ýòîé
ïðîãðàììû. Íåîáõîäèìîñòü äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ïîÿâèëàñü â òðèäöàòûõ ãî-
äàõ äâàäöàòîãî âåêà, êîãäà áûëà îáíàðóæåíà äèôðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ. Äâèæå-
íèå ýëåêòðîíîâ, ïðîøåäøèõ ñêâîçü ùåëü, ìíîãîâàðèàíòíî. Ïîñêîëüêó ñâîáîä-
íîå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ çàâèñèò òîëüêî îò ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òî
íóæíî áûëî èçìåíèòü ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñäåëàâ åå ìíîãîâà-
ðèàíòíîé. Â ìíîãîâàðèàíòíîé ãåîìåòðèè â òî÷êå Q0 èìååòñÿ ìíîãî âåêòîðîâ
Q0Q1, Q0Q

′
1,..., êîòîðûå ðàâíû âåêòîðó P0P1, çàäàííîìó â òî÷êå P0, íî íå ðàâ-

íû äðóã äðóãó. Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ íå áûëà èçâåñòíà â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà.
Îíà íåâîçìîæíà â ðàìêàõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Â ðåçóëüòàòå ìíîãîâàðèàíò-
íîñòü áûëà ïðèïèñàíà äèíàìèêå. Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå áûëè çàìåíåíû
ìàòðèöàìè è îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷èëàñü êâàíòîâàÿ äèíàìèêà, êîòîðàÿ îòëè÷à-
ëàñü îò êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè ñâîèìè ïðèíöèïàìè. Ìíîãîâàðèàíòíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîÿâèëàñü òîëüêî â êîíöå äâàäöàòîãî âåêà [2, 3].
Äàëüíåéøàÿ ãåîìåòðèçàöèÿ ôèçèêè ñòàëà âîçìîæíîé.

Âñÿêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ìîäèôèêàöèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè. Îäíàêî, íå âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè óäîáíû
äëÿ ìîäèôèêàöèè. Èìåþòñÿ òðè ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè [4]. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñëîì ïåðâè÷íûõ (áàçèñíûõ) ýëåìåíòîâ, îáðàçóþ-
ùèõ åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ.

Åâêëèäîâî ïðåäñòàâëåíèå (Å-ïðåäñòàâëåíèå) ñîäåðæèò òðè áàçèñíûõ ýëå-
ìåíòà (òî÷êà, îòðåçîê, óãîë). Ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (ôèãóðà) ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí èç ýòèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Ñâîéñòâà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ è
ìåòîä èõ èñïîëüçîâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ àêñèîìàìè Åâêëèäà.

Âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå (V-ïðåäñòàâëåíèå) ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ñîäåðæèò äâà áàçèñíûõ ýëåìåíòà (òî÷êà, âåêòîð). Óãîë ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäíûì ýëåìåíòîì, êîòîðûé ñòðîèòñÿ èç äâóõ âåêòîðîâ. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ
áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ðåãëàìåíòèðóåò-
ñÿ ñïåöèàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, èçâåñòíîé êàê ëèíåéíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàííûì íà íåì (åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïèñûâàåò âçàèìîîòíîøåíèå äâóõ áàçèñ-
íûõ ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ), òîãäà êàê äðóãèå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
àññîöèèðóþòñÿ ñ ïåðåìåùåíèåì âåêòîðîâ.

Òðåòüå ïðåäñòàâëåíèå (σ-ïðåäñòàâëåíèå) ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
ñîäåðæèò òîëüêî îäèí áàçèñíûé ýëåìåíò (òî÷êó). Îòðåçîê (âåêòîð) ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâîäíûì ýëåìåíòîì. Óãîë òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ýëåìåíòîì. îí
ñòðîèòñÿ èç äâóõ îòðåçêîâ (âåêòîðîâ). σ-ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ñïåöèàëüíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó: ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàèìî-
îòíîøåíèå äâóõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (òî÷åê). Ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ (P0, P1) =

2



1
2
ρ2 (P0, P1), ãäå ρ (P0, P1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P0 è P1.

Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ρ, òàê æå êàê è ïîíÿòèå ìèðîâîé ôóíêöèè σ, èñïîëüçóåò-
ñÿ âî âñåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, ìèðîâàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé òîëüêî â σ-ïðåäñòàâëåíèè, ãäå ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ
σ îïèñûâàåò âçàèìîîòíîøåíèå äâóõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (òî÷åê). Êðîìå òîãî,
ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè óäîâëåòâîðÿåò ðÿäó îãðà-
íè÷åíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ σ è òîëüêî â òåðìèíàõ σ. Ýòè óñëîâèÿ
(óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè) áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íèæå.

Óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè ýêâèâàëåíòíû èñïîëüçîâàíèþ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà íåì, íî ôîðìàëüíî îíè íå óïî-
ìèíàþò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîòîìó ÷òî âñå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê æå êàê âñå ïîíÿòèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè âûðàæàþòñÿ ïðÿìî ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ è òîëüêî ÷åðåç íåå.

Åñëè ìû õîòèì ìîäèôèöèðîâàòü ñîáñòâåííî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ, òî ýòó
ìîäèôèêàöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü â σ-ïðåäñòàâëåíèè. Â σ-ïðåäñòàâëåíèè ñïå-
öèàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ) èìååò âèä ôóíêöèè
äâóõ òî÷åê. Ìîäèôèöèðóÿ âèä ìèðîâîé ôóíêöèè, ìû àâòîìàòè÷åñêè ìîäèôèöè-
ðóåì âñå ïîíÿòèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ìèðîâóþ ôóíêöèþ. Î÷åíü âàæíî, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé
÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ íå ñîäåðæèò ññûëîê íà ñïîñîá îïèñàíèÿ (ðàçìåðíîñòü,
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîíÿòèå êðèâîé). Òîò ôàêò, ÷òî ìîäèôèöèðóÿ ìèðîâóþ
ôóíêöèþ, ìû íàðóøàåì óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè, íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïîòîìó ÷òî â
ðåçóëüòàòå ìîäèôèêàöèè ïîëó÷àåòñÿ íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Èçìåíåíèå ìèðî-
âîé ôóíêöèè îçíà÷àåò èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ, ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê äåôîð-
ìàöèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ, ïîëó÷èâøàÿ-
ñÿ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íàçûâàåòñÿ òðóá-
÷àòîé ãåîìåòðèåé (Ò-ãåîìåòðèåé), ïîòîìó ÷òî â îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïðÿìûå
ÿâëÿþòñÿ òðóáêàìè (ïîâåðõíîñòÿìè), à íå îäíîìåðíûìè ëèíèÿìè. Ôèçè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ � äðóãîå íàçâàíèå Ò-ãåîìåòðèè. Ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãåîìåòðèþ, ïîëíîñòüþ îïèñûâàåìóþ ìèðîâîé ôóíêöèåé. Âñÿêàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ Ò-ãåîìåòðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
âñåõ âîçìîæíûõ ãåîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Âîçìîæíîñòü ìîäèôèêàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â V-ïðåäñòàâ-
ëåíèè î÷åíü îãðàíè÷åíà, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþòñÿ äâà áàçèñ-
íûõ ýëåìåíòà. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èõ íåëüçÿ ìîäèôèöèðîâàòü
íåçàâèñèìî. Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íóæíî ñîõðàíèòü êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé, îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé.
Ðàçìåðíîñòü îáîáùåííîé ãåîìåòðèè äîëæíà áûòü ôèêñèðîâàííîé. Êðîìå òîãî,
îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ íå ìîæåò áûòü ìíîãîâàðèàíòíîé. Òàêîå ñâîéñòâî ãåî-
ìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êàê ìíîãîâàðèàíòíîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî
â σ-ïðåäñòàâëåíèè. Ïîñêîëüêó σ-ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè íå áûëî èçâåñòíî â äâàäöàòîì âåêå, ìíîãîâàðèàíòíîñòü ãåîìåòðèè áûëà
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òîæå íåèçâåñòíûì ïîíÿòèåì.
Ïåðåõîä îò V-ïðåäñòàâëåíèÿ ê σ-ïðåäñòàâëåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Âñå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûðàæàþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè σ. Íà ñàìîì äåëå, ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ âåêòîðîâ è ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n âåêòîðîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ìèðîâóþ ôóíêöèþ σE ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Òàêèå îïåðàöèè íàä
âåêòîðàìè êàê ðàâåíñòâî âåêòîðîâ, ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðà
íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ôîðìóë. Õàðàêòåð-
íûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé, çàäàâàåìûå â V-ïðåäñòàâëåíèè ñ ïîìîùüþ àêñèîì,
çàäàþòñÿ òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíê-
öèè σE. Ïîñëå âûðàæåíèÿ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç
ìèðîâóþ ôóíêöèþ î ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íå óïîìèíàòü,
ïîòîìó ÷òî âñå åãî ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé. Ìû ïîëó÷àåì
σ-ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ãäå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëè-
íåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûðàæàþòñÿ â âèäå ôîðìóë, òîãäà êàê äðóãàÿ
÷àñòü ñâîéñòâ ñêðûòà â ñïåöèôè÷åñêîì âèäå åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèè σE.
Ìîäèôèöèðóÿ ìèðîâóþ ôóíêöèþ, ìû àâòîìàòè÷åñêè ìîäèôèöèðóåì ñâîéñòâà
ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êîòîðîå íà ñàìîì äåëå íå óïîìèíàåòñÿ).
Ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè ìû íå çàäóìûâàåìñÿ íàä ñïîñîáîì ìîäèôèêàöèè ëè-
íåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé â V-ïðåäñòàâëåíèè. Â σ-ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñòðóêòóðîé, î êîòîðîé ìîæíî íå óïîìèíàòü
âîâñå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê σ-ïðåäñòàâëåíèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïåðâè÷íûå â V-ïðåäñòàâëåíèè) ñòàíîâÿòñÿ âòîðè÷íûìè
ïîíÿòèÿìè (ïðîèçâîäíûìè ïîíÿòèÿìè σ-ïðåäñòàâëåíèÿ).

Â σ-ïðåäñòàâëåíèè ìû èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîíÿòèé ñîáñòâåí-
íî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Âåêòîð PQ =

−→
PQ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî èç äâóõ òî÷åê P è Q. Äëèíà |PQ| âåêòîðà PQ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

|P0P1| =
√

2σ (P0, P1) (1.1)
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (P0P1.Q0Q1) äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.Q0Q1) = σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) (1.2)

ãäå ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ

σ : Ω× Ω → R, σ (P, Q) = σ (Q,P ) , σ (P, P ) = 0, ∀P, Q ∈ Ω
(1.3)

ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé σE ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè n âåêòîðîâ P0Pk, k = 1, 2, ...n ëèíåéíî

çàâèñèìû, åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü Ãðàìà

Fn (Pn) = 0, Pn = {P0, P1, ..., Pn} (1.4)
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ãäå îïðåäåëèòåëü Ãðàìà Fn (Pn) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Fn (Pn) ≡ det || (P0Pi.P0Pk) || , i, k = 1, 2, ...n (1.5)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (1.2) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, óñëîâèå ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè n âåêòîðîâ P0Pk, k = 1, 2, ...n çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Fn (Pn) ≡ det ||σ (P0, Pi) + σ (P0, Pk)− σ (Pi, Pk) || = 0, i, k = 1, 2, ...n (1.6)

Îïðåäåëåíèå (1.2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ òðà-
äèöèîííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü). Ñîîòíîøåíèÿ (1.2), (1.6) íå ñîäåðæàò ññûëîê
íà ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è íà ñèñòåìó êîîðäèíàò â íåì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (1.2), (1.6) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ.

Ýêâèâàëåíòíîñòü (ðàâåíñòâî) äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè

P0P1eqvQ0Q1 : (P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1| ∧ |P0P1| = |Q0Q1| (1.7)

ãäå |P0P1| åñòü äëèíà (1.1) âåêòîðà P0P1

|P0P1| =
√

(P0P1.P0P1) =
√

2σ (P0, P1) (1.8)

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ñîîòíîøåíèå (1.7) ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ P0P1

è Q0Q1 èìååò âèä

σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) = 2σ (P0, P1) (1.9)
σ (P0, P1) = σ (Q0, Q1) (1.10)

Åñëè òî÷êè P0, P1, îïðåäåëÿþùèå âåêòîð P0P1, è íà÷àëî Q0 âåêòîðà Q0Q1

çàäàíû, òî ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð Q0Q1, ýêâèâàëåíòíûé (ðàâíûé) âåêòîðó
P0P1, ðåøàÿ äâà óðàâíåíèÿ (1.9), (1.10) îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ òî÷êè Q1.

Â ñëó÷àå ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî
ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.9), (1.10) íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè n ïðîñòðàíñòâà. Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé Ò-ãåîìåòðèè íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü íè ñóùåñòâîâàíèÿ, íè
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.9), (1.10) äëÿ òî÷êè Q1. ×èñëî ðåøåíèé
çàâèñèò îò âèäà ìèðîâîé ôóíêöèè σ. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò ìíîãîâàðèàíòíîñòü
ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ â ïðîèçâîëüíîé Ò-ãåîìåòðèè. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, îäíîâàðèàíòíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ âåêòîðîâ â ñîáñòâåííî åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâîì ñîáñòâåííî åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè, è ýòî ñâîéñòâî îáóñëîâëåíî âèäîì åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíê-
öèè. Â äðóãèõ Ò-ãåîìåòðèÿõ ýòî ñâîéñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.

Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îíî
ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ìè-
ðîâóþ ôóíêöèþ. Ïîñêîëüêó ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ðàçëè÷íà â ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ
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ãåîìåòðèÿõ, ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì, èëè íå ñó-
ùåñòâîâàòü âîâñå. Åñëè èìååòñÿ ìíîãî ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.9), (1.10) ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì âåêòîðå P0P1 è ôèêñèðîâàííîé òî÷êå Q0, ìû áóäåì ãîâîðèòü î
ñâîéñòâå ìíîãîâàðèàíòíîñòè ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (1.9), (1.10) ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå P0P1 è ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå Q0, ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñâîéñòâå ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè ê äèñêðèìèíà-
öèè íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (íóëü-âàðèàíòíîñòè).

Åñëè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Fn (Pn) 6= 0, âåêòîðû P0Pk,
k = 1, 2, ...n ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìîëèíåéíóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè P0Pk, k = 1, 2, ...n â n-ìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû xk = (P0P)k âåêòîðà P0P â
ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä

xk = xk (P ) = (P0P)k = (P0P.P0Pk) , k = 1, 2, ...n (1.11)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè. Ýòè óñëîâèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî Ò-ãåîìåòðèÿ, îïèñûâàåìàÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé σ,
ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé.

I. Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè è ââåäåíèå ïðÿìîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

∃Pn ≡ {P0, P1, ...Pn} ⊂ Ω, Fn (Pn) 6= 0, Fk

(
Ωk+1

)
= 0, k > n (1.12)

ãäå Fn (Pn) åñòü îïðåäåëèòåëü Ãðàìà (1.5). Âåêòîðû P0Pi, i = 1, 2, ...n ÿâëÿ-
þòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ïðÿìîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Kn ñ íà÷àëîì
â òî÷êå P0. Â Kn êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik (Pn), i, k = 1, 2, ...n è
êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik (Pn), i, k = 1, 2, ...n îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

k=n∑

k=1

gik (Pn) glk (Pn) = δi
l , gil (Pn) = (P0Pi.P0Pl) , i, l = 1, 2, ...n (1.13)

Fn (Pn) = det ||gik (Pn)|| 6= 0, i, k = 1, 2, ...n (1.14)
II. Ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

σ (P, Q) =
1

2

i,k=n∑

i,k=1

gik (Pn) (xi (P )− xi (Q)) (xk (P )− xk (Q)) , ∀P, Q ∈ Ω

(1.15)
ãäå êîîðäèíàòû xi = xi (P ) , i = 1, 2, ...n òî÷êè P ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà P0P, îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèåì (1.11).

III: Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà glk (Pn) èìååò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

gk > 0, k = 1, 2, ..., n (1.16)
IV. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè: ñèñòåìà óðàâíåíèé

(P0Pi.P0P) = yi ∈ R, i = 1, 2, ...n (1.17)
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ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè P
êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò y = {yi}, i = 1, 2, ...n èìååò âñåãäà îäíî è òîëüêî îäíî
ðåøåíèå. Âñå óñëîâèÿ I ÷ IV ñîäåðæàò ññûëêó íà ðàçìåðíîñòü n åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ I ÷ IV ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî ìèðîâàÿ
ôóíêöèÿ σ, çàäàííàÿ íà Ω, îïèñûâàåò n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî [2].

2 Äèíàìèêà êàê ðåçóëüòàò ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ïîñòðîåíèå äèíàìèêè íà îñíîâå ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè (Ò-ãåîìåòðèè) ïðåäñòàâ-
ëåíî â [1]. Çäåñü ìû òîëüêî íàïîìíèì ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû.

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O ⊂Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî òî÷å÷íîãî
ìíîæåñòâà Ω. Â Ò-ãåîìåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
êàðêàñíî-îáîëî÷íîãî ìåòîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò
O ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé ýëåìåíòàðíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ÝÃÎ).

Ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E îïèñûâàåòñÿ ñâîèì êàðêàñîì Pn è
îáîëî÷íîé ôóíêöèåé fPn . Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂ Ω ïà-
ðàìåòðîâ îáîëî÷íîé ôóíêöèè fPn ÿâëÿåòñÿ êàðêàñîì ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî îáúåêòà (ÝÃÎ) E ⊂ Ω. Ìíîæåñòâî E ⊂ Ω òî÷åê, îáðàçóþùèõ ÝÃÎ,
íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé åãî êàðêàñà Pn. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn

fPn : Ω → R, (2.1)
îïðåäåëÿþùàÿ ÝÃÎ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåêóùåé òî÷êè R ∈ Ω è ïàðàìåòðîâ
Pn ⊂ Ω. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé s
àðãóìåíòîâ w = {w1, w2, ...ws}, s = (n + 2)(n + 1)/2. Êàæäûé èç àðãóìåíòîâ
wk = σ (Qk, Lk) ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé σ äâóõ òî÷åê Qk, Lk ∈ {R,Pn},
èëè ïðèíàäëåæàùèõ êàðêàñó Pn, èëè ñîâïàäàþùèõ ñ òåêóùåé òî÷êîé R. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E îïðåäåëÿåòñÿ åãî êàðêàñîì Pn è åãî
îáîëî÷íîé ôóíêöèåé fPn . Ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ìíîæåñòâî íóëåé îáîëî÷íîé ôóíêöèè

E = {R|fPn (R) = 0} (2.2)
Îïðåäåëåíèå. Äâà ÝÃÎ EPn è EQn ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ êàðêàñû Pn è Qn

ýêâèâàëåíòíû è îáîëî÷íûå ôóíêöèè fPn è gQn ýêâèâàëåíòíû. Ýêâèâàëåíòíîñòü
(PneqvQn) äâóõ êàðêàñîâ Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂ Ω è Qn ≡ {Q0, Q1, ..., Qn} ⊂ Ω
îçíà÷àåò, ÷òî

PneqvQn : PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n, i ≤ k (2.3)
Ýêâèâàëåíòíîñòü îáîëî÷íûõ ôóíêöèé fPn è gQn îçíà÷àåò, ÷òî îíè èìåþò îäíî
è òî æå ìíîæåñòâî íóëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè

fPn (R) = Φ (gPn (R)) , ∀R ∈ Ω (2.4)
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ãäå Φ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì

Φ : R→ R, Φ (0) = 0 (2.5)

Ýâîëþöèÿ ÝÃÎ OPn â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ìèðîâîé öåïüþ
Cfr ñâÿçàííûõ ýêâèâàëåíòíûõ ÝÃÎ. Òî÷êà P0 êàðêàñà Pn = {P0, P1, ...Pn} ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê íà÷àëî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà OPn . ÝÃÎ OPn ñ÷èòàåòñÿ
íàõîäÿùèìñÿ â åãî íà÷àëå P0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ êàðêàñîâ
Pn

(l) =
{

P
(l)
0 , P

(l)
1 , ...P

(l)
n

}
, l = ...0, 1, ... êîòîðûå ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû

P
(l)
i P

(l)
k eqvP(l+1)

i P
(l+1)
k , i, k = 0, 1, ...n; l = ...1, 2, ... (2.6)

Êàðêàñû Pn
(l), l = ...0, 1, ... ñâÿçàíû, è îíè îáðàçóþò öåïü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà

P0P1, åñëè òî÷êà P1 îäíîãî êàðêàñà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì P0 ñìåæíîãî êàðêàñà

P
(l)
1 = P

(l+1)
0 , l = ...0, 1, 2, ... (2.7)

Öåïü Cfr îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà OPn â
íàïðàâëåíèè âåäóùåãî âåêòîðà P0P1. Ýâîëþöèÿ ÝÃÎ OPn ÿâëÿåòñÿ âðåìåí-
íîé ýâîëþöèåé, åñëè âåêòîðû P

(l)
0 P

(l)
1 âðåìåíèïîäîáíû

∣∣∣P(l)
0 P

(l)
1

∣∣∣
2

> 0, l =

...0, 1, ... Ýâîëþöèÿ ÝÃÎ OPn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèåé, åñëè âåê-
òîðû P

(l)
0 P

(l)
1 ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíû

∣∣∣P(l)
0 P

(l)
1

∣∣∣
2

< 0, l = ...0, 1, ...
Çàìåòèì, ÷òî âñå ñìåæíûå çâåíüÿ (ÝÃÎ) öåïè ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû, õî-

òÿ äâà çâåíà ìîãóò áûòü íå ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè.
Îäíàêî äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ ðàâíû âî âñåõ çâåíüÿõ öåïè.

∣∣∣P(l)
i P

(l)
k

∣∣∣ =
∣∣∣P(s)

i P
(s)
k

∣∣∣ , i, k = 0, 1, ...n; l, s = ...1, 2, ... (2.8)

Ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîð P
(l)
0 P

(l)
1 , îïðåäåëÿþùèé âèä ýâîëþöèè è ôîðìó öåïè,

âåäóùèì âåêòîðîì. Ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå 4-ñêîðîñòè ôèçè÷åñêî-
ãî òåëà, êîòîðîå àññîöèèðóåòñÿ ñî çâåíîì ìèðîâîé öåïè.

Åñëè ñîîòíîøåíèÿ

PneqvQn : (PiPk.QiQk) = |PiPk| · |QiQk| , |PiPk| = |QiQk| ,(2.9)
i, k = 0, 1, 2, ...n

QneqvRn : (QiQk.RiRk) = |QiQk| · |RiRk| , |QiQk| = |RiRk| ,(2.10)
i, k = 0, 1, 2, ...n

óäîâëåòâîðÿþòñÿ, òî ñîîòíîøåíèÿ

PneqvRn : (PiPk.RiRk) = |PiPk| · |RiRk| , |PiPk| = |RiRk| ,(2.11)
i, k = 0, 1, 2, ...n
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âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþòñÿ, ïîòîìó ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.11) ñîäåðæàò
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (PiPk.RiRk). Ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîäåðæàò
ìèðîâûå ôóíêöèè σ (Pi, Rk), êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (2.9), (2.10).

Ìèðîâàÿ öåïü Cfr, ñîñòîÿùàÿ èç ýêâèâàëåíòíûõ çâåíüåâ (2.6), (2.7), îïèñû-
âàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ôèçè÷åñêîãî òåëà (÷àñòèöû), àññîöèèðîâàííîãî ñ êàð-
êàñîì Pn. Ïðèìåì, ÷òî äâèæåíèå ôèçè÷åñêîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè
âñå òî÷êè òåëà äâèæóòñÿ ñâîáîäíî (ò.å. áåç óñêîðåíèÿ). Åñëè âíåøíèå ñèëû
îòñóòñòâóþò, ôèçè÷åñêîå òåëî êàê öåëîå äâèæåòñÿ áåç óñêîðåíèÿ. îäíàêî, åñëè
òåëî âðàùàåòñÿ, òî íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ýòîãî òåëà êàê ñâîáîäíîå,
ïîòîìó ÷òî íå âñå òî÷êè ýòîãî òåëà äâèæóòñÿ ñâîáîäíî (áåç óñêîðåíèÿ). Âî âðà-
ùàþùåìñÿ òåëå èìåþòñÿ âíóòðåííèå ñèëû, êîòîðûå ïîðîæäàþò öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå íåêîòîðûõ òî÷åê òåëà. Â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûå òî÷êè òåëà
íå äâèæóòñÿ ñâîáîäíî. Äâèæåíèå âðàùàþùåãîñÿ òåëà ìîæåò áûòü ñâîáîäíûì
òîëüêî â ñðåäíåì, íî íå ïîëíîñòüþ ñâîáîäíûì.

Êîíöåïöèÿ íåñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû äîâîëüíî íåîïðåäåëåííà, è ìû
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ.

Òðàäèöèîííàÿ êîíöåïöèÿ äâèæåíèÿ íåòî÷å÷íîé ÷àñòèöû, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ ñâîáîäíûì â ñðåäíåì, ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ñäâèã, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ 4-
âåêòîðîì ñêîðîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîå âðàùåíèå, îïèñûâàåìîå 3-ïñåâäîâåêòîðîì
óãëîâîé ñêîðîñòè Ω. 4-âåêòîð ñêîðîñòè àññîöèèðóåòñÿ ñ âðåìåíèïîäîáíûì âåäó-
ùèì âåêòîðîì P0P1. Ïðè ñâîáîäíîì â ñðåäíåì äâèæåíèè âðàùàþùåãîñÿ òåëà
íåêîòîðûå èç âåêòîðîâ P0P

(s)
2 ,P0P

(s)
3 ,... êàðêàñà Pn íå ïàðàëëåëüíû âåêòîðàì

P0P
(s+1)
2 ,P0P

(s+1)
3 , ..., õîòÿ ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè âñå âåêòîðû P0P

(s)
2 ,P0P

(s)
3 , ...

äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû âåêòîðàì P0P
(s+1)
2 ,P0P

(s+1)
3 , ... êàê ýòî ñëåäóåò èç

(2.6). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèðîâàÿ öåïü Cfr ñâîáîäíî äâèæóùåãîñÿ òåëà îïèñûâà-
åò òîëüêî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ôèçè÷åñêîãî òåëà, íî íå åãî âðàùåíèå.

Åñëè âåäóùèé âåêòîð P0P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, òåëî, îïè-
ñûâàåìîå êàðêàñîì Pn, ýâîëþöèîíèðóåò â ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîì íàïðàâëå-
íèè. Êàæåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ íåâîçìîæíà (âî âñÿêîì ñëó÷àå,
îíà íåâîçìîæíà ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå ê äèíàìèêå). Îäíàêî, ýòî íå ñî-
âñåì òàê. Åñëè ìèðîâàÿ öåïü îáðàçóåò ñïèðàëü ñ âðåìåíèïîäîáíîé îñüþ, òî
òàêàÿ ìèðîâàÿ öåïü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âðåìåíèïîäîáíàÿ â ñðåäíåì.
Íà ñàìîì äåëå, òàêèå ìèðîâûå öåïè âîçìîæíû. Íàïðèìåð, ìèðîâàÿ öåïü êëàñ-
ñè÷åñêîé äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëü ñ âðåìåíèïîäîáíîé
îñüþ [5, 6, 7]. Íå ñîâñåì ÿñíî, ÿâëÿþòñÿ ëè çâåíüÿ ýòîé öåïè ïðîñòðàíñòâåí-
íîïîäîáíûìè, ïîòîìó ÷òî âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû,
îòâåòñòâåííûå çà ñïèðàëüíîñòü ìèðîâîé öåïè, îïèñûâàþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèè íå áåññìûñëåííî,
îñîáåííî åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ ìîæåò
èìèòèðîâàòü âðàùåíèå, êîòîðîå îòñóòñòâóåò ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû.
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3 Äèñêðåòíîñòü è ñïîñîáíîñòü ê äèñêðèìèíàöèè
ìíîãîâàðèàíòíîé ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vd = {σd,R4},
îïèñûâàåìîå ìèðîâîé ôóíêöèåé

σd = σM + d · sgn (σM) (3.1)

d = λ2
0 = const > 0 (3.2)

sgn (x) =





1, åñëè x > 0
0, åñëè x = 0
−1, åñëè x < 0

, (3.3)

ãäå σM ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâ-
ñêîãî. λ0 åñòü íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà. Â òàêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ãåîìåòðèè äâà ñâÿçàííûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðà P0P1 è P1P2 îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [1]

P0P1eqvP1P2 : P0P1 = {µ, 0, 0, 0} , P1P2 =



µ +

3λ2
0

µ
, λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2
n





(3.4)
ãäå n åñòü ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé 3-âåêòîð. Âåëè÷èíà µ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äëèíó âåêòîðà P0P1 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé âåêòîðîì
P0P1). Ìû âèäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà P1P2 îïðåäåëÿåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî 3-âåêòîðà äëèíîé λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2 . Ýòà ìíîãîâàðèàíò-
íîñòü ïîðîæäàåò âèõëÿíèå çâåíüåâ ìèðîâîé öåïè, ñîñòîÿùåé èç ýêâèâàëåíòíûõ
âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ ...P0P1, P1P2, P2P3,... Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå öå-
ïè ñ âèõëÿþùèìèñÿ çâåíüÿìè ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâûì îïèñàíèåì ÷àñòèöû ñ ìàñ-
ñîé m = bµ, åñëè ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà λ0 = ~1/2 (2bc)−1/2, ãäå c åñòü ñêîðîñòü
ñâåòà, ~ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé ïîñòîÿííîé, à b åñòü íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ, ÷üÿ òî÷íàÿ âåëè÷èíà íå îïðåäåëåíà [8], ïîòîìó ÷òî ñòàòèñòè÷åñêîå
îïèñàíèå íå ñîäåðæèò âåëè÷èíû b. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðíàÿ äëèíà âèõëÿ-
íèÿ ïîðÿäêà λ0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáúÿñíèòü êâàíòîâîå îïèñàíèå ÷àñòèöû êàê ñòàòèñòè-
÷åñêîå îïèñàíèå ìíîãîâàðèàíòíîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü ìèðîâóþ ôóíêöèþ (3.3). Îäíàêî âèä ìèðîâîé ôóíêöèè (3.3) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîâïàäåíèåì äâóõ îïèñàíèé òîëüêî äëÿ âåëè÷èíû σM > σ0, ãäå ïîñòîÿííàÿ σ0

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìàññó mL ëåã÷àéøåé ìàññèâíîé ÷àñòèöû (ýëåêòðîíà) ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

σ0 ≤ µ2
L

2
− d =

m2
L

2b2
− d =

m2
L

2b2
− ~

2bc
(3.5)
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ãäå µL = mL/b åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà ëåã÷àéøåé ìàññèâíîé ÷àñòèöû (ýëåê-
òðîíà). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà µLM òîé æå ñàìîé ÷àñòèöû, ðàññìàòðèâàåìàÿ â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî, èìååò âèä

µLM =
√

µ2
L − 2d

Ïîñêîëüêó σ0 > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, m2
L − b~c−1 > 0, Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

îöåíêó äëÿ óíèâåðñàëüíîé ïîñòîÿííîé b

b <
m2

Lc

~
≈ 2.4× 10−17g/cm. (3.6)

Èíòåíñèâíîñòü âèõëÿíèÿ ìîæåò îïèñûâàòüñÿ âåêòîðîì ìíîãîâàðèàíòíîñòè
am, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü P1P2, P1P

′
2 ñóòü âåêòî-

ðû, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû âåêòîðó P0P1. Ïóñòü

P1P2 =



µ +

3λ2
0

µ
, λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2
n



 , P1P

′
2 =



µ +

3λ2
0

µ
, λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2
n′





Ðàññìîòðèì âåêòîð

P2P
′
2 =



0, λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2
(n′ − n)



 (3.7)

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü âåêòîðîâ P1P2, P1P
′
2. Ðàññìîòðèì äëèíó

|P2P
′
2|M âåêòîðà P2P

′
2 â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Ïîëó÷àåì

|P2P
′
2|2M = −λ2

0

(
6 +

9λ2
0

µ2

)
(2− 2nn′) (3.8)

Äëèíà âåêòîðà (3.7) ìèíèìàëüíà ïðè n = −n′. Ïðè n = n′ äëèíà âåêòîðà
(3.7) ìàêñèìàëüíà è ðàâíà íóëþ. Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîð P2P

′
2 ïðè n = −n′

ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì ìíîãîâàðèàíòíîñòè am, êîòîðûé îïèñûâàåò èíòåíñèâíîñòü
ìíîãîâàðèàíòíîñòè. Èìååì

am =



0, 2λ0

√
6 +

9λ2
0

µ2
n



 |am|2 = (am.am) = −4λ2

0

(
6 +

9λ2
0

µ2

)
(3.9)

ãäå n åñòü ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé 3-âåêòîð. Âåêòîð ìíîãîâàðèàíòíîñòè am

ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáåí
Â ñëó÷àå, êîãäà µ À λ0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèíà âèõëÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì

λw =
1

2

√
|(am.am)| ≈

√
6λ0 =

√
6

√
~

2bc
>
√

3
~

mLc
=
√

3λcom
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ãäå λcom åñòü êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû.
Ñîîòíîøåíèå (3.6) îçíà÷àåò, ÷òî

σd = σM + d, åñëè σM > σ0 (3.10)

Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé σM < σ0 âèä ìèðîâîé ôóíêöèè σd ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò
ñîîòíîøåíèÿ (3.10). Îäíàêî, σd = 0, åñëè σM = 0.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì,
|P0P1|2 ≥ λ2

0, åñëè âåêòîð P0P1 ÿâëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, è |P0P1|2 ≤ λ2
0, åñëè

âåêòîð P0P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè íåò áëèçêèõ òî÷åê. Îòñóòñòâèå áëèçêèõ òî÷åê íà íåïðåðûâíîì
ìíîæåñòâå êàæåòñÿ äîâîëüíî íåîæèäàííûì, ïîòîìó ÷òî äèñêðåòíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè îáû÷íî àññîöèèðóåòñÿ ñ ðåøåò÷àòûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì, íî
íå ñ íåïðåðûâíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì. Òåì íå ìåíåå ôàêò îòñóòñòâèÿ
áëèçêèõ òî÷åê îçíà÷àåò äèñêðåòíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, è ìû íå âèäèì
âîçìîæíîñòè äðóãîé èíòåðïðåòàöèè, ÷åì äèñêðåòíîñòü. Åñëè ðàññìîòðåòü ýê-
âèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 â íåêîòîðîì ðåøåò÷àòîì ïðîñòðàí-
ñòâå, òî ñëåäóåò îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ äèñêðèìèíàöèè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ïîòî-
ìó ÷òî èç-çà ðåøåò÷àòîãî õàðàêòåðà ïðîñòðàíñòâà, íåëüçÿ âñåãäà íàéòè â òî÷êå
P0 âåêòîð P0P1, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí çàäàííîìó âåêòîðó Q0Q1.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, îïèñûâàåìîå ìèðîâîé ôóíêöèåé

σ = σM + d (σM) (3.11)

d (σM) = λ2
0f

(
σM

σ0

)
=

{
λ2

0sgn
(

σM

σ0

)
åñëè |σM| > σ0 > 0

λ2
0

σM

σ0
åñëè |σM| ≤ σ0

(3.12)

Åñëè σ0 ìàëà, òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ áëèçêà ê ìèðîâîé ôóíêöèè (3.1). Åñëè σ0 →
0, òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ(3.12) ñòðåìèòñÿ ê (3.1). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ (3.12) íå äèñêðåòíà, íî îíà áëèçêà ê äèñêðåòíîé ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè (3.1). Ýòà êâàçè-äèñêðåòîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ñïî-
ñîáíîñòè ê äèñêðèìèíàöèè, êîãäà ýâîëþöèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòèö ìàëîé ìàññû
îêàçûâàåòñÿ çàïðåùåííîé.

Ðàññìîòðèì äâà ñâÿçàííûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðà P0P1, P1P2 ìèðîâîé
öåïè PkPk+1, k = ...0, 1, ... Èñïîëüçóåì èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå
òî÷êè P0, P1, P2 èìåþò êîîðäèíàòû

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {s, 0, 0, 0} , P2 = {2s + α0, α1, α2, α3} (3.13)

à êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

P0P1 = {s, 0, 0, 0} , P1P2 = {s + α0, α1, α2, α3} (3.14)
P0P2 = {2s + α0, α1, α2, α3} (3.15)

Â ýòîì ñëó÷àå
|P0P1|M = |P1P2|M = s (3.16)
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åñòü äëèíà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî, òîãäà êàê èõ èñòèí-
íûå äëèíû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (3.11), (3.12) èìåþò âèä

|P0P1| = |P1P2| =
√
|P0P1|2M + 2d (σM (P0, P1)) =

√
s2 + 2d (σM (P0, P1)) (3.17)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2), (3.11), ïîëó÷àåì

(P0P1.Q0Q1) = (P0P1.Q0Q1)M + w (P0, P1, Q0, Q1) (3.18)

ãäå (P0P1.Q0Q1)M åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèí-
êîâñêîãî, è

w (P0, P1, Q0, Q1) = d (σM (P0, Q1))+d (σM (P1, Q0))−d (σM (P0, Q0))−d (σM (P1, Q1))
(3.19)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.17),(3.18), ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè P0P1eqvP1P2 (1.9), (1.10) â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî σM è äèñòîðñèè d.

s (s + α0) + w (P0, P1, P1, P2) = s2 (3.20)

(s + α0)
2 − α2 = s2, α2 = α2

1 + α2
2 + α2

3 ≥ 0 (3.21)
ãäå

w (P0, P1, P1, P2) = d (σM (P0, P2))− d (σM (P0, P1))− d (σM (P1, P2)) (3.22)

= λ2
0f

(
(2s + α0)

2 − α2

2σ0

)
− 2λ2

0f

(
s2

2σ0

)
(3.23)

Çäåñü ÷åòûðå âåëè÷èíû {α0, α} = {α0, α1, α2, α3} äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû êàê
ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé (3.20), (3.21).

Óðàâíåíèÿ (3.21) (3.20) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

2sα0 + α2
0 − α2 = 0 (3.24)

sα0 + λ2
0f

(
(2s + α0)

2 − α2

2σ0

)
− 2λ2

0f

(
s2

2σ0

)
= 0 (3.25)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (3.24) â âèäå

α0 = −s +
√

s2 + α2 =
α2

s +
√

s2 + α2
(3.26)

è èñêëþ÷àÿ α0 èç (3.25), ïîëó÷àåì

sα2

s +
√

s2 + α2
+ λ2

0f

(
s
(
s +

√
s2 + α2

)

σ0

)
− 2λ2

0f

(
s2

2σ0

)
= 0 (3.27)
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

α2 =
λ2

0

s

(
s +

√
s2 + α2

) (
2f

(
s2

2σ0

)
− f

(
s
(
s +

√
s2 + α2

)

σ0

))
(3.28)

Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû x, l , k

x =
α2

σ0

, l =
s√
σ0

, k =
λ2

0

σ0

(3.29)

ïîëó÷àåì

x = k
l +

√
l2 + x

l

(
2f

(
l2

2

)
− f

(
l
(
l +

√
l2 + x

)))
(3.30)

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðåøåíèÿ x = α2

σ0
≥ 0. Ýòè ðåøåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî

äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû l2. Ãðàíèöû îáëàñòåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.30) îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè óðàâíåíèÿ

k

(
2f

(
l2

2

)
− f

(
2l2

))
= 0 (3.31)

Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.12)

f
(
l2

)
=

{
1 åñëè l2 > 1
l2 åñëè l2 ≤ 1

, (3.32)

òî íóëÿìè óðàâíåíèÿ (3.31) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè {0, 1}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
l2 ∈ (0, 1) çàïðåùåíû. Çíà÷åíèÿ

l2 ∈ (0, 1) (3.33)

çàïðåùåíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû
l2 íåâîçìîæíà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.17) è (3.29) ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà µ âûðàæàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

µ = |P0P1| =
√
|P0P1|2M + 2λ2

0f

(
l2

2

)
=

√
σ0l2 + 2λ2

0f

(
l2

2

)
(3.34)

Òîãäà èç (3.34) ñëåäóåò, ÷òî ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìàññû µ

µ2 ∈ (0, σ0 (1 + k)) =
(
0, σ0 + λ2

0

)
(3.35)

çàïðåùåíû, ïîòîìó ÷òî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ìàññû µ2 âåëè÷èíà α2 < 0. Êàê ìîæ-
íî âèäåòü, ñëó÷àé σ0 → 0 ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì λ0 > 0 ñîîòâåòñòâóåò
äèñêðåòíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè (3.1) ñ ìèíèìàëüíûì ðàçìå-
ðîì λ0. Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà µ < λ0 çàïðåùåíà. ×àñòèöû ìàññû

14



µ < λ0 íåâîçìîæíû â äèñêðåòíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè (3.1), è
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàññà µ = λ0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìàññîé â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ãåîìåòðèè (3.1). Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé k = λ2

0/σ0 = ∞ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé
êîíå÷íîãî k = λ2

0/σ0 êàê ñëó÷àé ÷àñòè÷íî äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå âåëè÷èíà k = λ2

0/σ0 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòåïåíü äèñêðåòíîñòè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ íåòðàäè-
öèîííûì. Íî îíî îòñóòñòâóåò ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå, ïîòîìó ÷òî äèñêðåò-
íàÿ ãåîìåòðèÿ íå ðàçðàáàòûâàëàñü íàäëåæàùèì îáðàçîì. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìîæíî ââåñòè òàêîé íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð k, ÷òî ïðè k = 0 ïîëó÷àåò-
ñÿ íåïðåðûâíàÿ ãåîìåòðèÿ (ãåîìåòðèÿ Ìèíêîâñêîãî), à ïðè k = ∞ ïîëó÷à-
åòñÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ. Èññëåäóÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ
ãåîìåòðèþ ñ ïðîèçâîëüíûì k, ìû èñïîëüçóåì îáùèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Ò-
ãåîìåòðèè. Â òàêîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ââåñòè ïîíÿòèå ÷à-
ñòè÷íî äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè ñ ìàñøòàáîì äèñêðåòíîñòè λ0 è ñòåïåíüþ äèñ-
êðåòíîñòè k.

Â ÷àñòè÷íî äèñêðåòíîé ìíîãîâàðèàíòíîé ãåîìåòðèè èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
íà âîçìîæíûå ìàññû ÷àñòèö äàæå â ñëó÷àå, êîãäà äèñêðåòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé. Äèñêðåòíîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè ñâÿçàíà ñî ñïî-
ñîáíîñòüþ ê äèñêðèìèíàöèè, ïîðîæäåííîé ôàêòîì íóëü-âàðèàíòíîñòè, êîãäà
óðàâíåíèÿ (1.9), (1.10), îïèñûâàþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ íå èìå-
þò ðåøåíèÿ. Íóëü-âàðèàíòíîñòü è ìíîãîâàðèàíòíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå
ñòîðîíû îäíîé ìåäàëè. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ïîðîæäàåò êâàíòîâûå ýôôåêòû, òî-
ãäà êàê íóëü-âàðèàíòíîñòü ïîðîæäàåò äèñêðåòíûé õàðàêòåð ñâîéñòâ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö. Êâàíòîâûå ýôôåêòû ïîðîæäàþòñÿ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ìèðîâîé
ôóíêöèè(σ > σ0), òîãäà êàê íóëü-âàðèàíòíîñòü è äèñêðåòíîñòü ïîðîæäàþòñÿ
ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ìèðîâîé ôóíêöèè (σ < σ0).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.26) â (3.14), ïîëó÷àåì

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {s, 0, 0, 0} , P2 =
{

s +
√

s2 + α2, α1, α2, α3

}
(3.36)

P0P1 = {s, 0, 0, 0} , P1P2 =
{√

s2 + α2, α1, α2, α3

}
(3.37)

P0P2 =
{

s +
√

s2 + α2, α1, α2, α3

}
(3.38)

4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Ðàññìîòðåíèå Ò-ãåîìåòðèè êàê ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü äèíàìèêó ÷àñòèöû êàê ñëåäñòâèå ñòðóêòóðû ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåê-
òà. Ýâîëþöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ
êàðêàñîì {P0, P1, ..Pn} ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà è çàäàíèåì âåäóùåãî âåêòîðà
P0P1. Êàðêàñ è âåäóùèé âåêòîð îïðåäåëÿþò ìèðîâóþ öåïü, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ
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îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ. Ìèðîâàÿ öåïü ìîæåò áûòü âèõëÿþùåé, è ýòî åñòü ïðî-
ÿâëåíèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êâàíòîâûå ýô-
ôåêòû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ïðîÿâëåíèé ìíîãîâàðèàíòíîñòè. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèðîâîé öåïè íå íóæíî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ìíîãîîáðà-
çèè. íå íóæíà è íåïðåðûâíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (êîíòèíóàëüíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ). Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ââåñòè íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è íàïèñàòü
â íåé äèíàìè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìîæíî, íî ýòî íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáõîäèìûì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà (ò.å. äèíàìèêà, ïî-
ðîæäåííàÿ ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé äèíàìèêîé,
ãäå øàã ýâîëþöèè îïðåäåëÿåòñÿ âåäóùèì âåêòîðîì. Âîçìîæíî, ÷òî ïîòðåáóåò-
ñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà äëÿ ýôôåêòèâíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé äèíàìèêè.

Ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñîäåðæèò êâàíòîâóþ ïîñòîÿííóþ ~ â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà. Â ðåçóëüòàòå ãåîìåòðè÷åñêàÿ äèíàìèêà íåïðèíóæäåííî îáú-
ÿñíÿåò êâàíòîâûå ýôôåêòû, íî è íå òîëüêî èõ. Ìàññà ÷àñòèöû ãåîìåòðèçóåòñÿ
(ìàññà ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó íåêîòîðîãî âåêòîðà). Â ðåçóëüòàòå
ïðîáëåìà ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîáëåìó. Ýòî ïðîáëåìà ñòðóêòóðû ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èõ ýâîëþöèè.
Íóæíî ïðîñòî èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå âèäû êàðêàñîâ ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ. Êðîìå òîãî, ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ ÷à-
ñòè÷íî äèñêðåòíîé, õîòÿ âûãëÿäèò îíà êàê íåïðåðûâíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ýòà äèñ-
êðåòíîñòü "íåïðåðûâíîé" ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì äèñêðåòíîãî õàðàêòåðà ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â ñâîþ î÷åðåäü Ò-
ãåîìåòðèÿ (íîâàÿ êîíöåïöèÿ ãåîìåòðèè) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ìíîãîâàðèàíòíî-
ñòè è ñïîñîáíîñòè ê äèñêðèìèíàöèè (íóëü-âàðèàíòíîñòè), êîòîðûå îòâåòñòâåí-
íû çà êâàíòîâûå ýôôåêòû è äèñêðåòíûé õàðàêòåð ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòèö.
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