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Аннотация
Рассматривается геометрия с интранзитивным отношением эквивалент-

ности. Такая геометрия является физической геометрией, т.е. она полно-
стью описывается мировой функцией, которая представляет собой полови-
ну квадрата функции расстояния. Физическая геометрия, вообще говоря,
не может быть аксиоматизирована. Она получается в результате дефор-
мации собственно евклидовой геометрии. Класс физических геометрий
является более мощным, чем класс аксиоматизируемых геометрий. Фи-
зическая геометрия позволяет описывать такие геометрические свойства
как дискретность, зернистость и ограниченная делимость. Эти свойства
оказываются важными в применении к пространству-времени. Они поз-
воляют объяснить дискриминационные свойства пространства-времени,
которые порождают дискретные параметры элементарных частиц. Мате-
матический формализм физической геометрии очень прост. Физическая
геометрия формулируется в геометрических терминах (в терминах точек
и мировой функции) без использования средств описания (системы коор-
динат, размерности пространства, многообразия и т.п.).

1 Введение
Физическая геометрия является наукой, которая исследует взаимное распо-
ложение геометрических объектов в пространстве, или взаимное расположе-
ние событий в пространстве событий (в пространстве-времени). Геометрические
объекты представляют собой некоторые подмножества точек на точечном мно-
жестве Ω, где задана геометрия. Точечное множество Ω называется простран-
ством или пространством-временем (если точки множества Ω являются событи-
ями). Физическая геометрия представляет собой множество всех утверждений
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о свойствах всех геометрических объектов, принадлежащих пространству Ω.
Физическая геометрия G определена полностью, если заданы все расстояния
ρ (P, Q) между любыми парами точек P, Q ∈ Ω. Интуитивно ясно, что взаим-
ное расположение геометрических объектов полностью определяется, если рас-
стояния ρ (P, Q) заданы для всех пар точек. В случае собственно евклидовой
геометрии тот факт, что собственно евклидова геометрия полностью описыва-
ется в терминах расстояния ρ, доказан [1]. Вообще говоря, мировая функция
σ (P, Q) = 1

2
ρ2 (P, Q) более удобна, чем расстояние, потому что мировая функ-

ция вещественна в тех случаях, когда ρ может быть мнимым (например, в гео-
метрии Минковского). Термин "мировая функция" был введен Дж.Л. Сингом
в его изложении общей теории относительности [2].

Мировая функция σ определяется следующим образом

σ : Ω× Ω → R, σ (P, P ) = 0, ∀P ∈ Ω (1.1)

Построение геометрических объектов и описание их свойств является основ-
ной проблемой любой геометрии. Множество геометрических объектов и мно-
жество всех утверждений об их свойствах представляет собой континуальное
множество, и очень трудно построить их без надлежащей формализации.

Евклидов метод построения геометрии позволяет построить геометрии, ко-
торые могут быть аксиоматизированы, т.е. такие геометрии, где множество S
всех утверждений может быть выведено из множестваA основных утверждений
(аксиом) с помощью правил формальной логики. Аксиомы описывают свойства
базовых геометрических объектов (точка, отрезок, угол). Комбинируя базовые
объекты, получаем более сложные геометрические объекты, состоящие из мно-
гих базовых объектов. Утверждения, касающиеся этих сложных объектов, вы-
водятся с помощью правил формальной логики из аксиом, которые описывают
свойства базовых объектов.

Собственно евклидова геометрия GE может быть построена евклидовым ме-
тодом. Доказано, что евклидовы аксиомы, используемые для описания базовых
объектов (точка,отрезок ,угол) непротиворечивы [3]. Таким образом собственно
евклидова геометрия GE может быть аксиоматизирована. Возможность аксио-
матизации вместе с формальной логикой используется для увеличения числа
геометрических утверждений, когда континуальное множество всех геометри-
ческих утверждений получается из конечного числа базовых утверждений (ак-
сиом).

Поскольку был известен только один способ увеличения числа геометриче-
ских утверждений, то этот способ (выведение из аксиом) был использован для
построения не-евклидовых геометрий. Полагают, что изменяя надлежащим об-
разом аксиоматику (свойства базовых элементов), можно получать другие (не-
евклидовы) геометрии. Для того, чтобы построение не-евклидовой геометрии
G с помощью этого метода было возможно, должны выполняться следующие
условия:

1. Аксиоматика непротиворечива, т.е. любые два разных метода вывода гео-
метрического утверждения должны давать один и тот же результат.
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2. Все утверждения геометрии G могут быть выражены в терминах мировой
функции σ.

Если первое условие выполнено, а второе – нет, то полученная не-евклидова
геометрия G не является физической геометрией. Такую геометрию следует
квалифицировать как математическую геометрию. Таким образом, математи-
ческая геометрия есть такое множество утверждений (логическое построение),
которая может быть выведена из системы аксиом с помощью правил формаль-
ной логики. Некоторые математические геометрии не удовлетворяют второму
условию. Такие геометрии не являются физическими геометриями. Они не мо-
гут использоваться для описания пространства-времени. Например, аффинная
геометрия и проективная геометрия являются примерами математических гео-
метрий, Второе условие не выполняется для этих геометрий, потому что они не
содержат понятия расстояния (мировой функции).

Однако, математическая геометрия может быть одновременно физической
геометрией. Например, собственно евклидова геометрия GE является матема-
тической и физической геометрией одновременно, т.е. для нее выполнены оба
условия.

В математической геометрии увеличение числа геометрических утвержде-
ний осуществляется с помощью логических рассуждений (доказательство тео-
рем и т.п.). В физической геометрии, которая не является одновременно ма-
тематической геометрией, вообще говоря, нет способа увеличения числа гео-
метрических утверждений. В любой физической геометрии все утверждения
берутся из эталонной физической геометрии, которая является одновременно
и физической и математической геометрией. Множество утверждений в любой
физической геометрии то же самое, что и множество утверждений в эталонной
физической геометрии Gst. Эталонная физическая геометрия Gst – это такая фи-
зическая геометрия, которая может быть аксиоматизирована. Таким образом,
множество всех геометрических утверждений эталонной геометрии Gst получа-
ется с помощью логических рассуждений так же, как и в любой математиче-
ской геометрии. После этого множество S всех утверждений P геометрии Gst

выражается в терминах мировой функции σst геометрии Gst в виде P = P (σst).
Это возможно, потому что Gst является физической геометрией. Собственно ев-
клидова геометрия GE может использоваться в качестве эталонной физической
геометрии Gst. Любое утверждение геометрии GE может быть выражено в тер-
минах евклидовой мировой функции σE. Например, пусть в декартовой системе
координат n-мерной собственно евклидовой геометрии векторы P0P1 и Q0Q1

имеют координаты

P0P1 = {x1, x2, ...xn} , Q0Q1 = {y1, y2, ...yn} (1.2)

и мировая функция имеет вид

σE (P0, P1) =
1

2

k=n∑

k=1

(xk)
2 (1.3)
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Скалярное произведение (P0P1.Q0Q1) двух векторов P0P1 и Q0Q1 записыва-
ется в виде

(P0P1.Q0Q1) =
k=n∑

k=1

xkyk (1.4)

Скалярное произведение (1.4) может быть представлено в терминах евклидовой
мировой функции σE

(P0P1.Q0Q1) = σE (P0, Q1) + σE (P1, Q0)− σE (P0, Q0)− σE (P1, Q1) (1.5)

Эквивалентность (равенство) векторов P0P1 и Q0Q1 традиционно определяется
в виде

xk = yk, k = 1, 2, ...n (1.6)

В терминах мировой функции условие (1.6) эквивалентности (P0P1eqvQ0Q1)
векторов P0P1 и Q0Q1 записывается в виде двух соотношений

P0P1eqvQ0Q1 : (P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1| (1.7)
∧ |P0P1| = |Q0Q1| (1.8)

где
|P0P1|2 = (P0P1.P0P1) = 2σE (P0, P1) (1.9)

Легко проверить, что соотношение (1.6) эквивалентно соотношениям (1.7),
(1.8). Это означает, что условия (1.7), (1.8) могут быть использованы как опре-
деление отношения эквивалентности двух векторов P0, P1 Q0Q1. В соответ-
ствии с (1.5) определение (1.7), (1.8) ссылается только на точки P0, P1, Q0, Q1,
определяющие векторы P0P1 и Q0Q1, и на мировую функцию σE между эти-
ми точками, тогда как определение (1.6) содержит ссылку на размерность n
собственно евклидовой геометрии GE и на декартову систему координат в GE.
Определение (1.6) предполагает возможность введения линейного векторного
пространства в GE. Условие (1.7) означает, что векторы P0P1 и Q0Q1 парал-
лельны, тогда как условие (1.8) означает, что их длины равны.

Определение (1.7), (1.8) является более общим, чем определение (1.6), пото-
му что оно не использует средства описания (систему координат) и не предпо-
лагает введения линейного векторного пространства. Определение (1.7), (1.8)
может использоваться в любой физической геометрии G независимо от того,
можно ли ввести линейное пространство в этой геометрии G. Заменяя евклидову
мировую функцию σE мировой функцией σ физической геометрии G в форму-
лах (1.6) – (1.8), получаем отношение эквивалентности в физической геометрии
G. Такая замена означает деформацию собственно евклидовой геометрии, когда
изменяется расстояние между точками.

Отношение эквивалентности (1.7), (1.8) транзитивно в собственно евклидо-
вой геометрии, но, вообще говоря, интранзитивно в физической геометрии. В
самом деле, если фиксировать точки P0, P1, Q0 и решить уравнения (1.7), (1.8)
относительно точки Q1, то в собственно евклидовой геометрии мы получим
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всегда одно и только одно решение. Это решение описывает хорошо извест-
ное свойство собственно евклидовой геометрии, что в точке Q0 имеется один
и только один вектор Q0Q1, который равен вектору P0P1 в точке P0. Тогда
для любых точек P0, P1, Q0, Q1, R0R1 из P0P1eqvQ0Q1∧Q0Q1eqvR0R1 следует,
что P0P1eqvR0R1. Транзитивность отношения эквивалентности является спе-
циальным свойством собственно евклидовой геометрии GE, которого может не
быть в произвольной физической геометрии.

В общем случае физической геометрии G, когда евклидова мировая функция
σE в соотношениях (1.7), (1.8) заменена другой мировой функцией σ, нельзя
гарантировать ни существования вектора Q0Q1, эквивалентного вектору P0P1,
ни его единственности.

Если имеется два разных вектора Q0Q1,Q0Q
′
1, удовлетворяющих условиям

P0P1eqvQ0Q1 и P0P1eqvQ0Q
′
1∧Q0Q1eqvQ0Q

′
1, где eqv означает неэквивалент-

ность, то отношение эквивалентности интранзитивно. Интранзитивность связа-
на с многовариантностью отношения эквивалентности. По определению, если
в точке Q0 имеется несколько векторов Q0Q1,Q0Q

′
1,Q0Q

′′
1, ..., которые экви-

валентны вектору P0P1 в точке P0, но они не эквивалентны между собой, то
отношение эквивалентности многовариантно в точке Q0 по отношению к векто-
ру P0P1. Отношение эквивалентности может быть нуль-вариантным для точки
Q0 по отношению к вектору P0P1, если в точке Q0 нет векторов, эквивалентных
вектору P0P1. Нуль-вариантность может рассматриваться как частный случай
многовариантости, хотя нуль-вариантность связана с интранзитивностью иным
способом.

Случай, когда в точке P0 имеются два вектора P0P1 и P0P2, которые экви-
валентны, но не совпадают

P0P1eqvP0P2, P1 6= P2 (1.10)

вообще говоря, тоже возможен. Это частный случай интранзитивной (много-
вариантной) эквивалентности. Другими словами, совпадение двух векторов и
их эквивалентность, вообще говоря, разные вещи. Два совпадающих вектора
всегда эквивалентны, но два эквивалентных вектора, имеющих общее начало,
могут не совпадать.

Физическая геометрия, вообще говоря, многовариантна (и интранзитивна).
Собственно евклидова геометрия – единственный пример одновариантной фи-
зической геометрии. Даже псевдоевклидова геометрия, вообще говоря, много-
вариантна.

В качестве примера рассмотрим 4-мерную геометрию Минковского, кото-
рая является псевдоевклидовой геометрией индекса 1. Пусть в инерциальной
системе координат точки P0 = Q0, P1, Q1 имеют координаты

P0 = Q0 = {0, 0, 0, 0} , P1 =
{
x0, x1, x2, x3

}
, Q1 =

{
y0, y1, y2, y3

}
(1.11)

В этой системе координат мировая функция имеет вид

σM (P1, Q1) = σM (x, y) =
1

2

((
x0 − y0

)2 − (x− y)2
)

=
1

2
xkyk (1.12)
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Здесь xk и xk суть соответственно контравариантные и ковариантные координа-
ты точки P1. По повторяющимся контравариантным и ковариантным индексам
производится суммирование от 0 до 3. Векторы P0P1 и Q0Q1 имеют вид

P0P1 =
{
x0,x

}
=

{
x0, x1, x2, x3

}
, Q0Q1 =

{
y0,y

}
=

{
y0, y1, y2, y3

}
(1.13)

Условие (1.7), (1.8) эквивалентности векторов P0P1 и Q0Q1 имеет вид

1

2
ykyk +

1

2
xkxk − 1

2

(
xk − yk

)
(xk − yk) = xkxk (1.14)

xkxk = ykyk (1.15)

Полагая
αk = xk − yk, k = 0, 1, 2, 3 (1.16)

получаем
αkαk = 0, 2ykαk = 0 (1.17)

Если вектор Q0Q1 времениподобен, т.е. ykyk > 0, то имеется единственное ре-
шение уравнений (1.17)

αk = 0, xk = yk, k = 0, 1, 2, 3 (1.18)

и этот результат совпадает с традиционным определением эквивалентности век-
торов в пространстве Минковского

xk = yk, k = 0, 1, 2, 3 (1.19)

Если вектор Q0Q1 пространственноподобен, т.е. ykyk < 0, решение уравне-
ния (1.17) имеет вид

x =
{
x0,x

}
, x0 = y0 + α, x = y+αn (1.20)

где α произвольное вещественное число, n есть единичный 3-вектор, который
образует угол φ с 3-вектором y. Угол φ определяется соотношением

cos φ =
y0

|y| (1.21)

Угол φ вещественен, если вектор Q0Q1 пространственноподобен или изотропен
(|y0| ≤ |y|). В частности, если система координат выбрана так, что 3-вектор
y = {y1, 0, 0}, то получаем

Q0Q1 =
{
y0, y1, 0, 0

}
, P0P1 =

{
y0 + α, y1 + α

y0

y1
, 0, 0

}
(1.22)

где α есть произвольное вещественное число. Мы будем называть физическую
геометрию, описываемую мировой функцией (1.12) σ-минковской физической
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геометрией. Термин "геометрия Минковского" мы оставим для геометрии, по-
строенной традиционным способом. Таким образом, σ-минковская геометрия
многовариантна по отношению к пространственноподобным и изотропным век-
торам и одновариантна по отношению к времениподобным векторам. Отноше-
ние эквивалентности в σ-минковской геометрии интранзитивно. Это означает,
что σ-минковская геометрия не может быть аксиоматизирована, потому что
аксиоматизация геометрии порождает транзитивное (и одновариантное) отно-
шение эквивалентности.

При традиционном подходе, основанном на использовании линейного век-
торного пространства, геометрия Минковского одновариантна по отношению
к любым векторам. Одновариантность обусловлена использованием отношения
эквивалентности (1.19), которое формулируется в терминах координат. Исполь-
зование координат может быть заменено четырьмя соотношениями, записанны-
ми в терминах мировой функции. Например

xk = gklxl, xk = (P0P1.OSk) , k = 0, 1, 2, 3 (1.23)

где метрический тензор определен через мировую функцию (1.12) и соотноше-
ние (1.5) с помощью соотношений

gkl = (OSk.OSl) , gkjgjl = δk
l , k, l = 0, 1, 2, 3 (1.24)

Четыре соотношения (1.6) принимают вид

(P0P1.OSk) = (Q0Q1.OSk) , k = 0, 1, 2, 3 (1.25)

Они содержат ссылку на пять дополнительных точек O,S0, S1, S2, S3, представ-
ляющих систему координат. Хотя эти соотношения инвариантны по отношению
к выбору пяти точек O, S0, S1, S2, S3, но они чувствительны к числу этих точек,
которое зависит от от размерности геометрии Минковского. Определение эк-
вивалентности двух векторов в любой физической геометрии зависит только
от точек P0, P1, Q0, Q1, которые определяют векторы P0P1,Q0Q1 и от миро-
вой функции между этими точками. Зависимость от дополнительных точек
означает, что рассматриваемая геометрия не является физической геометрией.
Рассматриваемая геометрия является обогащенной физической геометрией, т.е.
физической геометрией с некоторой дополнительной структурой, заданной на
физической геометрии. В данном случае система координат играет роль этой
дополнительной структуры.

В любом случае σ-минковская геометрия, рассматриваемая как физическая
геометрия, является геометрией, которая многовариантна по отношению к про-
странственноподобным и изотропным векторам. Таким образом, отношение эк-
вивалентности (1.7), (1.8) верно в пространственно-временной σ-минковской
геометрии, и σ-минковская геометрия многовариантна по отношению к про-
странственноподобным и изотропным векторам.

Работая с пространственно-временной геометрией Минковского, физики ис-
пользуют соотношение эквивалентности (1.18) и рассматривают геометрию про-
странства-времени как одновариантную (транзитивную)геометрию. Такой под-
ход оказывается правильным, поскольку рассматриваются только частицы с
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времениподобными мировыми линиями. Все векторы, имеющие отношение к
времениподобным мировым линиям оказываются времениподобными. Для этих
векторов отношение эквивалентности (1.18) совпадает с отношением эквива-
лентности (1.7), (1.8).

Однако, для рассмотрения свободных частиц, чьи мировые линии являют-
ся пространственноподобными винтовыми линиями с времениподобной осью,
нужно правильное отношение эквивалентности (1.7), (1.8). Строго говоря, сво-
бодные частицы с такой винтообразной мировой линией не могут существовать
в σ-минковской геометрии пространства-времени. Однако небольшая модифи-
кация σ-минковской геометрии пространства-времени допускает существование
свободных частиц с винтообразной пространственноподобной мировой линией
[4]. Такие частицы ассоциируются с классической дираковской частицей [5, 6].
При традиционном подходе дираковская частица ассоциируется с квантовой
физикой, которая не имеет простой геометрической интерпретации, потому что
γ-матрицы, используемые при описании дираковской частицы, не имеют пря-
мой геометрической интерпретации в терминах точек пространства-времени.

Вообще, работая с геометрией Минковского, мы сталкиваемся с альтернати-
вой:

1. Геометрия Минковского ((σ-минковская геометрия) является физической
геометрией, и тогда она многовариантна и не может быть аксиоматизирована.

2. Геометрия Минковского является одновариантной и она может быть ак-
сиоматизирована. Но тогда она не является физической геометрией.

Физики склонны выбирать первый вариант, потому что им нужна геометрия
для описания свойств пространства-времени, где главной величиной является
пространственно-временное расстояние (мировая функция). То обстоятельство,
можно ли аксиоматизировать геометрию пространства-времени, представляет-
ся им второстепенным делом.

Напротив, математики склонны выбирать второй вариант. Для них очень
важно, можно ли аксиоматизировать геометрию и можно ли изобретать но-
вые аксиомы и доказывать новые теоремы. Проблема приложений геометрии
к физике и проблема, можно ли рассматривать геометрию как физическую,
представляются математикам второстепенными.

Следует заметить, что требуя аксиоматизации геометрии, математики по-
лучают много проблем, которые легко можно обойти. Они полагают, что лю-
бая геометрия может быть выведена из надлежащей аксиоматики, т.е. может
быть аксиоматизирована. Такой подход порождает проблему непротиворечиво-
сти геометрии проблему формулирования и доказательства разных геометри-
ческих теорем. Использование физических геометрий, которые строятся путем
деформации собственно евклидовой геометрии, свободно от этих проблем. Ис-
пользуя метод построения геометрии, основанный на деформации собственно
евклидовой геометрии (принцип деформации), можно построить физические
геометрии, которые не могут быть построены с помощью метода аксиоматиза-
ции.
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2 Геометрия или способ описания геометрии?
Как правило, математики не принимают интранзитивное отношение эквива-
лентности. Они говорят: "Во всех математических работах отношение эквива-
лентности определяется как транзитивная операция. Если Вы хотите использо-
вать интранзитивную операцию, используйте другой термин для этой операции,
например, "обобщенная эквивалентность" или другой термин, отличный от тер-
мина эквивалентность. Это необходимо, чтобы избежать недоразумений". Мате-
матики были бы правы, если бы строилась другая абстрактная логическая кон-
струкция. Однако обсуждаются свойства реального объекта, пространственно-
временной геометрии, и следует использовать понятия, пригодные для описания
пространства-времени. Недоразумение возникает из-за того, что математики
рассматривают линейное векторное пространство с заданным на нем скаляр-
ным произведением, как необходимый атрибут физической геометрии и наста-
ивают на том, что все понятия, используемые для описания линейного вектор-
ного пространства, являются пригодными для описания физической геометрии
(геометрии пространства-времени).

На самом деле, линейное векторное пространство с заданным на нем ска-
лярным произведением, вообще говоря, не является атрибутом физической гео-
метрии. Некоторые понятия линейного векторного пространства имеют другой
смысл, отличающийся от смысла этих понятий, используемых в динамике и в
физической геометрии. Приведем другие возражения против физической гео-
метрии. В физической геометрии вектор PQ представляет собой упорядоченное
множество из двух точек {P,Q}. При традиционном подходе к геометрии век-
тор есть элемент линейного векторного пространства. В результате математики
возражают против определения вектора как множества из двух точек.

Рассмотрим два различных определения скалярного произведения двух век-
торов P0P1 и Q0Q1, координатное представление которых имеет вид (1.12). Тра-
диционное определение, основанное на концепции линейного векторного про-
странства, имеет вид

(P0P1.Q0Q1) = xkyk (2.1)

Альтернативное определение имеет вид (1.5). Определение (2.1) невозможно,
если не используется концепция линейного векторного пространства. Опреде-
ление (1.5) невозможно, если геометрия не является физической геометрией, и
мировая функция не может быть введена. Когда геометрия основана на кон-
цепции линейного векторного пространства, и кроме того геометрия является
физической, то оба определения совпадают. Какое из двух определения явля-
ется более фундаментальным? Если рассматривается геометрия пространства-
времени (физическая геометрия), то определение (1.5) является правильным
определением скалярного произведения. В этом случае традиционное определе-
ние, основанное на концепции линейного векторного пространства может не су-
ществовать, и его можно игнорировать. Если рассматривается математическая
геометрия, и возможность аксиоматизации является главным свойством геомет-
рии, то определение (2.1) является правильным определением. Однако, такая
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математическая геометрия не имеет отношения к пространственно-временной
геометрии реального мира. В любом случае нет причин изобретать новое назва-
ние для скалярного произведения (1.5). Аналогичные аргументы используются
в пользу определения вектора как упорядоченного множества из двух точек.

Tретий аргумент против физической геометрии выглядит следующим обра-
зом. Отрезок прямой не имеет толщины (он является одномерным). Это одна
из аксиом Евклида, и эта аксиома существенна при традиционном построении
линейного векторного пространства с заданным на нем скалярным произведе-
нием.

Все аргументы против многовариантной физической геометрии основаны на
предположении, что линейное векторное пространство является необходимым
атрибутом физической геометрии. На самом деле, физическая геометрия стро-
ится без ссылки на линейное векторное пространство и его свойства. Имеются
три различных представления собственно евклидовой геометрии [7], и линейное
векторное пространство является только вспомогательной структурой, которая
используется в одном из представлений (V-представление) собственно евклидо-
вой геометрии. Следует подчеркнуть, что линейное векторное пространство с
заданным на нем скалярным произведением не является геометрией, а толь-
ко вспомогательной структурой, которая необходима для введения понятия
угла. Другими словами, линейное векторное пространство является только од-
ним из возможных способов, используемых для описания собственно евклидо-
вой геометрии. Нельзя настаивать на том, что понятия этого метода описания
являются адекватными в любой физической геометрии.

Хотя различные представления собственно евклидовой геометрии описаны
в [7], основные положения этой работы представлены здесь, потому что они
очень важны для понимания аргументов, выдвигаемых математиками против
интранзитивной (многовариантной) физической геометрии.

3 Три представления собственно евклидовой
геометрии

Имеется, по крайней мере, три представления собственно евклидовой геомет-
рии, которые различаются числом и выбором базовых элементов (первичных
понятий). Евклидово представление (Е-представление) собственно евклидовой
геометрии содержит три базовых элемента: точка, отрезок, угол. Отрезок есть
отрезок прямой линии. Он состоит из бесконечного числа точек. Отрезок од-
нозначно определяется своими концевыми точками. Угол – это фигура, обра-
зованная двумя отрезками, так что конец одного отрезка совпадает с концом
другого отрезка. Свойства базовых элементов описываются системой аксиом.
Любой геометрический объект может рассматриваться как некоторая компо-
зиция блоков (точка, отрезок, угол). Число блоков может быть бесконечным.
Отрезки определяют расстояния. Углы определяют взаимную ориентацию от-
резков. Сравнение геометрических объектов (фигур) O1 and O2 производит-
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ся их перемещением и наложением. Если две фигуры совпадают при наложе-
нии, они считаются эквивалентными (равными). Векторное представление (V-
представление) собственно евклидовой геометрии содержит два базовых эле-
мента (точка, вектор). С точки зрения Е-представления вектор есть направ-
ленный отрезок прямой, определяемый двумя точками. Одна точка является
началом вектора, а другая – является концом вектора. Чтобы построить угол
нужна некоторая вспомогательная структура, известная как линейное вектор-
ное пространство с заданным на нем скалярным произведением. Эта структура
описывает взаимоотношение двух векторов. Взаимная ориентация дух векто-
ров P0P1 и P0P2 описывается углом θ между ними. Этот угол определяется
соотношением

|P0P1| · |P0P2| cos θ = (P0P1.P0P2) (3.1)

где (P0P1.P0P2) есть скалярное произведение векторов P0P1 и P0P2. Величины
|P0P1| и |P0P2| являются их длинами.

|P0P1|2 = (P0P1.P0P1) , |P0P2|2 = (P0P2.P0P2) (3.2)

Таким образом переход от Е-представления с тремя базовыми элементами
к V-представлению с двумя базовыми элементами возможен, при условии, что
свойства вектора определяются тем фактом, что вектор является элементом
линейного векторного пространства с заданным на нем скалярным произведе-
нием, т.е. имеется вспомогательная структура, описывающая взаимоотношение
двух векторов.

Возможно дальнейшее уменьшение числа базовых элементов в описании соб-
ственно евклидовой геометрии. Существует σ-представление (в терминах миро-
вой функции) собственно евклидовой геометрии, содержащее только один базо-
вый элемент (точку). Кроме того, имеется структура, позволяющая получить
другие базовые элементы Е-представления (вектор и угол). Этой структурой
является мировая функция, описывающая взаимоотношение двух точек.

Переход от Е-представления к V-представлению уменьшает число базовых
элементов. Одновременно этот переход порождает новую структуру (линейное
векторное пространство). Линейное векторное пространство с заданным на нем
скалярным произведением, определяет те свойства вектора, которые позволяют
восстановить удаленный угол и его свойства.

Переход от V-представления к σ-представлению также уменьшает число ба-
зовых элементов. Остается только один базовый элемент (точка). Одновремен-
но этот переход заменяет линейное векторное пространство новой двухточечной
структурой (мировой функцией), которая описывает взаимоотношение двух то-
чек (вместо двух векторов). σ-представление не было известно раньше. Оно по-
явилось только в конце двадцатого века [1], и его свойства еще полностью не
исследованы. В двадцатом веке математики использовали V-представление как
наиболее развитое описание геометрии.

Собственно евклидова геометрия GE может быть аксиоматизирована. Аксио-
матика должна зависеть от представления, которое используется для описания
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GE. В Е-представлении имеется аксиоматика AE. В V-представлении другая
аксиоматика AV. В σ-представлении – третья аксиоматика Aσ. Аксиоматики
AE,AV и Aσ содержат разные аксиомы, но эти аксиоматики эквивалентны в
том смысле, что любые две аксиоматики могут быть получены из третьей акси-
оматики. Однако, это верно только для собственно евклидовой геометрии. Если
немного изменить одну из аксиоматик, например, AV, надеясь получить другую
геометрию (например, псевдоевклидову), аксиоматики AE,AV, Aσ перестанут
быть эквивалентными, вообще говоря, потому что система аксиом (аксиомати-
ка) представляет собой конечное множество утверждений аксиоматизируемой
геометрии. Рассматривая во введении модификацию аксиоматики AV, с целью
получить псевдоевклидову геометрию, мы обнаружили, что простой отказ от
неотрицательности длины вектора порождает альтернативу: или нефизическая
геометрия, или многовариантная физическая геометрия с интранзитивным от-
ношением эквивалентности. Во всяком случае, после такой очень простой мо-
дификации нельзя рассматривать аксиоматики AV и Aσ как эквивалентные.

Базовые элементы (точка, отрезок, угол) не являются независимыми. Строя
обобщенную геометрию в V-представлении следует согласованно модифициро-
вать свойства базовых элементов. В σ-представлении имеется только один ба-
зовый элемент (точка), и отсутствует проблема согласованной модификации
разных базовых элементов, потому что базовый элемент только один. Взаимо-
отношение двух точек в собственно евклидовой геометрии может быть изменено
произвольным изменением мировой функции. Поскольку все утверждения соб-
ственно евклидовой геометрии выражаются через мировую функцию, то любое
изменение мировой функции порождает согласованное изменение свойств дру-
гих геометрических объектов (включая такие важные объекты как прямая и
отношение эквивалентности)

Например, в Е-представлении прямая не имеет толщины, и это является ак-
сиомой, которая используется в Е-представлении, так же как и в V-представле-
нии. В σ-представлении отрезок T[P0P1] прямой между точками P0 и P1 яв-
ляется одним из утверждений физической геометрии, которое не претендует
на то, чтобы быть аксиомой. Это утверждение (определение) справедливо для
всех физических геометрий, включая собственно евклидову геометрию. В σ-
представлении отрезок T[P0P1] определяется как множество точек R

T[P0P1] =
{

R|
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R,P1) =
√

2σ (P0, P1)
}

(3.3)

Определение (3.3) отрезка T[P0P1] содержит только точки P0, P1, определяющие
отрезок, мировую функцию между точками P0, P1 и бегущей точкой R множе-
ства T[P0P1].

Вообще говоря, множество (3.3) представляет собой поверхность. Размер-
ность этой поверхности зависит от размерности множества Ω и от вида миро-
вой функции. Если σ есть мировая функция собственно евклидовой геометрии
(σ = σE), прямая (3.3) является одномерной линией независимо от размерно-
сти множества Ω. Это свойство есть специальное свойство собственно евклидо-
вой геометрии, определяемое свойствами мировой функции σE . Если мировая
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функция σ 6= σE, множество (3.3), вообще говоря, не является одномерным.
В случае, когда Ω является n-мерным многообразием, размерность множества
(3.3) равна, вообще говоря, n−1. Аксиома аксиоматик AE и AV, которая провоз-
глашает, что прямая не имеет толщины, несовместима, вообще говоря, с (3.3).
Аксиома об одномерности множества T[P0P1], вообще говоря не верна в дефор-
мированной физической геометрии, описываемой мировой функцией σ 6= σE.

С точки зрения физической геометрии одномерность отрезка (3.3) являет-
ся следствием определения (3.3) и специальных свойств евклидовой мировой
функции σE. Если мировую функцию σE заменить другой мировой функцией
σ, специальные свойства мировой функции σE, вообще говоря, нарушаются, и
отрезок T[P0P1] перестает быть одномерным.

4 Особенности и возможности многовариантных
физических геометрий

Многовариантные физические геометрии, т.е. физические геометрии с интран-
зитивным отношением эквивалентности обладают такими возможностями, ко-
торыми не обладают аксиоматизируемые геометрии. Многовариантные физи-
ческие геометрии не могут быть аксиоматизируемыми геометриями, потому что
в любой аксиоматизируемой геометрии отношение эквивалентсти транзитивно,
и аксиоматизируемая геометрия одновариантна. Класс возможных физических
(многовариантных) геометрий более мощен, чем класс аксиоматизируемых гео-
метрий. Например, класс однородных изотропных физических геометрий мар-
кируется функцией одного аргумента. Любая однородная изотропная геометрия
пространства-времени описывается мировой функцией вида

σ = F (σM) (4.1)

где σM есть мировая функция геометрии Минковского, а F есть произвольная
вещественная функция, обладающая свойством F (0) = 0. Среди этих геомет-
рий есть только одна риманова геометрия – геометрия Минковского. Другие
физические геометрии не являются римановыми. Как мы видели в первом раз-
деле, геометрия с мировой функцией Минковского или физическая (тогда она
многовариантна и не может быть аксиоматизирована), или она может быть ак-
сиоматизирована, но тогда она не является физической геометрией.

Многовариантная геометрия может быть дискретна, и эта геометрия может
быть задана на непрерывном многообразии Минковского. Мировая функция
σd дискретной геометрии пространства-времени Gd выражается через мировую
функцию Минковского σM. Например, геометрия пространства-времени с ми-
ровой функцией

σd = σM + dsgn (σM) , d ≡ λ2
0 =

~
2bc

= const (4.2)

sgn (x) =

{ x
|x| если x 6= 0

0 если x = 0
(4.3)
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дискретна, потому что в этой геометрии нет близких точек, т.е. точек, раз-
деленных расстоянием, меньшим чем

√
2λ0. Эта мировая функция σd лоренц-

инвариантна, поскольку σd является функцией σM, а σM является лоренц-инва-
риантной. Обычно считается, что дискретная геометрия есть геометрия, за-
даваемая на точечном множестве типа решетки, что несовместимо с лоренц-
инвариантностью. Дискретность пространственно-временной геометрии Gd ка-
жется удивительной, потому что она задана на непрерывном многообразии
Минковского. Традиционно дискретное пространство ассоциируется с решет-
кой. Дискретное пространство-время на непрерывном многообразии представ-
ляется невозможным. Этот пример показывает, что физическая геометрия и
непрерывное многообразие, где задается геометрия, являются совершенно раз-
ными вещами. Многообразие и его размерность являются только атрибутами,
векторного представления собственно евклидовой геометрии (т.е. атрибутами
метода описания), тогда как дискретность является атрибутом самой геомет-
рии. Кроме того, движение свободных частиц в пространственно-временной
геометрии (4.2) оказывается многовариантным (стохастическим), и статисти-
ческое описание этого многовариантного движения эквивалентно квантовому
описанию в терминах уравнения Шредингера [8]. Пространственно-временная
геометрия (4.2) содержит элементарную длину λ0, которая выражается через
квантовую постоянную ~, через скорость света c и через универсальную посто-
янную b. Универсальная постоянная b связывает геометрическую длину векто-
ра µ вектора импульса PkPk+1 с массой m, которая ассоциируется с вектором
импульса PkPk+1 с помощью соотношения

m = bµ = b |PkPk+1| (4.4)

По-видимому, квантовые эффекты в движении свободных частиц и дискрет-
ность геометрии пространства-времени являются связанными вещами.

Дискретность геометрии пространства-времени может быть неполной. На-
пример, пространственно-временная геометрия Gg, описываемая мировой функ-
цией

σg = σM + λ2
0

{
sgn (σM) если |σM| > σ0
σM

σ0
если |σM| ≤ σ0

, λ2
0, σ0 = const ≥ 0 (4.5)

Если постоянная σ0 → 0, пространственно-временная геометрия (4.5) стремит-
ся к дискретной геометрии (4.2). Из (4.5) следует, что плотность ρ (σg) точек в
геометрии Gg относительно геометрии Минковского GM описывается соотноше-
нием

ρ (σg) =
dσM (σg)

dσg

=

{
1 если |σg| > σ0 + λ2

0
σ0

σ0+λ2
0

если |σg| ≤ σ0 + λ2
0

(4.6)

Из соотношения (4.6) видно, что относительная плотность ρ (σg) частиц для
σg ∈

(−σ0 − λ2
0, σ0 + λ2

0

)
меньше единицы. Относительная плотность ρ (σg) →

0, когда σ0 → 0, и геометрия Gg стремится к дискретной геометрии (4.2).
Пространственно-временную геометрию Gg, где относительная плотность ρ (σg)
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удовлетворяет условию |ρ (σg)| < 1 для |σg| < λ2
0, следует квалифицировать как

частично дискретную, или зернистую геометрию пространства-времени. Зерни-
стая геометрия не может быть воспринята в терминах геометрии, основанной
на концепции линейного векторного пространства.

Тем не менее в рамках многовариантной физической геометрии зернистая
геометрия является обычной геометрией, в которой могут быть введены все по-
нятия и объекты собственно евклидовой геометрии. Другое дело, что некоторые
из этих объектов выглядят довольно экзотично и необычно.

Псевдо-риманова геометрия многовариантна по отношению к пространствен-
ноподобным векторам, как мы видели на примере σ-минковской геометрии. Од-
нако собственно риманова геометрия также, вообще говоря, многовариантна из-
за своей кривизны. Вообще говоря, многовариантность физической геометрии
проявляется в неодномерности прямых. Прямая (геодезическая) TP0P1 , прохо-
дящая через точки P0 и P1 является одномерной в собственно римановой гео-
метрии. Одномерность геодезической обусловлена особым свойством римановой
мировой функции

σR (P0, P1) =
1

2




∫

T[P0P1]

√
gik (x) dxidxk




2

(4.7)

где интегрирование производится вдоль отрезка геодезической T[P0P1], соединя-
ющего точки P0 и P1.

Мировая функция, определяемая соотношением (4.7), удовлетворяет аксио-
ме треугольника

√
2σR (P0, R) +

√
2σR (R,P1) ≥

√
2σR (P0, P1), ∀P0, P1, R ∈ Ω (4.8)

и это свойство обеспечивает одномерность прямой TP0;P0P1 , проходящей через
точку P0 коллинеарно вектору P0P1. В общем случае прямая, проходящая через
точку Q0, коллинеарно вектору P0P1, определяется соотношением

TQ0;P0P1 = {R|Q0R ‖ P0P1} (4.9)

где условие коллинеарности Q0R ‖ P0P1 описывается соотношением

Q0R ‖ P0P1:

∣∣∣∣
(Q0R.Q0R) (Q0R.P0P1)
(P0P1.Q0R) (P0P1.P0P1)

∣∣∣∣ (4.10)

= |P0P1|2 |Q0R|2 − (Q0R.P0P1)
2 = 0 (4.11)

В римановой геометрии только прямая TP0;P0P1 одномерна, тогда как прямая
(4.9) с P0 6= Q0 не является одномерной, вообще говоря. Это обстоятельство
является проявлением многовариантности римановой геометрии, рассматрива-
емой как физическая геометрия. Однако, обычно риманова геометрия не рас-
сматривается как физическая геометрия с мировой функцией, определенной со-
отношением (4.7). Чтобы устранить путаницу, мы будем использовать термин
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"σ-риманова геометрия"для физической геометрии с мировой функцией (4.7),
оставляя термин "риманова геометрия" для логического построения в его тра-
диционном виде, когда вводится бесконечно малый интервал на многообразии.
Многие утверждения σ-римановой геометрии и соответствующие утверждения
римановой геометрии, касающиеся динамики в пространстве-времени, совпада-
ют. Они различаются в области фернпараллелизма (параллельность удаленных
векторов). В σ-римановой геометрии имеется абсолютный параллелизм, и он
многовариантен. В римановой геометрии параллелизм удаленных векторов за-
прещен (он просто не используется). Тогда прямая (4.9) с P0 6= Q0 не может быть
построена. В римановой геометрии вместо абсолютного параллелизма вводится
параллельный перенос. Результат параллельного переноса зависит от пути пе-
реноса, т.е. по существу, параллельность удаленных векторов многовариантна.
Однако, принять концепцию многовариантности нельзя, потому что построе-
ние римановой геометрии основано на транзитвном отношении эквивалентно-
сти. Абсолютный параллелизм, который был бы с необходимостью многовари-
антным несовместим с транзитивностью отношения эквивалентности. Однако,
запрет абсолютного параллелизма (отказ от рассмотрения параллелизма уда-
ленных векторов) не устраняет противоречия между многовариантностью па-
раллелизма и транзитивным отношением эквивалентности, потому что проти-
воречивость не исчезает из-за того, что отказываются рассматривать следствия
этой противоречивости.

У σ-римановой геометрии нет проблем с противоречивостью, потому что это
физическая геометрия, которая многовариантна и не может быть аксиомати-
зирована. Физическая геометрия, которая не выводится из аксиом, не может
быть противоречивой в принципе, потому что противоречивость означает, что
два различные метода выведения некоторого утверждения приводят к разным
результатам.

В любой математической модели отношение эквивалентности транзитивно.
Это свойство математической модели обеспечивает определенность (одновари-
антность) всех утверждений, сделанных на основе математической модели. Ес-
ли отношение эквивалентности интранзитивно, заключения, сделанные на ос-
нове такой модели перестают быть определенными. Они становятся многовари-
антными. Логическое построение с интранзитивным отношением эквивалентно-
сти и, следовательно, с многовариантными заключениями не может рассматри-
ваться как математическая модель, потому что она непричинна и бесполезна.
На основе такой модели нельзя делать определенных предсказаний. Кроме того,
такая модель не может быть аксиоматизирована, потому что аксиоматизация
предполагает одновариантность заключений.

К счастью, многовариантная модель может быть сведена к одновариантной
модели при условии объединения многих заключений, следующих из одного
утверждения, в одно заключение. Другими словами, множество разных объ-
ектов рассматривается как единый объект (статистический ансамбль). Мож-
но работать со статистическим ансамблем, рассматривая его как единый объ-
ект. Тогда многовариантная модель может перестать быть многовариантной.
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Она превращается в одновариантную (транзитивную) модель, при условии, что
ее объектами будут статистические ансамбли первоначальных объектов. Та-
кая процедура известна как статистическое описание, которое имеет дело со
среднестатистическими объектами. Предсказания модели относительно средне-
статистических объектов (статистических ансамблей), которые теперь являют-
ся объектами модели, могут оказаться одновариантными, если статистическое
описание производится надлежащим образом. Другими словами, производимое
надлежащим образом, статистическое описание преобразует многовариантную
модель в одновариантную математическую модель. Процедура статистического
описания хорошо известна. Она используется в разных областях теоретической
физики.

В физической геометрии наряду с многовариантностью может существо-
вать нуль-вариантность, когда в точке P0 не существует ни одного вектора, эк-
вивалентного заданному вектору Q0Q1. Если многовариантность может быть
учтена в динамике с помощью подходящего статистического описания, то нуль-
вариантность не может быть учтена этим способом. Нуль-вариантность порож-
дает некий дискриминационный механизм, запрещающий некоторые значения
динамических параметров (массы, заряды, угловые моменты) [4, 9]. Статисти-
ческое описание может быть учтено в рамках квантовых принципов и кванто-
вой механики, тогда как дискриминационный механизм не может быть учтен
квантовыми принципами (По крайней мере, мы не умеем этого делать).

Чтобы понять, почему дискриминационный механизм представляет собой
нечто внешнее по отношению к квантовой динамике, следует иметь в виду, что
динамика в физической геометрии пространства-времени отличается от тра-
диционной динамики, построенной в рамках V-представления. Традиционная
динамика основана на концепции линейного пространства, которая предпола-
гает неограниченную делимость пространства-времени и которая ассоциируется
с описанием в терминах дифференциальных уравнений.

В пространстве-времени, описываемом физической геометрией, которая мо-
жет быть зернистой и иметь ограниченную делимость, динамика формулиру-
ется изначально в терминах конечных (недифференциальных) динамических
уравнений. Например, если пространство-время дискретно, то было бы странно
требовать, чтобы динамические уравнения формулировались в терминах диф-
ференциальных уравнений, потому что в дискретном пространстве-времени нет
бесконечно малых расстояний.

5 Динамика в физической геометрии
пространства-времени

В пространстве-времени Минковского движение точечной частицы описывает-
ся ее мировой линией L, которая может рассматриваться как цепь бесконечно
малых связанных векторов PkPk+1, k = ..0, 1, .... Все векторы PkPk+1 являют-
ся бесконечно малыми и времениподобными. Если движение частицы свобод-
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ное, смежные векторы Pk−1Pk и PkPk+1 эквивалентны. Поскольку бесконечно
малые векторы PkPk+1 времениподобны, их эквивалентность является одно-
вариантной. Кроме того, точечной частице приписывается не-геометрическая
величина m, известная как масса частицы. Вектор PkPk+1 описывает состо-
яние точечной частицы в точке Pk ∈ L. Поскольку вектор PkPk+1 является
бесконечно малым, то используется конечный вектор p, параллельный беско-
нечно малому вектору PkPk+1 и имеющий длину, равную массе m. Вектор p
известен как 4-вектор импульса.

В физической пространственно-временной геометрии геометрический объ-
ект представляет собой подмножество точек пространства-времени Ω. Геомет-
рический объект рассматривается как композиция элементарных геометриче-
ских объектов (ЭГО), Всякий элементарный геометрический объект E опреде-
ляется своим каркасом Pn ≡ {P0, P1, ...Pn} ⊂ Ω и своей оболочной функцией
fPn

fPn : Ω → R (5.1)

Каркас Pn представляет собой множество из n + 1 точек точечного множества
Ω. Оболочная функция представляет собой функцию бегущей точки R ∈ Ω и
параметров Pn ⊂ Ω. Оболочная функция fPn предполагается алгебраической
функцией от s аргументов w = {w1, w2, ...ws}, s = (n + 2)(n + 1)/2. Каждый из
аргументов wk = σ (Qk, Lk) есть мировая функция от двух аргументов Qk, Lk ∈
{R,Pn}, принадлежащих или каркасу Pn, или совпадающих с бегущей точкой
R. Таким образом, элементарный геометрический объект определяется своим
каркасом и свой оболочной функцией

E = {R|fPn (R) = 0} , E ⊂ ⊗ (5.2)

Например, круговой цилиндр C(P0, P1, Q) с точками P0, P1 на оси цилиндра
и с точкой Q на его поверхности определяется соотношением

C(P0, P1, Q) = {R|fP0P1Q (R) = 0} , (5.3)
fP0P1Q (R) = F2 (P0, P1, Q)− F2 (P0, P1, R) (5.4)

F2 (P0, P1, Q) =

∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.P0Q)
(P0Q.P0P1) (P0Q.P0Q)

∣∣∣∣ (5.5)

Здесь
√

F2 (P0, P1, Q) есть площадь параллелограмма, построенного на векто-
рах P0P1, P0Q, и 1

2

√
F2 (P0, P1, Q) есть площадь треугольника с вершинами в

точках P0, P1, Q. Равенство F2 (P0, P1, Q) = F2 (P0, P1, R) означает, что расстоя-
ние между точкой Q и осью, определяемой вектором P0P1, равно расстоянию
между точкой R и осью.

Элементарный геометрический объект E определяется во всех физических
геометриях сразу. В частности, он определяется в собственно евклидовой гео-
метрии, где он может получить интерпретацию. Можно интерпретировать эле-
ментарный геометрический объект E , используя наше знание собственно евкли-
довой геометрии. Таким образом, при интерпретации любой физической геомет-
рии собственно евклидова геометрия используется как эталонная геометрия. В
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частности, цилиндр (5.3) однозначно определяется в любой физической геомет-
рии с мировой функцией σ.

В евклидовой геометрии точки P0 и P1 определяют ось цилиндра. В собствен-
но евклидовой геометрии форма цилиндра зависит от его оси и его радиуса, но
не от положения точек P0, P1 на оси цилиндра. В результате в собственно евкли-
довой геометрии цилиндры C(P0, P1, Q) и C(P0, P2, Q) совпадают, при условии,
что векторы P0P1 и P0P2 коллинеарны. В общем случае физической геометрии
цилиндры C(P0, P1, Q) и C(P0, P2, Q), вообще говоря, не совпадают, даже если
векторы P0P1 и P0P2 коллинеарны. Таким образом, вообще говоря, дефор-
мация евклидовой геометрии расщепляет евклидовы геометрические объекты.
Это является проявлением многовариантности физической геометрии.

Два элементарных геометрических объекта E (1)
Pn и E (2)

Qn эквивалентны, если
эквивалентны их каркасы Pn = {P0, P1, ...Pn} и Qn = {Q0, Q1, ...Qn}

PneqvQn : PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n (5.6)

и их оболочные функции f
(1)
Pn и f

(2)
Qn эквивалентны

f
(1)
Pn (R) = Φ

(
f

(2)
Qn (R)

)
, Φ (0) = 0, ∀R ∈ Ω (5.7)

Для формулировки динамики геометрических объектов важна только экви-
валентность их каркасов, и далее мы не будем различать между геометриче-
скими объектами и их каркасами. Эволюция свободного геометрического объ-
екта описывается цепью C из связанных геометрических объектов (каркасов)
...Pn

(1),Pn
(2), ...Pn

(s), .... Звенья (геометрические объекты) мировой цепи C связаны
в том смысле, что

P
(s)
1 = P

(s+1)
0 , s = ...0, 1, ... (5.8)

Вектор P
(s)
0 P

(s)
1 , связывающий смежные звенья цепи, называется ведущим век-

тором. Поскольку физическая геометрия пространства-времени, вообще гово-
ря, многовариантна, то только смежные звенья мировой цепи являются экви-
валентными. Геометрический объект, чей каркас содержит более двух точек,
будет интерпретироваться как составная частица. Точечная частица описыва-
ется двумя точками PsPs+1 = {Ps, Ps+1}. Вектор PsPs+1 интерпретируется как
геометрический импульс частицы, и µ = |PsPs+1| есть геометрическая масса то-
чечной частицы. Геометрическая масса µ связана с обычной массой m точечной
частицы соотношением (4.4).

Динамика свободной составной частицы формулируется в терминах только
геометрических понятий (точки и мировые функции между ними). Отсутству-
ют ссылки на средства описания (координаты, размерность). В результате рас-
смотрение инвариантности относительно преобразований координат или любые
отображения не имеют отношения к динамике. Динамика свободной состав-
ной частицы, описываемой каркасом Pn, представляет собой трансляцию (без
вращения) всех точек каркаса на расстояние, описываемое ведущим вектором
P0P1. Вращение отсутствует только с точки зрения геометрии G, описываемой
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мировой функцией σ. Та же самая мировая цепь, описываемая в терминах гео-
метрии Минковского GM, содержит трансляцию, сопровождаемую вращением.

Динамика свободной составной частицы в физической геометрии пространства-
времени может быть сведена к динамике составной частицы, движущейся в
пространственно-временной геометрии Минковского под действием некоторых
метрических сил. Пусть мировая функция имеет вид

σ (P0, P1) = σM (P0, P1) + d (P0, P1) , ∀P0, P1 ∈ Ω (5.9)

Условие эквивалентности (5.6) может быть записано в виде
(
P

(s)
k P

(s)
l .P

(s+1)
k P

(s+1)
l

)
=

∣∣∣P(s)
k P

(s)
l

∣∣∣
2

, k, l = 0, 1, ...n, s = ...0, 1, ...(5.10)
∣∣∣P(s)

k P
(s)
l

∣∣∣
2

=
∣∣∣P(s+1)

k P
(s+1)
l

∣∣∣
2

, k, l = 0, 1, ...n, s = ...0, 1, ...(5.11)

Используя (5.9), можно переписать соотношения (5.10), (5.11) в виде
(
P

(s)
k P

(s)
l .P

(s+1)
k P

(s+1)
l

)
M

+ w
(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)

= σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
+ 2d

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
(5.12)

2σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
+ 2d

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
= 2σM

(
P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)
+ 2d

(
P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)

(5.13)
где

w
(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)
= d

(
P

(s)
k , P

(s+1)
l

)
+ d

(
P

(s)
l , P

(s+1)
k

)
(5.14)

−d
(
P

(s)
k , P

(s+1)
k

)
− d

(
P

(s)
l , P

(s+1)
l

)
(5.15)

Индекс "M" у скалярного произведения означает, что скалярное произведение
вычисляется в геометрии Минковского. Скалярное произведение двух векторов(
P

(s)
k P

(s)
l .P

(s+1)
k P

(s+1)
l

)
M

может быть представлено в виде

(
P

(s)
k P

(s)
l .P

(s+1)
k P

(s+1)
l

)
M

=
∣∣∣P(s)

k P
(s)
l

∣∣∣
M

∣∣∣P(s+1)
k P

(s+1)
l

∣∣∣
M

cosh
(
∆ϕ

(s)
kl

)
(5.16)

где ∆ϕ
(s)
kl есть угол между времениподобными векторами P

(s)
k P

(s)
l , P

(s+1)
k P

(s+1)
l

в пространственно-временной геометрии Минковского. Угол ∆ϕ
(s)
kl может опи-

сывать вращение в следующем смысле. Если два вектора P0P1 и P0P2 имеют
общее начало и их длины равны |P0P1| = |P0P2|, то скалярное произведение
двух векторов (P0P1.P0P1)M можно представить в виде

(P0P1.P0P2)M = |P0P1|M · |P0P2|M cosh ϕ (5.17)

где ϕ есть угол между векторами P0P1 и P0P2. Пусть ϕ = 0, тогда

(P0P1.P0P2)M = |P0P1|M · |P0P2|M (5.18)

20



и вектор P0P1 совпадает с вектором P0P2, т.е. P1 = P2, если векторы P0P1

P0P2 времениподобны (|P0P1|M = |P0P2|M > 0). Если векторы P0P1 и P0P2

пространственноподобны (|P0P1|M = |P0P2|M < 0), то векторы P0P1 и P0P2,
вообще говоря, не совпадают (P1 6= P2), хотя угол ϕ между ними обращается в
нуль. Такая ситуация возникает, потому что геометрия Минковского одновари-
антна относительно времениподобных векторов и многовариантна относитель-
но пространственноподобных векторов. Представление скалярного произведе-
ния в виде (5.16) полезно только для времениподобных векторов (

∣∣∣P(s)
k P

(s)
l

∣∣∣
M

>

0,
∣∣∣P(s+1)

k P
(s+1)
l

∣∣∣
M

> 0), потому что для пространственноподобных векторов угол

∆ϕ
(s)
kl не описывает взаимное расположение векторов полностью.
Пусть оба вектора P

(s)
k P

(s)
l и P

(s+1)
k P

(s+1)
l времениподобны в геометрии Мин-

ковского, т.е. ∣∣∣P(s)
k P

(s)
l

∣∣∣
M

> 0,
∣∣∣P(s+1)

k P
(s+1)
l

∣∣∣
M

> 0 (5.19)

С помощью (5.16) уравнения (5.12) могут быть переписаны в виде
∣∣∣P(s)

k P
(s)
l

∣∣∣
M

∣∣∣P(s+1)
k P

(s+1)
l

∣∣∣
M

cosh
(
∆ϕ

(s)
kl

)
− 2σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)

= 2d
(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
− w

(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)
(5.20)

cosh
(
∆ϕ

(s)
kl

)
=

∣∣∣P(s)
k P

(s)
l

∣∣∣
M∣∣∣P(s+1)

k P
(s+1)
l

∣∣∣
M

+
2d

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
− w

(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)
∣∣∣P(s)

k P
(s)
l

∣∣∣
M

∣∣∣P(s+1)
k P

(s+1)
l

∣∣∣
M

(5.21)
В случае, когда пространственно-временная геометрия однородна и изотропна
в том смысле, что

d
(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
= d

(
σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

))
, ∀P (s)

k , P
(s)
l ∈ Ω (5.22)

имеют место следующие соотношения
∣∣∣P(s)

k P
(s)
l

∣∣∣
M

=
∣∣∣P(s+1)

k P
(s+1)
l

∣∣∣
M

, k, l = 0, 1, ...n (5.23)

Динамические уравнения (5.21) могут быть переписаны в виде

cosh
(
∆ϕ

(s)
kl

)
− 1 = 2 sinh2 ∆ϕ

(s)
kl

2
=

2d
(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
− w

(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)

∣∣∣P(s)
k P

(s)
l

∣∣∣
2

M
(5.24)

где w
(
P

(s)
k , P

(s)
l , P

(s+1)
k , P

(s+1)
l

)
определяется соотношением (5.15).
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В случае пространственно-временной геометрии (4.2), где d (P0, P1) =const,
динамическое уравнение (5.24) для времениподобных векторов P0P1, принима-
ет вид

sinh
∆ϕ

(s)
kl

2
=

√√√√ d

2σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

) , σM

(
P

(s)
k , P

(s)
l

)
> 0, k 6= l (5.25)

В частном случае точечной частицы, когда звено мировой цепи состоит из
двух точек P1 = {P0, P1} динамическое уравнение (5.25) принимает вид

sinh
∆ϕ

(s)
01

2
=

√√√√ d

2σM

(
P

(s)
0 , P

(s)
1

) (5.26)

Мировая цепь точечной частицы в пространственно-временной геометрии (4.2)
с d = ~/ (2bc) описывается в терминах геометрии Минковского. Каждое следую-
щее звено P

(s+1)
0 P

(s+1)
1 мировой цепи получается из предыдущего звена P

(s)
0 P

(s)
1

как результат трансляции на расстояние
√

2σM

(
P

(s)
0 , P

(s)
1

)
и вращением на угол

∆ϕ
(s)
kl , который определяется динамическим уравнением (5.26). Величина уг-

ла ∆ϕ
(s)
kl определяется, но ось вращения остается неопределенной. В результа-

те положение следующего звена P
(s+1)
0 P

(s+1)
1 оказывается неопределенным. В

соответствии с динамическим уравнением (5.26) возможные положения звена
P

(s+1)
0 P

(s+1)
1 образуют конус с углом ∆ϕ

(s)
kl при вершине. Поскольку такой конус

образуется в каждом звене мировой цепи, то цепь оказывается многовариант-
ной. Статистическое описание такой вихляющей цепи приводит к уравнению
Шредингера [8] для свободной частицы массы

m = b−1

√
2σ

(
P

(s)
0 , P

(s)
1

)
= b−1

√
2σM

(
P

(s)
0 , P

(s)
1

)
+
~
bc

(5.27)

В терминах физической пространственно-временной геометрии G, описыва-
емой мировой функцией σ, мировая цепь тоже оказывается многовариантной,
хотя в терминах мировой функции σ имеется только трансляция во времени-
подобном направлении без вращения. Тем не менее, трансляция оказывается
многовариантной, потому что мировая функция σ описывает пространственно-
временную геометрию, которая многовариантна по отношению к любым (вре-
мениподобным и пространственноподобным) векторам.

Таким образом, динамика свободной составной частицы может быть описа-
на в любой физической геометрии. Динамика, вообще говоря, многовариант-
на. Она полностью определяется пространственно-временной геометрией и не
содержит ссылок на какие-нибудь средства описания. Свободное движение со-
ставной частицы может быть приведено к описанию в рамках пространственно-
временной геометрии Минковского. Однако, в этом случае движение частицы
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перестает быть свободным. Получается движение в поле некоторых метриче-
ских полей, порождаемых геометрией пространства-времени. Этот эффект хо-
рошо известен в общей теории относительности. Свободная частица, движу-
щаяся в искривленном пространстве-времени, может описываться как частица,
движущаяся в гравитационном поле в пространстве-времени Минковского.

Динамика свободной составной частицы определяется полностью геомет-
рией пространства-времени и только геометрией пространства-времени. Масса
точечной частицы геометризуется в том смысле, что она определяется дли-
ной звеньев мировой цепи. Динамические уравнения, представленные в терми-
нах геометрии Минковского оказываются уравнениями в конечных разностях
(а не дифференциальными уравнениями). При некоторых условиях они мо-
гут быть сведены к дифференциальным уравнениям. Динамика не ограничена
требованием непрерывности пространства-времени и его неограниченной дели-
мости. Динамика не содержит ссылки на линейное векторное пространство и
его свойства, хотя динамика может быть описана в терминах пространственно-
временной геометрии Минковского, которая использует свойства линейного век-
торного пространства.

6 Заключительные замечания
Геометрия с интранзитивным отношением эквивалентности является новой кон-
цепцией геометрии. Ее название еще не установилось. Имеются разные названия
этой геометрии, отражающие процесс ее становления и ее различные свойства:
физическая геометрия, трубчатая геометрия (Т-геометрия), многовариантная
геометрия, интранзитивная геометрия. Многовариантная геометрия строится
на основе принципа деформации, когда все утверждения геометрии получают-
ся в результате деформации собственно евклидовой геометрии. Этот метод по-
строения свободен от недостатков традиционного евклидова метода, когда все
геометрические утверждения выводятся из некоторой аксиоматики. Евклидов
метод непригоден для построения физической геометрии, потому что почти все
физические геометрии не могут быть аксиоматизированы. Например, римано-
ва геометрия не может быть аксиоматизирована. Если тем не менее, риманова
геометрия строится традиционным евклидовым методом на основе аксиом, ко-
торые явно не формулируются, то она оказывается непоследовательной. Она
отличается в некоторых деталях от σ-римановой геометрии, т.е. от геометрии,
построенной на основе принципа деформации.

Применение метода деформации для построения физической геометрии сво-
бодно от таких проблем, как проверка непротиворечивости аксиоматики и вы-
вод геометрических утверждений, сопровождаемый формулировкой и доказа-
тельством многочисленных теорем.

Класс физических геометрий более мощен, чем класс аксиоматизируемых
геометрий, представляющих собой логические построения. Эти логические по-
строения (исключая собственно евклидову геометрию) не имеют прямого отно-
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шения к геометрии как науке о взаимном расположении геометрических объ-
ектов в пространстве или в пространстве-времени.

Физическая геометрия позволяет рассматривать и описывать такие свой-
ства пространства-времени как дискретность, зернистость и ограниченная де-
лимость пространства-времени. Эти свойства не могут описываться геометри-
ями, построенными на основе линейного векторного пространства и неограни-
ченной делимости пространства. Интранзитивное отношение эквивалентности и
связанная с ним многовариантность являются источником зернистости и огра-
ниченной делимости пространства-времени. Эти свойства геометрии простран-
ства-времени важны для построения дискриминационного механизма. порож-
дающего дискретные параметры элементарных частиц. Физическая геометрия
пространства-времени позволяет объяснять структуру элементарных частиц
геометрически, т.е. как простую комбинацию точек пространства-времени, иг-
норируя такие вторичные конструкции как волновая функция и другие кван-
товые атрибуты.

Физическая геометрия представляет собой дальнейшее развитие геометриче-
ских методов в их применении к исследованию свойств пространства-времени.
Применение методов физической геометрии к исследованию свойств пространства-
времени осуществляет дальнейшую геометризацию физики микромира, начало
которой положили специальная теория относительности и общая теория отно-
сительности.
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