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Àííîòàöèÿ
Íå âñÿêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà. Ïàðàäîêñàëüíàÿ

òåîðåìà Ãåäåëÿ èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ëþáàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò
áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà, è ïðèõîäèò ê òîìó ðåçóëüòàòó, ÷òî íå âñÿêàÿ
ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð äâóõ
áëèçêèõ ãåîìåòðèé ( ðèìàíîâîé è σ-ðèìàíîâîé), êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ðàçíû-
ìè ìåòîäàìè è ðàçëè÷àþòñÿ â íåêîòîðûõ äåòàëÿõ. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
íàïîìèíàåò òàêóþ ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîëüêî ÷àñòü
ïîëíîé ãåîìåòðèè. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ òåîðåìîé Ãåäå-
ëÿ.

1 Ââåäåíèå
Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî Ω òî÷åê P1, P2, ... Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî O òî÷åê P1, P2, ... ìíîæåñòâà Ω, (O ⊂ Ω).

Îïðåäåëåíèå 1. Ãåîìåòðèÿ G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî SG óòâåð-
æäåíèé P1,P2, ... î ñâîéñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O1, O2, ... ⊂ Ω.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
SA⊂ SG ïðåäëîæåíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî SG âñåõ
ïðåäëîæåíèé P1,P2, ... î ñâîéñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O1, O2, ... ⊂ Ω
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ïðåäëîæåíèé P ∈ SA êàê ðåçóëüòàò ëîãè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé, ãåîìåòðèÿ G ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà, è ìíîæåñòâî
SA ïðåäëîæåíèé P îáðàçóåò àêñèîìàòèêó (ñèñòåìó àêñèîì) ãåîìåòðèè G.

Î÷åâèäíî, ÷òî íå âñÿêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà. Îäíà-
êî, ñóùåñòâóþò ãåîìåòðèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíû. Íàïðèìåð,
àêñèîìàòèçèðîâàíà ìîæåò áûòü ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
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Ðàññìîòðèì ãåîìåòðèþ G, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíà ÷àñòè÷-
íî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòü SG1 ⊂ SG âñåõ ïðåäëîæåíèé P ãåîìåòðèè G ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí êàê ðåçóëüòàò ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé èç ïðåäëîæåíèé P ∈ SA,
ãäå SA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî àêñèîì SA⊂ SG. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî àêñèîì SA ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîå ïðåäëîæå-
íèå P ∈ SG1 ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ìíîæåñòâà SA àêñèîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ
òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî Sr = SG\SG1 îñòàëüíûõ ïðåäëîæåíèé ãåîìåòðèè G íå
ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ìíîæåñòâà SA àêñèîì.

Òåîðåìà Ãåäåëÿ óòâåðæäàåò òî æå ñàìîå, Ãåäåëü èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ,
÷òî ïîëíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ ãåîìåòðèè âîçìîæíà è ïðèõîäèò, ïî ñóùåñòâó, ê
âûâîäó, ÷òî ïîëíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ íå âñåãäà âîçìîæíà.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè îáóñëîâëåíà òåì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, ÷òî ìû íå çíàåì äðóãèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè êðîìå âûâå-
äåíèÿ ïðåäëîæåíèé ãåîìåòðèè èç àêñèîì ãåîìåòðèè. Åâêëèä âûâåë ñâîþ åâêëè-
äîâó ãåîìåòðèþ èç ñèñòåìû àêñèîì. Áûëî äîêàçàíî [1], ÷òî åâêëèäîâû àêñèîìû
ñîâìåñòíû ìåæäó ñîáîé, è ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîé ãåîìåòðèåé.

Ìàòåìàòèêè ïûòàþòñÿ ïîâòîðèòü îïûò Åâêëèäà ïî ïîñòðîåíèþ äðóãèõ (íåîä-
íîðîäíûõ) ãåîìåòðèé. Îíè èñïîëüçóþò åâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè.
Â ðåçóëüòàòå íåëüçÿ áûòü óâåðåííûì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ âñÿ ãåîìåòðèÿ, à íå òîëüêî
åå ÷àñòü.

Ìû èñõîäèì èç îáùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîëíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ ãåîìåò-
ðèè íå âñåãäà âîçìîæíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò òåîðåìû Ãåäåëÿ î÷åâèäåí. Îä-
íàêî, ïðèíèìàÿ òàêîå ïðåäïîëîæåíèå, ìû äîëæíû èìåòü àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, ïîòîìó ÷òî ôîðìàëüíîå ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé íå êîíñòðóêòèâíî áåç ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ïðåä-
ëîæåíèé.

Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè.
Îí îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ óòâåðæäåíèÿõ.

1. Ãåîìåòðèÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ åå ìåòðèêîé (ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâó-
ìÿ òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàåìîì, ãåîìåòðèåé).

2. Ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ãåîìåòðèåé, ïîë-
íîñòüþ îïèñûâàåìîé åå ìåòðèêîé.

Áóäåì íàçûâàòü ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ëþáóþ ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ ïîëíî-
ñòüþ îïèñûâàåòñÿ åå ìåòðèêîé. Ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç
íåêîòîðîé ñèñòåìû àêñèîì, áóäåì íàçûâàòü àêñèîìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé, èëè
ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé. Òîãäà àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âñÿêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè â ðåçóëüòàòå åå äåôîðìàöèè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðåäëîæåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç åâêëèäîâó ìåòðèêó, è åâêëèäîâà ìåòðèêà âî âñåõ ïðåäëîæåíèÿõ
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çàìåíÿåòñÿ ìåòðèêîé èíòåðåñóþùåé íàñ ãåîìåòðèè. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, â êî-
òîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïðåäëîæåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç åâêëèäîâó ìåòðèêó [2]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ
âñå ïðåäëîæåíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ãåîìåòðèè, âûðàæåííûå ÷åðåç åå ìåòèêó.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî òåðìèí "ìåòðèêà" îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå, óäîâëå-
òâîðÿþùåå àêñèîìå òðåóãîëüíàêà. Â ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè òåðìèí "ìåòðèêà"
îçíà÷àë ïðîñòî ðàññòîÿíèå (êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
òðåóãîëüíèêà).

×òîáû óñòðàíèòü ïóòàíèöó, â äàëüíåéøåì âìåñòî ìåòðèêè ρ (P, Q) áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ (P, Q) = 1

2
ρ2 (P,Q). Ýòî áîëåå óäîáíî ñ òåõ-

íè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå èíäåôèíèòíîé ãåîìåòðèè (íàïðè-
ìåð, ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî) ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ âåùåñòâåííà, õîòÿ ðàññòîÿíèå
ρ =

√
2σ ìîæåò áûòü ìíèìûì.

2 Ïðèíöèï äåôîðìàöèè êàê ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Åñëè ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ èçâåñòíà, òî âûðàæåíèå åå ïðåäëîæåíèé
÷åðåç åâêëèäîâó ìèðîâóþ ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìîé. Îä-
íàêî â ýòîé ïðîáëåìå èìåþòñÿ íåêîòîðûå òîíêîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ñîáñòâåí-
íî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ èìååò êàê ñïåöèôè÷åñêèå åâêëèäîâû ñâîéñòâà, òàê è
îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà. Âñå ïðåäëîæåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè äîëæíû áûòü âûðàæåíû òîëüêî ÷åðåç îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ ÷åðåç åâêëèäîâó ìèðîâóþ ôóíêöèþ ìîãóò
áûòü äåôîðìèðîâàíû è èñïîëüçîâàòüñÿ â äåôîðìèðîâàííîé ãåîìåòðèè. Äåëî
â òîì, ÷òî ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ðàçëè÷-
íû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé. Êàæäîå ñïåöèôè÷åñêîå
ñâîéñòâî ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîäåðæèò ññûëêó íà ðàçìåðíîñòü n
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íå
ñîäåðæàò ññûëêè íà ðàçìåðíîñòü n åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì,
òîëüêî åâêëèäîâû ïðåäëîæåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ññûëêè íà ðàçìåðíîñòü, ìîãóò
áûòü äåôîðìèðîâàíû, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äåôîð-
ìèðîâàííîé ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Âåêòîð PQ =
−→
PQ åñòü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî èç äâóõ òî÷åê P è Q. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (P0P1.Q0Q1) äâóõ âåêòîðîâ
P0P1 è Q0Q1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.Q0Q1) = σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) (2.1)

ãäå σ åñòü ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ

σ : Ω× Ω → R, σ (P, Q) = σ (Q,P ) , σ (P, P ) = 0, ∀P, Q ∈ Ω
(2.2)
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Îïðåäåëåíèå (2.1) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ òðàäè-
öèîííûì îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â ñîáñòâåííî åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. (Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü). Ñîîòíîøåíèå (2.1) íå ñîäåðæèò
ññûëêè íà ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è íà ñèñòåìó êîîðäèíàò â íåì.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ñî-
îòíîøåíèå, êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ â ëþáîé ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ýêâèâàëåíòíîñòü (ðàâåíñòâî) äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè

P0P1eqvQ0Q1 : (P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1| ∧ |P0P1| = |Q0Q1| (2.3)

ãäå |P0P1| åñòü äëèíà âåêòîðà P0P1

|P0P1| =
√

(P0P1.P0P1) =
√

2σ (P0, P1) (2.4)

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå óñëîâèå (2.3) ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è
Q0Q1 èìååò âèä

σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) = 2σ (P0, P1) (2.5)
σ (P0, P1) = σ (Q0, Q1) (2.6)

Åñëè òî÷êè P0, P1, îïðåäåëÿþùèå âåêòîð P0P1, è íà÷àëî Q0 âåêòîðà Q0Q1

çàäàíû, òî ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð Q0Q1, ýêâèâàëåíòíûé (ðàâíûé) âåêòîðó
P0P1, ðåøèâ äâà óðàâíåíèÿ (2.5), (2.6) îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ òî÷êè Q1.

Â ñëó÷àå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èìååòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî ðå-
øåíèå óðàâíåíèé (2.5), (2.6) íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè n åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü íè
ñóùåñòâîâàíèÿ, íè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.5), (2.6) äëÿ òî÷êè
Q1. ×èñëî ðåøåíèé çàâèñèò îò âèäà ìèðîâîé ôóíêöèè σ. Ýòîò ôàêò îçíà÷à-
åò ìíîãîâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ â ïðîèçâîëüíîé
ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èíûìè ñëîâàìè, îäíîâàðèàíòíîñòü ðàâåíñòâà âåêòîðîâ
â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâîì ñîá-
ñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, è ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì åâêëèäîâîé
ìèðîâîé ôóíêöèè. Â äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ãåîìåòðèÿõ ýòî ñâîéñòâî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå èìååò ìåñòà.

Ìíîãîâàðèàíòíîñòü åñòü îáùåå ñâîéñòâî ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îíî ñâÿçà-
íî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ìèðîâóþ
ôóíêöèþ. Ïîñêîëüêó ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ðàçëè÷íà â ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ãåîìåò-
ðèÿõ, ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì, èëè îíî ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü ñîâñåì.

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ðàâåíñòâî äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàêæå êàê ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿþùèõ ýòèõ âåêòîðîâ â
íåêîòîðîé ïðÿìîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. (Ýòî òðàäèöèîííûé ìåòîä îïðå-
äåëåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ âåêòîðîâ.)
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Ïóñòü ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n. Ââåäåì n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ P0Pk, k = 1, 2, ...n. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ P0Pk

îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà

det || (P0Pi.P0Pk) || 6= 0, i, k = 1, 2, ...n (2.7)

Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè P0Pk,
k = 1, 2, ...n â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû
xk = (P0P1)k è yk = (Q0Q1)k âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
èìåþò âèä

xk = (P0P1)k = (P0P1.P0Pk) , yk = (Q0Q1)k = (Q0Q1.P0Pk) , k = 1, 2, ...n
(2.8)

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(P0P1.P0Pk) = (Q0Q1.P0Pk) , k = 1, 2, ...n (2.9)

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.1) åãî ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè (ìåò-
ðèêè). Òî÷êè P0, P1, Q0 ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè. Òî÷êà Q1 ïîäëåæèò îïðåäå-
ëåíèþ óðàâíåíèÿìè (2.9). Óðàâíåíèÿ (2.9) îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâî âåêòîðîâ P0P1

è Q0Q1 òîëüêî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En. Óæå â (n + 1)-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En+1 n óðàâíåíèé (2.9) íå îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâà âåê-
òîðîâ P0P1 è Q0Q1, ïîòîìó ÷òî â (n + 1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En+1 íóæíî (n + 1) óðàâíåíèé âèäà (2.9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà âåêòîðîâ.
Â ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàçìåðíîñòü ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, èëè ðàçìåðíîñòü
ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé â ðàçíûõ òî÷êàõ. Â ýòîì ñëó÷àå òðàäèöèîííûå óñëîâèÿ
(2.9) ðàâåíñòâà äâóõ âåêòîðîâ òàêæå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúåêò, èëè ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òî÷êè êîòîðûõ
îïèñûâàþòñÿ òåêóùåé òî÷êîé Q1. Ýòîò ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðîâ Q0, P0, P1, ...Pn. Êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ýòîò îáúåêò? Ñîâåðøåííî íåïî-
íÿòíî.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.5), (2.6) îïèñûâàþò íåêîòîðûé
ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ñ ïîìîùüþ òåêóùåé òî÷êè Q1. Ýòîò îáúåêò çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ Q0, P0, P1, è ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
Q0Q1, ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó P0P1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.5),
(2.6) îïèñûâàþò íåêîòîðûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ñ ïîìîùüþ òåêóùåé òî÷êè
P1. Ýòîò îáúåêò çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ Q0, Q1, P0, è ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ
êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ P0P1, ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó Q0Q1.

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåí-
íîé ãåîìåòðèåé â òîì ñìûñëå, ÷òî îäèí è òîò æå ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ìîæåò
îïèñûâàòüñÿ â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, êðó-
ãîâîé öèëèíäð CY (P0, P1, Q) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

CY (P0, P1, Q) = {R|SP0P1R = SP0P1Q} (2.10)
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ãäå P0, P1 ñóòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà îñè öèëèíäðà è Q åñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà
íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Âåëè÷èíà SP0P1Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ P0, P1, Q. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãåðîíà, âûðàæàþùåé ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí, èëè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

SP0P1Q =
1

2

√∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.P0Q)
(P0Q.P0P1) (P0Q.P0Q)

∣∣∣∣ (2.11)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ
(2.1). Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êðóãîâîé öèëèíäð CY (P0, P1, Q) çàâè-
ñèò òîëüêî îò åãî îñè TP0P1 , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè P0, P1, íî íå îò ïîëîæåíèÿ
òî÷åê P0, P1 íà îñè TP0P1 .

Îñü öèëèíäðà TP0P1 îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

TP0P1 = {R|P0P1 ‖ P0R} (2.12)

ãäå P0P1 ‖ P0R îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû P0P1 è P0R êîëëèíåàðíû (ëèíåéíî
çàâèñèìû). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

P0P1 ‖ P0R :

∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.P0R)
(P0R.P0P1) (P0R.P0R)

∣∣∣∣ = 0 (2.13)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà P ′
1 ∈ TP0P1 , P ′ 6= P1, P ′ 6= P0, òî ïðÿìàÿ TP0P ′1 =

TP0P1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, TP0P ′1 6= TP0P1 â ïðîèçâîëü-
íîé ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Òîãäà â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

CY (P0, P1, Q) = CY (P0, P
′
1, Q) ∧ P ′

1 ∈ TP0P1 (2.14)

íî, âîîáùå ãîâîðÿ,

CY (P0, P1, Q) 6= CY (P0, P
′
1, Q) ∧ P ′

1 ∈ TP0P1 (2.15)

Äðóãèìè ñëîâàìè, êðóãîâîé öèëèíäð ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ðàñùåï-
ëÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ìíîæåñòâî ðàçíûõ öèëèí-
äðîâ.

Áîëåå àêêóðàòíîå óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò òàê. Öèëèíäðû CY (P0, P1, Q),
CY (P0, P

′
1, Q), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Íî â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

îíè ìîãóò ñîâïàäàòü, äàæå åñëè P ′
1 6= P1, íî P ′

1 ∈ TP0P1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñîá-
ñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ìîãóò ñîâ-
ïàäàòü èç-çà î÷åíü âûñîêîé ñòåïåíè ñèììåòðèè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äåôîðìàöèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìîæåò íàðóøàòü åå ñèììåòðèþ è
ñîâïàäåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ èñ÷åçàåò.
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3 Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ
âåêòîðîâ

Ïðèìåíòåëüíî ê ñâîéñòâó ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîéñòâî ìíîãîâàðèàíòíîñòè âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ìíîãî âåêòîðîâ Q0Q1,Q0Q

′
1, ...,

ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó P0P1 è íå ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé. Ýòà ñèòóàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ãåîìåòðèé. Îäíàêî, âîçìîæíû òàêèå ãåî-
ìåòðèè, ãäå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Q0Q1,Q0Q

′
1, ... âûðîæäàåòñÿ â îäèí âåêòîð.

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òàêîå âûðîæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
âåêòîðîâ. P0P1 è ëþáîé òî÷êè Q0, ÿâëÿþùåéñÿ íà÷àëîì âåêòîðà Q0Q1, ýêâè-
âàëåíòíîãî âåêòîðó P0P1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
îáùèì ñâîéñòâîì ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òîãäà êàê îäíîâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà
ýêâèâàëåíòíîñòè â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì
ñâîéñòâîì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðîå îáóñëîâëåíî âèäîì åâêëèäîâîé ìè-
ðîâîé ôóíêöèè.

Ìíîãîâàðèàíòíîñòü åñòü íîâîå ñâîéñòâî ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ñâîéñòâà
ìíîãîâàðèàíòíîñòè ïîêà åùå íå èññëåäîâàíû äîëæíûì îáðàçîì. Ìíîãîâàðèàíò-
íîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò èíòðàíçèòèâíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè
âåêòîðîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè P0P1eqvQ0Q1 è Q0Q1eqvS0S1, òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, âåêòîð P0P1 íå ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó S0S1. Èíòðàíçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü òðóäíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ðàçóìíî ðàññìîòðåòü ôèçè÷åñêèå ãåîìåòðèè,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò ìíîãîâàðèàíòíîñòè, èëè ñîäåðæàò åå â ìèíèìàëüíîé ñòå-
ïåíè.

Âèä ìèðîâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ôèçè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Ìîæíî èçìåíèòü ôèçè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, òîëüêî èçìåíÿÿ åå ìèðî-
âóþ ôóíêöèþ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ, íàäî íàëîæèòü íà ìèðî-
âóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå

F3 (P0, R, P1) ≡
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R, P1)−
√

2σ (P0, P1) ≥ 0, ∀P0, P1, R ∈ Ω
(3.1)

Ýòî àêñèîìà òðåóãîëüíèêà. Îíà èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë. Îòðåçîê T[P0P1] ïðÿ-
ìîé ìåæäó òî÷êàìè P0, P1 îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T[P0P1] = {R|F3 (P0, R, P1) = 0} (3.2)

Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèå

F3 (P0, R, P1) ≡
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R,P1)−
√

2σ (P0, P1) = 0 (3.3)

îïèñûâàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü S âîêðóã íåêîòîðîãî îáúåìà V â ïðîñòðàí-
ñòâå Ω. Âíåøíèå òî÷êè R ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó V óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèþ F3 (P0, R, P1) > 0. Âíóòðåííèå òî÷êè R âíóòðè îáúåìà V óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ F3 (P0, R, P1) < 0. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà òðåóãîëüíèêà (3.1),
îáúåì V ïóñò, è îòðåçîê T[P0P1] ïðÿìîé îäíîìåðíûé, ïîòîìó ÷òî ïîâåðõíîñòü S
íå ñîäåðæèò òî÷åê âíóòðè.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòðåçîê (3.2) ïðÿìîé ìîæåò áûòü îïèñàí ñîîòíîøåíèåì

T[P0P1] = {R|P0P1 · P0R∧ |P0R| ≤ |P0P1|} (3.4)

ãäå P0P1 · P0R ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ P0P1 è P0R,
êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P0P1 · P0R : (P0P1.P0R) = |P0R| · |P0P1| (3.5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâà îïðåäåëåíèÿ (3.2), (3.3) è (3.4), (3.5) ýêâèâàëåíòíû
èç-çà òîæäåñòâà

(P0P1.P0R)2−|P0R|2 |P0P1|2 ≡ 1

4
F0 (P0, R, P1) F1 (P0, R, P1) F2 (P0, R, P1) F3 (P0, R, P1)

(3.6)
ãäå

F0 (P0, R, P1) =
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R,P1) +
√

2σ (P0, P1)

F1 (P0, R, P1) =
√

2σ (P0, R)−
√

2σ (R, P1) +
√

2σ (P0, P1)

F2 (P0, R, P1) = −
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R, P1) +
√

2σ (P0, P1)

F3 (P0, R, P1) =
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R,P1)−
√

2σ (P0, P1)

Èòàê, åñëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå òðåóãîëüíèêà (3.1), ëþ-
áîé îòðåçîê (3.4) îäíîâàðèàíòåí (îäíîìåðåí), è ýêâèâàëåíòíîñòü (2.3) äâóõ âåê-
òîðîâ P0P1 è P0R îäíîâàðèàíòíà, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè èìåþò îáùåå íà÷àëî
P0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé P0P1eqvP0R è (3.1) ñëåäóåò, ÷òî R = P1.
Çàìåòèì, ÷òî îäíîâàðèàíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ñîá-
ñòâåííî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, êîãäà ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, è âñå
÷ëåíû â ñîîòíîøåíèè (3.1) âåùåñòâåííû äëÿ ëþáûõ òî÷åê P0, P1, R ∈ Ω. Äëÿ
ïñåâäî-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, êîãäà ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ ìîæåò èìåòü ëþáîé
çíàê, ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ ìíîãîâàðèàíòíà, âîîáùå ãîâîðÿ, äàæå åñ-
ëè âåêòîðû èìåþò îáùåå íà÷àëî.

Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ îäíîâàðèàíò-
íà òîëüêî â ñëó÷àå ïëîñêîãî ñîáñòâåííî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, ò.å. â ñîáñòâåí-
íî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàìåòèì, ÷òî â [2] èññëåäîâàëàñü òîëüêî ìíîãî-
âàðèàíòíîñòü ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ íàïðàâëåíèé, à ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè
âåêòîðîâ åùå íå áûëî ââåäåíî . Îäíàêî, èìååòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó ìíî-
ãîâàðèàíòíîñòüþ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ è ìíîãîâàðèàíòíîñòüþ ïàðàë-
ëåëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ. Ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ãåîìåò-
ðèé è âåêòîðîâ, êîãäà ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîâàðèàíòíî. Íàïðèìåð, â
ñîáñòâåííî ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâîå, ãäå ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà è
âûïîëíåíà àêñèîìà òðåóãîëüíèêà (3.1), ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è
Q0R îäíîâàðèàíòíà, åñëè P0P1 ‖ P0Q0.

8



4 Ðèìàíîâà è σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèè
Ôèçè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, ÷üÿ ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå òðåóãîëü-
íèêà (3.1) áóäåì íàçûâàòü σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ îòëè-
÷àåòñÿ îò σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ. σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåôîðìàöèè è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ìèðîâîé ôóíêöèåé. σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü äèñêðåòíîé èëè íåïðå-
ðûâíîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, ïîòîìó ÷òî ïîñòðîå-
íèå ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåôîðìàöèè íå íóæäàåòñÿ âî
ââåäåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò.

n-ìåðíàÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ñòðîèòñÿ êàê âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ n-ìåðíîé
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Sn â m-ìåðíîì ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em

(m > n). Ââîäèòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Km â Em ñ êîîðäèíàòàìè
ξ = {x,y} = {ξi} , i = 1, 2, ...m, ãäå x = {x1, x2, ...xn}, y = {yn+1, yn+2, ...ym}.
Êîîðäèíàòû ââîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîîðäèíàòû {x,0} îïèñûâàþò òî÷êè
n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Sn. Êðîìå òîãî, êîîðäèíàòû ξ âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ëþáîé âåêòîð U (P ) = {0, 0, ...0, Un+1, Un+2, ...Um} â òî÷êå P ∈ Sn

áûë îðòîãîíàëåí ê ëþáîìó êàñàòåëüíîìó ê ïîâåðõíîñòè Sn âåêòîðó
V (P ) = {V 1, V 2, ...V n, 0, 0, ...0}, âçÿòîìó â òîé æå ñàìîé òî÷êå P ∈ Sn. Ïóñòü
gik, i, k = 1, 2, ...m ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Em â ñèñòåìå êîîðäèíàò Km. Òîãäà

gik (ξ) = gik (x,y) =
l=m∑

l=1

∂X l (ξ)

∂ξi

∂X l (ξ)

∂ξk
, i, k = 1, 2, ...m, (4.1)

ãäå X l (ξ) , l = 1, 2, ...m ñóòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè ξ in Em. Êðèâîëè-
íåéíûå êîîðäèíàòû âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Sn îíè óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

l=m∑

l=1

∂X l (x,0)

∂ξi

∂X l (x,0)

∂ξk
= 0, i = 1, 2, ...n, k = n + 1, n + 2, ...m (4.2)

Ëèíåéíûé ýëåìåíò ds íà ïîâåðõíîñòè Sn îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ds2 =
l=n∑

l=1

gik (x,0) dxidxk ≡ gik (x) dxidxk (4.3)

ãäå çíàê ñóììû îïóùåí, è ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí-
äåêñàì îò 1 äî n. Ýòî ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ è äàëüøå. Ìîæíî îïðåäåëèòü ãåî-
äåçè÷åñêèå íà ïðîâåðõíîñòè Sn ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

d2xk

dτ 2
+ γk

ls (x)
dxl

dτ

dxs

dτ
= 0 (4.4)

ãäå γk
ls ñóòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Kn íà ïîâåðõíîñòè Sn

γk
ls (x) =

1

2
gki (x)

(
∂gis (x)

∂xl
+

∂gli (x)

∂xs
− ∂gls (x)

∂xi

)
, k, l, s = 1, 2, ...n (4.5)
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gki (x) gli (x) = δk
l , k, l = 1, 2, ...n

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû èìååòñÿ òîëüêî îäèí îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé L[P0P1] ⊂ Sn,
ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè P0, P1 ∈ Sn. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìèðîâóþ
ôóíêöèþ σR íà Sn ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

σR (P0, P1) =
1

2




∫

L[P0P1]

√
gik (x) dxidxk




2

, P0, P1 ∈ Sn (4.6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (4.6) ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σR óäîâëåòâîðÿåò àê-
ñèîìå òðåóãîëüíèêà (3.1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σR ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ìèðîâîé ôóíêöèåé σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, åñëè
ìíîæåñòâî Ω îòîæäåñòâèòü ñ ïîâåðõíîñòüþ Sn. Òîãäà ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ïî-
ñòðîåíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íà ïîâåðõíîñòè Sn ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåôîð-
ìàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû. Ìû ïîëó÷èì
ëèíåéíûé ýëåìåíò â âèäå (4.3) è óðàâíåíèå äëÿ ïðÿìîé (ãåîäåçè÷åñêîé) â âèäå
(4.4). Âñå ïîëó÷åííûå îäíîâàðèàíòíûå ðåçóëüòàòû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåôîðìàöèè èç ìèðîâîé ôóíêöèè (4.6).

Äâà âåêòîðà U (x1,0) è V (x2,0) â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ P1 = {x1,0} ∈ Sn

è P2 = {x2,0} ∈ Sn ðàâíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em, åñëè èõ äåêàðòîâû
ñîñòàâëÿþùèå ðàâíû

k=m∑

k=1

∂X l

∂ξk
(x1,0) Uk (x1,0) =

k=m∑

k=1

∂X l

∂ξk
(x2,0) V k (x2,0) , l = 1, 2, ...m (4.7)

ãäå Uk (x1,0) è V k (x2,0) ñóòü ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ U (x1,0) è V (x2,0) ñî-
îòâåòñòâåííî â ñèñòåìå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò Km. Åñëè âåêòîðû U (x1,0)
è V (x2,0) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè âíóòðåííåé ãåîìåòðèè â Sn, òî îíè êàñàòåëüíû
ê ïîâåðõíîñòè Sn, ò.å.

Uk (x1,0) = 0, V k (x2,0) = 0, k = n + 1, n + 2, ...m (4.8)

Ïóñòü âåêòîð U (x1,0), óäîâëåòâîðÿþùèé ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ (4.8), ôèê-
ñèðîâàí. Òîãäà âåêòîð V (x2,0), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (4.7), (4.8), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò, åñëè òî÷êè P1 è P2 ðàçëè÷íû, è

∂X l

∂ξk
(x1,0) 6= ∂X l

∂ξk
(x2,0) , l, k = 1, 2, ...m (4.9)

Íî ìíîãîâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïîòîìó ÷òî ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ â ïðèíöèïå
íå ñîäåðæèò ìíîãîâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Èòàê, âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íå ìî-
æåì âçÿòü èç ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîíÿòèå ðàâåíñòâà óäàëåííûõ
âåêòîðîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âî âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè Sn.
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Åñëè ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àáñòðàêòíàÿ ëîãè÷åñêàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ, òî ìîæíî, âîâñå íå ââîäèòü ðàâåíñòâî óäàëåííûõ âåêòîðîâ è èõ ïà-
ðàëëåëèçì. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ãåîìåòðèþ, â êîòîðîé èìåþòñÿ òîëüêî
íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, íî íå âñå îíè. Ïîëó÷åííàÿ ãåîìåòðèÿ
îêàçûâàåòñÿ áîëåå áåäíîé â ñâîèõ ïîíÿòèÿõ, ÷åì åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

Îäíàêî, åñëè (ïñåâäî)ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ïðåòåíäóåò íà èñïîëüçîâàíèå â êà-
÷åñòâå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òî ýòè ïîíÿòèÿ íóæíî ââåñòè, ïîòîìó
÷òî ïîñòðîåíèå äèíàìèêè ÷àñòèö íåâîçìîæíî áåç ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà óäàëåííûõ
âåêòîðîâ. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ââîäèòñÿ â ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ïóñòü u (x) =
{
uk (x)

}
, k = 1, 2, ...n ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íà ïîâåðõíîñòè Sn.

Îäíîâðåìåííî âåêòîð U (x,0) = {u (x) ,0} ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â ñîáñòâåííî åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em. Åãî êîîðäèíàòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò Km èìåþò
âèä Uk = uk (x) , k = 1, 2, ...n, Uk = uk = 0, k = n + 1, n + 2, ...m. Ïóñòü dξ åñòü
áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Sn, dξ = {dx,0}.

Ïåðåíåñåì âåêòîð U (x,0) â Em èç òî÷êè ξ = {x,0} â òî÷êó ξ+dξ = {x + dx,0}.
Ïåðåíîñ ïðîèçâîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî U (x,0) = U (x + dx,0). Ýòî âñåãäà
âîçìîæíî â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em. Ïîñêîëüêó dx ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé, òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Km âåêòîð U (x + dx,0)
èìååò âèä

Uk (x + dx,0) = Uk (x,0) + δUk (x,0) , k = 1, 2, ...m (4.10)

ãäå δUk (x,0) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà O (|dx|). Ïîñêîëüêó Uk (x,0) =
0, k = n + 1, n + 2, ...m, òî ïîëó÷àåì

Uk (x + dx,0) = δUk (x,0) , k = n + 1, n + 2, ...m (4.11)

è âåëè÷èíà |U (x + dx,0)| ñîâïàäàåò ñ |U (x,0)| ñ òî÷íîñòüþ äî O
(|dx|2).

Ñïðîåêòèðóåì âåêòîð U (x + dx,0) íà ïîâåðõíîñòü Sn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
ïîëàãàåì δUk (x,0) = 0, k = n+1, n+2, ...m. Âû÷èñëåíèå δUk (x,0) , k =
1, 2, ...n äàåò

δUk (x,0) =

l,s=n∑

l,s=1

γk
ls (x) U l (x,0) dxs + O

(|dx|2) , k = 1, 2, ...n (4.12)

ãäå ñèìâîë Êðèñòîôôåëÿ γk
ls (x) çàäàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Sn ñîîòíîøåíèåì (4.5).

Ñîîòíîøåíèå (4.12) ñîäåðæèò òîëüêî òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå u âåê-
òîðà U ∈ En. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.12) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
âíóòðåííåé ãåîìåòðèè íà ïîâåðõíîñòè Sn. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â âèäå, ñîäåðæàùåì òîëüêî âåëè÷èíû âíóòðåííåé ãåîìåòðèè. Âåêòîð

uk (x + dx) = uk (x) + δuk (x) = uk (x) + γk
ls (x) ul (x) dxs, k = 1, 2, ...n (4.13)

ñ÷èòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âåêòîðó uk (x), k = 1, 2, ...n.
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Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà ðè-
ìàíîâîé ãåîìåòðèè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ èç òî÷êè x â òî÷êó x′ ïðîèçâîäèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êè x è x′ ñâÿçûâàþòñÿ íåêîòîðîé êðèâîé Lxx′ . Êðèâàÿ
äåëèòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëûå îòðåçêè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïðîèçâîäèòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî âäîëü âñåõ îòðåçêîâ êðèâîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.13). Ðå-
çóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà çàâèñèò îò ïóòè Lxx′ . Ïî ñóùåñòâó ðåçóëüòàò
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ìíîãîâàðèàíòåí, íî êàæäûé âàðèàíò ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà ñâÿçûâàåòñÿ ñ íåêîòîðûì ïóòåì Lxx′ ïåðåíîñà.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè èññëåäîâàëñÿ â ðàçäåëå 6
ðàáîòû [2]. Çäåñü ïðåäñòàâëåí òîëüêî ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ (ïàðàëëåëüíîñòü âåêòîðîâ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.5). Â
êîîðäèíàòíîì âèäå îíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(σi,l′ (x, x′) σk,s′ (x, x′)− gik (x) gl′s′ (x
′)) ui (x) uk (x) vl′ (x′) vk′ (x′) = 0 (4.14)

ãäå σ (x, x′) åñòü ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìåæäó òî÷êàìè ñ
êîîðäèíàòàìè x = {xi}, i = 1, 2, ...n è x′ = {x′i}, i = 1, 2, ...n

σil′ (x, x′) ≡ σi,l′ (x, x′) ≡ ∂2σ ((x, x′))
∂xi∂x′l

(4.15)

Øòðèõ ó èíäåêñà îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò èíäåêñ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå x′. ui (x) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì â òî÷êå x. vk′ (x′) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì
âåêòîðîì â òî÷êå x′. Åñëè âåêòîðû uk (x), vk (x′) ïàðàëëåëüíû, òî îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèþ (4.14). Ñîîòíîøåíèå (4.14) áûëî ïîëó÷åíî äëÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ âåêòîðîâ ui (x) è vk′ (x′). Íî ñîîòíîøåíèå (4.14) èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî äëèí âåêòîðîâ ui (x) è vk′ (x′). Ïî ýòîé ïðè÷èíå îíî âåðíî òàêæå äëÿ
êîíå÷íûõ âåêòîðîâ ui (x), vk′ (x′). Ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ (4.14) èñïîëüçî-
âàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.6), ò.å.
îíà ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü âåêòîð x′ − x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì. Òîãäà

dξk=x′k − xk, vk (x′) = vk (x) + δvk (x) , k = 1, 2, ...n (4.16)

ãäå dξk è δvk ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè, è ñîîòíîøåíèå (4.14)
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

(
ukv

k
)2 − uku

kvlv
l + (γj;isgkr + gijγr;ks − gikgrj,s) ujurvivkdξs

+ (gijgkr − gikgrj) ujurδvivk + (gijgkr − gikgrj) ujurviδvk = 0 (4.17)

ãäå
γj;is = gjlγ

l
is, grj,s ≡ ∂grj

∂xs
(4.18)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òðàäèöèîííûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (4.13)

vk (x) = uk (x) , δvk (x) = γk
ls (x) vl (x) dξs (4.19)

12



óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (4.17). Îäíàêî, ðåøåíèå (4.19) åäèíñòâåííî, åñëè
íàïðàâëåíèå dξ ïåðåíîñà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà u (x). Â îáùåì ñëó-
÷àå, êîãäà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè Sn îòëè÷íà îò íóëÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé v+δvk

óðàâíåíèÿ (4.17) îáðàçóåò êîíóñ (êîíóñ êîëëèíåàðíîñòè). Ýòîò êîíóñ âûðîæäà-
åòñÿ â îäíîìåðíóþ ëèíèþ, åñëè âåêòîð u (x) ïàðàëëåëåí âåêòîðó dξ, èëè êðè-
âèçíà ïîâåðõíîñòè Sn ðàâíà íóëþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ òðàäèöèîííûé ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ (4.19) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.17).

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ.
Âî âñÿêîì ñëó÷àå åâêëèäîâà ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åâêëè-
äîâó ãåîìåòðèþ. Åñëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå òðåóãîëüíèêà
(3.1), òî îíà îïðåäåëÿåò σ-ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êðîìå
òîãî, èìååòñÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, êîòîðàÿ íå ñîâïàäàåò ñ σ-ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèåé â íåêîòîðûõ äåòàëÿõ. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ïðåòåíäóåò íà ðîëü ïðàâèëüíîé
ãåîìåòðèè, ñïîñîáíîé îïèñûâàòü ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ ðàññìàòðèâàþò ðèìàíîâó ãåîìåò-
ðèþ êàê èñòèííóþ ãåîìåòðèþ è èãíîðèðóþò σ-ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ. Ìû ñðàâ-
íèì σ-ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ è ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ, âî-ïåðâûõ, êàê ëîãè÷åñêèå
ïîñòðîåíèÿ, à, âî-âòîðûõ, êàê âîçìîæíûå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ äîâîëüíî ñïåöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Îíà îïèñûâàåòñÿ òîëü-
êî â òåðìèíàõ êîîðäèíàò. Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî âëîæèìî â åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ èñïîëüçóåò
àêñèîìó òðåóãîëüíèêà (3.1), âçÿòóþ â âèäå (4.6), êàê âíóòðåííåå óñëîâèå ãåîìåò-
ðèè. Óñëîâèå (4.6) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì â òîì ñìûñëå, ÷òî íåêîòîðûå áàçîâûå
ïîíÿòèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè (ïîíÿòèå êðèâîé) íå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íû áåç àêñèîìû òðåóãîëüíèêà. Ïîíÿòèå ìèðîâîé ôóíêöèè â ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íûì (ïðîèçâîäíûì) ïîíÿòèåì. Ïîíÿòèå ìèðîâîé ôóíêöèè,
îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (4.6), íå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî áåç ññûëêè
íà ïîíÿòèå êðèâîé (ãåîäåçè÷åñêîé). Íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îáîáùåíèå ðèìàíî-
âîé ãåîìåòðèè â òåðìèíàõ åå áàçîâûõ ïîíÿòèé.

σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êî-
ãäà ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà àêñèîìîé òðåóãîëüíèêà (3.1). Ìèðîâàÿ ôóíê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. σ-ðèìàíîâà ãåîìåò-
ðèÿ íå ïîäâåðæåíà òàêèì îãðàíè÷åíèÿì, êàê èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò è èçî-
ìåòðè÷åñêàÿ âëîæèìîñòü â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ íå
èñïîëüçóåò íåìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå êðèâîé. Àêñèîìà òðåóãîëüíèêà â σ-ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì îãðàíè÷åíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè. Óñòðàíÿÿ àêñèîìó òðåóãîëüíèêà, ìû ïîëó÷àåì
áîëåå îáùóþ ãåîìåòðèþ, ïîíÿòèÿ êîòîðîé ñòðîÿòñÿ áåç ññûëêè íà àêñèîìó òðå-
óãîëüíèêà.

σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïîñòðîåíèåì, ÷åì ðèìàíîâà
ãåîìåòðèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî íàêëàäûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà σ-ðèìàíîâó ãåîìåò-
ðèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ. Íàïðèìåð, â ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè
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èìåþòñÿ äâà âèäà ïðÿìûõ

TP0P1;P0 ≡ TP0P1 = {R|P0P1 ‖ P0R} (4.20)

è
TP0P1;Q0 = {R|P0P1 ‖ Q0R} (4.21)

Ïðÿìûå òèïà (4.20) ÿâëÿþòñÿ îäíîâàðèàíòíûìè (îäíîìåðíûìè) â σ-ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè, òîãäà êàê ïðÿìûå òèïà (4.21), âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîâàðèàíòíû. Ïðÿ-
ìàÿ òèïà (4.20) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì (âûðîæäåííûì) ñëó÷àåì ïðÿìîé (4.21), êîãäà
òî÷êà Q0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé P0. Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðÿìûå
îáîèõ òèïîâ îäíîâàðèàíòíû (îäíîìåðíû).

×òîáû ïîëó÷èòü ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ èç σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íóæíî óäà-
ëèòü ìíîãîâàðèàíòíûå ïðÿìûå âèäà (4.21) è èñïîëüçîâàòü òîëüêî âûðîæäåííûå
îäíîìåðíûå ïðÿìûå òèïà (4.20). Ïîñëå ýòîãî âûðîæäåííûå ïðÿìûå (4.20) èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ
êàê ïðîèçâîäíîå ïîíÿòèå íà îñíîâå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà è
ãåîäåçè÷åñêîé. Ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ñòðîèòñÿ êàê âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíî-
ñòè â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óñòðàíÿÿ ìíîãîâàðèàíòíûå ïðÿìûå
(4.21) èç ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è îñòàâëÿÿ òîëüêî âûðîæäåííûå ïðÿìûå, íåëü-
çÿ áûòü óâåðåííûì â òîì, ÷òî ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òîëüêî âûðîæäåííûõ ïðÿìûõ, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûì. Èñïîëüçîâàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðèè ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî äâóìåðíàÿ åâêëèäîâà ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííîé â íåé äûðîé íå ìîæåò
áûòü èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíà â åâêëèäîâó ïëîñêîñòü áåç äûðû. Êðîìå òîãî â
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè îòñóòñòâóåò àáñîëþòíûé ïàðàëëåëèçì, õîòÿ îí èìååòñÿ â
σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé òîëüêî ÷àñòü ïîëíîé ôèçè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïîëíîé
ãåîìåòðèè îòðåçàåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî âûðîæäåííûå ïðÿìûå (4.20) îáðàçóþò âñå
ìíîæåñòâî ïðÿìûõ. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Îíî íå ìîæåò áûòü óäàëåíî
áåç ðàçðóøåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Â ïðèëîæåíèè ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ áîëåå ýôôåê-
òèâíà, ÷åì ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ. σ-ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé
ãåîìåòðèåé. ×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå îáùóþ ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èç
σ-ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, äîñòàòî÷íî òîëüêî óáðàòü àêñèîìó òðåóãîëüíèêà, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì îãðàíè÷åíèåì. Ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ãåîìåòðèþ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â îáùåì âèäå. Â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè àêñèîìà òðåóãîëü-
íèêà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Óñòðàíÿÿ àêñèîìó òðåóãîëüíèêà, ìû òåðÿåì ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.

Èñïîëüçóÿ ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ êàê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ãåîìåòðèþ,
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îòâåòñòâåííóþ çà
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êâàíòîâûå ýôôåêòû [3]. Íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
îòâåòñòâåííóþ çà îãðàíè÷åííóþ äåëèìîñòü ôèçè÷åñêèõ òåë [4]. Íåîãðàíè÷åííàÿ
äåëèìîñòü, èñïîëüçóåìàÿ â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïîðîæäàåò íåçàâèñèìîñòü äè-
íàìèêè ÷àñòèö îò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè. Íà ñàìîì äåëå, èñ-
òèííàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîæåò îïðåäåëÿòü äèíàìèêó ÷àñòèö
[5].
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