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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòüÿ ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

(ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ � ýòî ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, âòîðàÿ
� îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè). Ïîñëå òðåòüåé ìîäèôèêàöèè ãåîìåò-
ðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ èçíà-
÷àëüíî ñòîõàñòè÷åñêèì (ìíîãîâàðèàíòíûì). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûíóæ-
äàåò ïîñòðîèòü ìíîãîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êëàññè÷åñêóþ äèíàìèêó â íåðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ìíîãîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà îáúÿñíÿåò êâàíòîâûå ýôôåêòû áåç ññûëêè
íà êâàíòîâûå ïðèíöèïû. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîâûõ ïðèíöèïîâ ïîçâîëÿåò
ðåøèòü ãëàâíóþ ïðîáëåìó ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè: îáúåäèíå-
íèå ïðèíöèïîâ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ïðèíöèïàìè
êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

1 Ââåäåíèå
Â ÕÕ âåêå äèíàìèêà ðàçâèâàëàñü ãëàâíûì îáðàçîì â ðåçóëüòàòå ìîäèôèêàöèè
ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïåðâûå äâå ñóùåñòâåííûå ìîäèôèêàöèè ïðîñòð-
àíñòâà-âðåìåíè áûëè îñóùåñòâëåíû Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì. Ïåðâàÿ ìîäèôè-
êàöèÿ ðåøèëà ïðîáëåìó äâèæåíèÿ ñ áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè. Îíà èçâåñòíà êàê
ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâåëà ê ïðîñòðàí-
ñòâó-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî â ðåçóëüòàòå çàìåíû äâóõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
èíâàðèàíòîâ îäíèì.

Âòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíà êàê îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Ýòà ìî-
äèôèêàöèÿ ïðèâåëà ê ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðàÿ ÿâ-
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ëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà íà êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

Òðåòüÿ ìîäèôèêàöèÿ åùå íå èìååò ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ. Ýòà ìîäèôè-
êàöèÿ ïðèâåëà ê íåðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (Ò-ãåîìåòðèè).
Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ â ðàìêàõ êëàññè÷å-
ñêîé äèíàìèêè, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì êâàíòîâûõ ïðèíöèïîâ. Â íåðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
âàðèàíòíûì (ñòîõàñòè÷åñêèì), è íóæíà ñïåöèàëüíàÿ ìíîãîâàðèàíòíàÿ äèíà-
ìèêà, êîòîðàÿ áûëà áû ñîâìåñòíà ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèåé.
Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ïî ñåáå ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îäíîâà-
ðèàíòíîé (äåòåðìèíèðîâàííîé), òîãäà êàê äâèæåíèå ÷àñòèö â îäíîâàðèàíòíîì
(äåòåðìèíèðîâàííîì) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîâàðèàíòíûì (ñòî-
õàñòè÷åñêèì). Ýòî åñòü ñëåäñòâèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè ïîíÿòèÿ ïàðàëëåëüíîñòè.

Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ãåîìåòðèåé Ìèíêîâñêîãî äåòåðìèíèðîâàííîå äâè-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò íèêàêèõ îñîáûõ ïðè÷èí
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî äâèæåíèÿ. Åñòåñòâåííîå ñòîõàñòè÷åñêîå äâèæåíèå â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî íåâîçìîæíî. Ñòîõàñòè÷åñêîå äâèæåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî äîëæíû áûòü íåêîòîðûå îñîáûå ïðè-
÷èíû äëÿ ñòîõàñòè÷íîñòè.

Â íåðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äâèæåíèå ëþáîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèì, ïðè÷åì íå íèêàêèõ îñîáûõ ïðè÷èí äëÿ ñòîõàñòè÷íîñòè. Â ýòîì
ñìûñëå ñòîõàñòè÷åñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñïåöèàëüíûé òåðìèí "ìíîãîâàðèàíòíîå äâèæåíèå"äëÿ åñòåñòâåííîãî ñòî-
õàñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Â íåêîòîðûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ ( ÷àñòèöà î÷åíü áîëüøîé
ìàññû) ìíîãâàðèàíòíîå äâèæåíèå âûðîæäàåòñÿ â îäíîâàðèàíòíîå (äåòåðìèíè-
ðîâàííîå) äâèæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãîâàðèàíòíîãî äâè-
æåíèÿ.

Êîíöåïöèÿ, ïîðîæäåííàÿ òðåòüåé ìîäèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ãåîìåòðèè, îïèñûâàåò êâàíòîâûå ýôôåêòû áåç ññûëêè íà êâàíòîâûå ïðèíöèïû.
Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé êîíöåïöèåé, òîãäà êàê òðàäèöèîííàÿ êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêîé êîíöåïöèåé.

2. Îíà èñïîëüçóåò äèíàìè÷åñêèå ìåòîäû, êîòîðûå íå îãðàíè÷åíû êâàíòîâû-
ìè ïðèíöèïàìè. Äèíàìè÷åñêèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè: íàïðèìåð, íåñîâìåñòèìîñòü êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðåòàöèè ñ ôîð-
ìàëèçìîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè [1, 2], ñóùåñòâîâàíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû, îïèñûâàåìûõ íåðåëÿòèâèñòñêè [3, 4, 5, 6],
è ïðèðîäà ìåõàíèçìà ðîæäåíèÿ ïàð [7]

3. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èìååò òîò ôàêò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êîíöåïöèÿ ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé, ÷åì òðàäèöèîííîå êâàíòîâîå îïèñàíèå.
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Ýòî ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 1, ãäå ïðåäñòàâëåíà íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
êîíöåïöèÿ, îñíîâàííàÿ íà íåêîòîðûõ ïåðâûõ (ôóíäàìåíòàëüíûõ) ïðåäëîæåíè-
ÿõ, êîòîðûå ïîêàçàíû â íèæíåé ÷àñòè ñõåìû. Íàâåðõó ïîêàçàíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ ïðåäëî-
æåíèé. Âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ìîãóò áûòü
îáúÿñíåíû ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà ñëåäñòâèé, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, áåç ïðÿìîé ññûëêè íà ïåðâûå ïðåäëîæåíèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé òåîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèñîê ýòèõ ïðåäëîæåíèé (ñëåäñòâèé) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûå ïðåäëîæåíèÿ íåêîòîðîé òåîðèè (óñå÷åííîé òåîðèè).
Ýòà óñå÷åííàÿ òåîðèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîäîñòàòî÷íàÿ òåîðèÿ, íå
íóæäàþùàÿñÿ â ññûëêàõ íà ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ è íå èñïîëüçóþùàÿ ýòè
ññûëêè. Óñå÷åííàÿ òåîðèÿ ñîäåðæèò áîëüøå ïåðâûõ ïðåäëîæåíèé, ÷åì ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ êîíöåïöèÿ, ïîòîìó ÷òî îíà ñîäåðæèò ñëåäñòâèÿ ïåðâûõ ïðåäëî-
æåíèé ôóíäàìåíòàëüíûé òåîðèè â êà÷åñòâå ïåðâûõ ïðåäëîæåíèé, ïðè÷åì ýòè
ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÿâëåíèé.

Åñëè íàì íå èçâåñòíû ïåðâûå ïðåäëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè, ìû íå
ìîæåì ðàçäåëèòü, ÷òî â ïåðâûõ ïðåäëîæåíèÿõ óñå÷åííîé òåîðèè îáóñëîâëåíî
ïåðâûìè ïðèíöèïàìè ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè, à ÷òî îáóñëîâëåíî íåðåëÿòè-
âèñòñêèì õàðàêòåðîì îïèñûâàåìûõ ÿâëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïðèíè-
ìàòü óñå÷åííóþ òåîðèþ êàê ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ ñ ïåðâûìè ïðåäëîæåíè-
ÿìè, îòëè÷íûìè îò ïåðâûõ ïðåäëîæåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè. Óñå÷åííûå
òåîðèè êàê ïðàâèëî ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèìè, Èõ ïðèìåíåíèå ê îáúÿñíåíèþ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ëåã÷å è ïðîùå, ÷åì ïðèìåíåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðèè, ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè ñîäåðæàòñÿ
â óñå÷åííîé òåîðèè â ãîòîâîì âèäå.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèå óñå÷åííîé òåîðèè ïðîùå, ÷åì ïðè-
ìåíåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè. Óñå÷åííàÿ òåîðèÿ âûãëÿäèò êàê áîëåå ïðî-
ñòàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíîé äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ, ÷åì ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ. Êðîìå òîãî, óñå÷åííàÿ òåîðèÿ,
êàê ïðàâèëî, ïîÿâëÿåòñÿ ðàíüøå, ÷åì ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ, ïîòîìó ÷òî ïåð-
âûå ïðåäëîæåíèÿ óñå÷åííîé òåîðèè áëèæå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, è îíà
ïðîùå, ÷åì ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ. Íàïðèìåð, àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåðìîäèíà-
ìèêà (óñå÷åííàÿ òåîðèÿ) áûëà ïîñòðîåíà ðàíüøå, ÷åì ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà
(êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèåé ïî îòíîøå-
íèþ ê òåðìîäèíàìèêå. Êàê ïðàâèëî, ïåðåõîä îò èçâåñòíîé óñå÷åííîé òåîðèè ê
ñîîòâåòñòâóþùåé íåèçâåñòíîé ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèè îêàçûâàåòñÿ òðóäíûì
äëÿ âîñïðèÿòèÿ èññëåäîâàòåëåé.

Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ óñå÷åííîé òåîðèåé, è äëÿ íåå
ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íà íà-
ñòîÿùåé ñòàäèè ðàçâèòèÿ íàóêè, áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ðàññìàòðèâàåò
íåðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó êàê ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ. Ïåðâûå
ïðåäëîæåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ñîäåðæàò êâàíòîâûå ïðèíöè-
ïû, ÿâëÿþùèåñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Â ðåçóëüòàòå ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ðåëÿ-
òèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå íåðåëÿòèâèñò-
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ñêèõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñ ïðèíöèïàìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû íåïîñëåäîâàòåëüíà.

Ïðàâèëüíàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íóæ-
íî îòäåëèòü íåðåëÿòèâèñòñêèé õàðàêòåð îïèñûâàåìûõ ÿâëåíèé îò ïåðâûõ ïðåä-
ëîæåíèé òåîðèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ,
ïåðâûå ïðåäëîæåíèÿ êîòîðîé íå÷óâñòâèòåëüíû ê õàðàêòåðó (ðåëÿòèâèñòñêîìó
èëè íåðåëÿòèâèñòñêîìó) îïèñûâàåìûõ ÿâëåíèé.

2 Çà÷åì íóæíà Ò-ãåîìåòðèÿ?
Â òðèäöàòûå ãîäû ÕÕ âåêà áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ñâîáîäíûå ìèêðî÷àñòèöû
äâèæóòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè. Äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö çàâèñèò òîëüêî îò ãåî-
ìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñòîõàñòè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèö ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè. Äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â òàêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äîëæíî
áûòü èçíà÷àëüíî ñòîõàñòè÷åñêèì (ìíîãîâàðèàíòíûì). Èíòåíñèâíîñòü ñòîõàñòè÷-
íîñòè (ìíîãîâàðèàíòíîñòü) äîëæíà çàâèñåòü îò ìàññû ÷àñòèöû. Òàêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ íå áûëà èçâåñòíà äî äåâÿíîñòûõ ãîäîâ ÕÕ âåêà.

Â Ò-ãåîìåòðèè ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíîñòè èíòðàíçèòèâíî, ò.å. åñëè èìåþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ a ‖ b è b ‖ c äëÿ âåêòîðîâ a, b, c , òî, âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîðû
a è c íå ïàðàëëåëüíû. Íà ñàìîì äåëå, â Ò-ãåîìåòðèè èìååòñÿ ìíîãî âåêòîðîâ
b1,b2, ..., êîòîðûå ïàðàëëåëüíû âåêòîðó a, íî íå ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé.
Èíòðàíçèòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîñòè ñâÿçàíà ìíîãîâàðèàíòíîñòüþ ïàðàëëåëüíî-
ñòè, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî âåêòîðîâ (íàïðàâëåíèé) b1,b2, ...,
êîòîðûå ïàðàëëåëüíû âåêòîðó (íàïðàâëåíèþ) a, íî íå ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñî-
áîé. Íà ðèñ.2 èçîáðàæåíû ìèðîâûå ëèíèè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Â ïåðâîì ñëó÷àå
èçîáðàæåíà ìèðîâàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Âî âòîðîì
ñëó÷àå èçîáðàæåíà ìíîãîâàðèàíòíàÿ ìèðîâàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ
èíòðàíçèòèâíûì ïàðàëëåëèçìîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì òðàäèöèîííóþ îä-
íîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Âî âòîðîì ñëó-
÷àå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîãîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó (èëè ñòà-
òèñòè÷åñêîå îïèñàíèå). Òàêîå îïèñàíèå ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà îòäåëüíàÿ ÷àñòèöà
(ìèðîâàÿ ëèíèÿ) çàìåíÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì àíñàìáëåì ÷àñòèö (ìèðîâûõ ëè-
íèé).

3 Ïîñòðîåíèå Ò-ãåîìåòðèè
Âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîáñòâåí-
íî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ôîðìàëèçóåòñÿ, ò.å.
ëþáîå óòâåðæäåíèå S è ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O ïðåäñòàâëÿþòñÿ â òåð-
ìèíàõ åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèè σE ñîîòâåòñòâåííî â âèäå S (σE) è O (σE).
(Èìååòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî [9]). Ìíîæå-
ñòâî âñåõ S (σE) è O (σE) îáðàçóåò ñîáñòâåííî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ. Ìèðîâàÿ
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ôóíêöèÿ [8] σ (P, Q) = 1
2
ρ2 (P, Q), ãäå ρ (P, Q) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

P è Q. Îíà èìååò ñâîéñòâà

σ (P, P ) = 0, σ (P,Q) = σ (Q,P ) , ∀P,Q ∈ Ω (3.1)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè G, îïèñûâàåìîé ìèðîâîé ôóíêöèåé
σ, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü σE ìèðîâîé ôóíêöèåé σ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ S (σE) è
O (σE). Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ S (σ) è O (σ) îáðàçóåò îáîáùåííóþ ãåîìåòðèþ
G, îïèñûâàåìóþ ìèðîâîé ôóíêöèåé σ.

Ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â ôîðìàëèçîâàííîì (σ-
èììàíåíòíîì) âèäå íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî òåîðåì. Âñå òåîðåìû çàìåíåíû
îïðåäåëåíèÿìè.

Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå òåîðåìû êîñèíóñîâ, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2 (AB.AC) (3.2)
= |AB|2 + |AC|2 − 2 |AB| |AC| cos α

ãäå òî÷êè A,B, C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, |BC|, |AB|, |AC| ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è α åñòü óãîë 6 BAC. Ñîîòíîøåíèå
(3.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó êîñèíóñîâ, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå
àêñèîì ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà AB ÷åðåç ìèðîâóþ
ôóíêöèþ σ

|AB| =
√

2σ (A,B) (3.3)
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå (3.2) äëÿ |BC|2 â âèäå

(AB.AC) = σ (A,B) + σ (A,C)− σ (B,C) (3.4)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (AB.AC)
äâóõ âåêòîðîâ AB è AC, èìåþùèõ îáùåå íà÷àëî A. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà
çàìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì íîâîãî ïîíÿòèÿ (ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ), êîòîðîå
òåïåðü íå ñâÿçàíî ïðÿìî ñ ïîíÿòèåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC ñ ïðÿìûì óãëîì 6 BAC. Îíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2

Â ôîðìàëèçîâàííîé ôîðìå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (â T-ãåîìåòðèè) ìû ïîëó-
÷àåì âìåñòî òåîðåìû Ïèôàãîðà îïðåäåëåíèå ïðÿìîãî óãëà 6 BAC. Â òåðìèíàõ
ìèðîâîé ôóíêöèè ýòî îïðåäåëåíèå èìååò âèä. Óãîë 6 BAC ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì,
åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

σ (A,B) + σ (A,C)− σ (B, C) = 0 (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà êîñèíóñîâ ïðåâðàùàåòñÿ â îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, òîãäà êàê òåîðåìà Ïèôàãîðà ïðåâðàùàåòñÿ â îïðåäåëåíèå ïðÿìî-
ãî óãëà. Ïîäîáíûì îáðàçîì âñå òåîðåìû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðåâðàùàþòñÿ
â îïðåäåëåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè çàìåíÿþòñÿ îïðå-
äåëåíèÿìè Ò-ãåîìåòðèè. Ñèòóàöèÿ î÷åíü íåîáû÷íàÿ è ñòðàííàÿ äëÿ ìàòåìàòè-
êîâ, êîòîðûå íå ìîãóò ïðåäñòàâèòü ñåáå êàêóþ-íèáóäü ãåîìåòðèþ áåç òåîðåì,
ïîòîìó ÷òî ôîðìóëèðîâàíèå è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì � ýòî îñíîâíàÿ ðàáîòà
ãåîìåòðîâ. Ìíîãèå èç ãåîìåòðîâ íå ìîãóò ïðèíÿòü ãåîìåòðèþ áåç òåîðåì, ò.å.
åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå.

Íà ñàìîì äåëå, åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷åò â ïðîöåññå åå
ôîðìàëèçàöèè. Òðàäèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïîâòî-
ðÿåò âñå ïîñòðîåíèÿ Åâêëèäà ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ àêñèîìàõ. Àëüòåðíàòèâíûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå äåôîðìàöèè íå íóæäàåòñÿ â ïîâòîðåíèè âñåõ
ïîñòðîåíèé Åâêëèäà ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Âñå Åâêëèäîâû
ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ôîðìàëèçîâàííîì (σ-èììàíåíòíîì) âèäå åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè.

4 Ïàðàëëåëüíîñòü óäàëåííûõ âåêòîðîâ.
Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ïàðàëëåëüíîñòè

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (P0P1.Q0Q1) äâóõ óäàëåííûõ âåêòîðîâ P0P1, Q0Q1

îïðåäåëÿåòñÿ σ-èììàíåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.Q0Q1) = σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) (4.1)

Äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè (êîëëèíåàðíûìè)
P0P1||Q0Q1, åñëè îïðåäåëèòåëü Ãðàìà îáðàùàåòñÿ â íóëü

P0P1||Q0Q1 :

∣∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.Q0Q1)
(Q0Q1.P0P1) (Q0Q1.Q0Q1)

∣∣∣∣∣ = 0 (4.2)

èëè
P0P1||Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1)

2 = |P0P1|2 |Q0Q1|2 (4.3)
Ýòî åñòü îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äâóõ âåêòîðîâ, êîòîðîå íå ññûëà-
åòñÿ íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñíîâà òåîðåìà î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì
óñëîâèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè.

Äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 ïàðàëëåëüíû P0P1 ↑↑ Q0Q1, åñëè

P0P1 ↑↑ Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1| (4.4)

Ìíîæåñòâî òî÷åê R òàêèõ, ÷òî âåêòîð Q0R êîëëèíåàðåí ñ âåêòîðîì P0P1,
îáðàçóåò ïðÿìóþ (òðóáêó) TQ0;P0P1 , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Q0 êîëëèíåàðíî
âåêòîðó P0P1.

TQ0;P0P1 = (R|P0P1||Q0R) (4.5)
Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ýòà ïðÿìàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü (ìíîãîâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ).
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Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî ïðÿìàÿ TQ0;P0P1 îäíîìåðíà (îäíîâàðèàíò-
íà), åñëè âåêòîð P0P1 âðåìåíèïîäîáåí
(σ (P0, P1) > 0). Ïðÿìàÿ TQ0;P0P1 â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî òðåõìåð-
íà (ìíîãîâàðèàíòíà), åñëè âåêòîð P0P1 ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáåí (σ (P0, P1) <
0). Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåëüçÿ îáíàðóæèòü òàõèîíû, åñëè èñêàòü èõ â âèäå îäíî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ëèíèé.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äåôîðìèðîâàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèðîâàÿ ôóíê-
öèÿ σd èìååò âèä

σd = σM + d (σM) , d (σM) =

{
h̄

2bc
, σM > σ0

0, σM < 0
, (4.6)

òî ïðÿìàÿ TQ0;P0P1 âñåãäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü (ìíî-
ãîâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ). Çäåñü σM ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèðîâóþ ôóíêöèþ ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, à âåëè÷èíû h̄, b, c ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Ñåãìåíò T[P0P1] âðåìåíèïîäîáíîé ïðÿìîé TP0;P0P1 ìåæäó áàçèñíûìè òî÷êàìè
P0, P1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

T[P0P1] =
(
R|

√
2σ (P0, R) +

√
2σ (P1, R)−

√
2σ (P0, P1) = 0

)
(4.7)

Öåïü òàêèõ ñåãìåíòîâ îáðàçóåò ìèðîâóþ ëèíèþ (òðóáêó)

Tbr =
⋃

i

T[PiPi+1] (4.8)

Ýòà ìèðîâàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåò ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó, åñëè âåêòîðû PiPi+1, i =
0,±1,±2, ... ïàðàëëåëüíû

PiPi+1 ↑↑ Pi+1Pi+2 i = 0,±1,±2, ... (4.9)

è |PiPi+1| = µ, i = 0,±1,±2, .., µ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ìàññîé ÷àñòè-
öû. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî è âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà
P0P1, ïîëó÷àåì îäíîìåðíóþ (îäíîâàðèàíòíóþ) ïðÿìóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êè P0, P1.

Â ñëó÷àå èñêàæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îïèñûâàåìîãî ìèðîâîé ôóíê-
öèåé σd, ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÷àñòèöû èìååò ôîðìó ìíîãîâàðèàíòíîé ëîìàíîé òðóá-
êè. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ òðóáîê íóæíà ìíîãîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà.

5 Ìíîãîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà
Ñýð Èñààê Íüþòîí ïîñòðîèë ñâîþ äåòåðìèíèðîâàííóþ (îäíîâàðèàíòíóþ) äèíà-
ìèêó äëÿ íüþòîíîâñêîé êîíöåïöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îäíîâàðèàíòíàÿ äè-
íàìèêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö. Îäíàêî, äëÿ îïèñà-
íèÿ ìíîãîâàðèàíòíûõ ìèðîâûõ ëèíèé íóæíà ìíîãîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà. Ìíî-
ãîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â íüþòî-
íîâñêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî,
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êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òî÷íî íå èçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ êîí-
öåïöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.

Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ñâîáîäíûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö, êàê
ââîäèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü áåç ññûëêè íà òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé (ò.å. ÷è-
ñòî äèíàìè÷åñêè). ÄåéñòâèåASd

ñâîáîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ÷àñòèöû Sd èìå-
åò âèä

ASd
[x] =

∫ m

2

(
dx

dt

)2

dt (5.1)

ãäå x = x (t).
Äëÿ ÷èñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ AE[Sd] ñâîáîäíûõ äåòåðìèíèðîâàí-

íûõ ÷àñòèö ïîëó÷àåì

AE[Sd] [x] =
∫ m

2

(
dx

dt

)2

dtdξ (5.2)

ãäå x = x (t, ξ) åñòü 3-âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ t, ξ = {ξ1,ξ2, ...ξn}.
Ïåðåìåííûå (ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû) ξ ìàðêèðóþò ÷àñòèöû Sd ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî àíñàìáëÿ E [Sd]. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü E [Sd] ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî n ïåðåìåííûõ ξ1,ξ2, ...ξn

ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, íî óäîáíî âûáðàòü èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ñîîòíîøåíèÿ x = x (t, ξ) ìîæíî áûëî ðàçðåøèòü â âèäå ξ = ξ (t,x). Â ýòîì
ñëó÷àå íóæíî ïîëîæèòü n = 3. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü E [Sd] îñóùåñòâëÿåò
ìíîãîâàðèàíòíîå îïèñàíèå â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàçíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ξ
îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ìèðîâûå ëèíèè, îïðåäåëÿåìûå ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè.

Åñëè ÷àñòèöà S = Sst ñòîõàñòè÷åñêàÿ, äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ E [Sst] ñóùåñòâóþò, òîãäà êàê äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
îòäåëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòèöû Sst íåò.

Îáû÷íî ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü E [S] ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîèçâîäíûé
îáúåêò. Áàçîâûì îáúåêòîì ñ÷èòàåòñÿ îòäåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. ×òîáû
ïîñòðîèòü ìíîãîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèé
àíñàìáëü E [S] êàê áàçîâûé îáúåêò äèíàìèêè, òîãäà êàê îòäåëüíàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòàòèñòè÷åñêîãî àí-
ñàìáëÿ ñ δ-îáðàçíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Sd äèíàìè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ, ïîðîæäåííûå äåéñòâèåì (5.1) äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû Sd, ñîâïàäàþò ñ
äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïîðîæäåííûìè äåéñòâèåì (5.2) äëÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî àíñàìáëÿ E [Sd].

d2x

dt2
= 0 (5.3)

Îáúåêòû Sd è E [Sd] ðàçëè÷àþòñÿ â òîì îòíîøåíèè, ÷òî Sd îïèñûâàåòñÿ îäíîé
âåêòîðíîé ôóíêöèåé x = x (t), òîãäà êàê E [Sd] îïèñûâàåòñÿ ìíîãèìè ðàçëè÷íû-
ìè ôóíêöèÿìè x = x (t, ξ). Â äàííîì ñëó÷àå íå âàæíî, êàêîé èç äâóõ îáúåêòîâ:
S èëè E [S] ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì.
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Îäíàêî, äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷àñòèö âûáîð áàçîâîãî îáúåêòà âàæåí. Åñëè
áàçîâûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü E [S], òî äèíàìè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò âñåãäà. Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îòäåëüíîé ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ÷àñòèöû íå ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çíà÷åíèÿ íå èìååò,
ïîòîìó ÷òî îòäåëüíàÿ ÷àñòèöà íå ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì îáúåêòîì, à äèíàìèêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìèêó áàçîâûõ îáúåêòîâ (ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé).

Èòàê, âûáèðàÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü áàçîâûì îáúåêòîì äèíàìèêè, ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü ìíîãîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó.

Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü E [Sst] ñâîáîäíûõ particles Sst ÿâëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìîé, îïèñûâàåìîé äåéñòâèåì

AE[Sst] [x,udf ] =
∫ 




m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2
u2

df −
h̄

2
∇udf



 dtdξ (5.4)

ãäå udf = udf (t,x) åñòü äèôôóçèîííàÿ ñêîðîñòü, îïèñûâàþùàÿ ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, òîãäà êàê dx

dt
(t, ξ) îïèñûâàåò ðå-

ãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû, x = x (t, ξ) ÿâëÿåòñÿ 3-âåêòîðíîé
ôóíêöèåé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ t, ξ = {ξ1,ξ2, ξ3}. Ïåðåìåííûå ξ ìàðêèðóþò
÷àñòèöû Sst, îáðàçóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü. Îïåðàòîð

∇ =

{
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x2

}
(5.5)

îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò x. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî àíñàìáëÿ E [Sd] ê ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ E [Sst] ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äè-
íàìè÷åñêèì. Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè íå èñïîëüçóåòñÿ. Õàðàêòåð ñòîõàñòè÷íîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì äâóõ ïîñëåäíèõ ÷ëåíîâ â äåéñòâèè (5.4) äëÿ E [Sst]. Íàïðè-
ìåð, åñëè çàìåíèòü ∇vdf íåêîòîðîé ôóíêöèåé f (∇vdf), òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîé
âèä ñòîõàñòè÷íîñòè, êîòîðûé íå ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâîé ñòîõàñòè÷íîñòüþ.

Äåéñòâèå äëÿ îòäåëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåòñÿ èç äåéñòâèÿ
(5.4) äëÿ E [Sst] óñòðàíåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξ. Ïîëó÷àåì äåéñòâèå

ASst [x,udf ] =
∫ 




m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2
u2

df −
h̄

2
∇udf



 dt (5.6)

ãäå x = x (t) , udf = udf (t,x). Îäíàêî, ýòî äåéñòâèå èìååò òîëüêî ñèìâîëè÷å-
ñêèé ñìûñë, ïîñêîëüêó îïåðàòîð ∇ îïðåäåëåí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x,
à íå â ñàìîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòî äåéñòâèå íå îïðåäåëÿåò äèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû Sst, è ÷àñòèöà îêàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîé, õîòÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ òàêèõ ÷àñòèö äèíàìè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ñóùåñòâóþò. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèåì (5.4) äëÿ E [Sst]. Òàêèì îáðàçîì,
÷àñòèöû îïèñûâàåìûå äåéñòâèåì äëÿ E [Sst] îêàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè, ïî-
òîìó ÷òî íå ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû. Â
ñëó÷àå, êîãäà êâàíòîâàÿ ïîñòîÿííàÿ h̄ = 0, äåéñòâèå (5.4) äëÿ Sst è äåéñòâèå
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(5.2) äëÿ Sd ñîâïàäàþò, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñëåäóåò, ÷òî udf = 0.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (5.4) äëÿ E [Sst] ïî ïåðåìåííîé udf ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

udf = − h̄

2m
∇ ln ρ, (5.7)

ãäå ïëîòíîñòü ÷àñòèö ρ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ρ =

[
∂ (x1, x2, x3)

∂ (ß1, ξ2, ξ3)

]−1

=
∂ (ξ1, ξ2, ξ3)

∂ (x1, x2, x3)
(5.8)

Èñêëþ÷àÿ udf èç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ x, ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà.

m
d2x

dt2
= −∇U (ρ,∇ρ) (5.9)

U (ρ, ∇ρ) =
h̄2

8m

(
(∇ρ)2

ρ2
− 2

∇2ρ

ρ

)
(5.10)

Ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèâå-
äåíû ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà [10].

Îäíàêî, çäåñü èìååòñÿ ñåðüåçíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà. Äåëî â òîì, ÷òî
ãèäðîäèíàìè÷åñêèå äîëæíû áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû, äëÿ òîãî ÷òîáû èõ ìîæíî
áûëî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ âîëíîâîé ôóíêöèè. Âîçìîæíîñòü çàïèñè óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôîðìå, èçâåñòíà äàâíî [11]. Îäíàêî, îáðàò-
íûé ïåðåõîä îò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ âîëíîâîé
ôóíêöèè íå áûë èçâåñòåí äî êîíöà ÕÕ âåêà [10], è íåîáõîäèìîñòü èíòåãðèðîâà-
íèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëà ïðè÷èíîé ýòîãî.

Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü, ïîêàçûâàåò, ÷òî âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ìåòîäîì îïèñàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, à íå ñïåöèôè÷åñêèì êâàíòîâûì îáúåêòîì, ÷üè ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ
êâàíòîâûìè ïðèíöèïàìè. Ïðè òàêîì èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè êâàí-
òîâûå ïðèíöèïû îêàçûâàþòñÿ èçëèøíèìè, ïîòîìó ÷òî îíè íóæíû òîëüêî äëÿ
îáúÿñíåíèÿ òîãî, êàê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè ÷àñòèöû. Âñÿ
îñòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòèöû,
è âñå åå ïðîÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàíû â òåðìèíàõ ìíîãî-
âàðèàíòíîé äèíàìèêè (â òåðìèíàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
÷àñòèö).

Èäåÿ òîãî, ÷òî êâàíòîâûå ÷àñòèöû � ýòî ïðîñòî ñòîõàñòè÷åñêèå ÷àñòèöû,
âïîëíå åñòåñòâåííà. Îíà èçâåñòíà î÷åíü äàâíî. Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà ýòîé èäåè íå ìîãëà áûòü ðåàëèçîâàíà â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè èç-çà
äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðîáëåì (íåêîððåêòíàÿ êîíöåïöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî
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àíñàìáëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö è íåîáõîäèìîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûé âèä äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ
êëàññè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïàðàìåòðîâ P äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû èõ ýôôåêòèâíûì çíà÷åíèåì Peff . Â ÷àñòíîñòè, íåçàðÿæåííàÿ
÷àñòèöà îïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì: åå ìàññîé m.

Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ñâîáîäíûõ êëàññè÷åñêèõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö
îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

AE[Sd] [x] = −
∫

mc
√

gikẋiẋkdτdξ, ẋk ≡ dxk

dτ
(5.11)

ãäå xk = xk (τ, ξ). ×òîáû ïîëó÷èòü êâàíòîâîå îïèñàíèå, ðàññìîòðèì ñòàòèñòè-
÷åñêèé àíñàìáëü E [Sst] ñâîáîäíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷àñòèö Sst,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ äåéñòâèåì

AE[Sst] [x, u] = −
∫

meffc
√

gikẋiẋkdτdξ, ẋk ≡ dxk

dτ
(5.12)

ãäå xk = xk (τ, ξ), uk = uk (x), k = 0, 1, 2, 3. Çäåñü ýôôåêòèâíàÿ ìàññà meff

ïîëó÷àåòñÿ èç ìàññû m äåòåðìèíèðîâàííîé (êëàññè÷åñêîé) ÷àñòèöû ñ ïîìîùüþ
çàìåíû

m2 → m2
eff = m2

(
1 + gik

uiuk

c2
+

h̄

mc2
∂ku

k

)
(5.13)

ãäå uk = uk (x) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé
4-ñêîðîñòè. Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

κk =
m

h̄
uk, (5.14)

óäîáíî ââåñòè 4-ñêîðîñòü κ = {κ0κ}, ñ âåëè÷èíîé κ, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü
äëèíû. Äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

AE[Sst] [x, κ] = −
∫

mcK
√

gikẋiẋkdτdξ, (5.15)

K=
√

1 + λ2 (gikκiκk + ∂kκk) (5.16)
ãäå λ = h̄

mc
ÿâëÿåòñÿ êîìïòîíîâñêîé äëèíîé âîëíû ÷àñòèöû, è ìåòðè÷åñêèé

òåíçîð èìååò âèä gik =diag{c2,−1,−1,−1}. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè
ýòî äåéñòâèå ïðåâðàùàåòñÿ â äåéñòâèå

ASst [x,u] =
∫ 


−mc2 +

m

2

(
dx

dt

)2

+
m

2
u2 − h̄

2
∇u



 dtdξ (5.17)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì (5.4) è ïîðîæäàåò óðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ ïî-
òåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè, îïèñûâàåìîé ýòèì äåéñòâèåì. Â ðåëÿòèâèñò-
ñêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî íàäëåæàùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãåîìåòðèè ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè ïîðîæäàåò ìíîãîâàðèàíòíóþ äèíàìèêó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ çàìåíÿåò óñå÷åííóþ
òåîðèþ (òðàäèöèîííóþ íåðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó). Èìåÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ òåîðèþ, ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ ïîñòðîèòü ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòî-
âóþ òåîðèþ áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç.
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