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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íååâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì ëþáàÿ îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
ãåîìåòðèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ
ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îòëè÷íàÿ îò ãåîìåòðèè Ìèíêîâñêîãî. Â
òàêîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èõ âðåìåíí�îé ýâîëþöèè. Òàêàÿ
ïîñòàíîâêà âîïðîñà íå âîçìîæíà â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Ñóùåñòâîâàíèå è äèíàìèêà ìèêðî÷àñòèö ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
îáóñëîâëåííûå ñóùåñòâîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ è èõ âðåìåííîé ýâîëþöèè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Âîçíèêàåò ãåîìåò-
ðèçàöèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû è åå ìàññû.

1 Ââåäåíèå
Ëþáàÿ (îáîáùåííàÿ) ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé î
ñâîéñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïîäìíîæåñòâî òî÷åê òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà Ω, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ãåîìåò-
ðèÿ. ×èñëî òàêèõ óòâåðæäåíèé î÷åíü âåëèêî, è ìàðêèðîâêó ýòèõ óòâåðæäåíèé ñ
ïîìîùüþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äîâîëüíî òðóäíî îñóùåñòâèòü, ïîòîìó ÷òî ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ íåäîñòàòî÷íà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîé ìàð-
êèðîâêè. Ìàðêèðîâêà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé,

1



ïîòîìó ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ áîëåå ìîùíûì, ÷åì ìíîæåñòâî
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü, íàïðèìåð, f åñòü öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ öåëî÷èñ-
ëåííîãî àðãóìåíòà x. Ïóñòü f ∈ [0,M−1] è x ∈ [0, N−1], ãäå M è N � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà. Òîãäà ÷èñëî Nf âñåõ ôóíêöèé f ðàâíî Nf = MN . Åñëè f ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé äâóõ öåëî÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâ x1 ∈ [0, N − 1] è x2 ∈ [0, N − 1], òî
÷èñëî ôóíêöèé Nf = M(N2). Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî ôóíêöèé Nf ðàñòåò ãî-
ðàçäî áûñòðåå, ÷åì ÷èñëî çíà÷åíèé N àðãóìåíòîâ ôóíêöèè è ÷èñëî M çíà÷åíèé
ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìàðêèðîâêà ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèé êàæåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé, ÷åì ìàðêèðîâêà ñ ïîìîùüþ ÷èñåë.

Îäíàêî, èññëåäóÿ ôóíêöèè âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, íèêòî íå ïûòàåòñÿ
ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî òàêèõ ôóíêöèé. Òàêîé ïîäñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî äëÿ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé îò áóëåâûõ àðãóìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå M = 2, N = 2 è Nf =
22 = 4. Â ñëó÷àå áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ ìû èìååì Nf = 24 = 16.
Ôóíêöèè âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñòðîÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ êîìáèíàöèé ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàê ñëîæåíèå, óìíîæåíèå,
âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, âçÿòèå ëîãàðèôìà è ò.ä.

Ò-ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðèþ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Âñÿêàÿ ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïîñòðîåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê è ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå Ω. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî-
÷åê P,Q ∈ Ω îïèñûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ρ (P, Q) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè
P, Q ∈ Ω. Â ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàññòîÿíèå âåùåñòâåííî è ïîëî-
æèòåëüíî äëÿ íåêîòîðûõ ïàð òî÷åê, è îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì äëÿ äðóãèõ
ïàð òî÷åê. Áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ σ (P,Q) = 1
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âåùåñòâåííà äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê. Ôóíêöèÿ σ (P,Q) èçâåñòíà êàê ìèðîâàÿ
ôóíêöèÿ [1]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìèðîâóþ ôóíêöèþ äëÿ îïèñàíèÿ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå Ω.

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî çàäàâ ìèðîâóþ ôóíêöèþ

σ : Ω× Ω → R, σ (P, Q) = σ (Q,P ) , σ (P, P ) = 0 (1.1)

äëÿ âñåõ ïàð P,Q òî÷åê íà òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå Ω, ìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèì
ãåîìåòðèþ. Ìû ïîêàæåì ýòî äëÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè GE, îïèñû-
âàåìîé åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèåé σE. Ïîñëå ýòîãî ìû ðàñïðîñòðàíèì ýòîò
ðåçóëüòàò íà ëþáóþ ãåîìåòðèþ G, îïèñûâàåìóþ ïðîèçâîëüíîé ìèðîâîé ôóíê-
öèåé σ, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì (1.1).

Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè îñíîâûâàåòñÿ íà
êîíöåïöèè ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn, îñíàùåííîãî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ. Çäåñü èíäåêñ n îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ëèíåé-
íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Òî÷å÷íîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En

ïîëó÷àåòñÿ èç n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü âñå òå âåêòîðû, íà÷àëà êîòîðûõ ñîâïàäàþò. Òîãäà ìíîæåñòâî êîíöîâ
âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ îáðàçóåò òî÷å÷íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Ω = Rn. Ëþ-
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áûå äâå òî÷êè P, Q îáðàçóþò âåêòîð PQ ≡ −→
PQ, ïðèíàäëåæàùèé âåêòîðíîìó

ïðîñòðàíñòâó Vn = Rn.
Âåêòîð PQ ≡ −→

PQ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç äâóõ
òî÷åê {P, Q} , P,Q ∈ Rn. Äëèíà |PQ|E âåêòîðà PQ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

|PQ|2E = 2σE (P,Q) (1.2)

ãäå èíäåêñ "E"îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà âåêòîðà áåðåòñÿ â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (P0P1.P0P2)E äâóõ âåêòîðîâ P0P1 è P0P2, èìåþ-
ùèõ îáùåå íà÷àëî P0, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.P0P2)E = σ (P0, P1)E + σ (P0, P2)E − σ (P1, P2)E (1.3)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç åâêëèäîâà ñîîòíîøåíèÿ

|P1P2|2E = |P0P2 −P0P1|2E = |P0P2|2E + |P0P1|2E − 2 (P0P1.P0P2)E (1.4)

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.2). Â ÷àñòíîñòè,

(P0P1.P0P1)E = 2σE (P0, P1) = |P0P1|2E (1.5)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíêöèþ σE, òîãäà êàê â êîíöåïöèè ëèíåéíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòíîøåíèå (1.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ
òåîðåìó êîñèíóñîâ.

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (P0P1.Q0Q1)E äâóõ óäàëåííûõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1. Îíî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(P0P1.Q0Q1)E = σ (P0, Q1)E + σ (P1, Q0)E − σ (P0, Q0)E − σ (P1, Q1)E (1.6)

êîòîðîå ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî åâêëèäîâà ñîîòíîøåíèÿ

(P0P1.Q0Q1)E = (P0P1.P0Q1)E − (P0P1.P0Q0)E (1.7)

è ñîîòíîøåíèÿ (1.3), çàïèñàííîãî äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(1.7).

(P0P1.P0Q1)E = σ (P0, P1)E + σ (P0, Q1)E − σ (P1, Q1)E

(P0P1.P0Q0)E = σ (P0, P1)E + σ (P0, Q0)E − σ (P1, Q0)E

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n âåêòîðîâ ,P0P1,
P0P2,...P0Pn, îïðåäåëÿåìûõ n + 1 òî÷êàìè Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} â ñîáñòâåííî
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàùåíèå â íóëü îïðåäåëèòåëÿ
Ãðàìà

Fn (Pn) ≡ det ||(P0Pi.P0Pk)E|| , i, k = 1, 2, ...n (1.8)
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Âûðàæàÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (P0Pi.P0Pk)E â (1.8) ÷åðåç ìèðîâóþ ôóíê-
öèþ σE ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.3), ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè n âåêòîðîâ ,P0P1, P0P2,...P0Pn â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â
âèäå

Fn (Pn) = 0 (1.9)
Fn (Pn) ≡ det ||σ (P0, Pi)E + σ (P0, Pk)E − σ (Pi, Pk)E|| , i, k = 1, 2, ...n (1.10)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.9), (1.10) îáðàçóþò σ-èììàíåíòíîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè (ò.å. îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ ìèðîâîé ôóíêöèè). Ýòî îïðåäåëåíèå ïî-
ëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû îá óñëîâèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n âåêòîðîâ â ñîáñòâåííî
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïðåäåëåíèå íå ñîäåðæèò ññûëêè íà ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îíî âûãëÿäèò êàê ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü áåç ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Â ÷àñòíîñòè, äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 êîëëèíåàðíû (ëèíåéíî çàâèñèìû)
P0P1 ‖ Q0Q1, åñëè

P0P1 ‖ Q0Q1 :

∣∣∣∣
∣∣∣∣

|P0P1|2E (P0P1.Q0Q1)E

(Q0Q1.P0P1)E |Q0Q1|2E

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 0 (1.11)

Äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 ïàðàëëåëüíû, åñëè

P0P1 ·E Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1)E = |P0P1|E · |Q0Q1|E (1.12)

Äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 àíòèïàðàëëåëüíû, åñëè

P0P1 ↑↓E Q0Q1 : (P0P1.Q0Q1)E = − |P0P1|E · |Q0Q1|E (1.13)

Èíäåêñ "E"îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïàðàëëåëüíîñòü ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ P0P1, Q0Q1

â σ-èììàíåíòíîì âèäå. Äâà âåêòîðà P0P1, Q0Q1 ýêâèâàëåíòíû (ðàâíû), åñëè

P0P1eqvQ0Q1 : (P0P1 · Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |Q0Q1|) (1.14)

èëè

P0P1eqvQ0Q1 : ((P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1|) (1.15)
∧ (|P0P1| = |Q0Q1|) (1.16)

Ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå îáðàòèìî è òðàíçèòèâíî. Ýòî îçíà÷àåò

åñëè P0P1eqvQ0Q1, òî Q0Q1eqvP0P1 (1.17)

åñëè (P0P1eqvQ0Q1) ∧ (Q0Q1eqvR0R1) , òî P0P1eqvR0R1 (1.18)
Îäíàêî, ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíçèòèâíà òîëüêî â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåî-

ìåòðèè, ãäå ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ îáðàòèìî è òðàíçèòèâíî.
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Â ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíîñòè, òàê æå êàê
è ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàòèìû, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòðàíçèòèâíû. Èí-
òðàçèòèâíîñòü ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàíà ñ åãî ìíîãîâàðèàíòíîñòüþ,
êîãäà èìååòñÿ ìíîãî âåêòîðîâ Q0Q1, Q0Q

′
1, Q0Q

′′
1,... êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû

âåêòîðó P0P1, íî íå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà
ýêâèâàëåíòíîñòè îáóñëîâëåíà òåì ôàêòîì, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.15), (1.16), ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè Q1 (ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ òî÷êàõ P0, P1, Q0) èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî ðåøåíèé. Âîçìîæíà
òàêæå òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà óðàâíåíèÿ (1.15), (1.16) íå èìåþò ðåøåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíîñòü. âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîâàðèàíòíà è èíòðàíçèòèâíà.

Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.15), (1.16) âñåãäà
èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè
îäíîâàðèàíòíî è òðàíçèòèâíî. Îäíàêî, óæå â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâ-
ñêîãî òîëüêî ýêâèâàëåíòíîñòü âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîâàðè-
àíòíîé è òðàíçèòèâíîé. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ âåêòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî ìíîãîâàðèàíòíà è èíòðàíçèòèâíà. Îäíàêî,
íèêòî íå îáðàùàåò âíèìàíèÿ íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ïîòîìó ÷òî ïðîñòðàíñòâåí-
íîïîäîáíûå âåêòîðû ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ê ôèçèêå è
ìåõàíèêå.

Ìû áóäåì îòëè÷àòü ñîîòíîøåíèå ðàâåíñòâà (=) îò ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (eqv), ïîòîìó ÷òî ñîîòíîøåíèå ðàâåíñòâà âñåãäà îäíîâàðèàíòíî è òðàíçè-
òèâíî, òîãäà êàê ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîâàðèàíòíî
è èíòðàíçèòèâíî.

Ñóììà P0P2 äâóõ âåêòîðîâ P0P1, P1P2

P0P2 = P0P1 + P1P2

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíåö P1 âåêòîðà P0P1

ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì P1 âåêòîðà P1P2. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó äâóõ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1 êàê
âåêòîð R0R2 ñ íà÷àëîì â òî÷êå R0 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

R0R2 = R0R1 + R1R2 (1.19)

ãäå âåêòîðû R0R1 è R1R2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

R0R1eqvP0P1, R1R2eqvQ0Q1 (1.20)

Îäíàêî, ñóììà R0R2 îêàçûâàåòñÿ ìíîãîâàðèàíòíîé èç-çà ìíîãîâàðèàíòíîñòè
ñîîòíîøåíèé (1.20). Êðîìå òîãî, ñóììà (1.19), âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà ñëàãàåìûõ, ïîòîìó ÷òî âìåñòî ñîîòíîøåíèé (1.20) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ

R0R1eqvQ0Q1, R1R2eqvP0P1 (1.21)
Óìíîæåíèå âåêòîðà Q0Q1 íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî α îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Âåêòîð P0P1 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ âåêòîðà Q0Q1 íà

5



âåùåñòâåííîå ÷èñëî α, åñëè

P0P1eqv (αQ0Q1) :

{
(P0P1 · Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |α| |Q0Q1|) , åñëè α ≥ 0
(P0P1 ↑↓ Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |α| |Q0Q1|) , åñëè α < 0

(1.22)
Âîçìîæíà äðóãàÿ âåðñèÿ óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî α, êîòîðàÿ îòëè-
÷àåòñÿ îò (1.22) òîëüêî äëÿ α = 0

P0P1eqv (αQ0Q1) :





(P0P1 · Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |α| |Q0Q1|) , åñëè α > 0
P0P0, åñëè α = 0
(P0P1 ↑↓ Q0Q1) ∧ (|P0P1| = |α| |Q0Q1|) , åñëè α < 0

(1.23)
Äëÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè îáå âåðñèè ñîâïàäàþò.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ σ-èììàíåíòíîãî îïèñàíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, íóæíî åùå îïðåäåëèòü ñâîéñòâà åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèè σE. Îíè
ïðåäñòàâëåíû âî âòîðîì ðàçäåëå, ãäå ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòè ñïåöèôè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðàçëè÷íû äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â σ-èììàíåíòíîì âèäå (â òåðìèíàõ
ìèðîâîé ôóíêöèè σE) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íååâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Åâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè îñíîâàí íà ïî-
ëó÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé (òåîðåì) èç èçíà÷àëüíûõ óòâåðæäåíèé
(àêñèîì) ñòðîÿùåéñÿ ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé è ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ýòîò ìåòîä îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåí-
íîé ãåîìåòðèè. Îí íàïîìèíàåò ïîñòðîåíèå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî
ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðîöåäóð: ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ò.ä.

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê åâêëèäîâà ìåòîäà ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè èçíà÷àëüíûõ àêñèîì. Òàêàÿ ïðîâåðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü
ñëîæíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ áûëà îñóùåñòâëåíà òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííî åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè. Êðîìå òîãî èçíà÷àëüíûå àêñèîìû ñðàâíèòåëüíî ïðîñòû òîëü-
êî äëÿ îäíîðîäíûõ îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé. Â ýòîì ñëó÷àå àêñèîìû îäíè è òå æå
äëÿ âñåõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà, îïèñûâàåìûõ îáîáùåííîé ãåîìåòðèåé. Â ñëó-
÷àå íåîäíîðîäíîé ãåîìåòðèè ìíîæåñòâî àêñèîì ðàçëè÷íî äëÿ ðàçíûõ îáëàñòåé
ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàë òîëüêî åâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè, òî
âîçíèêëà òåíäåíöèÿ ïðèïèñûâàòü ñàìîé ãåîìåòðèè ñâîéñòâà åâêëèäîâà ìåòîäà
ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè. Ïîñêîëüêó îáû÷íî ïîñòðîåíèå ãåîìåòðèè íà÷èíàëîñü ñ
ñèñòåìû àêñèîì, òî âîçíèêëà òåíäåíöèÿ ðàññìàòðèâàòü ëþáóþ ñèñòåìó àêñèîì,
ñîäåðæàùóþ ïîíÿòèÿ òî÷êè è ïðÿìîé êàê ðàçíîâèäíîñòü ãåîìåòðèè (íàïðèìåð,
ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ, àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ è ò.ä.). Íà ñàìîì äåëå, åâêëèäîâ
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè è ñèñòåìà àêñèîì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå÷òî âíåø-
íåå ïî îòíîøåíèþ ê ñàìîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, òàêæå êàê ïî îòíîøåíèþ ê
äðóãèì îáîáùåííûì ãåîìåòðèÿì (íàïðèìåð, ïî îòíîøåíèþ ê ðèìàíîâîé ãåîìåò-
ðèè). Ê ñîæàëåíèþ, íåêîòîðûå ìàòåìàòèêè íå ìîãóò îòäåëèòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðèè îò ñàìîé ãåîìåòðèè, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåïðè-
ÿòèÿ ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííîé íååâêëèäîâûì ìåòîäîì [2].
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Ïðåäëàãàåòñÿ íååâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè. Ýòîò ìå-
òîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñòðîåíèå îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ
äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîãäà åâêëèäîâà ìèðîâàÿ ôóíê-
öèÿ σE çàìåíÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé ñòðîÿùåéñÿ ãåîìåòðèè âî âñåõ óòâåðæäå-
íèÿõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïîñêîëüêó âñå óòâåðæäåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
ìîãóò áûòü ìàðêèðîâàíû åâêëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèåé σE, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåò âñå òàêèå óòâåðæäåíèÿ, òî çàìåíà σE → σ âî âñåõ ýòèõ óòâåðæäåíèÿõ
ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè, îïèñûâàåìîé ìèðîâîé ôóíêöè-
åé σ.

Íååâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, åñëè ìû
ïðåäñòàâèì ñîáñòâåííî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ â σ-èììàíåíòíîì âèäå. Ïðè ýòîì
íåò íåîáõîäèìîñòè âûäåëÿòü èçíà÷àëüíûå àêñèîìû. Íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâå-
ðÿòü èõ ñîâìåñòíîñòü è âûâîäèòü èç íèõ äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå âñå óòâåðæäåíèÿ ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èìåþò
ðàâíûå ïðàâà. Ýòîò ïîäõîä íàïîìèíàåò ìàðêèðîâêó áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
âîçìîæíà èç-çà íåáîëüøîãî ÷èñëà áóëåâûõ ôóíêöèé. Â äàííîì ñëó÷àå ìàðêè-
ðîâêà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé, ïîòîìó ÷òî ñîáñòâåííî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ óæå
ïîñòðîåíà è ïðåäñòàâëåíà â σ-èììàíåíòíîì âèäå.

Èìååòñÿ äðóãàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó áóëåâûìè ôóíêöèÿìè è σ-èììàíåíòíûì
ïðåäñòàâëåíèåì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Áóëåâû ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ôîðìàëüíîé ëîãèêè. Ôîðìàëèçì σ-èììàíåíòíîãî
îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò "ãåîìåòðè÷åñêîé ëî-
ãèêè", ò.å. ñèñòåìó ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè [3]. Ìîæåò áûòü,
ìîæíî äàæå ãîâîðèòü î ìåòàãåîìåòðèè, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñî âñåìè ãåîìåòðè-
ÿìè îäíîâðåìåííî.

Íåîæèäàííîé ÷åðòîé "ãåîìåòðè÷åñêîé ëîãèêè"ÿâëÿåòñÿ ìíîãîâàðèàíòíîñòü
îïåðàöèé ýòîé ëîãèêè. Âñå îïåðàöèè òðàäèöèîííîé ôîðìàëüíîé ëîãèêè îäíî-
âàðèàíòíû. Ýòî óäîáíî è ïðèâû÷íî. Îäíàêî, íå âñå îáîáùåííûå ãåîìåòðèè ìî-
ãóò áûòü ïîñòðîåíû íà îñíîâå îäíîâàðèàíòíûõ ïðàâèë ëîãèêè. Êðîìå òîãî,
ãåîìåòðèÿ ðåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìíîãîâàðèàíòíà, è ïîýòîìó âàæíî
óìåòü ðàáîòàòü ñ ìíîãîâàðèàíòíîé "ãåîìåòðè÷åñêîé ëîãèêîé". Ìíîãîâàðèàíò-
íîñòü îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæíûì îáùèì ñâîéñòâîì îáîáùåííûõ ãåîìåòðèé è, â
÷àñòíîñòè, ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Îáîáùåííàÿ ãåîìåòðèÿ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ äåôîðìàöèè ñîáñòâåííî åâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèè, íàçûâàåòñÿ Ò-ãåîìåòðèåé (òðóá÷àòîé ãåîìåòðèåé), ïîòîìó
÷òî â Ò-ãåîìåòðèè ïðÿìûå ëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîâåðõíî-
ñòè (òðóáêè), à íå îäíîìåðíûå ëèíèè. Ýòîò ôàêò îáóñëîâëåí ìíîãîâàðèàíòíûì
õàðàêòåðîì ïàðàëëåëüíîñòè â Ò-ãåîìåòðèè. Â ñàìîì äåëå, ïðÿìàÿ ëèíèÿ TP0P1 ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè P0, P1, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

TP0P1 = {R|P0P1||P0R} (1.24)

à êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ P0P1 è P0R îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì (1.11)

(P0P1.P0R)2 = |P0P1| · |P0R| (1.25)
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Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îäíî óðàâíåíèå (1.25) îïðåäåëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
(n− 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Åñëè ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò åâ-
êëèäîâîé ìèðîâîé ôóíêöèè, ýòà ïîâåðõíîñòü âûãëÿäèò êàê òðóáêà.

Ò-ãåîìåòðèÿ èíòåðåñíà ñâîèì ïðèëîæåíèåì ê ôèçèêå, â ÷àñòíîñòè, ê ãåî-
ìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è äèíàìèêå. Â Ò-ãåîìåòðèè ìîæåò áûòü ïîñòàâ-
ëåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
Ìèíêîâñêîãî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ òðèâè-
àëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
O òî÷åê òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Ω) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóùåñòâóþùèé.

Ïóñòü ìíîæåñòâî òî÷åê OP0P1...Pn = O (Pn) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåê-
òîì, ãäå Pn ≡ {P0, P1, ...Pn} ñóòü n + 1 õàðàêòåðíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿþùèõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèé îáúåêò O (Pn). Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
O (Pn) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O (Pn) ñó-
ùåñòâóåò â òî÷êå P0 ∈ Ω, åñëè â ëþáîé òî÷êå Q0 ∈ Ω ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå
ïîäìíîæåñòâî òî÷åê O (Qn), Qn ≡ {Q0, Q1, ...Qn}, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ n (n + 1) /2
óðàâíåíèé

PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (1.26)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.14) ýêâèâàëåíòíîñòü PiPkeqvQiQk îçíà÷àåò äâà ñîîòíîøå-
íèÿ

(PiPk.QiQk) = |PiPk| · |QiQk| , |PiPk| = |QiQk| (1.27)
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (1.26) îáðàçóþò ñèñòåìó èç n(n+1) óðàâíåíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ 4n êîîðäèíàò òî÷åê Q1, Q2, ...Qn â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
Êîîðäèíàòû òî÷êè Q0 çàäàíû, ïîòîìó ÷òî îíè îïðåäåëÿþò ñìåùåíèå îáúåêòà
O (Qn). Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî èç ñîîòíîøåíèé (P0PkeqvQ0Qk)∧
(P0PieqvQ0Qi) ñëåäóåò, ÷òî PkPieqvQkQi, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå âåêòîðû âðå-
ìåíèïîäîáíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå âñå óðàâíåíèÿ (1.26) íåçàâèñèìû. Âìåñòî
n(n + 1) óðàâíåíèé (1.27) ïîëó÷àåì 2n ñîîòíîøåíèé

(P0Pk.Q0Qk) = |P0Pk| · |Q0Qk| , |P0Pk| = |Q0Qk| , k = 1, 2, ...n (1.28)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4n êîîðäèíàò òî÷åê Q0, Q1, ...Qn.
Ñòðóêòóðà ñîîòíîøåíèé (1.28) â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî òàêîâà,

÷òî äâà ñîîòíîøåíèÿ

(P0Pk.Q0Qk) = |P0Pk| · |Q0Qk| , |P0Pk| = |Q0Qk| (1.29)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ÷åòûðå êîîðäèíàòû òî÷êè Qk, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîð
P0Pk âðåìåíèïîäîáåí, ò.å. |P0Pk|2 > 0.

Â äðóãèõ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ãåîìåòðèÿõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñòðóê-
òóðà ñîîòíîøåíèé (1.29) èìååò äðóãîé õàðàêòåð. Â ýòîì ñëó÷àå äâà ñîîòíîøåíèÿ
(1.29) íå îïðåäåëÿþò îäíîçíà÷íî ÷åòûðåõ êîîðäèíàò òî÷êè Qk. Êðîìå òîãî, ñî-
îòíîøåíèå PkPieqvQkQi íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (P0PkeqvQ0Qk)∧
(P0PieqvQ0Qi), à ñîîòíîøåíèÿ (1.26) îáðàçóþò n (n + 1) ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìûìè.
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Äëÿ äâóõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê Q0, Q1 ïîëó÷àåì n = 1, è ÷èñëî óðàâíåíèé
n (n + 1) = 2 ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî êîîðäèíàò 4n = 4 òî÷êè Q1.

Â ñëó÷àå òðåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê Q0, Q1, Q2 ïîëó÷àåì n = 2, è ÷èñëî óðàâ-
íåíèé n (n + 1) = 6 ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî êîîðäèíàò 4n = 8 òî÷åê Q1, Q2.

Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê Q0, Q1, Q2, Q3 ïîëó÷àåì n = 3, è ÷èñëî
óðàâíåíèé n (n + 1) = 12 ðàâíî ÷èñëó êîîðäèíàò 4n = 12 òî÷åê Q1, Q2, Q3.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå ïÿòè õàðàêòåðíûõ òî÷åê Q0, Q1, Q2, Q3, Q4 ïîëó÷àåì n =
4, è ÷èñëî óðàâíåíèé n (n + 1) = 20 áîëüøå ÷èñëà êîîðäèíàò 4n = 16 òî÷åê
Q1, Q2, Q3, Q4.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, èìåþùèå áîëüøå ïÿòè õàðàê-
òåðíûõ òî÷åê, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóþò â ìíîãîâàðèàíòíîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà åâêëèäîâîé ìèðî-
âîé ôóíêöèè, êîòîðûå îáðàçóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åâêëèäî-
âîñòè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ðàçäåëû ïîñâÿùåíû ðàññìîòðåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ. Â ïÿòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ. Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â
øåñòîì ðàçäåëå. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ â ñåäüìîì ðàçäåëå.

2 Ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà n-ìåðíîãî ñîáñòâåííî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Èìåþòñÿ ÷åòûðå óñëîâèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëî-
âèÿìè òîãî, ÷òî ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σ ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ôóíêöèåé n-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [4]. Îíè èìåþò âèä:

I. Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè:

∃Pn ≡ {P0, P1, ...Pn} ⊂ Ω, Fn (Pn) 6= 0, Fk

(
Ωk+1

)
= 0, k > n (2.1)

ãäå Fn (Pn) åñòü îïðåäåëèòåëü Ãðàìà (1.8). Âåêòîðû P0Pi, i = 1, 2, ...n ÿâëÿ-
þòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ïðÿìîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Kn ñ íà÷àëîì â
òî÷êå P0, è ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè gik (Pn), gik (Pn), i, k = 1, 2, ...n â Kn. Îíè
îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

k=n∑

k=1

gik (Pn) glk (Pn) = δi
l , gil (Pn) = (P0Pi.P0Pl) , i, l = 1, 2, ...n (2.2)

Fn (Pn) = det ||gik (Pn)|| 6= 0, i, k = 1, 2, ...n (2.3)
II. Ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

σ (P, Q) =
1

2

i,k=n∑

i,k=1

gik (Pn) (xi (P )− xi (Q)) (xk (P )− xk (Q)) , ∀P, Q ∈ Ω

(2.4)
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ãäå êîîðäèíàòû xi (P ) , xi (Q) , i = 1, 2, ...n òî÷åê P è Q ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè
âåêòîðîâ P0P, P0Q ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xi (P ) = (P0Pi.P0P) , i = 1, 2, ...n (2.5)

III: Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà glk (Pn) èìååò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

gk > 0, k = 1, 2, ..., n (2.6)
IV. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè: ñèñòåìà óðàâíåíèé

(P0Pi.P0P) = yi ∈ R, i = 1, 2, ...n (2.7)

ðàññìàòðèâàåìàÿ â êà÷åñòâå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè P êàê
ôóíêöèè êîîðäèíàò y = {yi}, i = 1, 2, ...n âñåãäà èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøå-
íèå. Óñëîâèÿ I � IV ñîäåðæàò ññûëêó íà ðàçìåðíîñòü n åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

3 Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåêòîðîâ
Ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ââåäåíî â Ò-ãåîìåòðèè ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.14). Îäíàêî, â ïðîèçâîëüíîé Ò-ãåîìåòðèè ðàâåíñòâî
âåêòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòðàíçèòèâíî èç-çà ìíîãîâàðèàíòíîñòè ñâîéñòâà ïà-
ðàëëåëüíîñòè. Èíòðàíçèòèâíîñòü è ìíîãîâàðèàíòíîñòü ðàâåíñòâà äâóõ âåêòî-
ðîâ î÷åíü íåóäîáíà â ïðèëîæåíèÿõ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí "ýêâèâà-
ëåíòíîñòü"âìåñòî òåðìèíà "ðàâåíñòâî", îñòàâèâ òåðìèí "ðàâåíñòâî"äëÿ ñëó÷àÿ
åãî òðàíçèòèâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äâà âåêòîðà P0P1 è Q0Q1 ýêâèâàëåíòíû (P0P1eqvQ0Q1), åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå (1.14)

P0P1eqvQ0Q1 : ((P0P1.Q0Q1) = |P0P1| · |Q0Q1|)∧ (|P0P1| = |Q0Q1|) (3.1)

Èç óñëîâèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè âûïîëíåíî (P0P1)eqv(Q0Q1), òî âûïîëíÿåòñÿ
(Q0Q1)eqv(P0P1)

Çàìå÷àíèå. Ìû ðàçëè÷àåì ìåæäó ðàâåíñòâîì (=) âåêòîðîâ è ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ (eqv) âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî P0P1 = P0Q1 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè
P1 è Q1 ñîâïàäàþò (P1 = Q1). Ðàâåíñòâî P0P1 = Q0Q1 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà P1

ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Q1 (P1 = Q1) è òî÷êà P0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Q0 (P0 = Q0),
òîãäà êàê ýêâèâàëåíòíîñòü P0P1eqvQ0Q1 îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
(3.1). Òî÷êà P0 ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé Q0 è òî÷êà P1 ìîæåò íå ñîâïàäàòü
ñ òî÷êîé Q1, ò.å. ðàâåíñòâà P0 = Q0 è P1 = Q1 ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Âåêòîð ñäâèãà P0Q0 îïèñûâàåò ñäâèã íà÷àëà P0 âåêòîðà P0P1. Âåêòîð ñäâè-
ãà P1Q1 îïèñûâàåò ñäâèã êîíöà âåêòîðà P0P1. Â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðîâ ñäâèãà P0Q0 è P1Q1 ïðèâîäèò ê ýêâèâà-
ëåíòíîñòè âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1, è íàîáîðîò, ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðîâ P0P1 è
Q0Q1 ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîñòè èõ âåêòîðîâ ñäâèãà P0Q0eqvP1Q1. Â îáùåì
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ñëó÷àå Ò-ãåîìåòðèè ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ ñäâèãà P0Q0 è P1Q1 íåäîñòàòî÷-
íî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ P0P1 è Q0Q1. Íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ |P0P1| = |Q0Q1| èëè P0P1 · Q0Q1, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü.

Òåîðåìà. Âåêòîðû P0P1 è Q0Q1 ýêâèâàëåíòíû, åñëè ýêâèâàëåíòíû âåêòîðû
ñäâèãà P0Q0 è P1Q1 è êðîìå òîãî |P0P1| = |Q0Q1|, èëè P0P1 ↑↑ Q0Q1

Ïóñòü (P0Q0eqvP1Q1). Ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðîâ P0Q0 è P1Q1 çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå äâóõ ñîîòíîøåíèé

σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, P1)− σ (Q0, Q1) = 2
√

σ (P0, Q0) σ (P1, Q1) (3.2)

σ (P0, Q0) = σ (P1, Q1) (3.3)
Â ñèëó (3.3) óðàâíåíèå (3.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, P1)− σ (Q0, Q1) = σ (P0, Q0) + σ (P1, Q1) (3.4)

Ñîîòíîøåíèå P0P1eqvQ0Q1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1) = 2
√

σ (P0, P1) σ (Q0, Q1)(3.5)
σ (P0, P1)− σ (Q0, Q1) = 0 (3.6)

Ðàçíîñòü ñîîòíîøåíèé (3.4), (3.5) èìååò âèä

σ (P0, P1) + σ (Q0, Q1) = 2
√

σ (P0, P1) σ (Q0, Q1) (3.7)

Îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó
(√

σ (P0, P1)−
√

σ (Q0, Q1)
)2

= 0 (3.8)

Ïóñòü òåïåðü |P0P1| = |Q0Q1|, è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3.6), (3.7). Ïî-
ñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (3.2), (3.3) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè, òî ñîîòíîøå-
íèå (3.4) òîæå âûïîëíåíî. Ñîîòíîøåíèå (3.5) òàêæå âûïîëíåíî, ïîòîìó ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñîîòíîøåíèé (3.4), (3.7). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.5),
(3.6) âûïîëíåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P0P1eqvQ0Q1.

Ïóñòü òåïåðü |P0P1| · |Q0Q1|, è ñîîòíîøåíèå (3.5) âûïîëíåíî. Ïîñêîëü-
êó ñîîòíîøåíèÿ (3.2), (3.3), (3.4) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè, ñîîòíîøåíèå
(3.7) òîæå âûïîëíåíî, ïîòîìó ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàç-
íîñòü óðàâíåíèé (3.4) è (3.5). Óðàâíåíèå (3.6) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøå-
íèÿ (3.7). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (3.5), (3.6) âûïîëíÿþòñÿ è P0P1eqvQ0Q1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ïîíÿòèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îäíîâàðèàíòíî è òðàíçèòèâíî, ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò áûòü çàìåíå-
íà ðàâåíñòâîì, è ñîîòíîøåíèÿ P0Q0eqvP1Q1 è P0P1eqvQ0Q1 ìîæíî çàïèñàòü
ñîîòâåòñòâåííî â âèäå P0Q0 = P1Q1 è P0P1 = Q0Q1. (Çäåñü ñèìâîë −” îçíà-
÷àåò îäíîâàðèàíòíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Îí èñïîëüçóåòñÿ â òîì ñìûñëå, êàêîé
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îí èìååò â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.) Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, è äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå |P0P1| = |Q0Q1| ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëþáîãî èç ýòèõ óñëîâèé.
Â ñàìîì äåëå, äîáàâëÿÿ âåêòîð P1Q0 ê îáîèì ñòîðîíàì ðàâåíñòâà

P0P1 = Q0Q1 (3.9)

ïîëó÷àåì
P0Q0 = P1Q1 (3.10)

Êðîìå òîãî, â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîîòíîøåíèå P1P2eqvQ1Q2

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (P0P1eqvQ0Q1)∧(P0P2eqvQ0Q2). ×òîáû äî-
êàçàòü ýòî, çàïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â âèäå óðàâíåíèé

P0P1 = Q0Q1, P0P2 = Q0Q2 (3.11)

Âû÷èòàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (3.11) èç âòîðîãî, ïîëó÷àåì

P1P2 = Q1Q2 (3.12)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñðåäè øåñòè ñîîòíîøåíèé
P0P1eqvQ0Q1, P0P2eqvQ0Q2, P1P2eqvQ1Q2 èìååòñÿ òîëüêî ÷åòûðå íåçàâèñè-
ìûõ óñëîâèÿ, òîãäà êàê â îáùåì ñëó÷àå âñå øåñòü óñëîâèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçà-
âèñèìû,

4 Ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðîâ â
îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ìíîãîâàðèàíòíîé
ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ðàññìîòðèì σ-ïðîñòðàíñòâî Vd = {σ,R4} ñ ìèðîâîé ôóíêöèåé

σd =

{
σM + d, åñëè σM > 0
σM, åñëè σM ≤ 0

, d = λ2
0 = const > 0 (4.1)

ãäå σM åñòü ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Â
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ σM èìååò âèä

σM (P, P ′) = σM (x, x′) =
(
x0 − x′0

)2 − (x− x′)2 (4.2)

ãäå êîîðäèíàòû òî÷åê P è P ′ ñóòü P = {x0,x} = {ct, x1, x2, x3}, P ′ = {x′0,x′} =
{ct′, x′1, x′2, x′3} è c åñòü ñêîðîñòü ñâåòà. Ïîñòîÿííàÿ d êâàëèôèöèðóåòñÿ êàê äèñ-
òîðñèÿ èñêàæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Vd, îïèñûâàåìîãî ìèðîâîé ôóíêöè-
åé σM. Ïîñòîÿííàÿ λ0 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê "ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà", àññî-
öèèðóþùàÿñÿ ñ èñêàæåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì Vd.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (4.1) îäíîðîäíî è èçîòðîïíî â òîì ñìûñëå, ÷òî ìèðî-
âàÿ ôóíêöèÿ σd èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê îäíîâðåìåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ
Ïóàíêàðå îáîèõ àðãóìåíòîâ x è x′.
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Íåïðåðûâíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Vd äåìîíñòðèðóåò ïðîÿâëåíèå äèñêðåòíî-
ñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òî÷åê x, x′, ðàçäåëåííûõ âðåìåíèïîäîá-
íûì èíòåðâàëîì ρ =

√
2σ (x, x′), ñ ρ ∈ (0, λ0). Êàæåòñÿ äîâîëüíî íåîæèäàííûì,

÷òî êîíòèíóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî äèñêðåòíûì.
Ïî-âèäèìîìó, äèñêðåòíîñòü òàêîãî ðîäà ñëåäóåò êâàëèôèöèðîâàòü êàê äèñêðåò-
íîñòü âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðà P0P1, Q0Q1. Òî÷-
êè P0, P1, Q0, Q1 èìåþò êîîðäèíàòû

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {s, 0, 0, 0} (4.3)

Q0 = {a, b, 0, 0} , Q1 = {s + a + α0, b + γ1, γ2, γ3} (4.4)
Âðåìåííàÿ îñü âûáðàíà âäîëü âåêòîðà P0P1. Âåêòîð ñäâèãà P0Q0 = {a, b, 0, 0}
ëåæèò â ïëîñêîñòè êîîðäèíàòíûõ îñåé x0x1. Äëèíà s âåêòîðà P0P1 è ïàðà-
ìåòðû ñäâèãà a, b ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè. Âåëè÷èíû α0, β1, γ2, γ3 ïîäëåæàò
îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ, ÷òî âåêòîðû

P0P1 = {s, 0, 0, 0} , Q0Q1 = {s + α0, γ1, γ2, γ3} (4.5)

ýêâèâàëåíòíû.
Ïîñêîëüêó ãåîìåòðèÿ îäíîðîäíà è èçîòðîïíà, ñîîòíîøåíèÿ (4.3), (4.4) îïè-

ñûâàþò îáùèé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê P0, P1, Q0, Q1 ñ âðåìåíèïîäîáíûì
âåêòîðîì P0P1. Ñïåöèôè÷íûé âèä ôîðìóë (4.3), (4.4) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
íàäëåæàùåãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
I. Âñå òî÷êè P0, P1, Q0, Q1 ðàçëè÷íû,

σ (P,Q) = σM (P, Q) + λ2
0, P 6= Q, P, Q ∈ {P0, P1, Q0, Q1} (4.6)

II. P1 = Q0, âñå îñòàëüíûå òî÷êè P0, P1, Q1 ðàçëè÷íû, è âñå ðàçëè÷íûå òî÷êè
ðàçäåëåíû âðåìåíèïîäîáíûìè èíòåðâàëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

σ (P, Q) = σM (P, Q) + λ2
0, P 6= Q, P, Q ∈ {P0, P1, Q1} (4.7)

σ (P1, Q0) = σM (P1, Q0) = 0 (4.8)
Â ïåðâîì ñëó÷àå

|P0P1|2 = |P0P1|2M + 2λ2
0, |Q0Q1|2 = |Q0Q1|2M + 2λ2

0 (4.9)
|P0Q0|2 = |P0Q0|2M + 2λ2

0, |P1Q1|2 = |P1Q1|2M + 2λ2
0 (4.10)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ "M"îçíà÷àåò âåëè÷èíû, âû÷èñëåííûå â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ (1.6) è ñîîòíîøåíèÿ (4.6), ïîëó÷àåì

(P0P1.Q0Q1) = (P0P1.Q0Q1)M , (P0Q0.P1Q1) = (P0Q0.P1Q1)M (4.11)
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Óñëîâèå P0P1eqvQ0Q1 â òåðìèíàõ âåëè÷èí Ìèíêîâñêîãî èìååò âèä

(P0P1.Q0Q1)M =
√(|P0P1|2M + 2λ2

0

) (|Q0Q1|2M + 2λ2
0

)
(4.12)

|P0P1|2M = |Q0Q1|2M (4.13)
Èñïîëüçóÿ äëÿ (P0P1.Q0Q1)M è |P0P1|2M òðàäèöèîííîå âûðàæåíèå â òåðìè-

íàõ êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ (4.5) âìåñòî (4.12) è (4.13)

s (s + α0) = s2 + 2λ2
0 (4.14)

s2 = (s + α0)
2 − γ2

1 − γ2
2 − γ2

3 (4.15)
Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé äàåò

α0 =
2λ2

0

s
, γk = 2λ0

√
1 +

λ2
0

s2

qk

q
, k = 1, 2, 3 (4.16)

ãäå q1, q2, q3 ñóòü ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå è

q =
√

q2
1 + q2

2 + q2
3 (4.17)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè Q1

Q1 =

{
s + a +

2λ2
0

s
, b + 2λ0

√
1 +

λ2
0

s2

q1

q
, 2λ0

√
1 +

λ2
0

s2

q2

q
, 2λ0

√
1 +

λ2
0

s2

q3

q

}
(4.18)

Â ñëó÷àå, êîãäà λ0 ¿ |s|

Q1 ≈
{

s + a +
2λ2

0

s
,
2λ0q1

q
,
2λ0q2

q
,
2λ0q3

q

}
(4.19)

Ïîïðàâêà ê êîîðäèíàòå x0, îáóñëîâëåííàÿ äèñòîðñèåé, èìååò ïîðÿäîê λ2
0, òîãäà

êàê ïîïðàâêà ê äðóãèì êîîðäèíàòàì èìååò ïîðÿäîê λ0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð
Q0Q1 ìíîãîâàðèàíòåí, è åãî ìíîãîâàðèàíòíîñòü îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïðîèçâîëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè.

Âòîðîé ñëó÷àé áîëåå èíòåðåñåí ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîòîìó ÷òî
îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïèñàíèå âðåìåííîé ýâîëþöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî
îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî äâóìÿ õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè P0 è P1, ðàçäåëåííûìè
âðåìåíèïîäîáíûì èíòåðâàëîì. Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà P1 = Q0, èìååì a = s,
b = 0, ò.å.

P0 = {0, 0, 0, 0} , Q0 = P1 = {s, 0, 0, 0} , Q1 = {s + α0, γ1, γ2, γ3} (4.20)

Âåêòîðû P0P1 è Q0Q1 èìåþò òîò æå ñàìûé âèä (4.5), îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó (P0P1.Q0Q1) è (P0P1.P1Q1)E èìååò âèä

(P0P1.Q0Q1) = (P0P1.P1Q1) = (P0P1.P1Q1)M − λ2
0, (4.21)
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êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòíîøåíèÿ (4.11).
Óñëîâèå P0P1eqvQ0Q1 â òåðìèíàõ âåëè÷èí Ìèíêîâñêîãî èìååò âèä

|P0Q0|2 = |P0P1|2 = |P0P1|2M + 2λ2
0, |P1Q0|2 = |P1Q0|2M = 0 (4.22)

|P1Q1|2 = |Q0Q1|2 = |Q0Q1|2M + 2λ2
0 (4.23)

(P0P1.Q0Q1)M − λ2
0 =

√(|P0P1|2M + 2λ2
0

) (|Q0Q1|2M + 2λ2
0

)
(4.24)

|P0P1|2M = |Q0Q1|2M (4.25)
Îíè ïðèíèìàþò âèä

s (s + α0)− λ2
0 = s2 + 2λ2

0 (4.26)
s2 = (s + α0)

2 − γ2
1 − γ2

2 − γ2
3 (4.27)

è îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòíîøåíèé (4.14), (4.15) çàìåíîé âåëè÷èíû λ0 íà
√

3/2λ0.
Èñïîëüçóÿ çàìåíó a → s, b → 0, λ0 →

√
3/2λ0 â ñîîòíîøåíèÿõ (4.18), (4.19),

ïîëó÷àåì äëÿ âåêòîðà Q0Q1

Q0Q1 = P1Q1 =

{
s +

3λ2
0

s
, λ0κ

q1

q
, λ0κ

q2

q
, λ0κ

q3

q

}
(4.28)

ãäå q1, q2, q3 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè âåëè÷èíàìè

κ =

√
6

(
1 +

3λ2
0

2s2

)
(4.29)

è q îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.17).
Â ñëó÷àå, êîãäà λ0 ¿ |s|

Q0Q1 = P1Q1 ≈
{

s +
3λ2

0

s
, b +

√
6λ0q1

q
,

√
6λ0q2

q
,

√
6λ0q3

q

}
(4.30)

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà s ¿ λ0. Ïîëîæèì s = βλ0, β ¿ 1 è
ïîëó÷èì

Q0Q1 = P1Q1 =

{
λ0

(
β +

3

β

)
, λ0κ1

q1

q
, λ0κ1

q2

q
, λκ1

q3

q

}
(4.31)

ãäå

κ1 =

√
6

(
1 +

3

2β2

)
(4.32)

Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîýôôèöèåíòû α0, γ1, γ2, γ3 ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè îäíîãî ïî-
ðÿäêà 3λ0/β, è ìíîãîâàðèàíòíîñòü âåêòîðà Q0Q1 = P1Q1 î÷åíü âåëèêà. Ïîëó-
÷àåì äëÿ |Q0Q1|2

|Q0Q1|2 = |Q0Q1|2M + 2λ2
0 =

(
2 + β2

)
λ2

0 (4.33)
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5 Ýêâèâàëåíòíîñòü èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ
Ðàññìîòðèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà P0P1 è Q0Q1 â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè (4.1) |P0P1| = 0, |Q0Q1| = 0. Ïóñòü èõ êîîðäèíàòû áóäóò

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {s, s, 0, 0} (5.1)

Q0 = {a0, a1, a2, 0} , Q1 = {a0 + s + γ0, a1 + s + γ1, a2 + γ2, γ3} , (5.2)
ãäå âåëè÷èíû s, a0, a1, a2 çàäàíû, à âåëè÷èíû γ0, γ1, γ2, γ3 äîëæíû áûòü îïðåäå-
ëåíû. Òàêèì îáðàçîì

P0P1 = {s, s, 0, 0} , Q0Q1 = {s + γ0, s + γ1, γ2, γ3} (5.3)

Ïóñòü âñå òî÷êè P0, P1, Q0, Q1 ðàçëè÷íû, è |P0Q0|2 > 0, |P1Q1|2 > 0. Òîãäà

(P0P1.Q0Q1) = (P0P1.Q0Q1)M (5.4)

|P0P1|2 = |P0P1|2M = 0, |Q0Q1|2 = |Q0Q1|2M = 0 (5.5)
|P0Q0|2 = |P0Q0|2M + 2λ2

0, |P1Q1|2 = |P1Q1|2M + 2λ2
0 (5.6)

Óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò âèä

(P0P1.Q0Q1)M = 0, s (s + γ0)− s (s + γ1) = 0 (5.7)

|P0P1|2M = |Q0Q1|2M = 0, (s + γ0)
2 − (s + γ1)

2 − γ2
2 − γ2

3 = 0 (5.8)
Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.7), (5.8) äàåò

γ0 = γ1, γ2 = γ3 = 0 (5.9)

Q0Q1 = {s + γ0, s + γ0, 0, 0} (5.10)
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè P1 è Q0 ñîâïàäàþò P1 = Q0. Òîãäà

P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 = {s, s, 0, 0} , (5.11)

Q0 = {s, s, 0, 0} , Q1 = {2s + γ0, 2s + γ1, γ2, γ3} , (5.12)
P0P1 = {s, s, 0, 0} , P1Q1 = Q0Q1 = {s + γ0, s + γ1, γ2, γ3} (5.13)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

(P0P1.Q0Q1) = σ (P0, Q1) + σ (P1, Q0)− σ (P0, Q0)− σ (P1, Q1)

= σM (P0, Q1) + λ2
0 = (P0P1.Q0Q1)M + λ2

0 = 0 (5.14)
Â òåðìèíàõ êîîðäèíàò ñîîòíîøåíèå (5.14) ïðèíèìàåò âèä

s (s + γ0)− s (s + γ1) + λ2
0 = 0 (5.15)
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s + γ0 = s + γ1 − λ2
0

s
(5.16)

Êðîìå òîãî

|Q0Q1|2 = 0, (s + γ0)
2 − (s + γ1)

2 − γ2
2 − γ2

3 = 0 (5.17)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.16), (5.17) äàåò

γ0 = γ1 − λ2
0

s
, γ1 = − s

2λ2
0

(
γ2

2 + γ2
3 + 2λ2

0

)
+

λ2
0

2s
(5.18)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

P1Q1 = Q0Q1 =

{
− s

2λ2
0

(
γ2

2 + γ2
3

)− λ2
0

2s
,− s

2λ2
0

(
γ2

2 + γ2
3

)
+

λ2
0

2s
, γ2, γ3

}
(5.19)

ãäå γ2 and γ3 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Âûðàçèì âåëè÷èíû s è γ2, γ3 â åäèíèöàõ λ0

s = µλ0, γ2 = k2λ0, γ3 = k3λ0 (5.20)

Ïîëó÷àåì âìåñòî (5.19)

P1Q1 = Q0Q1 =

{(
−µ

(
k2

2 + k2
3

)− 1

µ

)
λ0

2
,

(
−µ

(
k2

2 + k2
3

)
+

1

µ

)
λ0

2
, k2λ0, k3λ0

}

(5.21)
P0P1 = {s, s, 0, 0} = {µλ0, µλ0, 0, 0} (5.22)

Äîâîëüíî íåîæèäàííî, ÷òî äâà ýêâèâàëåíòíûõ èçîòðîïíûõ âåêòîðà P1Q1 è
P0P1, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ïðèíàäëåæàò ê ðàçíûì ïîëàì ñâåòîâîãî êîíóñà.

6 Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â
Ò-ãåîìåòðèè

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O ⊂ Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî òî÷åê â òî-
÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå Ω. Â Ò-ãåîìåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò O îïèñûâàåò-
ñÿ êàðêàñíî-îáîëî÷íûì ìåòîäîì [4]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò O ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ýëåìåí-
òàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ÝÃÎ).

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂ Ω ïàðàìåòðîâ îáîëî÷íîé ôóíê-
öèè fPn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàðêàñ ýëåìåíòàðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
(ÝÃÎ) E ⊂ Ω. Ìíîæåñòâî E ⊂ Ω òî÷åê, îáðàçóþùèõ ÝÃÎ, íàçûâàåòñÿ îáî-
ëî÷êîé êàðêàñà Pn. Â íåïðåðûâíîé îáîáùåííîé ãåîìåòðèè îáîëî÷êà E îáû÷íî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn

fPn : Ω → R, (6.1)
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îïðåäåëÿþùàÿ ÝÃÎ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé áåãóùåé òî÷êè R ∈ Ω è ïàðàìåòðîâ
Pn ⊂ Ω. Îáîëî÷íàÿ ôóíêöèÿ fPn ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé îò s
àðãóìåíòîâ w = {w1, w2, ...ws}, s = (n+2)(n+1)/2. Êàæäûé èç àðãóìåíòîâ wk =
σ (Qk, Lk) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèðîâóþ ôóíêöèþ σ îò äâóõ àðãóìåíòîâ Qk, Lk ∈
{R,Pn}, èëè ïðèíàäëåæàùèõ ê êàðêàñó Pn, èëè ñîâïàäàþùèõ ñ áåãóùåé òî÷êîé
R. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E îïðåäåëÿåòñÿ
åãî êàðêàñîì Pn è åãî îáîëî÷íîé ôóíêöèåé fPn êàê ìíîæåñòâî íóëåé îáîëî÷íîé
ôóíêöèè

E = {R|fPn (R) = 0} (6.2)
Õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè ÝÃÎ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè åãî êàðêàñà Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn}.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÝÃÎ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê T[P0P1] ïðÿìîé ëèíèè (1.24) ìåæ-
äó òî÷êàìè P0 è P1. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T[P0P1] = {R|fP0P1 (R) = 0} ,

fP0P1 (R) =
√

2σ (P0, R) +
√

2σ (R,P1)−
√

2σ (P0, P1) (6.3)

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñôåðà SOQ, ãäå O åñòü öåíòð ñôåðû, à Q åñòü
íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ñôåðà SP0P1 îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

SOQ = {R|gOQ (R) = 0} , gOQ (R) =
√

2σ (O, R)−
√

2σ (O,Q) (6.4)

Çäåñü òî÷êè O, Q îáðàçóþò êàðêàñ ñôåðû, òîãäà êàê ôóíêöèÿ gOQ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáîëî÷íóþ ôóíêöèþ.

Òðåòüèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé öèëèíäð C(P0, P1, Q) ñ òî÷êàìè P0, P1

íà îñè öèëèíäðà è òî÷êîé Q íà åãî ïîâåðõíîñòè. Öèëèíäð C(P0, P1, Q) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

C(P0, P1, Q) = {R|fP0P1Q (R) = 0} , (6.5)
fP0P1Q (R) = F2 (P0, P1, Q)− F2 (P0, P1, R)

F2 (P0, P1, Q) =

∣∣∣∣
(P0P1.P0P1) (P0P1.P0Q)
(P0Q.P0P1) (P0Q.P0Q)

∣∣∣∣ (6.6)

Çäåñü
√

F2 (P0, P1, Q) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-
ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ P0P1 è P0Q è 1

2

√
F2 (P0, P1, Q) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ P0, P1, Q. Ðàâåíñòâî F2 (P0, P1, Q) =
F2 (P0, P1, R) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé Q è îñüþ, îïðåäåëÿåìîé
âåêòîðîì P0P1, ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êîé R è îñüþ. Çäåñü òî÷êè P0, P1, Q
îáðàçóþò êàðêàñ öèëèíäðà, òîãäà êàê ôóíêöèÿ fP0P1Q ÿâëÿåòñÿ îáîëî÷íîé ôóíê-
öèåé.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ÝÃÎ E (Pn) è E (Qn) ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ êàðêàñû ýê-
âèâàëåíòíû è èõ îáîëî÷íûå ôóíêöèè fPn è gQn ðàâíû. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ
êàðêàñîâ Pn ≡ {P0, P1, ..., Pn} ⊂ Ω è Qn ≡ {Q0, Q1, ..., Qn} ⊂ Ω îçíà÷àåò, ÷òî

PiPkeqvQiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (6.7)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü îáîëî÷íûõ ôóíêöèé fPn è gQn îçíà÷àåò, ÷òî

fPn (R) = gPn (R) , ∀R ∈ Ω (6.8)

ãäå Φ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

Φ : R→ R, Φ (0) = 0 (6.9)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìû äâóõ ÝÃÎ E (Pn) è E (Qn) îïðåäåëÿåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ ôîðìû èõ êàðêàñîâ Pn è Qn, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

|PiPk| = |QiQk| , i, k = 0, 1, ...n, i < k (6.10)

è ýêâèâàëåíòíîñòüþ èõ îáîëî÷íûõ ôóíêöèé fPn è gQn (6.8).
Ýêâèâàëåíòíîñòü îðèåíòàöèé êàðêàñîâ Pn è Qn â òî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå Ω

îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

PiPk · QiQk, i, k = 0, 1, ...n, i < k (6.11)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìû è îðèåíòàöèè êàðêàñîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâè-
âàëåíòíîñòü êàðêàñîâ, îïèñûâàåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè (6.7).

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E (Pn) ñóùåñòâóåò, åñ-
ëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáú-
åêò E ′ (P ′n), ýêâèâàëåíòíûé ÝÃÎ E (Pn). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàðêàñ
Pn = {P0, P1, ...Pn} ñîäåðæèò òî÷êè, ðàçäåëåííûå âðåìåíèïîäîáíûì èíòåðâà-
ëîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð P0P1 ÿâëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì (|P0P1|2 >
0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòàðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò E(Pn = E (P0,
P1, ..., Pn) íàõîäèòñÿ â òî÷êå P0. Òîò æå ñàìûé ÝÃÎ, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå P1

èìååò âèä E (P ′
0, P

′
1, P

′
2..., P

′
n) ñ P ′

0 = P1. òî÷êè P0 è P ′
0 = P1 ðàçäåëåíû âðåìå-

íèïîäîáíûì èíòåðâàëîì, è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÝÃÎ E (P ′
0, P

′
1, P

′
2..., P

′
n) êàê

ðåçóëüòàò âðåìåííîé ýâîëþöèè ÝÃÎ E (P0, P1, ..., Pn), ïðè óñëîâèè ÷òî ýòè ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ýêâèâàëåíòíû, ò.å.

PiPkeqvP′
iP

′
k, i, k = 0, 1, ...n, i < k (6.12)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÝÃÎ E
(
P

(0)
0 , P

(0)
1 , ..., P

(0)
n

)
, E

(
P

(1)
0 , P

(1)
1 , ..., P

(1)
n

)
, E(P

(2)
0 ,

P
(2)
1 , ..., P

(2)
n ),... E(P

(k)
0 , P

(k)
1 , ..., P

(k)
n ),... ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû

E
(
P

(k−1)
0 , P

(k−1)
1 , ..., P (k−1)

n

)
eqvE

(
P

(k)
0 , P

(k)
1 , ..., P (k)

n

)
, k = 1, 2, ... (6.13)

è

P
(0)
1 = P

(1)
0 , P

(1)
1 = P

(2)
0 , P

(2)
1 = P

(3)
0 , ...P

(k)
1 = P

(k+1)
0 , ... (6.14)∣∣∣P(k)

0 P
(k)
1

∣∣∣
2

> 0, k = 1, 2, ... (6.15)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ (ÝÃÎ) E

(
P

(0)
0 , P

(0)
1 , ..., P

(0)
n

)
, E

(
P

(1)
0 , P

(1)
1 , ..., P

(1)
n

)
, E

(
P

(2)
0 , P

(2)
1 , ..., P

(2)
n

)
,...
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E
(
P

(k)
0 , P

(k)
1 , ..., P

(k)
n

)
, ñî ñâîéñòâàìè (6.13) - (6.15) êàê âðåìåíí�óþ ýâîëþöèþ

ÝÃÎ E
(
P

(0)
0 , P

(0)
1 , ..., P

(0)
n

)
.

Èòàê, ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà E (Pn) è åãî âðåìåíí�îé ýâîëþöèè. Íåêîòîðûå
ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, äðóãèå ñóùåñòâîâàòü íå ìîãóò.
Ýòîò ôàêò çàâèñèò îò âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.13). Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ
íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü ìíîãîâàðèàíòíà. Âðåìåííàÿ
ýâîëþöèÿ äðóãèõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü îäíîâàðèàíòíîé. Âîçìîæíû òàêèå ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ íåò ýêâèâàëåíòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ è íå ñóùåñòâóåò âðåìåííîé ýâîëþöèè.

7 Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ âðåìåíèïîäîáíîãî
îòðåçêà ïðÿìîé

Âðåìåíèïîäîáíûé îòðåçîê (6.3) ïðÿìîé ëèíèè (1.24) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì T[P0P1], îïèñûâàåìûì êàðêàñîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ
òî÷åê P0, P1. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ýòîãî îòðåçêà îïèñûâàåòñÿ ëîìàíîé òðóáêîé
Tbr.

Tbr =
⋃
i

T[PiPi+1], Pi−1PieqvPiPi+1, |PiPi+1|2 = µ2, i = 0,±1,±2, ...

(7.1)
Ôîðìà ëîìàíîé òðóáêè Tbr â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (4.1) ìíîãîâàðèàíòíà. Îíà
âûãëÿäèò êàê öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç îäèíàêîâûõ çâåíüåâ T[PiPi+1]. Â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî ôîðìà òðóáêè Tbr îäíîâàðèàíòíà, è öåïü çâåíüåâ T[PiPi+1]

âûðîæäàåòñÿ âî âðåìåíèïîäîáíóþ ïðÿìóþ ëèíèþ.
Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {ct, x1, x2, x3}, ãäå òî÷êè P0, P1 èìåþò

êîîðäèíàòû
P0 = {0, 0, 0, 0} , P1 =

{√
µ2 − 2λ2

0, 0, 0, 0

}
, (7.2)

è âåêòîð P0P1 èìååò äëèíó

|P0P1| =
√
|P0P1|2M + 2λ2

0 = µ, (7.3)

ïîâåðõíîñòü T(P0P1) = T[P0P1]\ {P0, P1} îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

r2 = x2 =
2λ2

0

(
ct− 1

2

√
µ2 − 2λ2

0

)2

µ2
+

3

2
λ2

0, 0 < ct <
√

µ2 − 2λ2
0 (7.4)

Òî÷êè êàðêàñà P0, P1 íå ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè (7.4), íî îíè ïðèíàäëåæàò ê
T[P0P1]. Ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóãîâóþ òðóáêó (7.4) ñ ìèíèìàëüíûì
ðàäèóñîì rmin =

√
3/2λ0 è ìàêñèìàëüíûì ðàäèóñîì rmax =

√
2λ2

0 − λ4
0

µ2 , µ >
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√
2λ0. Â ïðåäåëå λ0 → 0 ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé ðàäèóñû ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, è òðóáêà (7.4) âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê ïðÿìîé ëèíèè.
Çàìå÷àíèå. Ôîðìà îáîëî÷íîé ôóíêöèè íå èìååò çíà÷åíèÿ äëÿ âðåìåííîé

ýâîëþöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî äâóìÿ òî÷êàìè P0, P1 êàðêà-
ñà. Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî ÝÃÎ T[P0P1], ìîæíî ðàññìîòðåòü ñôåðó SP0P1 , îïðåäåëÿ-
åìóþ ñîîòíîøåíèåì (6.4). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ëîìàíîé òðóáêè (7.1) ïîëó÷àåì

Tbr =
⋃
i

SPiPi+1
, Pi−1PieqvPiPi+1, |PiPi+1|2 = µ2, i = 0,±1,±2, ...

(7.5)
Çäåñü âìåñòî îòðåçêà òðóáêè (7.4), ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó

r2 = x2 = c2t2 − µ2 + 2λ2
0 (7.6)

Íåäîñòàòêîì ïðåäñòàâëåíèÿ (7.5) ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îäíà èç òî÷åê êàðêà-
ñà (P0) íå ïðèíàäëåæèò îáîëî÷êå ñôåðû SP0P1 . Â ïðåäåëå λ0 → 0 ìíîæåñòâî
ãèïåðáîë (7.6) íå àññîöèèðóåòñÿ ñ ìèðîâîé ëèíèåé ÷àñòèöû.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñìåæíûõ çâåíüåâ T[P0P1] è T[P1P2] îïèñûâàåòñÿ óãëîì
ìåæäó âåêòîðàì P0P1 è âåêòîðîì P1P2. Ïîñêîëüêó ýòè âåêòîðû ýêâèâàëåíòíû
è, ñëåäîâàòåëüíî ïàðàëëåëüíû, ýòîò óãîë θ = 0, ïîòîìó ÷òî

cosh θ =
(P0P1.P1P2)

|P0P1| · |P1P2| = 1 (7.7)

Îäíàêî, ïîñêîëüêó

|P0P1|2M = |P1P2|2M = |P0P1|2 − 2λ2
0, (P0P1.P1P2)M = (P0P1.P1P2)− λ2

0

(7.8)
óãîë θM ìåæäó âåêòîðîì P0P1 è âåêòîðîì P1P2, èçìåðåííûé íà ìíîãîîáðàçèè
Ìèíêîâñêîãî, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cosh θM =
(P0P1.P1P2)M

|P0P1|M · |P1P2|M
=

(P0P1.P1P2)− λ2
0

|P0P1|2 − 2λ2
0

=
µ2 − λ2

0

µ2 − 2λ2
0

> 1 (7.9)

ñëó÷àå, êîãäà µ À λ0, èç (7.9) ñëåäóåò, ÷òî

θM =
√

2
λ0

µ
(7.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå P0P1 òî÷êà P2, îïðåäåëÿþùàÿ
ñìåæíûé âåêòîð P1P2, ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ óãëîì θM ïðè âåðøèíå
P1. Åñëè λ0 6= 0, ëîìàíàÿ (7.1) ìíîãîâàðèàíòíà. Åñëè λ0 → 0, òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (7.10) θM → 0, è êîíóñ âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ. Ëîìàíàÿ òðóá-
êà (7.1) âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ àññîöèèðóåòñÿ ñ ìèðîâîé ëè-
íèåé ÷àñòèöû. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñòèöû. Îäíàêî, êðîìå òîãî ÷àñòèöà èìååò
äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: èìïóëüñ p è ìàññó m, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
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îïðåäåëåíû ãåîìåòðè÷åñêè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Âåêòîð èì-
ïóëüñà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ìèðîâîé ëèíèè, è åãî íàïðàâëåíèå ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî ïî ôîðìå ìèðîâîé ëèíèè. Îäíàêî, åãî äëèíà (ìàññà ÷àñòèöû) íå
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ãåîìåòðè÷åñêè. Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
ìàññà ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé (íåãåîìåòðè÷åñêîé) õàðàêòåðèñòèêîé, àññîöèèðó-
þùåéñÿ ñ ìèðîâîé ëèíèåé ÷àñòèöû.

Â èñêàæåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Vd, îïèñûâàåìîì ìèðîâîé ôóíêöèåé
(4.1), ìàññà ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè êàê äëèíà |PiPi+1| = µ çâåíà
ëîìàíîé òðóáêè (7.1). Â ñàìîì äåëå, â Vd çâåíî T[PiPi+1] åñòü îòðåçîê òðóáêè
ðàäèóñà r. Êîíöû Pi è Pi+1 ýòîãî îòðåçêà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ãåîìåòðè÷å-
ñêè. Åñëè èçâåñòíû êîíöû Pi, Pi+1 îòðåçêà T[PiPi+1], òî ìîæíî îïðåäåëèòü åãî
äëèíó |PiPi+1| = µ. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ìàññà µ îïðåäåëÿåòñÿ â åäèíèöàõ
äëèíû êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàðêàñà Pi, Pi+1 îòðåçêà T[PiPi+1]. Òî÷êè
êàðêàñà P0, P1 íå ïðèíàäëåæàò ê ïîâåðõíîñòè (7.4), êîòîðàÿ îïèñûâàåò èíòåð-
âàë T(PiPi+1) = T[PiPi+1]\ {P0, P1}. Îáû÷íî ìàññà ÷àñòèöû âûðàæàåòñÿ â åäèíèöàõ
ìàññû (ã), è ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ïåðåâîäíîé êîýôôèöèåíò b, ñâÿçûâàþ-
ùèé îáû÷íóþ ìàññó m ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ìàññîé µ

m = bµ = b |PiPi+1| , [b] = g/cm (7.11)

Òîò æå ñàìûé êîýôôèöèåíò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñâÿçè ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà
PiPi+1 ñ ôèçè÷åñêèì 4-âåêòîðîì èìïóëüñà pk

pk = bc (PiPi+1)k , k = 0, 1, 2, 3 (7.12)

ãäå c åñòü ñêîðîñòü ñâåòà è âåëè÷èíû (PiPi+1)k ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
PiPi+1 â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèïèàëüíî äèíàìèêà ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Îäíàêî, òðàäèöèîííûé äèíàìè÷åñêèé ôîðìàëèçì ãî-
äèòñÿ òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ îäíîâàðèàíòíîãî äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå òðà-
äèöèîííàÿ îäíîâàðèàíòíàÿ äèíàìèêà ñîãëàñóåòñÿ òîëüêî ñ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ãåîìåòðèåé Ìèíêîâñêîãî, è íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ìíãîâàðèàíòíîé ãåî-
ìåòðèåé èñêàæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Vd.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñêàæåííîé ãåîìåòðèè Gd èíòåðâàë T(P0P1) îïèñûâàåò ÷à-
ñòèöó, êîòîðàÿ èìååò ôîðìó ïîëîé ñôåðû ðàäèóñà r (rmin < r < rmax) . Òàêàÿ
ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñóùåñòâóåò â ïîêîå â ñèñòåìå êîîðäèíàò K0 â òå÷åíèå ñîá-
ñòâåííîãî âðåìåíè t (0 < t < µ/c). Â ìîìåíò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè t = µ/c ñôå-
ðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà âûðîæäàåòñÿ â òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â òî÷êå P1 =
{µ, 0, 0, 0}. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t > µ/c òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà ïðåâðàùàåò-
ñÿ â ñôåðè÷åñêóþ ÷àñòèöó ðàäèóñà r, (rmin < r < rmax) è äâèæåòñÿ â ñëó÷àéíîì
ïðîñòðàíñòâåííîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ |v| = c·arth(θM) = c·arth

(√
2λ0

µ

)

â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå K0. Îäíîâðåìåííî ýòà ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà íàõîäèò-
ñÿ â ïîêîå â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K1, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò K0 ñî ñêîðîñòüþ v, (|v| = c · arth (θM)). Ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà
íàõîäèòñÿ â ïîêîå â ñèñòåìå êîîðäèíàò K1 â òå÷åíèå ñîáñòâåííîãî âðåìåíè t,

22



µ/c < t < 2µ/c. Â ìîìåíò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè t = 2µ/c ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà
ñíîâà âûðîæäàåòñÿ â òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó â òî÷êå P2 è ò.ä. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíè-
êà íå ìîæåò îïèñûâàòü òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû áåç îïèñàíèÿ âíóòðåííèõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îíà íå ìîæåò òàêæå îïèñûâàòü ïðåîáðàçîâàíèå ñôåðè÷åñêîé
÷àñòèöû â òî÷å÷íóþ è íàîáîðîò.

Ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìíîãîâàðèàíòíîé äèíàìèêè, êîòîðàÿ ñî-
ãëàñîâûâàëàñü áû èñêàæåííîé ãåîìåòðèåé Gd, îïèñûâàåìîé ìèðîâîé ôóíêöèåé
(4.1). ×òîáû îïèñàòü ìíîãîâàðèàíòíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû, íóæíî ðàññìîòðåòü
âñå âàðèàíòû äâèæåíèÿ îäíîâðåìåííî è ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ñðåäíåå îïèñàíèå
(íåêîòîðûå ñðåäíèå ìèðîâûå ëèíèè ÷àñòèöû). Òàêîå îïèñàíèå ìû áóäåì ïðî-
èçâîäèòü íà ìíîãîîáðàçèè Ìèíêîâñêîãî, ãäå ðåçóëüòàòû âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îïåðàöèé (ðàâåíñòâî, ñóììèðîâàíèå, óìíîæåíèå, äèôôåðåíöèðîâàíèå è ò.ä.) îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Ðàáîòàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Ìèíêîâñêîãî è èñïîëüçóÿ îäíî-
çíà÷íûå îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ãåîìåòðèþ è ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûå ìèðîâîé ôóíê-
öèåé (4.1).

Âîîáùå ãîâîðÿ, êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà èìååò íåêîòîðûé îïûò ðàáîòû c îïè-
ñàíèåì ìíîãîâàðèàíòíîãî äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ äèíàìè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äëÿ îòäåëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, íî èìåþòñÿ ðàçíûå âàðèàí-
òû íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äâèæåíèå îêàçûâàåòñÿ ìíîãîâàðèàíòíûì, èç-çà ðàçíûõ
âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àí-
ñàìáëü, ñîñòîÿùèé èç ìíîãèõ îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
ðàññìàòðèâàåìûé êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Íàïðèìåð, ñâîáîäíàÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

A [x] =

∫
m

(
dx

dt

)2

dt (7.13)

ãäå x = x (t) îïèñûâàåò ìèðîâóþ ëèíèþ êëàññè÷åñêîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû.
Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ñâîáîäíûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

A [x] =

∫
m

(
dx

dt

)2

dtdξ (7.14)

ãäå x = x (t, ξ), ξ = {ξ1, ξ2, ...ξn}. Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ξ ìàðêèðóþò ÷àñòè-
öû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Ôóíêöèÿ x = x (t, ξ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ îïè-
ñûâàåò ìèðîâóþ ëèíèþ ÷àñòèöû, ìàðêèðóåìóþ ìåòêîé ξ. ×èñëî n ïåðåìåííûõ
ξ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, ïîòîìó ÷òî íåâàæíî, êàê ìàðêèðóþòñÿ ýëåìåí-
òû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Îäíàêî, îáû÷íî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ξ âûáèðàþò
ðàâíûì ÷èñëó ïåðåìåííûõ x = {x1, x2, x3}, äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèÿ

Äåéñòâèÿ (7.13) è (7.14) ïîðîæäàþò îäíè è òå æå óðàâíåíèÿ

m
d2x

dt2
= 0 (7.15)
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Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (7.13) è (7.14) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (7.14) îñóùåñòâëÿåò îäíîâàðèàíòíîå îïèñàíèå, òîãäà êàê
ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü (7.13) îñóùåñòâëÿåò ìíîãîâàðèàíòíîå îïèñàíèå, ãäå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçíûõ ýëåìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ðàçëè÷-
íû. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (7.15) îáðàçóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Åñëè äâèæåíèå îòäåëüíîé ÷àñòèöû Sst ìíîãîâàðèàíòíî (ñëó÷àéíî), äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ E [Sst] ïåðåñòàþò áûòü îáûê-
íîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Îíè ñòàíîâÿòñÿ óðàâíåíèÿìè â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû Sst, õîòÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî
àíñàìáëÿ E [Sst] ñóùåñòâóþò.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äåéñòâèå âèäà

AE[Sst] [x,u] =

∫ ∫

Vξ

{
m

2
ẋ2 +

m

2
u2 − ~

2
∇u

}
dtdξ, ẋ ≡dx

dt
(7.16)

Çàâèñèìûå ïåðåìåííûå x = x (t, ξ) îïèñûâàþò ðåãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû. Çàâèñèìûå ïåðåìåííûå u = u (t,x) îïèñûâàþò ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, ~ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâóþ ïîñòî-
ÿííóþ. Îïåðàòîð

∇ =

{
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

}
(7.17)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò x = {x1, x2, x3}.
×òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû Sst èç äåé-

ñòâèÿ (7.16) äëÿ E [Sst], ñëåäóåò îïóñòèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ξ in (7.16), êàê ýòî
ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ (7.13) è (7.14). Ïîëó÷àåì

ASst [x,u] =

∫ {
m

2
ẋ2 +

m

2
u2 − ~

2
∇u

}
dt, ẋ ≡dx

dt
(7.18)

ãäå x = x (t) è u = u (t,x) ñóòü çàâèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Ôóíêöèî-
íàë äåéñòâèÿ (7.18) íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûì (äëÿ ~ 6= 0), ïîòîìó ÷òî
îïåðàòîð ∇ îïðåäåëåí â íåêîòîðîé 3-ìåðíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, à íå â ñàìîé
òî÷êå x. Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (7.18) íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåí-
íûì, òî íåëüçÿ ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ Sst. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû Sst ÿâëÿåòñÿ ìíîãîâàðèàíòíûì (ñëó÷àéíûì).
Ïîëàãàÿ ~ = 0 â (7.18), ïðåîáðàçóåì äåéñòâèå (7.18) â äåéñòâèå (7.13), ïîòîìó
÷òî â ýòîì ñëó÷àå u = 0 â ñèëó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Âåðíåìñÿ ê äåéñòâèþ (7.16) è ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ E [Sst] äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Sst. Âàðüèðîâàíèå äåéñòâèÿ
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(7.16) ïî u äàåò

δAE[Sst] [x,u] =

∫ ∫

Vξ

{
muδu− ~

2
∇δu

}
dtdξ

=

∫ ∫

Vx

{
muδu− ~

2
∇δu

}
∂ (ξ1, ξ2, ξ3)

∂ (x1, x2, x3)
dtdx

=

∫ ∫

Vx

δu

{
muρ +

~
2
∇ρ

}
dtdx−

∫ ∮
~
2
ρδudtdS

ãäå

ρ =
∂ (ξ1, ξ2, ξ3)

∂ (x1, x2, x3)
=

(
∂ (x1, x2, x3)

∂ (ξ1, ξ2, ξ3)

)−1

(7.19)

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå

mρu +
~
2
∇ρ = 0, (7.20)

Âàðüèðîâàíèå äåéñòâèÿ (7.16) ïî x äàåò

m
d2x

dt2
= ∇

(
m

2
u2 − ~

2
∇u

)
(7.21)

Çäåñü d/dt îçíà÷àåò ñóáñòàíöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t

dF

dt
≡ ∂ (F, ξ1, ξ2, ξ3)

∂ (t, ξ1, ξ2, ξ3)

Ðàçðåøàÿ (7.20) îòíîñèòåëüíî u, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u = − ~
2m

∇ ln ρ, (7.22)

êîòîðîå íàïîìèíàåò âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ñ
êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D = ~/2m.

Èñêëþ÷àÿ ñêîðîñòü u èç äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7.21), (7.22) è ïåðåõîäÿ
ê íåçàâèñèìûì ýéëåðîâûì ïåðåìåííûì t,x, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîãî òèïà äëÿ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷àñòèöû Sst

m
d2x

dt2
= m

(
∂v

∂t
+ (v∇)v

)
= −∇UB,

∂ρ

∂t
+∇ (ρv) = 0 (7.23)

ãäå v =dx
dt

è UB åñòü ïîòåíöèàë Áîìà [6]

UB = U
(
ρ,∇ρ,∇2ρ

)
=
~2

8m

(∇ρ)2

ρ2
− ~2

4m

∇2ρ

ρ
(7.24)
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Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (7.23) ýê-
âèâàëåíòíû óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà [6]. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå (7.16) è äè-
íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (7.23) ïðàâèëüíî îïèñûâàþò ìíîãîâàðèàíòíîå äâèæå-
íèå ÷àñòèö ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ E [Sst]. Îäíàêî, îñòàåòñÿ íåÿñíûì, êàê
âèä äåéñòâèÿ (7.16) ñâÿçàí ñ ìíîãîâàðèàíòíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåî-
ìåòðèåé. Ýòîò âîïðîñ èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [5]. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîãëàñèÿ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè ñ äåéñòâèåì (7.16) äèñòîðñèþ d = λ2

0

â ìèðîâîé ôóíêöèè (1.3) ñëåäóåò âûáðàòü â âèäå

d = λ2
0 =

}
2bc

(7.25)

ãäå ~ åñòü êâàíòîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, c åñòü ñêîðîñòü ñâåòà, à b åñòü ïîñòîÿííàÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ (7.11), ñâÿçûâàþùåãî ãåîìåòðè÷åñêóþ ìàññó µ ñ îáû÷íîé ìàññîé
m ÷àñòèöû.

Çäåñü ìû ïðåäëàãàåì òîëüêî íåêîòîðûå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ îáúÿñíå-
íèÿ ñâÿçè ìèðîâîé ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ äåéñòâèåì (7.16), îïèñû-
âàþùèì äâèæåíèå àíñàìáëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.

Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (7.10), ñêîðîñòü ÷àñòèöû, îïèñûâàåìàÿ çâåíîì
T[P1P2], èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèå. Îäíà ñîñòàâëÿþùàÿ vreg = p/m ðåãóëÿðíà.
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ èìïóëüñîì ÷àñòèöû p. Äðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè vst

îáóñëîâëåíà ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ÷àñòèöû. Åå ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈vst〉 çàâèñèò
îò ñîñòîÿíèÿ âñåãî àíñàìáëÿ. Îíî èìååò âèä

〈vst〉 = −αrmincθM∇ log ρ, rmin =

√
3

2
λ0, θM =

√
2
λ0

µ
(7.26)

ãäå α åñòü íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ïîðÿäêà åäèíèöû è ρ åñòü ïëîòíîñòü
÷àñòèö â ñòàòèñòè÷åñêîì àíñàìáëå.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, èç äåéñòâèÿ (7.16), äàþùåãî ïðàâèëüíîå îïèñàíèå ñðåäíå-
ãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (7.22). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðàâíåíèå
ñîîòíîøåíèé (7.26) è (7.22) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (7.25). Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî
ïîñòîÿííàÿ b íå ïîÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèè (7.16), è íåëüçÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðå-
äåëèòü çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé b òàê æå êàê è çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé q = λ2

0. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ îáúÿñíåíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ âàæåí ôàêò ìíîãîâàðèàíòíîñòè,
à íå åå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå.

8 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Íååâêëèäîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå
âîçìîæíûå îáîáùåííûå ãåîìåòðèè. Ýòè ãåîìåòðèè ìîãóò áûòü íåïðåðûâíû-
ìè èëè äèñêðåòíûìè. Îíè ìîãóò èìåòü ïåðåìåííóþ ðàçìåðíîñòü èëè, âîîáùå,
íå èìåòü ðàçìåðíîñòè. Íååâêëèäîâ ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêî ñ ìèðîâîé ôóíêöè-
åé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ãåîìåòðèè.
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Íååâêëèäîâ ìåòîä íå èñïîëüçóåò êîîðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ, è íåò íåîáõîäèìîñòè
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå è óñòðàíÿòü ïðîèçâîëüíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì êîîðäèíàò.

Íååâêëèäîâ ìåòîä íå íóæäàåòñÿ â ðàçäåëåíèè óòâåðæäåíèé ãåîìåòðèè íà àê-
ñèîìû è òåîðåìû. Åìó íå íóæíà ïðîâåðêà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîì, ñâÿçàí-
íàÿ ñ ýòèì ðàçäåëåíèåì. Íååâêëèäîâ ìåòîä ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ñâîéñòâî ìíî-
ãîâàðèàíòíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáùèì ñâîéñòâîì îáîáùåííûõ ãåî-
ìåòðèé. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîé ãåîìåòðèè, îòâåòñòâåííûì çà êâàíòîâûå ýôôåêòû. Ñóùåñòâî-
âàíèå ìíîãîâàðèàíòíîñòè ïðåäïèñûâàåò íîâûé ïåðåñìîòð ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííîé ãåîìåòðèè. Ìíîãîâàðèàíòíîñòü ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîç-
âîëÿåò ïðîäâèãàòüñÿ ïî ïóòè äàëüíåéøåé ãåîìåòðèçàöèè ôèçèêè. Ìàññà ÷àñòè-
öû îêàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñòèöû. Ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì ïîñòàâèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè,
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó êîíôàéíìåíòà êàê ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîæíîãî îáúåêòà (à íå êàê äèíàìè÷åñêóþ
ïðîáëåìó óäåðæàíèÿ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö â îãðàíè÷åííîì îáúåìå).
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